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Modulo 1

A Integral Definida

O principal objetivo deste médulo é o estudo da integral definida de
fungoes reais definidas em intervalos fechados e limitados, com énfase no
caso em que as fungoes consideradas sao continuas. O resultado central aqui
apresentado é o Teorema Fundamental do Calculo para fungoes continuas, o
qual permite a obtencao da integral definida de certas fungdes de maneira
automatica. Enfatizamos também como a integral definida ¢ uma ferramenta

importante para o calculo de areas de regioes planas.

Usamos a integral definida para introduzir, de maneira rigorosa, a
funcao logaritmica, cujas propriedades basicas sao discutidas detalhadamente.
Finalmente, definimos a funcao exponencial como a inversa da funcao lo-

garitmica e discutimos detalhadamente as suas propriedades bésicas.
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A integral definida. Motivac3o.

MODULO 1 - AULA 1

Aula 1 — A integral definida. Motivacao.

Referéncias: Aulas 1 e 2 de
Célculo 1.

Objetivos
Compreender um argumento, de carater geométrico, que permitira cal-

cular a area de certas regioes planas.

Consideremos uma func¢éo f : [a,b] — R continua em [a,b] e tal que

f(z) > 0 para todo = € [a,b]. Vamos discutir a seguinte pergunta:

Como calcular a area da regiao R compreendida entre o grafico de f, o

eixo das abscissas e as retas x = a e x = b7 (Ver a Figura 1.1).

Figura 1.1

Por exemplo, se f : [0,2] — R é definida por f(x) = 1 para todo
x € [0, 2], entao os nossos conhecimentos de Geometria Plana nos dizem que
a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as

retas © =0 e v = 2 é 2 (ver a Figura 1.2).

Figura 1.2

Os nossos conhecimentos de Geometria Plana também nos garantem
que se f:[—1,1] — R é definida por f(x) = |x| para todo z € [—1, 1], entao

CEDERJ
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a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as

retas t = —l ex =1 ¢ 1 (ver a Figura 1.3).

A

Figura 1.3

No entanto, a Geometria Plana ¢é insuficiente para responder a nossa
pergunta no caso geral. Por exemplo, seja f : [0,1] — R definida por
f(x) = 22 para todo z € [0, 1] e consideremos a regidao compreendida en-

tre o grafico de f, o eixo das abscissas e a reta x = 1 (ver a Figura 1.4).

Figura 1.4

Nao ha, na Geometria Plana, ferramenta que nos permita calcular a
area da regiao indicada. Para tentar atacar o problema, vamos usar o pro-

cedimento que passaremos a descrever a partir de agora.

Para cada inteiro n > 1, dividamos o intervalo [0, 1] em n subintervalos

iguais, obtendo assim os intervalos [0,1], [1 2] .. [2=2 n=l] o [2=l 7]

‘n n’n n n n

cada um deles possuindo comprimento % Observemos que se n = 2 teriamos

os intervalos [O, %] e [%, 1], se n = 3 terfamos os intervalos [O, %], [%, %] e
[2,1], se n = 4 terfamos os intervalos [0, 1], [1,2], [2,3] e [2,1], e assim
por diante.




A integral definida. Motivac3o.

Para cada inteiro n > 1, vamos definir trés ntimeros, 7T,,, U, e V,,, da

seguinte forma:

SO (U A ) R i G R o ¥ A G
n n n P n
AR o) N A ) BRSO O B S P A )
n n n Py n
(§
yoo A S) o fe) ) fte)
n n n n n

onde t; € [O,%], ly € [l 2},

n’n
tomados de maneira arbitraria.
Antes de prosseguir, observemos que os numeros 1, U, e V,, tém um
significado geométrico bastante simples. De fato, para cada k = 1,...,n,
f k—1
M representa a area do retangulo de base [k— ﬂ e altura
n

k

M representa a area do retangulo de base [ k=1 %]
n

f(te)

altura f(t;). Assim, cada um dos nimeros 7,,, U,, e V,, representa a soma das

0 numero
f (%), 0 numero

representa a drea do retdngulo de base [*=1, £] e

altura f (%) e 0 nimero

areas dos retangulos que acabamos de mencionar. Por exemplo, os niimeros
Ty, Uy e Vy representam as areas das regioes hachuradas nas Figuras 1.5a,
1.5b e 1.5¢, respectivamente, enquanto os niimeros Ty, Ug e Vg representam as
areas das regioes hachuradas nas Figuras 1.6a, 1.6b e 1.6¢, respectivamente.
E f4cil observar que Tg, Ug e Vg sao uma melhor aproximacgao para o valor
da area procurada do que Ty, Uy e V. Veremos, a seguir, que esta afirmacao

¢ menos ingénua do que possa parecer.

MODULO 1 - AULA 1
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.

tov4 ot 12 ot 34 ot

()

1

4

Figura 1.5

1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1

(a)

(b)

O %, 18 t, 28 tg98 ty 48 t558 lg 68 b 78 tg 1

()

Figura 1.6
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Notemos que, como %, € [—, } para k = 1,...,n e como f é cres-

/ (%) < J() < f (g)

para k = 1,...,n. Conseqlientemente,

cente, entao

3

S22 5 s 5 6)

k=1

T
I

isto é,
T, <V, < U,
Notemos ainda que, para cada inteiro n > 1,
k=1

T, = i ! (n” = i e ;31>2 = Tjg (Zn:(k - 1)2>

k=1 k=1

3
s
~—
Sk
SN—

3

o1 (K,
P B R (Z’“>
k=1 k=1 k=1

Facamos agora um parénteses para provar que

Z 124924 n(n + 1)6(2n +1)

para todo inteiro n > 1.

Para isto, vamos usar o principio de inducgao finita. E claro que a
afirmacao acima é valida paran = 1. Seja m um inteiro positivo e admitamos

a afirmacao verdadeira para m, ou seja, suponhamos que

1(2m + 1
12492 4o 2o é(er ),

MODULO 1 - AULA 1
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CALCULO Il |

Entao

1)(2m + 1
124+22 4+ 4+m?+ (m+1)? = mim + )(m+ )+(m+1)

m(2m + 1)

) =

2m? +m+6m+6>

2m? +7m+6>

(m+1) (
= (m+1) <
(m+1) (
(m + 1) (m—|—2 2m+3))

(m+1)((m+1)+1) (2m+1)+1)
6 .

Isto mostra que a afirmacao é valida para m + 1. Pelo principio de
inducao finita a nossa afirmacao é valida para todo inteiro n > 1.

Em vista do que acabamos de provar, segue que

5= L (Sw-1) = L 1)?) =

n = 3 Z(‘) _E( +ot (n=1)%) =
k=1

m=1)((n=1)+1)(2n—-1)+1)
6n3

nin—1)2n—-1)
6n3

2n3 —3n2+4+n
6n>

(Zk2> _nn+1)2n+1) :2n3+3n2+n

6n3 6n3
para todo inteiro n > 1. Logo,

ond—3n>+n 2
lim7,=lm —— = —
L e 63 6

3 2
lim U, = lim 2n+3—n+n:g:1.
n—o0 n—00 6n3 6 3

CEDERJ
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| MODULO 1 - AULA 1
E, como T,, <V, < U, para todo n > 1, podemos também afirmar que

lim V, = 1
n—o00 3

Em resumo, acabamos de mostrar que

lim 7, = lim U, = lim V,, = 1
n—o0 n—o0 n—o0 3

Isto significa que, para n suficientemente grande, os ntimeros T;,, U,, e V,,
estao bem proximos de % Ou, em outras palavras, se dividirmos o intervalo
[0,1] em subintervalos de comprimento % bem pequeno, as somas das areas
dos retangulos obtidos das trés maneiras mencionadas anteriormente, que
sao precisamente os numeros T;,, U, e V,,, estarao bem proximas de % Seria
natural admitir que a area procurada valesse % Na préxima aula veremos que
¢ este precisamente o caso e que, a bem da verdade, o argumento utilizado
se aplica a qualquer func¢ao continua f : [a,b] — R tal que f(z) > 0 para
todo = € [a, b].

Finalmente, cabe mencionar que nesta aula também tivemos a oportu-
nidade de preparar o terreno para introduzir a nogao de integral definida, a

ser estudada a partir da préxima aula.

Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a um argumento que permitira calcular

a area de certas regides planas.

Exercicios

1. Mostre, por inducao, que

4 3 2
B4Pygnt=" gL

4 4
para todo inteiro n > 1.

2. Seja f(x) = 23 para todo z € [0, 1] e considere as seqiiéncias (T},), (U,)
e (V,,), onde

(B S f(E = f(ty
L R

k=1 k=1

(t1e[0,2],tae [L, 2], tyr €[22, 2] e, € [, 1]).

n

CEDERJ
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CALCULO Il |

Mostre que

1
lim 7, = lim U, = lim V,, = 1
f

Sugestao: Raciocine como fizemos para a funcao f(x) = z2.

Auto-avaliagao

Nesta aula discutimos a idéia na qual repousa a nogao de integral defi-
nida. Como esta no¢ao desempenha um papel central em tudo o que veremos
a seguir, s6 passe para a proxima aula apos fazer o segundo exercicio pro-

posto.

CEDERJ
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Aula 2 — A integral definida.

Objetivos

e Compreender a nogao de integral definida.

e FEstudar algumas propriedades da integral definida.

Nesta aula, apoiados no germe lancado na aula passada, vamos intro-
duzir a nocao de integral definida de uma funcao real cujo dominio é um

intervalo fechado e limitado e cuja imagem é um conjunto limitado.

Inicialmente, lembremos que um subconjunto nao vazio T" C R é limi-
tado quando existem m,M € R (ndo necessariamente em 7') tais que
m<t<M paratodot eT.

O teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Célculo I, nos garante que
se f :[a,b] — R é continua em [a, b], entao sua imagem f([a,b]) = {f(z); = €

[a,b]} é um conjunto limitado.

Definicdo 2.1 Suponhamos a < b e seja f : [a,b] — R tal que f([a,b]) é
um conjunto limitado. Para cada inteiro n > 1, consideremos os pontos
Aa=T9g< T < Ty <+ < Tpo < Tp_1 < x, = b tais que zp — xp_1 = I”T“
para k = 1,...,n e tomemos arbitrariamente pontos ti,ts,...,t,_1 € t, tais
que t; € [xo, 1], to € [T1, 2], ... , tho1 € [Tp_2,Tp_1] €ty € [Th_1, Ty

Consideremos entao a soma

Sp = f(t)(x1 —x0) + f(t2) (w2 — 71) + -+ +
+o A f(tn1) (@1 — Tp—2) + f(tn)(@n — 1) =

=3 ) ) = 3 f0) " = (X fw)

usualmente conhecida como uma soma de Riemann de f em [a, b].

Notemos que, se f(z) > 0 para todo = € [a,b], entdo S, representa a
soma das dreas de n retangulos (o primeiro de base [xg, 21| e altura f(t1), o
segundo de base [x1, 5] e altura f(t3), ..., o pentltimo de base [z, _2, T, 1]
e altura f(t,_1) e o ultimo de base [z,_1, z,] e altura f(¢,)), como indicamos

na Figura 2.1.

MODULO 1 - AULA 2

Referéncias: Aulas 2 de
Célculo I e 1 de Célculo II.

Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866),
notavel matemadtico alemao,
professor em Gottingen, foi
uma das figuras centrais da
Matematica no século XIX.
Riemann foi um dos
fundadores da Teoria das
Fungdes Analiticas, mas
também fez importantes
contribuicoes a Geometria, a
Teoria dos Nimeros e &
Fisica Matematica. Ele
formulou a hipdtese de
Riemann, conjectura a
respeito da funcao zeta que
continua em aberto até hoje
e que, se provada, daria
informacoes importantes
sobre a distribuigao dos
ndmeros primos.

CEDERJ



CALCULO Il

Pode-se provar que S, caso
exista, é unico.

As notagoes f: f(t)dt,

f; f(s)ds, f; f(u)du, ... sdo
também usadas para
representar a integral de f
em [a, b].

CEDERJ
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v

) & tni‘XnA tn b

Figura 2.1

Se existir um numero real S tal que lim S, = S, para toda seqiiéncia
n—oo
(Sn) assim construida, diremos que a fungao f € integrdvel em [a,b] e escre-

Vermos ,
S:/ f(z)dx.

b
O ntdmero f(z)dz é dito a integral (ou a integral definida) de f em

[a,b]. Ele também ¢ conhecido como a integral de Riemann de f em [a,b].

b a
Se a > b, definimos / f(x)dz = —/ f(z)dz. Definimos, ainda,
a b

/aa f(z)dz = 0.

Na aula anterior consideramos as somas

B ICO R ViD

n n
k=1 k=1

n
f(tx . L s . .
e V, = g Q as quais, como ¢é facil notar, sao somas de Riemann da
n
k=1

funcao f (:c_) = 2% no intervalo [0, 1]. Admitindo, por um instante, a integra-

bilidade de f em [0, 1] (ver o teorema a seguir), terfamos

n—oo n—oo n—oo

1
/ 2?dr = lim T, = lim U, = lim V,,
0

em vista da Definicao 2.1. Por outro lado, vimos na referida aula que os
numeros T,,, U, e V,, se aproximam da area compreendida entre o grafico de
f, o eixo das abscissas e a reta x = 1 a medida que n cresce. Isto motiva a

defini¢ao a seguir.
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| MODULO 1 - AULA 2

Definicdo 2.2 Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel em [a,b] tal que
f(x) > 0 para todo = € [a,b]. Definimos a drea da regiao compreendida
entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas r = a e x = b como sendo

b
onﬁmero/ f(x)dx.

Por outro lado, se f : [a,b] — R é uma funcao integravel em [a,b] e
f(z) <0 para todo = € [a, b], definimos a drea da regidao compreendida entre

o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas * = a e x = b como sendo o

ntimero — ( / ’ f(:c)d:c).

Um resultado muito importante, cuja demonstracao sera vista na dis-
ciplina de Analise, é o seguinte
Teorema 2.1
Se f :[a,b] — R ¢ continua em |[a, b], entao f ¢ integravel em [a, b].

Mais geralmente, é possivel provar que se f : [a,b] — R possui imagem
f([a,b]) limitada e é continua, exceto em um ndmero finito de pontos de

[a,b], entdo f é integravel em [a, b].

Exemplo 2.1

Seja f : [0,1] — R definida por f(z) = 2 para todo = € [0,1]. Como f é
continua em [0, 1], o Teorema 2.1 nos garante que f é integravel em [0, 1].
Logo, pela Definicao 2.1,

n—oo

1
/ 2?dx = lim S,
0

para qualquer seqiiéncia (S,) de somas de Riemann de f em [0,1]. Em

particular, como lim V,, = %, segue que

1
1
/ 22dr = =.
0 3

Portanto, a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo

das abscissas e areta z = 1 é &

5, respondendo assim a pergunta formulada

na aula anterior.

Exemplo 2.2
Seja f : [a,b] — R definida por f(x) = ¢ para todo = € [a,b]. Entao

/abf(x)dx =c(b—a).

CEDERJ
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Notemos que a integrabilidade de f segue imediatamente do Teorema

2.1. Mas, neste caso, ela pode ser provada facilmente, como veremos a seguir.

De fato, para cada inteiro n > 1, sejam a = 9 < 77 < Ty <

oo < Xpg < Tpoq < T, = b como na Definicao 2.1 e ¢, € [zx_1, x| para

k=1,...,n. Entao

So = fltr)(@n—wpo1) = ez —apm1) =c (Zm — 1)

=c((z1 —a) + (xg — 11) —i-:- o (T — o) + (Z— Tpo1)) =

=c(b— a).

Portanto,

lim S, = c(b—a).

n—oo

Isto mostra que f é integravel em [a, b] e

/abf(x)dx = /bcdx =c(b—a).

a

No caso em que ¢ > 0, ¢(b — a) é precisamente a drea do retangulo de
lado [a, b] e altura ¢, que coincide com a drea da regiao compreendida entre o

grafico de f, o eixo das abscissas e as retas * = a e x = b (ver a Figura 2.2).

Figura 2.2

Vejamos, agora, um exemplo de uma funcao que nao é integravel.

):




A integral definida.

Exemplo 2.3

Seja f : [0,1] — R definida por f(z) = 0se z € QN [0,1] e f(z) = 1 se
z € (R—Q)NJ0,1]. Mostremos que f nao é integravel em [0, 1].

Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam 0 Ty < 11 < Ty <

< Ty < Tpo1 < X, = 1 tals que x, —x,_, = % para k = 1,....n

e tomemos pontos ty,ty € [xp_1, x| tais que t, € QN [zx_1,zx] € & €

(R—Q)N[xg_1,2zx] parak = 1,... n (aqui estamos usando o fato importante
segundo o qual entre dois niimeros reais ha sempre um ntimero racional e um
ntmero irracional). Como f(tx) =0 e f(t;') =1 para k = 1,...,n, obtemos
1 n
Sn=— > ftk) ) =0
k=1
e
S — 1( Y f(t/)) _ 1
n k
k=1
Portanto,

lim S, =0 e lim S, =1.

n—oo n—oo

Assim, f nao ¢é integravel em [0, 1].

Na proposicao a seguir veremos algumas propriedades elementares da

integral definida.

Proposicao 2.1
Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes integréveis em [a, b] € & um nimero real.

Valem as seguintes propriedades:
b
(a) se f(x) > 0 para todo x € |a, b], entao / f(x)dx > 0;

(b) a fungao af é integravel em [a, b] e

[@nwie= [ awr=a [

c) a fungdo f + g é integrdvel em [a,b] e

b

/ab(f +g)(v)dx = /ab(f(:v) + g(x))dx = /abf(x)dx +/a g(z)dz.

MODULO 1 - AULA 2
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Demonstragdo: Provaremos (a) e (b).

Inicialmente, provemos (a). Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam
a=20 < T <Xy <+ < Tyg<xp_1 <x,=>bcomo na Definicao 2.1 e

tr € [xp_1, 7] para k =1,...,n. Entao

Sp = b;a(kz:f(tk)> > 0,

pois f(tx) > 0 para k = 1,...,n. Portanto, pelo Exercicio 2(a), da aula 11

de Célculo I, obtemos

n—oo

b
lim S, >0, ouseja, / f(x)dx > 0.

Agora, provemos (b). Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam

a=20 < T <Xy <+ < Tyg<xp_1 <x,=>bcomo na Definicao 2.1 e
tr € [xp_1,xx] para k = 1,...,n. Definamos
, b—a &
s =" Sahw).
k=1
Entao
b—a [ < b—a [ <
S/ == <k-1 af(tk)) _a< - (;f(tk))) = asS,,

lim S, =« (lim Sn) = a/b f(z)dx.

n—oo n—oo

Isto mostra que af é integravel em [a,b] e

/ab(ozf)(x)dm = /ab af(z)de = a/abf(x)dm.

Facamos, agora, um comentério a respeito da nogao de area. Para uma
fungao f : [a,b] — R integréavel e tal que f(z) > 0 para todo z € [a, b], defini-

mos a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas

b
e as retas * = a e x = b como sendo o nimero / f(x)dx. Acabamos de ver,
a

b
na Proposicao 2.1(a), que, sob as condi¢bes mencionadas, / f(z)dx > 0.
a




A integral definida.

Assim, a referida drea é um ntimero maior ou igual a zero, como seria de

se esperar.

Por outro lado, para uma fungao f : [a,b] — R integravel e tal que
f(z) <0 para todo z € [a, b], definimos a drea da regiao compreendida entre

o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas * = a e * = b como sendo

b
— (/ f(at)da:) Mas, pela Proposigao 2.1(b), —f é integrdvel em [a, ] e

/ () ) = - (/ bf(x)dx) .

Como (—f)(z) = —f(x) > 0 para todo = € [a,b], a Proposi¢ao 2.1(a)

nos garante que
b
/ (—f)(2)dz > 0.
a
Assim, a referida area é um nimero maior ou igual a zero, como seria
de se esperar. Como conseqiiéncia imediata do Exemplo 2.2 e da Proposigao
2.1(c), obtemos:
Exemplo 2.4

Se f:[a,b] — R é integravel em [a,b] e ¢ € R, entdo a funcao g : [a,b] — R,
definida por g(z) = f(x) + ¢ para todo = € [a, b], é integravel em [a,b] e

/abg(a:)da: = /ab(f(:c) +c)dz = /ab f(z)dz + c(b— a).

Exemplo 2.5

Se f, g : [a,b] — R sao integraveis em [a, b] e f(x) > g(x) para todo = € [a, D],

/a  fla)de > / " g(a)ia.

De fato, pela Proposi¢ao 2.1(b),(c), f —g = f + (—g) ¢ integravel em
[a,b]. E, como (f —g)(x) = f(x) — g(x) > 0 para todo = € [a,b], segue da
Proposicao 2.1(a) que

entao

b
/ (f — g)(@)dz > 0.
Mas,
b

o< [0 - o= [ -gnar= [ e~ [ g

Portanto,
b b
/f(x)d:vZ/ g(x)dx.

MODULO 1 -

AULA 2
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Na préxima proposicao enunciaremos um resultado que nao serd demons-
trado neste curso.

Proposicao 2.2
Sejam f : [a,b] — R integrdvel em [a,b] e a < u < b. Entao f[,, (arestricdo
de f aa, u]) é integrdvel em [a, u], f|,, (arestricdo de f a [u,b]) ¢ integrdvel

em [u,b] e
/abf(a:)dw _ /jf@)dmff@)@.

Exemplo 2.6
Definamos f : [0,2] — R por f(x) = 22 +1sex € [0,1] e f(x) = 2 se

2
x € [1,2] (o grafico de f é esbocado na Figura 2.3). Calculemos / f(z)dx.
0

Figura 2.3

De fato, como f é continua em [0,2], entdao f é integravel em [0, 2].

Além disso, pela Proposicao 2.2,

/02 f(z)dx = /Olf(x)dx—i— /12 f(z)dz.

Mas, pelo que vimos nesta aula,

4

! ! 2 ! 2 _1 N
/Of(x)dJU:/O(x +1)da;:/0 Jt:da:—l—l(l—())—g—i—l_g

2 2
/ f(x)dx :/ 2dr=2(2-1)=2.
1 1
Portanto,

/0 f(x)dxz%—i-Q:—.

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a nogao de integral definida e viu al-
gumas propriedades elementares da integral definida. O fato importante
segundo o qual toda fungéo continua de [a,b] em R é integravel em |a, b] foi

também mencionado.

Exercicios

1
L. Calcule/ |z|dz .
-1

2. Seja f(x) = —2? para todo x € [0,1]. Calcule a drea da regiao com-

preendida entre o gréafico de f, o eixo das abscissas e a reta x = 1.

3. (a) Mostre, por inducdo, que 1+ -+ 4+ n = @ para todo inteiro
n>1.
b b2 (12
(b) Mostre que / xrdr = DR

Sugestao: Vocé ja sabe que a funcao f(z) = x é integravel em [a, b],

pois ela é continua em [a, b]. Para cada inteiro n > 1, considere a soma

de Riemann S,, = b;a(éf(@Jf@))

b a?

e mostre que 711520 Sp = R

4. Raciocine, como na aula 1, para mostrar que
b b3 3

a
2?dr = — — —.

a 3 3

b
5. Calcule / (2° + 2 + 1)dz.

6. Seja f:[—1,1] — R definida por f(z) = —z*se x € [-1,0] e f(z) = 22
1
se z € [0,1]. Mostre que / f(z)dx = 0.
—1

7. Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel tal que m < f(x) < M para
todo z € [a, b]. Mostre que

m(b— a) < / F@)dz < M(b— a).

CEDERJ
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Auto-avaliacao

Nos exercicios desta aula vocé teve a oportunidade de fixar a nocao de
integral definida e algumas de suas propriedades. Caso nao tenha conseguido
fazer todos os exercicios, releia a aula e depois tente novamente. Caso persista

alguma duvida, consulte o tutor no pdlo.
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Aula 3 — O Teorema Fundamental do

Calculo.

Referéncias: Aulas 6, 7, 9,

. . 10, 12 de Célculo I, e 2 de
ObJ ethO Célculo II.

Iniciar o estudo do Teorema Fundamental do Célculo, que fornece uma
maneira simples de se calcular a integral definida de func¢oes continuas defi-

nidas em intervalos fechados e limitados.

Na aula anterior vocé aprendeu que toda fungao continua f : [a,b] — R

¢é integravel. Entretanto, tendo em vista a complexidade da definigao, cal-
b

cular o numero f(x)dx pode nao ser simples, como ja ficou claro nas
a
duas aulas anteriores. Nesta aula iniciaremos o estudo bde um teorema im-
portante que, em certos casos, nos levard ao nimero f(z)dz de maneira
a

automatica: o Teorema Fundamental do Célculo.

Comecemos enunciando uma proposi¢ao cuja demonstracao serd vista

na disciplina de Analise.

Proposicao 3.1
Se f : [a,b] — R é integravel em |a,b], entdo a funcao |f| : [a,b] — R é

integravel em [a,b]. Além disso,

/abf(x)dx

Lembremos que, por

b b definicio, |f|(x) = |f(2)|
S/ |f|(a:)da::/ |f($)|d;(; para todo x € [a, b].

Exemplo 3.1

A reciproca da Proposicao 3.1 nao é verdadeira em geral, ou seja, podemos
ter |f| integravel sem que f seja integréavel.

Realmente, consideremos a fungao f : [0.1] — R definida por f(z) = —1
sex € QN[0,1] e f(z) =1sexz € (R—Q)NJ0,1]. Raciocinando como no
Exemplo 2.3, concluimos que f nao é integrével em [0, 1] (faga os detalhes).
Entretanto, como |f|(x) = |f(z)| = 1 para todo x € [0, 1], entao a funcao |f]

¢ integravel em [0, 1].

Sejam a < be f:[a,b] — R uma fungao continua em |[a, b]. Para cada

z € [a, b] definamos
Flz) = / )t
CEDERJ
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Notemos que, como f é continua em |a, b], entao f é continua em [a, ],
logo integravel em [a, 2| para todo = € [a, b]; assim, faz sentido considerar a
fungao F'.

Notemos ainda que, se f(x) > 0 para todo x € [a,b], entao F(x)
representa a area da regiao compreendida entre o gréafico de f, o eixo das

abscissas e as retas t = a e t = x; ver a Figura 3.1.

o

Figura 3.1

Teorema 3.1
[1¢ forma do Teorema Fundamental do Célculo] Se a < be f : [a,b] — R é

continua em |[a, b], entdo F' é derivavel em [a, b] e

para todo x € [a, b].

Demonstragdo: Fixemos = € (a,b). Mostremos que F' é derivavel em x e
F'(z) = f(z). Os casos em que z = a ou & = b sao tratados de maneira

analoga. Devemos provar que

F(t)— F(x)

lim ————— = f(%),
0 que equivale a provar que
. F(t)-F(z) . F(t)— F(x)
Jm —= o = @) e i =S = ).
Provaremos que
- F(t) - F(x)
lim —~2  ~ Y
tirag t—x /().
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MODULO 1 -
sendo o caso do limite lateral a esquerda tratado de maneira anéloga.
Tomemos entdo uma seqiiéncia (t,) arbitraria tal que x < ¢, < b para
todo n e lim t, = x. Verifiquemos que
- F(t,) — F(x)
lim —————= = .
oy @
Com efeito, segue da Proposicao 2.2 que
tn T tn
Pt~ Fo)= [ st~ [ foae= [ s
t”L
Como, pelo Exemplo 2.2, / f(x)dt = (t, — x)f(x) (como z estd
fixado, f(x) faz o papel de uma co%stante), obtemos
Fitn) = Fl@) _ o _ L S0t [ Tyt
t, —x t, —x t, —x
Por outro lado, pela Proposigao 2.1(c),
L f0de [ f@)de [ — f(@))dt
t, — T t, — T t, — T '
Logo,
tn
F(t,) — F(z) L) = f)dt
T2 pay = .
n— t, — T
Assim, pela Proposicao 3.1, obtemos
tn
F(t) — F() [0 = @D g i) - plajar
t, — T BEASY t, — T - t, — T '
Pelo teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Calculo I, para cada n
existe
zp € [z, t,] tal que
() = [(@)] < [f(2a) = f()]
para todo t € [z,t,] (estamos aplicando o teorema de Weierstrass a funcao
continua t € [x,t,] — |f(t) — f(z)] € R).
Pelo Exemplo 2.5, segue que
tn tn
/ |f(t) = f(z)]dt < / |f(z0) = f2)|dt = (tn, — 2)[f(20) — f(2)]-
Conseqiientemente, temos
F(t,) — F(z)
FELZED - p)] < 116 - 160
n— T
para todo n.

AULA 3
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Finalmente, como f é continua em z e lim z, =z (pois x < z, < t,

e lim t, = x ), temos que lim f(z,) = f(z), isto é, lim (f(z,) — f(x)) =0,

isto é, lim |f(z,) — f(x)] = 0. Portanto, em vista da desigualdade acima,

- F(t) — F(a)

n—00 t, —x

= ().

Como (t,) é arbitraria, acabamos de mostrar que

lim F(t) — F(x)

t—xt t—x

= [(x),

concluindo assim a demonstracao do teorema.

Sejam a < b e f: [a,b] — R continua em [a, b]. Definamos

R = [ fio

para todo « € [a,b]. Pela Proposicao 2.2, temos

/j Ft)dt+ /:f(t)dt _ /abf(t)dt

para todo z € [a, b], isto é,

para todo x € [a, b].

Exemplo 3.2

Seja f : R — R continua em R e seja @ um nimero real arbitrario. Definamos
xT

F :R — R por F(z) :/ f(t)dt para todo = € R. Afirmamos que F' é
derivavel em R e F'(z) = ](”l(:v) para todo = € R.

De fato, seja b > a arbitrario. Como f é continua em [a,b], o Teo-
rema 3.1 nos garante que F' é derivavel em [a,b] e F'(x) = f(x) para todo
x € [a,b].
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Por outro lado, seja ¢ < a arbitrario. Entao, para todo x € [c, a], temos
Pa)= [ st =— [ fdt=-Fi(z).

onde

Fi(r) = / " f(tydt

para todo z € [c, a]. Como vimos logo ap6s o Teorema 3.1, F é derivével em
[c,a] e FY'(z) = — f(x) para todo z € [c,a]. Conseqlientemente, F' é derivével
em [c,a] e F'(z) = —F\(z) = —(—f(z)) = f(x) para todo = € [c, al.

Em vista do que acabamos de observar segue que, para quaisquer
c,b e R, com ¢ < a<b,afuncao F é derivavel em (¢, b) e F'(z) = f(x) para
todo = € (c¢,b). Finalmente, como todo x € R pertence a algum intervalo
(¢,b) (com ¢ < a < b), concluimos que F' é derivavel em R e F'(z) = f(x)
para todo = € R.

Como conseqiiéncia imediata do Exemplo 3.2, obtemos:

Exemplo 3.3

x

A funcdo F(x) = / sen (t*) dt é derivdvel em R e F'(z) = sen (2?) para
0
todo # € R. Em particular, F'(,/3) =sen 5 = 1.

O préximo exemplo também decorre do Exemplo 3.2, apesar de exigir

um raciocinio adicional.

Exemplo 3.4

3

A funcdo H(z) = /m costdt é derivdvel em R e H'(x) = 3% cos(z?®) para
todo z € R. ’

De fato, definamos h(x) = 2® ¢ F(x) = /x costdt para todo x € R.
Entao F'oh = H, pois "

3

(Foh)(z)=F(h(z)) = F(z*) = /OZ costdt = H(x)

para todo x € R. Como F' e h sao derivaveis em R, a regra da cadeia nos

garante que H é derivavel em R e
H'(z) = (Foh)(x) = F'(h(x)) (z) = 32° cos(z”)

para todo z € R.

MODULO 1 - AULA 3
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Resumo

Nesta aula vocé comegou a estudar o Teorema Fundamental do Célculo,

um dos pilares do nosso curso.

Exercicios
sen T
1. Defina G(z) = t"dt para todo € R, onde n é um niimero inteiro
0
positivo. Mostre que G é derivavel em R e G'(z) = (cos z) (sen™z) para
todo = € R.

I3
2. Defina G(x) = / Vtdt para todo x € [0,400). Mostre que G §é
0

derivével em [0, +00) e G'(z) = 322V/23 para todo = € [0, +00).
3

3. Defina G(z) = / cost dt para todo z € R. Mostre que G é derivavel

22
em R e G'(x) = 322 cos(z3) — 2z cos(z?) para todo x € R.

0 x8
Sugestao: Defina G;(x) = / costdt, Gy(x) = / costdt e note que
0

Glx) = Gola) + Ga(a).

Auto-avaliacao

Os exercicios desta aula visam, essencialmente, fixar a 12 forma do Teo-
rema Fundamental do Célculo. Trata-se, portanto, de uma boa oportunidade
para assimila-la. Caso tenha sentido dificuldades ao tentar fazé-los, releia as
aulas 7 e 12 de Caélculo I, e depois volte a eles. Se, porventura, persistirem

as duvidas, procure o tutor no pdlo.
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Aula 4 — O Teorema Fundamental do
Calculo. Continuacgao.

Referéncias: Aulas 9, 10,

Objetivo 12, 16, 17 de Célculo I, 2 e 3
de Célculo II.

Estudar uma formulacao do Teorema Fundamental do Calculo que é

bastante eficaz no que diz respeito ao calculo de integrais definidas.

Nesta aula usaremos a 1% forma do Teorema Fundamental do Calculo
para obter a 22 forma do Teorema Fundamental do Célculo, esta ultima uma
ferramenta importante para calcularmos integrais definidas, como ficara claro
no decorrer da aula.

A 1% forma do Teorema Fundamental do Calculo nos garante que se
f . a,b] — R é continua, entao existe F' : [a,b] — R derivavel tal que

f O préximo resultado nos fornece uma maneira simples de calcular

Teorema 4.1
[2¢ forma do Teorema Fundamental do Célculo] Sejam a < be f :[a,b] = R

continua em [a, b]. Se G : [a,b] — R é derivavel em [a,b] e G' = f, entao

/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Demonstragdo: Seja F(x / f(t) € [a,b]) como na aula passada.
Pelo Teorema 3.1, F' é derivavel em ,b] e I" = f. Logo, G — F ¢é derivavel

em |a,b] e
(G - FY(z) = G'(x) - F'(x) = f(2) — f(z) = 0

para todo = € [a,b]. Pelo Coroldrio 17.1, a fungao G — F' ¢é constante, isto
é, existe ¢ € R tal que G(x) — F(z) = ¢ para todo x € [a,b]. Mas, como
F(a) =0, segue que ¢ = G(a). Portanto, fazendo x = b, obtemos

G(b) — G(a) = G(b) — c = F(b) = / F(t)dt

concluindo assim a demonstragao do teorema.

Observemos que, para aplicar o Teorema 4.1, basta encontrar uma
funcao derivavel G : [a,b] — R tal que G'(x) = f(z) para todo = € [a,b].
Vejamos alguns exemplos.

| CEDERJ
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Exemplo 4.1

Para quaisquer a,b € R, com a < b, e para todo inteiro n > 1, temos

b n+1 n+1
n b a
z"dx = —
a

n+l n+1
De fato, a funcao G(z) = f: 1:11 tem por derivada a funcao continua

f(z) = 2™. Logo, pelo Teorema 4.1,

bn+1 an+1

/ab z"dr = /abf(x)dx = G(b) — G(a) = -

n+1 n+1

Exemplo 4.2

Para quaisquer a,b € R, com a < b, temos
b
/ sen x dxr = cosa — cos b.
a

De fato, a fun¢ao G(z) = — cosz tem por derivada a func¢ao continua

f(z) = sen z. Logo, pelo Teorema 4.1,

b b
/senxdx:/ f(z)dr = G(b) —G(a) = —cosb— (—cosa) = cosa—cosb.

Exemplo 4.3

Para quaisquer a,b € R, com a < b, temos
b
/ cosx dr = sen b — sen a.
a

De fato, a funcdo G(x) = sen z tem por derivada a fun¢ao continua

f(z) = cosz. Logo, pelo Teorema 4.1,
b b
/ cosx dr = / f(z)dr = G(b) — G(a) = sen b — sen a.

Exemplo 4.4

jus

4
/ sec’x dr = 1.
0
s

De fato, consideremos a fungao continua f(z) = sec’z (x € [0, Z])'

Sendo G(z) = tg z, temos G'(z) = f(z) para todo = € [0,Z]. Logo, pelo




O Teorema Fundamental do Cdlculo. Continuacio.

MODULO 1 - AULA 4

Teorema 4.1,

/ sec’xdr =
0

ISR
o\_,
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cosy  cos0 N
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- 2 _
= 2= 1
2
Exemplo 4.5
b dx
Sejam 0 < a < b e n um inteiro, com n > 2. Calculemos —.
a l‘n
Com efeito, a fungao f(z) = ™" é continua em [a, b]. Além disso, sendo
—n+1
G(z) = fn T temos
— 1
Gla) =~ e =0 — f ()
para todo z € [a, b]. Portanto, pelo Teorema 4.1,
b b
d
R / e = ["f(x)dz = G(b)—Gla) =
a 'z.n a “
1
— ( -n+1 _ afnJrl)'
-n+1
Em particular,
! dx _ 1 ( —441 2—4+1) _

Raciocinando como no exemplo acima, obtemos:

Exemplo 4.6

Sejam a < b < 0 e n um inteiro, com n > 2. Entao

b d_l' — 1 (b—n+1 o a—n—i—l)
A | '

CEDERJ
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Exemplo 4.7

b
Sejam 0 < a < b e n um inteiro, com n > 2. Calculemos / Y d.

Com efeito, a fungao f(z) = {/x é continua em [a,b]. Além disso, sendo

n+l
G(z) = /e z " temos
n+1 n+1
n n+4+1l ntl, 1
G/ = . n = n:
()= o = (o)

para todo z € [a,b]. Portanto, pelo Teorema 4.1,

/ab\%?dx = /abf(x)dx — G0) - CGla) =

n+1

Em particular,

/\/_da:—z \/_6—1>

Exemplo 4.8

Sejam a,b € R, com a < b, n um inteiro positivo e p um polinémio arbitrario.

Calculemos/ P (z)(p(x))"dz.

Com efeito, observemos inicialmente que a fungao f(z) = p'(x)(p(z))"
é continua em R (justifique esta afirmagao). Além disso, sendo G(z) =

(p(x))™*

, entao G é derivavel em R e
n+1

&) = 2 (@)1 () = (@) (p(a)” = Fo)

n+1

para todo x € R. Pelo Teorema 4.1,

[v@ore = [ wa = 6w -aw=

(p(®)""  (p(a)™"
n+1 n+1

1

Vamos usar o que acabamos de ver para calcular / z(z? + 3)*dz. Re-
0
almente, fazendo p(z) = 2% + 3, temos p/(z) = 2.
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Portanto,
1 1, 1 1
[ et sniar = [ B uyia = 5 [ o) -
0 0o 2 2 Jo
L) (0)*
2 5 5
1
- 45 _ 35
Exemplo 4.9
Sejam a,b € R, com a < b, p um polinémio arbitrario e calculemos
b
| 7@ costola) o
Com efeito, observemos inicialmente que a funcao f(x) = p'(z) cos(p(x))
¢ continua em R (justifique esta afirmacao). Além disso, sendo G(x) =
sen (p(x)), a regra da cadeia nos garante que G é derivdavel em R e G'(z) =
P (x) cos(p(x)) = f(z) para todo x € R. Pelo Teorema 4.1,
b
[ v eostotan e = [ ftae = 610) - Gta) = son (0) ~ s o).
2
Vamos usar o que acabamos de ver para calcular / 2% cos(z®)dx. Re-
0
almente, fazendo p(z) = 23, temos p'(z) = 3z°.
Portanto,
2 2 1 2
/ z? cos(x’)dr = / V() cos(p(x))dr = —/ p'(z) cos(p(z))dx =
0 0o 3 3 Jo
1
= < (sem (p(2)) — sen (p(0)) =
_ sen8
3
Exemplo 4.10
Seja f(z) =senx, x € [ -5 5] Calculemos a area da regiao compreendida
entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas x = —F e v = 7 (a referida
regiao estd hachurada na Figura 4.1).

AULA 4
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Figura 4.1

jus

’ 2
E facil ver que a area em questao é 2 / sen rdr. Como, pelo
0

Exemplo 4.2,

B T
sen mdx:cosO—COS§ =1,
0

a area procurada vale 2.

Por outro lado,

/

mostrando que, neste caso, a area da regiao em questao e a integral definida
jus

N

sen r dxr = cos (g) — cos (—g) =0,

n
2

2
/ sen x dr nao coincidem.

s
2

Exemplo 4.11

Vamos provar a Proposigao 2.1(c) no caso particular em que f, g : [a,b] — R
sdo continuas em [a, b].

Com efeito, como f e g sdo continuas em [a, b], entao f + g é continua
em [a,b]. Pelo Teorema 2.1, f + g é integrével em [a, b].




O Teorema Fundamental do Cdlculo. Continuacio.

| MODULO 1 - AULA 4

Agora, sejam G, H : [a,b] — R duas fungoes derivaveis em [a,b] tais
que G’ = f e H = g. Pelo Teorema 4.1,

/ F@)de = G(b) — Gla) e / g(x)dz = H(b) — H(a).

Por outro lado, pela Proposicao 10.2, a funcao G+ H é derivavel em
0,1 e (G + HY(2) = G'(2) + H'(x) = f(z) + g(x) = ( + 9)(x) para todo
x € [a,b]. Aplicando novamente o Teorema 4.1, obtemos

[+ a)@in =G+ H)E) - G+ Ha) -
— (GO) + H) - (G(0) + H@) =

= (G(b) = G(a)) + (H(b) — H(a)) =

)
b b
— [ f@ar+ [ gl
provando o que desejavamos.

Como ja observamos, a aplicabilidade do Teorema 4.1 depende de co-
nhecermos explicitamente uma fungao derivdavel G tal que G’ = f (uma tal
fungao G ¢ dita uma primitiva de f). E claro que se G é uma primitiva de f

e ¢ ¢ um numero real arbitrario , entao G + ¢ também é uma primitiva de f.

Na disciplina de Calculo II vocé estudara métodos de integracao que
permitem a obtencao de primitivas de certas funcoes.
Resumo

Nas duas ultimas aulas vocé aprendeu o Teorema Fundamental do
Calculo, um resultado muito importante que desempenhara um papel central

em tudo o que veremos a seguir.
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Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais definidas:

(a) / (2% + || +2)dz ; (D) /02(5 sen x — 2cosx)dx ;

1

© [ Vit @ [ ()i

N N PR T
@ [feostar s ) [ eoslariar o B o)
O [fsna ) [ @ @er— o)

0 [ yade (1n) / (o + o)

(Sugestao para (h): Se G(x) = 1 sen (ax), entdo G'(x) = cos(ax)).

a
(Sugestéo para (1): Se G(z) = ?, entdo G'(x) = I3 = \3/5)
3

. Sendo f(z) = sen (3x), calcule a drea da regiao compreendida entre o

, . . s
grafico de f, o eixo das abscissas e asretas z =0 e x = 3

. Sendo f(z) = /z, calcule a drea da regiao compreendida entre o gréfico

de f, o eixo das abscissas e as retas t = —1 e x = 0.

1 3
. Calcule / ( / t* sen a:dt) dz.
0 2

. Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua tal que z? < f(z) < 222 + 1

para todo = € [0,1]. Mostre que
1 ! 5
- < de < —.
3 _/0 fla)dr < o

Sugestao: Use o Exemplo 2.5.

. Argumentando como no Exemplo 4.11, prove a Proposi¢ao 2.1(b) no

caso particular em que f é continua em [a, b].

. Sejam [ um intervalo nao trivial, f : I — R e G1,Gy : [ — R duas

primitivas de f (isto é, G; e Gy sao derivdveis em I e Gy = Gy’ = f).

Prove que existe ¢ € R tal que Gy, = G + c.
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Auto-avaliacao

Nos exercicios desta aula vocé teve a oportunidade de assimilar o sig-
nificado do Teorema Fundamental do Calculo. Trata-se de uma etapa
importante do curso. Caso tenha sentido dificuldade nos exercicios,
releia a aula e, em seguida, volte aos exercicios. Caso permanecam

duvidas, procure o tutor no poélo.
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Aula 5 — Calculo de areas. O teorema do

valor médio para integrais.

Objetivos
e Aprender como usar a integral definida para calcular a drea de regioes

planas.

e Aprender o teorema do valor médio para integrais.

Nesta aula discutiremos uma das aplicagoes da integral definida, a sa-
ber, o calculo de areas de regides planas. Discutiremos, ainda, o teorema do

valor médio para integrais.

Consideremos duas fungoes continuas f, g : [a,b] — R tais que f(x) <
g(x) para todo = € [a,b]. O nosso objetivo é calcular a drea da regido
compreendida entre os graficos de f e g e as retas © = a e x = b, regiao esta

hachurada na Figura 5.1.

Figura 5.1

Como, pelo teorema de Weierstrass, o conjunto f([a,b]) é limitado,
podemos encontrar um numero real a tal que f(z) + @ > 0 para todo
x € [a,b. Entao temos 0 < f(x) + o < g(x) + a para todo x € [a,b|.
E claro que a area procurada coincide com a area da regiao compreendida
entre os graficos de f+a e g+ a e as retas x = a e x = b, sendo esta tltima

regiao hachurada na Figura 5.2.

MODULO 1 - AULA 5

Referéncias: Aulas 7 de
Célculo 1, 2, 3 e 4 de Célculo
1I.
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Figura 5.2

Mas a area desta tltima é a diferenca entre a area da regiao compreen-
dida entre o grafico de g + «, o eixo das abscissas e as retas x =aex =be
a area da regiao compreendida entre o grafico de f + «, o eixo das abscissas

e as retas * = a e x = b, ou seja,

/a ’(9(@)+a)do— / () +a)dz = / o) /  Fa)de = / ' (0(@)— (&)

Assim, a area procurada é

/ (9(x) — f(x))d.

Notemos que, se f(x) > 0 para todo = € [a,b] ou f(z) < 0 para todo
x € [a,b], entdo a drea da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo
das abscissas e as retas x = a e x = b é igual a area da regiao compreendida
entre os graficos de f e g (onde g(z) = 0 para todo = € [a,b]) e asretas z = a

exr=>.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.1

Calculemos a area da regiao limitada pelas retas x =0, z = 1, y = 2 e pelo

grafico de f(z) = z® (a regido em questao estd hachurada na Figura 5.3).

Sendo g(x) = 2 para todo « € [0, 1], a rea procurada é a area da regiao
compreendida entre os gréficos de f e g e as retas x = 0 e x = 1 (notemos

cepers IEER |




Cdlculo de dreas. O teorema do valor médio para integrais.

MODULO 1 - AULA 5

Figura 5.3

que f(x) < g(z) para todo x € [0, 1]). Portanto, a drea em questao é

= 2(1—0)—%(14—04):

7
T

Exemplo 5.2

Calculemos a area da regiao limitada pelos gréficos das fungdes f(x) =z e
g(r) = 2? (a regiao em questao estd hachurada na Figura 5.4).

Figura 5.4

Com efeito, como f(z) = g(x) se, e somente se, x =0 ou x = 1 e como

CEDERJ
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f(z) para todo x € [0, 1], a drea em questao ¢é

/Ol(f(m)—g(a?))dﬂc = /Ol(x—xz)dm = /Olﬂcdﬂf—/oledx:
1

1 1
= (1?-0%) - (1> -0%) = .
S (17 =0%) = 2 (17 = 0%) = ¢

=N
s
IA

Exemplo 5.3
Calculemos a area da regiao compreendida entre os graficos das funcgoes
flz) =z eg(xr) = Vo easretas x = 0 e x = 2 (a regido em questdo

estd hachurada na Figura 5.5).

Figura 5.5

Com efeito, como f(x) < g(z) para todo z € [0,1] e g(z) < f(z) para

todo x € [1,2], a drea em questao é

/0 (9(z) — f(2)dx + / (F(2) — g(a))dz =

:/Ol(ﬁ—m)dm + /12(x—\/5)dfv=

1 1 2 2
—/ \/de—/ rdr + / xdx—/ Vadr =
0 0 1 1

= SVB V) - (07— 0) (1) - S(VE V) =

Wl b
|
N =
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Exemplo 5.4

Calculemos a drea da regido compreendida entre o grafico de f(x) = 2%, o

eixo das abscissas e as retas x = —1 e x = 1 (a regido em questao estd

hachurada na Figura 5.6).

Figura 5.6

Com efeito, como f(r) < 0 para todo x € [—1,0] e f(x) > 0 para todo

x € [0,1], a drea em questao é

0 1 9
—/ 22dx +/ 2dr = =,
1 0 6

Obviamente, poder-se-ia ver diretamente que a area procurada é

1
2/ 2dx,
0

ja que f(—z) = —f(x) para todo z € R.

Exemplo 5.5

Calculemos a area do conjunto

1
D:{(x,y)GRQ;1§x§2,0§y§—4},
x

o qual hachuramos na Figura 5.7.

Com efeito, como ;—4 > 0 para todo z # 0 e, em particular, para todo

x € [1,2], a drea procurada é
21 doe ML AN_ (N (T\_T
N ST RREES B W 8) 2
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1/16

\

Figura 5.7

Exemplo 5.6

Calculemos a area do conjunto

D= {(x,y) eR*; x <y < Va},

o qual hachuramos na Figura 5.8.

Figura 5.8




Cdlculo de dreas. O teorema do valor médio para integrais.

| MODULO 1 - AULA 5

Notemos, primeiramente, que para (m, y) pertencer a D devemos ter
x > 0. Além disso, x = /z se, e somente se, z = 0 ou z = 1. Como = < /x
para todo z € [0, 1], a drea de D é

Al(%—x)dx :/Olﬁdx—/olxdx:

4 4 1 1 3
=—-(VI>=V0®) — = = —.
5(\/_ \/07> 2 10
Exemplo 5.7
Calculemos a drea da regiao compreendida entre o gréfico de f(z) = z%

(x >0) easretas y = x e y = 4 (a regido em questao estd hachurada na
Figura 5.9).

1 —
fl@)=— y=2z
€T
4 y=4
1
0 1 4
Figura 5.9
1
Para = > 0, — =yse e
xT
: . iy 1
Para explicar este exemplo vamos trabalhar com uma fungao “da variavel somente se, z =

Vi
y”, diferentemente do que vinhamos fazendo. Poderiamos, também, argu-
mentar como antes mas, neste caso, o raciocinio utilizado é efetivamente
mais simples (certifique-se de que esta afirmagao é verdadeira raciocinando

como nos exemplos anteriores).

= = = L
Como f(x) = x se, e somente se, z = 1, f(1) =1 e como y > 7 bara

todo y € [1,4], a drea em questao é

4 1 4 4 1
y——|dy Z/ydy—/ —dy =
[ o) = [ [ 5
1 11

s 15
=5 —1)—2(\/1—\5)—7—2_?
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A drea de um circulo de raio

rémr
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Exemplo 5.8

Calculemos a area da regiao hachurada na Figura 5.10, determinada pelos

3

graficos das fungoes f(z) = 2* — x, g(x) = x — 2% e pelo circulo de centro

(0,0) e raio 1.

Figura 5.10

Inicialmente, notemos que f(x) = g(z) se, e somente se 73—z = x — 13,
isto é, se, e somente se, t =0, x = —1 ou x = 1.

A drea em questao é o quadruplo da area da regiao hachurada que esta
acima do eixo das abscissas e a direita do eixo das ordenadas (justifique esta

afirmacao). Logo, basta achar esta ultima.

Para fazé-lo, basta observar que a area mencionada é

lembrando que a drea de cada quadrante do circulo de centro (0,0) e raio 1

' ! ! 111
/(w—x3)dx:/mdx—/x?’dq::___:_,
0 0 0 2 4 4

podemos finalmente afirmar que a area procurada é

™ 1
4l === =7—-1.
(F-3)-"

Vamos terminar a aula discutindo a seguinte pergunta: dada uma

R
é —. Como
4

fungao continua f : [a,b] — R tal que f(x) > 0 para todo x € [a,b], é
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possivel encontrar um ponto u € [a, b] tal que a area da regiao compreendida

entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas t = a e x = b (que é preci-
b

samente / f(x)dz) coincida com a drea do retangulo de base [a,b] e altura

f(u) (que% precisamente f(u)(b —a))? A Figura 5.11 ilustra a situacao.

Figura 5.11

Provaremos que a resposta a pergunta formulada ¢ afirmativa, como

segue imediatamente do seguinte

Teorema 5.1
[teorema do valor médio para integrais] Se a < be f : [a,b] — R é continua

em [a, b], existe u € [a,b] tal que

/ f(x)dz = f(u)(b— a).

Demonstragido: Pelo teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Célculo I,

existem x1, x5 € [a, b] tais que
Flan) < Fla) < ()
para todo z € [a,8]. Pelos Exemplos 2.2 e 2.5,
reoo-a = [ s [ < [ e = @)oo
isto é,

fla) < =2——— < f(x).

a

ff f(z)dx
h—
Se x1 = xo, f é constante em [a, b] e qualquer u € [a, b] serve.
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Suponhamos, entao, x; # zo (digamos x; < z3). Como f é continua
em [xy, 2], 0 teorema do valor intermediario, visto na aula 7 de Célculo I,

garante a existéncia de u € [z1,z,] (C [a,b]) tal que

_ ff f(x)dx

b—a '

f(u)
isto é,
/ f(x)de = f(u)(b - a).

Isto conclui a demonstragao do teorema.

Exemplo 5.9

Seja f(z) = a3 para todo x € [0,1]. Pelo Teorema 5.1, existe u € [0, 1] tal

que

/01 Pz = fu)(1—0) = v

1, 1 )

Como x°dr = —, concluimos que u = —-.
0 4 V4

Assim, a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das

abscissas e a reta x = 1 (que é i) coincide com a area do retangulo de base
[0,1] e altura f(%ﬂ) = 1; ver a Figura 5.12.

1/4

0 L 1 -
Nz
Figura 5.12

Evidentemente, sé foi possivel encontrar u« explicitamente, no exemplo

acima, por se tratar de uma situacao bastante favordavel.
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Resumo

Nesta aula vocé aprendeu a fazer uso da integral definida para calcular
a area de regides planas. O teorema do valor médio para integrais também
foi discutido.

Exercicios

1. Esboce a regiao e ache a area da regiao compreendida entre:

(a) os gréficos de f(x) =2% e g(z) = 5 +2;

(b) os graficos de f(x) = 2% e g(x) =1 — 2%

(c) os grificos de f(z) =2*e g(x) =1 — 2% e a reta y = 2;

(d) os graficos de f(z) = 2% e g(x) = 2* — 2x + 4 e a reta x = 0;

(e) os graficos de f(z) =2*e g(z) = -2’ easretasz = -l ex = 1;

) (
f) o grafico de f(z) = y/z e asretas y =0 e z = a, onde a € (0, +00)
é arbitrario;

1 7 )
x) = 2,g()——eh()—x,paraw>0;

ificos d
g) os graficos de f T

(
h) os graficos de f(z) =2* —x —2 e g(x) =z + 6;

i) os graficos de f(z) = 1+senz, g(x) =1+ cosz e a reta x = 0;

(
(
(1) )
(j) os gréficos de f(x) =1+ sen x, g(xr) =1+ cosx e a reta = = T,
(1) o grafico de f(x) =cosx easretas t =0, x =7 ey = 0;

(m) os gréficos de f(z) =senx e g(x) =cosreasretasxr =0ex = g;
(

n) a parabola x = y* e a reta x = 4.

2. Esboce o conjunto D e ache a area de D, nos seguintes casos:
a) D={(z,y) eR*; 2® -1 <y <O}
b) ={(z,y) eR*; 0 <y <9 —a?};
(z,y) ER*;0<2 <1, Vo <y <3k
(z,y) eER*; 2? + 1<y <z+1};
y)

€ER?: 22— 1<y<z+1}.

se o teorema do valor médio para integrais para mostrar que

/2 L <2
a —.
o ¥2+3 T3

(b) Chegue & mesma conclusao usando o Exemplo 2.5.

CEDERJ
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4. (a) Use o teorema do valor médio para integrais para mostrar que
s
/ sen () dor < .
0

(b) Chegue a mesma conclusao usando o Exemplo 2.5.

Auto-avaliacao

Nos Exercicios 1 e 2 vocé usou o Teorema Fundamental do Céculo para
determinar a area de regioes planas. Em caso de duvida, releia esta aula e
a aula 4, e tente novamente. Caso persista alguma duvida, consulte o

tutor no pdlo.
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Aula 6 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 7, 10,
12 e 17 de Célculo I, e 2, 3, 4

ObJetIVO e 5 de Célculo II.
Amadurecer o contetido sobre integral definida visto nas aulas 2, 3, 4 e

5, notadamente o Teorema Fundamental do Calculo.

Exercicio 1: Seja f : R — R uma func¢do continua e defina H(z) =

/ xf(t)dt para todo x € R. Mostre que H é derivavel em R e
0

-/ () e+ af ()

ara todo x € R.
P € Nos Exercicios 1, 2, 3, 4, 5

usamos o Exemplo 3.2: se

f:R — R é continua, a € R

Solugao: Sejam g(x) =x e F(x / f(t)dt para todo x € R. Entao e F(z) = [* f(t) dt (z € R),
entdao F' é derivavel em R e
F'(z) = f(z) para todo

()Z/xf dt—x/f (2)F(z) = (¢F)(x) TER.

para todo x € R. Como g e F sao derivaveis em R, entao H é derivavel em

R (como produto de duas fungoes derivaveis em R) e
H'(z) = ¢'(x)F(x) 4+ g(z)F'(z) = / f(t)dt+xf(x)
0

para todo x € R.

Exercicio 2: Seja h(x) = 3z + 2 (”tQ) dt, v € R. Determine os
coeficientes a, 3 e v do polindémio p( a(z —1)%+ B(x — 1) + v para que

p(1) = h(1), p'(1) = W'(1) e p"(1) =

)

Solugao: Como p(1) = v e h(1) = 3, devemos ter v = 3. Como p/(z) =
2a(x—1)+f para todo z € R, entdo p'(1) = . Por outro lado, como h'(z) =
3+ 2sen’?(Z2?) para todo « € R, entdo h'(1) = 3+2sen?(%) = 3+2(§)2: 4.
Logo, devemos ter § = 4.

Finalmente, como p”(z) = 2a para todo x € R, entao p”(1) = 2a .
Por outro lado, h"(x) = 27x (sen (%xz)) ( cos ( )) para todo x € R. Logo,
h'(1) = 27 (sen T) (cos T) = 21 x %2 x X2 = 7. Logo, devemos ter 2a = 1,
isto ¢, v = 3.
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Exercicios resolvidos.

Exercicio 3: Seja g(z) = / tsentdt, x € (g, 37“) Mostre que g possui
0

apenas um ponto de maximo local em (%, 28).

T 3

Solugao: A fungao g é derivavel em (— —) e ¢'(r) = xsen x para todo

272
T € (%, 37”) Temos ainda que ¢’(x) = 0 se, e somente se, sen x = 0; portanto,

g'(z) = 0 se, e somente se, x = m. Além disso, como ¢"(x) = sen x + x cosx

para todo x € (g, 37”), vem

g'(r) =mcosm = —m < 0.

Logo, 7 é o tnico ponto de maximo local de g em (%, 37)

Exercicio 4: Determine f (%), sendo f : R — R uma funcao continua

tal que

/OI f(t)dt = 2°sen (22)

para todo x € R.

Solugao: Definamos F(z) = / f(t)dt para todo z € R. Como F(z) =
0

r3sen (2x) para todo x € R, entao
f(z) = F'(z) = 3z%sen (2x) + 22° cos(2x)

para todo x € R. Em particular,

3

£(5)=3(5) senmr2(3) .
—)=3(=) sen —) cosm =——.
9 9 T 2 T A

Exercicio 5: Mostre que a funcao

34z 1
= — dt R
Glz) /1 1 + cos*t (v€R)

é crescente.
¢ 1
Solugao: Defi = 23 F(x) = ——dt tod
olucao: Definamos g(z) = z° + = e F(x) /1 T+ ooy % para todo
x € R. Entao é claro que G = F o g. Pela regra da cadeia, G é derivavel
b 12
em R e G'(z) = (Fog)'(z) = F'(9(2))g'(z) = F'(® + 2) ¢'(2) = 1255
para todo x € R. Assim, G'(x) > 0 para todo z € R, e dai resulta que G é

crescente em R.




Exercicios resolvidos.

MODULO 1 - AULA 6

3
Exercicio 6: Calcule / 2% — 1| da.
0

Solugao: Inicialmente, observemos que como a fungao z € [0, 3] — |z2—1|€R
¢ continua (justifique esta afirmagao), entao ela é integravel em [0, 3]. Além

disso,comoxz—lSOparaOﬁxﬁ1ex2—120para1§m§3,temos

1—2? se 0<x<1,
ot 1 =
?2—1 se 1<x<3.

Portanto,

3 1 3
/ |z* — 1| dz :/ |x2—1|dx+/ |2® — 1] dx =
0 0 1
1 3
:/(1—x2)dx+/(962—1)d$=
0 1
1 1 3 3
:/ dw—/ xzdx—i—/ x2dx—/ dr =
0 0 1 1

313\ _ _%
(3°—1%) 2==

Exercicio 7: Sejam a < be f : [a,b] — R uma fungao continua. Mostre que

existe u € [a, b] tal que /u f(t)dt = / f(t)dt.

Solugao: O resultado é claro se / f(x)dx = 0 (basta tomar u = a ou

u = b). Suponhamos entao/ f(z)dz # 0, dlgamos/ f(z)dz > 0. Consi-

deremos a funcgao
0= [ rwm- [

definida para z € [a,b]. Como vimos na aula 3, as fungoes

E[a,b]H/xf(t)th]R e (L'E[CL,b]l—)/bf(t)th]R

sao derivaveis em [a,b], logo continuas em [a,b]. Conseqiientemente, G é

continua em [a, b]. Além disso,

= [T f(t)dt — [P f()dt=— [* f(t)dt <0 < [* f(t)dt — [} f(t)dt=G(b).

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe u € (a,b) tal que G(u) = 0,

/auf(t)dt _ /ubf(t)dt

isto é,

CEDERJ
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Exercicios resolvidos.

Exercicio 8: Mostre que

- < 2 < —_—
o1 /Z (1 + sen“x)dx 18

Solugao: Pelo teorema do valor médio para integrais (justifique a aplicabi-

lidade do mesmo), existe u € [%, %] tal que
/ﬁ (1 + sen’r)dz = (1 + sen’u) (g — %) = 1—7;(1 + sen’u).

Por outro lado, como

\/5 ™ 7 \/§
- = — < < - =
sen4 sen T SeIl3 5

2

para todo x € E, %}, segue que

3 1 3 7
§:1+§§1+SGDQU§1+Z: .

4
Logo,
3T T 3 5 T T 7 7T
T2 < [ 20)dr = = (1 )< Lx i
24 12x2—/1(+senx)x gl Hsenu) < o x o =7g

provando o que desejavamos.

Exercicio 9: Calcule a area da regiao compreendida entre o grafico de

s

f(z) = (secz)(tg x), o eixo das abscissas e as retas v = —§ e v = 7.

Solugao: Primeiramente, notemos que secz > 0 para todo x € [ - ﬂ,
tg x < 0 para todo z € [— %,0] e tg x > 0 para todo x € [0, ﬂ Portanto,
f(z) <0 para todo z € [ — %,0] e f(z) > 0 para todo = € [0,%]. Assim, a

area em questao é

_ /0 (sec x)(tg x)dx + /4(sec x)(tg x)dx.

-z 0
Tomemos agora G(z) = secx para x € [O, ﬂ A funcao G é derivavel
em [O, %] e

/() = —(—sen ) _ 1 senaz (sec2)(tg 2)

cos2x COS T COS T
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para todo x € [0, %] Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

/OZ(seCI)(tg x)dr =G (%) — G(0) :sec% —sec( = % —1=v2-1.

De modo andlogo, verifica-se que

/ (secz)(tg 2)dz = —(V2 —1)

_T
4

(na verdade, este fato decorre facilmente do que vimos acima, ja que f(—xz) =
— f(z) para todo z € [ — %,0]).

Podemos entdo finalmente afirmar que a drea procurada é 2(v/2 — 1).

Resumo

Esta aula é dedicada, essencialmente, a exercicios nos quais o Teorema
Fundamental do Calculo esta envolvido. Outros resultados importantes, vis-

tos no decorrer do curso, também foram utilizados.

MODULO 1 - AULA 6
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