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Aula 4

Conceitos matematicos aplicados as propriedades

fisico-quimicas.
Proposito:
Nesta aula serdo apresentados alguns conceitos matematicos do calculo
diferencial utilizados as propriedades termodinamicas e suas interpretagéo.
Objetivo:

Ap6s ter estudado o contetido dessa aula o estudante devera:

1. Compreender o significado e as conseqiiéncias experimentais dos conceitos matematicos
de uma derivada e uma diferencial.

2. Manipular corretamente as propriedades das derivadas e dos diferenciais usando
varidveis termodindmicas.

3. Interpretar corretamente os textos e os enunciados de exercicios e problemas que

utilizam os conceitos apresentados nessa aula.

1. Relacoes matematicas basicas entre algumas propriedades fisicas da matéria

As operacdes matematicas mais simples que podemos realizar com as propriedades fisico-
quimicas sdo as operagdes aritméticas de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Através dessas
operacdes podemos definir novas propriedades termodindmicas ou atribuir um novo significado a
uma mesma grandeza.

Consideremos a titulo de exemplo o seguinte experimento: inicialmente, colocamos sobre o
prato de uma balanca um béquer vazio e anotamos a massa indicada. A massa de um recipiente
auxiliar a um processo de pesagem ¢ comumente denominada de massa de tara, e ¢ denotada pelo
simbolo . Em seguida colocamos uma amostra de um material dentro do béquer e anotamos a
nova massa indicada. Esta serd a massa bruta, que denotaremos por mpn.. A massa bruta
corresponde, naturalmente, a massa do recipiente ou suporte mais a massa da amostra. Se

realizamos a operacdo diferenca entre a massa bruta e a massa de tara obtemos a massa da amostra

Mamost-

Mamost = Mbrut — Mtara [4.1]
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No presente caso nao definimos nenhuma nova propriedade termodindmica, pois a diferenca
das duas massas continua sendo uma massa, porém ela tem um novo significado especifico, trata-se
da massa da amostra, aquilo que o recipiente ou suporte contém. O procedimento de pesagem acima
descrito e a eq.4.1 constituem o que chamamos de método de pesagem por diferenca.
Evidentemente poderiamos somar a massa bruta com a massa de tara, e encontrarfamos um novo
valor numericamente correto, mas sem significado fisico. O valor dessa soma ndo representa o
valor de nenhuma grandeza fisica. Em outros casos, a soma pode representar alguma grandeza
fisica. Se somarmos os comprimentos de dois canos de PVC que foram unidos entre si em uma
instalacdo hidrdulica, teremos a distincia total do encanamento. Se somarmos o comprimento de um
terreno retangular com sua largura e novamente somarmos esse comprimento e essa largura,
teremos a grandeza fisica perimetro do retangulo. O resultado numérico dessa soma de quatro
parcelas nos informa, por exemplo, qual o comprimento de tela deve-se comprar para cercar o
terreno. Podemos obter o mesmo resultado multiplicando a soma do comprimento com a largura
pela constante matemética adimensional dois. Em todos os casos de soma e subtracio as unidades
do resultado sdo sempre as mesmas das parcelas. Alids, ndo se pode somar ou subtrair grandezas
com diferentes unidades de medicdo, essas operacdes s6 sdo possiveis desde que todas as parcelas
tenham a mesma unidade e mesmos multiplos ou submuiltiplos.

Quando multiplicamos ou dividimos duas ou mais grandezas entre si sempre criamos uma
outra grandeza. No exemplo do terreno se multiplicamos o comprimento e a largura do terreno
encontramos a drea do terreno. A drea é uma grandeza derivada da grandeza comprimento (aqui no
sentido geral de comprimento, largura, altura, perimetro, distancia, efc.). Dizemos que essas duas
unidades t&ém dimensdes diferentes. As grandezas adimensionais podem ser consideradas grandezas
de dimensdao um. O produto de duas grandezas é comum na fisica e na quimica, a titulo de
exemplo se uma forga constante f atua sobre um corpo induzindo-lhe um deslocamento linear ao
longo de uma distincia /, entdo o produto da forca pela distdncia define uma nova grandeza

chamada de trabalho e simbolizada por w, assim temos :

w=f-1 [4.2]

Como um segundo exemplo, consideremos agora que seja conhecido o didmetro dg.,, de
uma esfera cuja massa tenha sido pesada anteriormente. Dividindo a massa dessa esfera pelo seu

volume Vegfera
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v A Llip

esfera 3 esfera 6 esfera [4 . 3 ]

resulta uma nova propriedade fisica denominada massa especifica ou densidade, grandeza

simbolizada pela letra grega p (rhd):

p=mlV. [4.4]

A massa especifica (ou densidade) €, portanto, a razdo entre a massa de uma substancia ou corpo e
seu volume. Como no SI a unidade e massa é o kg e a de volume é o m’ a unidade de densidade é
kg m™, em geral usamos as unidades dos submultiplos g cm™. Como exemplos, as densidades do
aco e do vidro sdo em geral é em torno de 7,8 a 8,0 gcm™ e 2,1 a 2,8 g cm ™, respectivamente

[ANDERSON 1981].

Manipular algebricamente equagdes envolvendo propriedades fisico-quimicas conduz a
outras equacdes que em geral simplificam a resolucdo de problemas. Se, por exemplo, desejamos
encontrar a equacdo para a densidade de uma esfera pesada por diferenca e cujo didmetro foi
adequadamente medido, podemos combinar as eqs. 4.1, 4.3 e 4.4 da seguinte forma: primeiramente
inserimos a massa da esfera, que nesse caso constitui nossa amostra, dada pela eq. 4.1 na eq. 4.4,

obtendo:

n -—m
pesfem = b’; — [4'5]

esfera

Em seguida inserimos a eq. 4.3 na equagdo acima, resultando em :

6 (mbmt - mtaru )
zd’

esfera

pesfera = [4 6]

A eq. 4.6 € um exemplo tipico de equagdo que em metrologia, a ciéncia das medi¢des [VIM 2007],

chamamos de funcao de medicao [VIM JCGM 2008] ou equacdao de medicdo ou equacdo do

mensurando. Ela envolve as chamadas grandezas de entrada que foram aquelas de fato medidas,
as massas bruta e de tara e o didmetro da esfera, além de constantes matematicas: os nimeros 7ze 6,
e as vezes constantes fisicas. Aqui o mensurando, a grandeza que estamos interessados em medir,
que também é chamada de grandeza de saida é a densidade da esfera.

A Fisica, a Quimica e a Fisico-Quimica sio ciéncias essencialmente experimentais, e por

isso ditas empiricas, suas interpretacdes dos fendmenos naturais baseiam-se em resultados de
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medi¢des. Define-se por medi¢ao o “conjunto de operacdes que tem por objetivo determinar o
valor de uma grandeza” [VIM 2007]. Esse processo envolve sistematicamente a comparagido de
uma dada grandeza “G” com outra de mesma espécie “g” usada como referéncia, e que constitui a
unidade de medicdo. Quando medimos estamos querendo saber quantas vezes a G € maior ou
menor que g, assim uma expressao matemdtica que representa o processo de comparagdo envolvido

na medigéo é:

—=x ou G=uxg
8

Na equagdo acima dizemos que x € o nimero de vezes que G é maior ou menor que g.

2. A dependéncia do volume de uma amostra com a temperatura e com a

pressao: introduzindo derivadas parciais na fisico-quimica

Vamos agora tratar de dois casos particulares da interdependéncia entre as grandezas de
estado termodinamicas. Vimos anteriormente na segunda aula, secdo 2.3, que algumas grandezas
fisicas de uma amostra de matéria, como pressdo, volume, temperatura e quantidade de matéria,
relacionam entre si através das chamadas equagdes de estado. Nesse sentido, se variamos o valor de
uma propriedade mantendo duas outras propriedades com seus valores constantes, forcosamente a
quarta propriedade de estado ird variar ser valor. Por exemplo, na equagdo. V = nRT/p, escrevemos
o volume V como func¢ao da quantidade de matéria n, da temperatura T e da pressdo p. Se o sistema
for fechado (n serd uma constante) e a pressdao é mantida constante, entdo o volume serd uma fungao
apenas da temperatura, V = AT, onde A € uma constante. Por outro lado, se mantemos um sistema
fechado a temperatura constante, entdo o volume torna-se uma funcio apena da pressdo, V = B/p,

onde B é alguma outra constante.

2.1 Coeficiente de dilatacao térmica

Consideremos um sistema fechado, logo n ¢ constante, sobre o qual é exercida uma pressao

p constante. Se aumentarmos a temperatura desse sistema o que acontecerd com seu volume?
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Vamos admitir que, como na equagédo 3.4 da aula 3, temos a relacdo funcional entre as varidveis de

estado Volume (V), pressdo (p), temperatura 7' e quantidade de matéria n:

V=V (nT,p). [4.7]

De forma a enfatizar as propriedades cujos valores sdo constantes reescrevemos a eq. 4.7 da

seguinte forma:

V,,=V(T:n’,p")=V(T) [4.8]

n,p

Na eq. 4.8 os subscritos n e p indicam que o valor de V obtido pela equacdo é valido apenas para
uma dada quantidade de matéria n’ e pressao p0 constantes. Dessa forma, o volume que na eq. 4.7
€ uma fungdo de trés varidveis, torna-se uma funcdo de apenas uma varidvel (no caso a
temperatura) na eq. 4.8, uma vez que as outras duas ndo sdo mais varidveis. Qualquer que seja a
funcdo entre V e 7, variando T entdo V deverd variar. Tomemos novamente como exemplo a
conhecida lei dos gases ideais: V =nRT/p. Se escolhermos uma condi¢do experimental em que a
pressdo de 1 atm ¢ mantida constante em um sistema fechado contendo 1 mol de gés ideal, entdo
n’=1mol e pO:I atm; nesse caso a equagdo do gds ideal toma a forma simplificada V
=0,0820574T. Nesta equacdo, o valor numérico da constante 0,0820574 foi ajustado para que a
unidade da temperatura seja dada em kelvin (uma temperatura absoluta, portanto) e a unidade do
volume em litros.

A experiéncia sobre diferentes sistemas fechados e mantidos a pressdao constante mostra que
o aumento da temperatura quase sempre faz o tamanho do sistema aumentar. Transformagdes a
pressdo constante sdo denominadas de transformacg@o isobdrica. Consideremos uma régua de aco
inox de 2 cm de largura, 1 mm de espessura e 30 cm de comprimento, medida a 20° C. A fisica
nos ensina que se mudarmos a temperatura da régua entdo cada uma de suas dimensdes (largura,

comprimento e espessura) sio alteradas segundo uma equagéo aproximada cuja forma é
1=1,[1+¢(6-86,)] [4.9]

Nessa equacdo, [, e / ¢ um dos comprimentos lineares do objeto medidos, respectivamente, nas

temperaturas inicial (ou temperatura de referéncia) 6, e final 8. A quantidade o ¢é o coeficiente
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de dilatagdo térmica linear do aco inox, cujo valor tipico é 11,0 x 10° K™' [SECCO 2000]. Na eq.
4.9, as temperaturas podem ser dadas em unidades de graus Celsius ou de kelvins, pois o tamanho
dessas duas unidades € o mesmo. Usando a eq. 4.9 para as trés dimensdes da régua, a 30°C ela terd
2,00022 cm de largura, 1,00011 mm de espessura e 30,0033 cm de comprimento. Essas variacdes
sdo tdo pequenas que somente um micrémetro com valor de uma divisdo de escala de 0,001 mm
seria capaz de detectd-las no comprimento, mas ndo teria resolucdo para medir a diferenca na
largura e na espessura. Uma vez que as dimensdes lineares da régua se alteraram, também o seu
volume €é modificado do valor inicial de 2cmx0,lcmx30cm=6 cm’ para
2,00022 cm x 0,100011 ¢cm x 30,0033 cm = 6,00198 cm’.

Se ao invés de aumentarmos a temperatura em relacdo ao seu valor inicial a tivéssemos
reduzido, entio todos os trés comprimentos da régua e seu volume teriam também diminuido. E
imediato mostrar que as mesmas variacdes observadas nos seus comprimentos € no seu volume,
também ocorrem nas dreas das seis faces da régua. Isso mostra claramente que todas as grandezas
de comprimento, drea e volume de um objeto sdo fungdes da temperatura. Desta forma, definimos
os coeficientes de dilatacdo térmica linear ¢, superficial os e volumétrico oy. Equacdes
semelhantes a eq. 4.9 podem ser escritas para a area e para o volume. Para o caso do volume

€screvemos:
v=V,[l+a,(6-6,)] [4.10]

onde V, € o volume na temperatura de referéncia.

2 Anote &5

Nas calibragdes de vidraria de laboratério e outros instrumentos de
medicdo a temperatura de referéncia oficialmente adotada pelo sistema

metroldgico brasileiro € 20°C.

Vimos acima que a régua de aco inox a 20°C tem um volume de 6 cm® e 6,00198 cm’ a
30°C. Inserindo esses valores na eq. 4.10, determinamos o coeficiente de dilatacdo volumétrico do
aco inox: OLV:33,O><10_6 K‘l, exatamente o triplo de seu coeficiente de dilatacdo linear. De uma
forma geral, para sistemas isotrpicos, temos a seguinte relagdo entre os coeficientes de dilatacio

térmica linear, superficial e volumétrico (ver exercicio 5 da autoavalicdo):
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o, =3a, e a =2a. [4.11]

Sistemas isotropicos sdo aqueles que possuem os mesmos valores para os coeficientes lineares

(larg) (comp) (esp)

correspondentes a sua largura, ;" -, comprimento, oy e espessura, oy

A definicdo do coeficiente de dilatacdo térmica volumétrico de um sistema fechado € a
“variacdo relativa do volume por unidade de variacdo da temperatura a pressdo constante” ou ainda
como o “aumento relativo do volume por unidade de aumento isobdrico da temperatura”. Uma vez
que o volume, nessas condi¢des experimentais, ¢ uma fungdo apenas da temperatura, a referida taxa
de variagdo do volume por unidade de variacio da temperatura € também varidvel com a
temperatura e é dada pela derivada parcial do volume em relagdo a temperatura (0V/07T),, ., que pode
ser positiva ou negativa. Os indices apds os parénteses em torno da derivada sdao para enfatizar
quais sdo as propriedades consideradas constantes. Se dividirmos a taxa de variagdo em questio
pelo préprio volume obtemos a taxa de variagdo relativa. Assim a equagdo matemadtica dessa

definicdo textual é:

a, = _(B_Vj ou simplesmente a, E—(—j [4.12]
oT ),, »

Pela definicao da eq. 4.12, o coeficiente de dilatacio ay, pode ser positivo ou negativo. Para
gases e solidos o € sempre positivo. Para liquidos oy € em geral positivo, podendo, entretanto, ser
negativo em um intervalo pequeno de temperatura para algumas substincias, a exemplo da 4gua,
ver Tabela 4.1 e Figura 4.1 abaixo. Embora o indice duplo p,n no termo do lado direito da eq. 4.12
seja a mais informativo, é comum utilizar uma notacdo mais simplificada com a indicagcdo apenas
do indice p (condicdo de ter a press@o sido mantida constante).

Finalmente, um importante aspecto a ser observado sobre o coeficiente de dilatacdao ay € que
ele ndo é constante e sim uma funcdo da temperatura. Isso decorre do fato de que o volume é
funcdo da temperatura, assim a derivada do volume em relagcdo a temperatura também é uma funcao
da temperatura; desta forma o coeficiente de dilatacdo € uma funcdo da temperatura e pode ser
denotado: av = ay(T). Por exemplo, para gases em geral, o coeficiente de dilatacdo térmica é

aproximadamente dado por

o (T, gases) = 1/T. [4.13]
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2.2 Variacao da Densidade com a temperatura

3.2.1 Relacdes diferenciais

Uma vez que o volume do sistema muda com a temperatura sem alterar sua massa, entdo sua
densidade p também varia com a temperatura. Para demonstrar essa dependéncia funcional da
densidade com a temperatura, vamos utilizar conceitos do célculo diferencial relacionados as
propriedades das derivadas parciais de fungdes de vdrias varidveis. O conhecimento e a habilidade
no trato desses conceitos sdo de grande importincia no estudo da termodindmica. Faremos a
deducdo passo a passo para mostrar um exemplo tipico de procedimento de deducdo ou
demonstracdo de forma a evidenciar claramente a linha de raciocinio. Introduziremos durante a
deducdo alguns conceitos matematicos relacionados as propriedades das derivadas das funcdes.

Iniciamos essa deducdo considerando que a densidade é uma funcio da temperatura,
p=p(T); deve existir, assim, uma derivada da densidade em relagdo a temperatura. Utilizando a

defini¢ao de densidade dada pela eq. 4.4 escrevemos

(22) -(2m0) oy a1
or), \ or ), or '

p
Nesse ponto chamamos a ateng@o para o fato de que o reciproco do volume pode ser considerado
como uma funcio do volume. Assim aplicaremos a propriedade das derivadas chamada de regra da

cadeia, ou derivada da funcdo composta.

Regra da cadeia, ou derivada da funcdo composta ou derivada de uma

funcdo de uma funcio.

Seja f uma fung@o real de uma varidvel real u, f=f(u), e seja u uma
funcdo real de uma varidvel real x, u = u(x). Seja entdo a fungdo composta
Sflu(x)], uma nova funcdo de x: f{x). A derivada da funcdo fix), f'(x)=dfldx

¢ dada por :

4 _d du

= . [4.15]
dx du dx

Regra da cadeia:
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Uma equacdo andloga a eq. 4.15 pode ser escrita para o caso de fungdes

reais de varias varidveis reais. Seja f = f(u,v,w,...) e u = u(x,v,w), entdo,:

5005
ox V,W_ ou), \ox),

o _of ou
ox OJu ox

Ou, simplesmente, ,

[4.16]

Utilizando a regra da cadeia da eq. 4.16, podemos obter a derivada do reciproco do volume

em funcdo da temperatura:

| 2 () )
oT ov | \or), Vv\oT),

P P

(onde, por razdes de simplicidade de notag@o, omitimos o indice n) Inserindo o resultado acima na

eq. 4.14, obtemos:

7]l

=——| =

aT ), V=dT ),

Esta equacdo pode ser simplificada um pouco mais, se utilizarmos as equagdes 4.12 ¢ 4.4

novamente :

op m a,m
L =——aqV=-— =-a,p [4.17]
JaT ),

Estamos agora em condicdo de investigar como a densidade varia com a temperatura.
Estudando o sinal da eq. 4.17 podemos verificar se a densidade aumenta ou diminui com o aumento
da temperatura. A densidade é sempre uma grandeza positiva. Se o coeficiente de dilatagio térmica
de uma substancia for positivo entdo o produto —a,p , e, portanto, a derivada da densidade relativa
a temperatura serdo negativos. Assim, um aumento da temperatura (variagdo positiva) implicaria

em uma reducgdo da densidade (variacdo negativa). Por outro lado, se o coeficiente de dilatacdo for

negativo o produto —a,p e a derivada da densidade relativa a temperatura serdo positivos, € um
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aumento da temperatura levard a um aumento da densidade. A partir da eq. 4.17, podemos dar outra
definicdo, para o coeficiente de dilatagcdo térmica. O coeficiente de dilatacdo térmica corresponde a

variagdo relativa da densidade por unidade de temperatura com sinal trocado,

a, E—l(a—p) [4.18]
p\dT ),

Para exemplificar esses resultados, vamos considerar a densidade da dgua medida em varias
temperaturas. A Tabela 4.1 e Figura 4.1 mostram o comportamento da densidade da dgua no

intervalo de temperaturas entre 0 e 50°C, todas medidas a pressdo de 1 atm.

6/ p/ 6/ pl
°C g/cm3 °C g/cm3
0 0,999 841 10 0,999 700

1 0,999 902 20 0,998 203

2 0,999 941 30 0,995 646

3 0,999 965 40 0,992 21

4 0,999 973 50 0,988 04

5 0,999 965

6 0,999 941

7 0,999 902

Tabela 4.1: Densidade da d4gua no vacuo de 0 a 50°C [ANDERSON 1981]

Analisando a Tabela 4.1 e Figura 4.1, vemos que a densidade passa por um maximo entre 3
e 5°C. Antes do maximo a densidade aumenta com o aumento da temperatura indicando que nessa
regido a variacdo (derivada) da densidade relativa a temperatura € positiva; a funcdo densidade é
crescente neste intervalo de temperaturas. Apds o miximo a funcdo densidade € uma funcio
decrescente da temperatura: aumentos de temperatura levam a redugdo na densidade e a derivada é

negativa.
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Densidade da agua no vacuo

1 D

E 0,996
[-T:]
~
(]
®
5 0992
(7]
[ =
[]
[a)

0,988

y = 3,5255E-08x3 - 7,6207E-06x2 + 5,6690E-05x + 9,9986E-01
R? = 9,9999E-01
0,984

-10 0 10 20 30 40 50 60

Temperatura /°C

Figura 4.1: Variagio da densidade da dgua em func¢éo da temperatura entre 0 e 50° C.

A densidade g4, da dgua pode ser ajustada a um polindmio de terceiro grau na temperatura

@ (em °C). Uma regressdo utilizando o método dos minimos quadrados fornece a expressao:

Pigualg e = 0,9986 + 5,6690x107° 0 — 7,6207x107° 6° +3,5255x107° 6°.  [4.19]

Esse polindmio pode ser usado para prever, interpolar, valores da densidade da dgua entre 0 e 50°C.
Esse tipo de equacdo permite a previsdo por interpolagdo ou (com um cuidado extra) extrapolacdo
de valores ndo medidos, que tenham boa probabilidade de serem obtidos se a medicéo fosse feita, é
um exemplo tipico do que chamamos de modelo matemadtico empirico, ou modelo matematico
experimental ou modelo matemético de interpolagdo ou modelo matematico de previsdo, ou ainda,

retirando o adjetivo matemadtico para simplificar, modelo empirico, modelo experimental, efc..

3.2.2 Relacdes Integrais

Vamos agora utilizar um outro conhecimento matematico freqiientemente titil nas ciéncias
exatas para, a partir de relagdes diferenciais como a mostrada na eq. 4.12, obtermos a equacio

explicita para uma funcio primitiva com relacdo a sua variavel funcional. No exemplo da eq. 4.12,
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desejamos obter o volume de uma substincia como fun¢ido da temperatura. Vamos desenvolver
este exemplo em detalhes: o objetivo € extrair da eq. 4.12 a funcdo V(7) em um intervalo de
temperaturas entre 7;,re Ty,, € conhecer a forma funcional do coeficiente de dilatagdo térmica ox/(7T)

em funcdo da temperatura. Iniciamos reescrevendo a eq. 4.12 da seguinte forma:

aV
| =qV 4.20
(aT l % 1.20]

A eq. 4.20 mostra que a taxa de variagdo do volume por unidade de variacdo da temperatura é
simultaneamente proporcional ao volume e ao coeficiente de dilatagcdo e, portanto, também é uma
funcdo da temperatura. Equagdes desse tipo, que relacionam derivadas de fungdes de uma varidvel
com ela propria e com outras fun¢des sdo chamadas de equagdes diferenciais. Mostraremos aqui
apenas o caso mais simples de equacdo diferencial, aquelas denominadas de equagdes diferenciais
ordindrias de varidveis separdveis. A solucdo das equagOes diferenciais ordindrias de varidveis
separdveis ¢ muito simples. Primeiramente manipulamos a equacdo de forma a que de cada lado do

sinal de igualdade s6 tenha uma das duas varidveis envolvidas na derivada, assim obtemos:

Nessa equagdo usamos a notacdo de funcdo para enfatizar a dependéncia do coeficiente e dilatacio,
A1), e do volume, V(T), com a temperatura. O lado esquerdo do sinal de igualdade da equagdo
acima € funcdo apenas do volume, enquanto o lado direito é uma fung@o apenas da temperatura,
Assim, podemos integrar independentemente cada lado dessa equagdo relativamente ao diferencial
que 14 aparece. No caso acima dV a esquerda e d7T a direita do sinal de igualdade. Podemos fazer
tanto uma integracao indefinida, entrando com as constantes de integracdo de cada uma das duas
integrais, ou fazer uma integracdo definida. Usaremos aqui a segunda alternativa, por ser mais
simples de compreender e ter uma relagdo mais direta com o fendmeno. Como toda mudanca de
estado (no presente caso uma mudanca de volume e temperatura) implica na variacdo de algumas de
suas propriedades de estado (volume e temperatura, no presente exemplo) de um valor inicial a um
valor final, faremos uso dos indices “i” e “f’ para representar os valores iniciais e finais,

respectivamente, dessas propriedades de estado que t€m seus valores alterados durante a mudanca
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de estado. Assim usaremos esses valores iniciais e finais como limites da integracdo definida. A
integracdo da equacdo diferencial acima nos conduz a:

vadeT(T):er a,(T)dT =

i

In-/= o, (T)dr [4.21]

Nao podemos prosseguir mais, realizando a integracdo que aparece no lado direito da
equacdo 4.21, sem que os detalhes da dependéncia do coeficiente de dilatacdo térmica oy em
funcdo da temperatura seja conhecido. Para fazer isto, podemos considerar algumas possibilidades.
Um primeiro caso, como uma boa aproximag¢do, podemos considerar que o coeficiente de dilatacio
térmica &, (7T) varia muito pouco com a temperatura em uma faixa estreita (7y= T;) de temperaturas
inicial (7; ) e final (7). Nestas condig¢des, podemos considerar o coeficiente de dilatagdo como
aproximadamente constante, e igual ao seu valor médio, & = & m = [4(T}) + o4(Ty) 1/2, dentro da
faixa de temperatura considerada. Nesse caso, retornando a eq. 4.21, a constante ¢, pode ser
colocada para fora do sinal de integracéo, e, assim, podemos escrever:

ln% ~a,,[ dT =a,,(T,-T)
Passando a fung@o exponencial, que € a fun¢fo inversa da fung¢io logaritmo natural, nos dois lados

da udltima equagéo obtemos:

v, _V.e [4.22]

2 Anote &5

E muito comum escolher-se uma temperatura de referéncia para ser a
temperatura inicial o valor inicial da outra propriedade é conhecido nessa
temperatura e € também um valor de referéncia. Denotamos esses dois
valores de referéncia com um indice “0” (bolinha ou zero). No presente
caso a temperatura de referéncia poderia ser 7,=0°C e o volume do
sistema nessa temperatura seria V,. Por exemplo, se o sistema for 1 mol de
gds ideal na pressdo de 100 kPa ou 1 bar, o volume de referéncia na
temperatura de referéncia de 0°C ¢ (22,710981 £ 0,000040) L
[CODATA 2006]




Fisico-Quimica I (2009) Curso de Quimica, Modalidade Educacio a Distancia, UFMG
Welington F Magalhies, Nelson G Fernandes, Amary Cesar

Em geral se reescreve a equacdo acima com esses valores de referéncia ou seus simbolos

considerando 7y como uma temperatura 7" qualquer:

av,m(T_To)
v(T)=V_ e [4.22]

Caso o coeficiente de dilatacdo varia significativamente com a temperatura entre as
temperaturas inicial e final, ndo podemos mais utilizar a solug¢do aproximada expressa pela eq. 4.22.
E necessdrio conhecer a dependéncia do coeficiente de dilatacio térmica com a temperatura e
integrar corretamente o termo do lado direito da eq. 4.21. Uma possibilidade que podemos adotar &,
como mencionado na se¢@o anterior, o uso de modelos empiricos de fun¢des matemadticas escritas
como polinomiais ajustados a partir de dados experimentais para representar uma propriedade
fisico-quimica . Nesse caso a integracdo desejada € conseguida de forma padrio e simples, e o

resultado desejado obtido trivialmente. Por exemplo, podemos ajustar ¢y (7T) como um polindmio de

grau quatro na temperatura,
2 3 4
%(T) =ap+a;T+aT" +a3T +a,T",
para as constantes (ay, a;, az, as, a4) conhecidas, Neste caso, usando a eq. 4.21, teremos:

In(V4V) = (ap + a;T + a;T* + a;T > + a, T *)dT

ou,
In(VIV) = ao(Tr—T) + a;[(Tf* = T12 + aal(T = T3+ as[(Tr* — T4+ a (T - T7)/5

Para finalizar nossa discussdo relativa ao coeficiente de dilatacdo térmica, vamos agora
mostrar que a eq. 4.10 é uma aproximacdo da eq. 4.22 e, portanto o uso indiscriminado da eq. 4.10
pode levar a resultados que ndo representam corretamente a realidade fisica. Para essa
demonstragdo, vamos aproximar a eq. 4.22 por uma expansdo em série de poté€ncias em 7, uma

expansio denominada de série de Taylor-Maclaurin.
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Série de Taylor- Maclaurin

Seja fix) uma fungdo que tenha ao redor no ponto x =a (a = um dado
valor numérico) todas as suas derivadas até a enésina (n-ésima) derivada

finitas. Entdo para um ponto x nas vizinhangas de a temos a seguinte

igualdade.

f(x) — f(a)+ f,l(!a) (x a)+ f”z('a) (x—a)z 4 f,;('a) (x_a)~ +
+f(:_1_)1(;) (x—a)” +R [4.23]
@ g

R, € o residuo ou termo complementar da série de ordem n—1 cujo valor
tende a zero quando n tende a infinito (cresce arbitrariamente na linguagem
dos matematicos) tal que o mdédulo da enésima derivada em um ponto b
entre o valor de x e de a é maximo nesse intervalo:

£ (b)

|R1|S I’l!

I

(x=a)

Na eq. 4.23 usamos o sinal de igualdade entre f{x) e a série porque o
residuo R, corrige a série quando ela ndo tem infinitos termos. Quando
usada para aproximar funcdes ou modelos Fisico-Quimicos a parcela R, é
desprezada e como a série € sempre truncada para um ndimero finito de
parcelas usaremos nesses casos o sinal de aproximadamente igual =. Se
fazemos a =0 na série de Taylor ela passa a ser chamada de série de

Maclaurin, que desprezando o residuo toma a forma :

[4.24]
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As séries de Taylor-Maclaurin mais freqiientemente usadas em

termodindmica sao:
i

eX:1+x+%x2+.--+’f—’+.-- [4.25a]
l.

ln(1+x):x—%x2+§x3+---+(—l)‘_ 4.V —1<x<1 [4.25D]

+- Vo ox>1

[4.25¢]

1

) =l—x+ = (=) X eV oxz-d [4.25d]

Aplicando a série de Maclaurin dada pela eq. 4.25 a na eq. 4.22, através da identificag¢dao

x=aym(T-T,) obtemos:
v(1)=Y,{1+a,, (T-T)+[a,, (T-T,)T j2+[a,, (7-T,)] Jo+-]

Se truncarmos a série acima para incluir até o termo de primeira ordem, i.e., se desprezarmos os
termos de grau dois, trés e superiores, recuperamos a eq. 4.10. Isto demonstra que essa equagdo é
uma aproximagao em de primeira ordem da solucdo mais exata para o problema, dada pela eq. 4.25.
Note, contudo que, que por sua vez, a eq. 4.25 € uma solugdo também aproximada da solucdo exata

expressa pela eq. 4.21.

4.2 Coeficiente de Compressibilidade isotérmica

Consideremos um sistema fechado, logo n € constante, imerso em um banho de dgua ou
assemelhado, a temperatura 7 constante. Se, se aumentamos a pressdo sobre esse sistema o que
acontecerd com seu volume? De forma a enfatizar as propriedades cujos valores sdo constantes

reescrevemos a eq. 4.7 da seguinte forma:

V., =V(T:n",1°)=V(p) [4.26]
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Novamente o volume se torna uma fun¢do de apenas uma varidvel, no caso a pressdo, enquanto sua
quantidade de matéria e temperatura sdo mantidas constantes nos valores especificos n’ e 7°.

Um experimento para verificar o comportamento do volume de uma substancia sob acdo de
diferentes pressdes pode ser facilmente realizado usando um sistema gasoso. A temperatura e a
quantidade de matéria do gds permanecem fixas, durante todo o experimento. Tome, por exemplo,
um pedaco da membrana de borracha de um baldo de festa, suavemente esticado, e a preencha-o
com ar, formando assim uma pequena bola de borracha cheia.. Introduza essa bolinha de borracha
em uma seringa, conforme mostrado na Figura 4.2. A seguir, com auxilio de um €mbolo, aspire
dgua para o interior da seringa através de sua ponta. Com a a ponta da seringa tampada, aperte o
émbolo para dentro dela. O tamanho e, conseqiientemente o volume da bolinha de borracha
diminui. A operacio inversa faz com que o volume da bola aumente, ver Fig. 4.2. E ficil interpretar
desse experimento que o aumento da a pressdao sobre um gds implica na diminuicdo do seu volume.
Dizemos que o sistema sofreu uma compressao. O contrario, quando diminuimos a pressao
observa-se um aumento de volume do géds.. E nesse caso dizemos que o sistema sofreu uma
expansao. Nesse experimento consideramos a temperatura constante e igual a temperatura
ambiente durante todo o experimento. Esse comportamento de reducdo do volume com o aumento
da pressao e aumento do volume com a reducdo da pressdo aplicada sobre é também observado nos
sistemas liquidos e s6lidos, embora em menor extensdo, e pode ser adequadamente representado

através da definicdo do coeficiente de compressibilidade.

S

i
(a) (b) (© (@ @)

Figura 4.2: Expansdo e compressio de um sistema sobe a a¢do de uma pressao (forca) externa.
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O coeficiente de compressibilidade isotérmico ou simplesmente coeficiente de
compressibilidade ¢ definido como o inverso (sinal negativo) “da variagao relativa do volume de
um sistema fechado por unidade de variacdo da pressdo 4 temperatura constante” ou ainda como o
inverso (sinal negativo) da “reducfo relativa do volume por unidade de aumento isotérmico da

pressdo”. A equagdo matematica que define esta quantidade fisico-quimica é:

a_v ou simplesmente K, =——| — [4.27]

1 1
viop ), vl ),

Kr

Note a semelhanca da definicdo textual de coeficiente de compressibilidade e da equacido
matemadtica de sua defini¢do com aquelas do coeficiente de dilatagdo térmica eq. 4.12.

Como mostrado no experimento descrito acima, o aumento da pressdo, sua variacdo
positiva, provoca uma redugdo do volume, variacio negativa, assim a derivada parcial na eq. 4.27
adquire um sinal negativo para fazer de &y uma quantidade positiva. =~ Com base nesta definicdo,
um sistema com coeficiente de compressibilidade negativo ndo seria mecanicamente estdvel e,
portanto nio pode existir. Suponha que tal sistema existisse e que estivesse em equilibrio mecanico
na pressdo atmosférica. Agora imagine que instantaneamente exercéssemos uma forca sobre ele
amassando-o, por exemplo, com uma martelada, seu volume reduziria, logo dV seria negativo,
como seu kr é negativo de acordo com a eq. 4.27 o termo dp seria negativo, i.e., sua pressao
reduziria. Assim a pressdo atmosférica externa se tornaria maior que sua pressdo interna p e o
comprimiria, reduzindo ainda mais seu volume e sua pressdo. Uma vez iniciado esse processo ele
ndo pararia mais e o sistema entraria em colapso desaparecendo! Com raciocinio andlogo veriamos
que se acidentalmente o volume de tal sistema, em equilibrio mecanico com a atmosfera, sofresse
um aumento de volume, ele explodiria através de sucessivos e infinddveis aumento de sua pressio
interna e de seu volume. Assim, da definicido de &y dada pela eq. 4.27, o coeficiente de
compressibilidade isotérmico deve ser sempre positivo para que um sistema tenha estabilidade

mecanica contra variagdes de seu volume [CASTELLAN 1995].

A exemplo do que fizemos com a eq. 4.12, que define o coeficiente de dilatagdo térmica,
podemos também rearranjar a eq. 4.27, transformando-a em uma equagio diferencial ordindria de

varidveis separdveis e integrd-la entre uma pressao inicial e outra final:

av v, dV
—V(p)=/cT(p)dp =], —‘fp):jp[

Py

K‘T(p)dp =
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In—L={"x, (p)dp [4.28]

Como enfatizado nas equagdes acima o coeficiente de compressibilidade em uma dada
temperatura ¢ uma funcio da pressdo. Se na eq. 4.28 considerarmos &y como um valor médio
constante, k7, entre as pressdes limites de integracdo, entdo ele pode ser retidado de dentro do

sinal de integracéo, e como no caso da eq. 4.21, a eq. 4.28 torna-se:

V(p) =V°em(wo) [4.29]

Acima, V° € o volume do sistema na pressdo inicial (ou de referéncia) p°.
Podemos aproximar a eq. 4.29 utilizando a série de Taylor dada pela eq. 4.25 a e truncada no

termo de primeira ordem. Assim, obtemos:
V(p)=V° [1+K‘T,m(p—p°)} [4.30]

Esta equacdo € matematicamente semelhante a eq. 4.10, porém apresenta uma dependéncia linear

do volume de uma substincia com a pressdo aplicada.

4.3 Equacao de estado aproximada para a matéria

Podemos combinar as equagdes 4.10 e 4.30 e obter uma relacdo mais geral da dependéncia
do volume de uma amostra com a temperatura e pressdo. Para isto, considere que o volume V° que

aparece na equacgao 4.30 seja uma fungdo da temperatura e possa ser calculado pela eq. 4.10:
V(D= V'l + av,om(T = T5)] [4.10]

V? é um volume de referéncia na pressdo p° e temperatura T, de referéncia, € & om € 0 coeficiente

de dilatacio médio na temperatura de referéncia. Chamando o coeficiente médio de
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compressibilidade na temperatura de referéncia ¢ e k,,, podemos escrever, combinando as

equagoes 4.10 e 4.30,
V(p.T)=Vy 14K, (p=p°) |1+ @0 (T-T,)] [4.31]

Finalmente, como o volume V_’ estd relacionado a massa e a densidade do sistema na temperatura

e pressdo de referéncias p; através da eq. 4.4, obtemos:

V(m,p.T) =%[1+ Kom (p—p°)][1+av,o,m (T-1,)] [4.32]

o

Podemos, também, escrever essa equacido em termos da quantidade de matéria,:

V(n.p.T) :%[H Kom (P=1°) [[1+ @0 (T-T,)] [4.33]

o

As equacdes. 4.32 e 4.33 sao exemplos de equacdes termodindmicas de estado, e descrevem
o volume como uma fungfo das trés propriedades de estado pressdo, temperatura e quantidade de
matéria ou massa. Essas equagdes sdo aplicdveis a todos os estados fisicos da matéria, em
particular para sdlidos e liquidos, para os quais a aproximagdo da constincia dos coeficientes de
dilatacdo e de compressibilidade se aplicam em faixas maiores de temperatura e pressdo,
respectivamente. Ndo podemos nos esquecer, no entanto que devido as vdrias aproximagdes feitas
em suas deducdes elas s6 representardo o comportamento do sistema em valores de pressdo e

temperatura proximos aos valores de referéncia ou padrao.
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Auto-avaliacao

1. Combine a equagdo 4.3 com a equacgdo 4.5 e confirme o resultado expresso na equacao 4.6.

2. Mostre que a derivada da densidade de uma esfera p,; com relagdo ao seu didmetro
D.g (dpesr/dD,g) pode ser expressa como uma fungdo da propria densidade da esfera.

3. Calcule a densidade de uma esfera se as massas pesadas em uma balanga mostram os
valores de mp,,; = 69,5 g € mp.,; =65,1¢g.

4. Calcule a densidade de um cilindro sélido de massa m.; = 31,41592 g e dimensdes, medidas
com auxilio de um micrémetro € de 1,015 mm de altura e raio igual a 0,0283 mm.

5. As dimensdes lineares /; (comprimento), [, (largura) e I3 (espessura) de um objeto medidos a
temperatura @, relacionam-se, respectivamente, as suas dimensdes lineares (1)10 , (1)10 e (1)10
medidos a temperatura de referéncia 6, , pelas relagdes:

hi="1 1+ a'(0-6,) ]
L= 1+ a”(0-6,) ]
=] 1+ &*(6-6,) 1.
Essas trés equacdes definem os coeficientes de dilatagdo linear a'” (largura), o
(comprimento) e o, (espessura) do objeto.
Os volumes V e V, do objeto, medidos nas temperaturas 8 e 6,, respectivamente, sao
obtidos pelos produtos V=1, I3 e V, = Wy, Dp, O,
a) Mostre que, de acordo com a eq. 4.10,
V=V [1+0{v (9—90)], eque av=(a" +a®+a).
b) Se o objeto possui caracteristicas térmicas isotropicas, isto € 0{1(1) = 0{1(2) = 0{1(3 )= a;.
entdo, de acordo com aeq. 4.11, ay =3 ¢;.
6. Considere a equacgdo do gis ideal V =nRT/p, na qual V € uma funcdo de n, T e p. Por outro

lado n pode ser escrita como uma funcdo da massa m, utilizando a seguinte transformacao:

n =m/M, com a introducao da massa molar M do gés.
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a. O volume molar V,, de uma substincia pura é definido como a variagdo do seu
volume com relagdo a quantidade de matéria existente, a uma temperatura e pressao
fixas:

Vi = (OVIon),r .

Calcule o volume V,, molar do gés ideal. Mostre que, neste caso, V,, = V/n .
b. Utilize adequadamente a regra da cadeia 4.16 e mostre que

(@VIém),r = RT/Mp

7. Determine o coeficiente de deformacgdo térmica o4 da dgua no intervalo de 0 a 50° C,
utilizando a equacdo 4.18 e os valores das densidades da dgua fornecidos na Tablela 4.1.
Sugestdo: organizar o trabalho, inicialmente
(i) reescreva a eq. 4.18 como uma expressdo envolvendo diferengas finitas:

oy =—(1/p)(AP/AB), (pressdo constante) [E1]
onde Ap = p(6,) — p(6 ) é a diferenca das densidades medidas em duas temperaturas
diferentes 8, e 8,e AG= @, — 0, é a diferenca entre essas duas temperaturas.
(@) Organize uma tabela colocando em uma coluna os valores das diferencas [p(1°C)
- p(0°C)], [p(2°C) — p(1°C)], [p(3°C) — p(2°C)], ..., [50°C) — p(40°C)], e em uma
segunda coluna as respectivas diferencas de temperaturas [1°C —0°C], [2°C
—1°C], [3°C —2°C], ..., [50°C —40°C], e em uma terceira coluna os valores para as médias
[p(1°C)+p(0°C)]72, [p(2°C)+p(1°C)]/2, [p(3°C)+p(2°C)])/2, ..., [(50°C)+p(40°C)]/2.
(@i) Calcule as razdes [p(0))—p(6:))/[0j—6;i] e divida-as pelas respectivas médias
[p(8))+p(6:)]/2 das densidades medidas nas temperaturas 6; e &;.
(iv) Anote o inverso (troque o sinal) dos resultados obtidos na etapa anterior em uma nova
coluna de sua tabela. Os valores encontrados nesta etapa correspondem aos coeficientes de
deformacio térmica da dgua na faixa de temperatura considerada.

O tipo de tratamento utilizado acima corresponde ao que € chamado de um
tratamento numérico ou, no caso especifico, de uma diferenciacdo numérica de uma fungio
(a densidade) na sua variavel (a temperatura

Agora responda:
a) Com o tratamento numérico utilizado, em que faixa de temperaturas o coeficiente de
deformacio térmica foi determinado melhor precisdo: entre 0 e 6° C ou entre 10 e 50° C?

Justifique sua resposta.
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b) D& uma interpretacio fisica para o sinal negativo do coeficiente de dilatacdo da dgua

observado entre 0 a aproximadamente 4°C.

8. Utilize a eq. 4.18 e a equagdo 4.19 que fornece uma relagdo funcional entre a densidade da dgua

e a temperatura, para determinar o coeficiente de deformacdo térmica o da dgua no intervalo

de 0 a 50° C. Este procedimento direto € chamado de um célculo analitico, pois a dependéncia

da densidade da 4gua com a temperatura € dada por uma fung¢do analitica.

a)

b)

c)

Agora responda:

Com a férmula geral obtida neste item, calcule os valores dos coeficientes de deformacio
angular da 4dgua para as temperaturas de 8= {0,5°C, 1,5°C, 2,5°C, 3,5°C, 4,5°C, 5,5°C,
6,5°C, 8°C, 15°C, 25°C, 35°C e 45° C}.

Compare os valores encontrados com aqueles obtidos através de um célculo numérico da
questdo anterior. Comente os resultados encontrados para essas comparagdes.

Qual a razdo da lista de temperaturas do item (a) acima ter sido escolhida diferente da lista

de temperaturas dada na tabela 4.1?

Utilize a curva analitica da equagdo 4.19 e estime o valor esperado para a densidade maxima

da dgua. Para qual temperatura este valor maximo deve ocorrer?

a) Experimentalmente, da densidade maxima da dgua é 0,999 9750 g/cm3 a 4,0°C
[LIDE 2004]. Compare esses nimeros com os que foram determinados a partir da
equacdo 4.19.

b) Qual a razdo para as discrepancias encontradas entre os valores da temperatura e da

densidade mdxima da 4gua maxima? Elas sdo significativas?

Considere um termdmetro constituido simplesmente de uma barra de zinco, metal cujo
coeficiente de dilatacdo linear é 30,3x10° K. Calcule o comprimento da barra a 100°C se

a 0°C ela mede 10 cm.

Calcule em unidades de mm o comprimento de uma divisao de uma escala de 0,1 mm
desse termOometro. Quais inconvenientes vocé veria na utilizagdo experimental desse
termOmetro? Entre os metais comuns, o zinco possui um dos maiores coeficientes de

dilatacdo linear a 300 K.
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10. A Tabela E1 abaixo fornece o valor da densidade do mercirio no viacuo em funcio da

temperatura.
Temperatura/ Densidade Temperatura/ Densidade Temperatura/ Densidade
°C g/mL °C g/mL °C g/mL
0 13,5951 50 13,4725 100 13,3518
10 13,5704 60 13,4482 150 13,2326
20 13,5458 70 13,4240 200 13,1144
30 13,5213 80 13,4000
40 13,4970 90 13,3758

Tabela E1 : Densidade do mercurio em funcdo da temperatura [ANDERSON 1981].

ii)

iif)

iv)

Organize uma planilha no EXCEL™ com esses dados em duas colunas e produza
um gréfico da densidade em fungéo da temperatura para o mercirio no intervalo de
temperaturas dado. Determine a equagdo de uma curva que melhor ajusta os dados da
tabele E1 & uma reta p(Hg) = a + b6. Forneca os valores dos coeficientes a e b
obtidos no processo de linearizacéo.

Utilizando a equagdo da reta obtida no item anterior calcule a densidade do Hg a
25°C e a 125°C. Indique se o coeficiente de dilatagdo térmica o(Hg) do merctrio
¢ constante ou varia com a temperatura na faixa de 0 a 250°C, Se o coeficiente
ov(Hg) do mercurio varia com a temperatura, essa variag@o € linear (reta) ou nao?
Justifique sua resposta sem fazer calculos e apenas usando como base para
argumentacao a eq. 4.18.

Usando a equagdo da reta para a densidade do Hg obtida no item (i) acima, obtenha
(deduza) uma equagdo empirica que possa ser usada para interpolar o coeficiente de
dilatacdo volumétrico do Hg em funcdo de sua temperatura &entre 0°C e 250°C.
Calcule o coeficiente de dilatacdo volumétrico e o linear do mercurio a 25°C ea

125°C.

11. Usando as densidades do Hg da Tab. E1, calcule o volume ocupado por 1 kg de merctrio a

25°C ea 125°C. Resp.: 73,89 mL e 75,23 mL.
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12. Usando o teorema do valor médio da integrag@o (vide livro de Célculo I) calcule o valor

para o coeficiente de dilatagdo volumétrico médio, & nm, do Hg para temperaturas entre

25°C e 125°C.

13. Usando a expansdo da eq. 4.25 a, calcule os valores aproximados do numero de Neper e,
truncando a série de Taylor (a) no termo de primeira ordem, (b) de segunda ordem e (c) de
décima ordem. Compare os valores obtidos com o valor de e até a 6* decimal e= 2,718282.

. 2,71
Calcule o valor aproximado para ™' .
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