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81. Vetores, matrizes e sistemas lineares

O que é Algebra Linear? Por que estuda-la?

A Algebra Linear ¢é a area da Matematica que estuda todos os aspectos

relacionados com uma estrutura chamada Espago Vetorial.

Devido as suas caracteristicas, essa estrutura permite um tratamento
algébrico bastante simples, admitindo, inclusive, uma abordagem computa-
cional. A Algebra Linear tem aplicagoes em intimeras areas, tanto da mate-
matica quanto de outros campos de conhecimento, como Computagao Grafica,

Genética, Criptografia, Redes Elétricas etc.

Nas primeiras aulas deste modulo estudaremos algumas ferramentas
para o estudo dos Espacos Vetoriais: as matrizes, suas operacoes e proprie-
dades; aprenderemos a calcular determinantes e, finalmente, aplicaremos esse
conhecimento para discutir e resolver sistemas de equacoes lineares. Muitos
dos principais problemas da fisica, engenharia, quimica e, é claro, da ma-
tematica, recaem (ou procuramos fazer com que recaiam) num sistema de
equagoes lineares. A partir da Aula 8, estaremos envolvidos com Algebra Li-
near propriamente dita e esperamos que voce se aperceba, ao longo do curso,

de que se trata de uma das areas mais lidicas da Matematica!!.

Estrutura matemdtica é um
conjunto no qual sdo defini-
das operagoes. As proprie-
dades dessas operagoes “es-
truturam”o conjunto. Tal-
vez vocé ja tenha ouvido falar
em alguma das principais es-
truturas mateméticas, como
grupo, anel e corpo. Vocé
estudard essas estruturas nas
disciplinas de Algcbra.

CEDERJ






Matrizes

Aula 1 — Matrizes

Objetivos

Reconhecer matrizes reais;
Identificar matrizes especials e seus principals elementos;

Estabelecer a igualdade entre matrizes.

Consideremos o conjunto de alunos do CEDERJ, ligados ao pdlo Lugar
Lindo, cursando a disciplina Algebra Linear 1. Digamos que sejam 5 alunos
(claro que esperamos que sejam muitos mais!). Ao longo do semestre, eles
farao 2 avaliacoes a distancia e 2 presenciais, num total de 4 notas parciais.
Para representar esses dados de maneira organizada, podemos fazer uso de

uma tabela:

aluno AD1 | AD2 | AP1 | AP2
1. Ana 45 1 62 | 7,0 | 5,5
2. Beatriz | 72 | 6,8 | 80 | 10,0
3. Carlos 80 | 7,5 | 59 | 7,2
4. Daniela | 9,2 8,5 7,0 | 8,0
5. Edson 6,8 | 7,2 | 6,8 | 7,5

Se quisermos ver as notas obtidas por um determinado aluno, digamos,
o Carlos, para calcular sua nota final, basta atentarmos para a linha corres-
pondente (8,0; 7,5; 5,9; 7,2); por outro lado, se estivermos interessados nas
notas obtidas pelos alunos na segunda verificacao a distancia, para calcular
a média da turma, devemos olhar para a coluna correspondente (6,2; 6,8;
7,5; 8,5; 7,2). Também podemos ir diretamente ao local da tabela em que
se encontra, por exemplo, a nota de Carlos na segunda avaliacao a distancia
(7,5).

E esse tipo de tratamento que as matrizes possibilitam (por linhas, por
colunas, por elemento) que fazem desses objetos matemédticos instrumentos

valiosos na organizacao e manipulacao de dados.

Vamos, entao, a definicao de matrizes.

MODULO 1 -

AULA 1

CEDERJ
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Os elementos de uma ma-
triz podem ser outras enti-
dades, que ndao numeros re-
ais. Podem ser, por exem-
plo, nimeros complexos, po-

linémios, outras matrizes etc.

As barras simples sdo usadas
para representar determinan-

tes, como veremos na aula 5.

CEDERJ

Matrizes

Definicao

Uma matriz real A de ordem m X n é uma tabela de mn numeros reais,

dispostos em m linhas e n colunas, onde m e n sao niimeros inteiros positivos.

Uma matriz real de m linhas e n colunas pode ser representada por
Apmxn(R). Neste curso, como s6 trabalharemos com matrizes reais, usaremos
a notacao simplificada A,,x,, que se 16 “A m por n”. Também podemos
escrever A = (a;;), onde i € {1,...,m} é o indice de linha e j € {1,....,n} é
o indice de coluna do termo genérico da matriz. Representamos o conjunto
de todas as matrizes reais “m por n”por M,,«,(R). Escrevemos os elementos
de uma matriz limitados por parénteses, colchetes ou barras duplas.

Exemplo 1 2 =3
1. Uma matriz 3 x 2: 1 0
| V2 17
2. Uma matriz 2 x 2 : g 3
-1 1/2
—4
3. Uma matriz 3 x 1: 0
11

De acordo com o nimero de linhas e colunas de uma matriz, podemos

destacar os seguintes casos particulares:
e m = 1: matriz linha
e n = 1: matriz coluna

e m = n: matriz quadrada. Neste caso, escrevemos apenas A,, e dizemos
que “A é uma matriz quadrada de ordem n”. Representamos o conjunto
das matrizes reais quadradas de ordem n por M, (R) (ou, simplesmente,
por M,).

Exemplo 2
1. matriz linha 1 x 4: [ 2 -3 4 1/5 ]

4
2. matriz coluna 3 x 1: 17
0




Matrizes

7

Os elementos de uma matriz podem ser dados também por férmulas,

1 -2
3. matriz quadrada de ordem 2: [ . ]

como ilustra o proximo exemplo.

Exemplo 3
Vamos construir a matriz A € Myys(R), A = (a;;), tal que

o i?+7j, sei=j
Y i—2j, sei#j

A matriz procurada é do tipo A =

11 A2 a1z Q4
Q21 A22 Q23 Q24

Seguindo a regra de formagao dessa matriz, temos:
(111:12—|—1:2 a12:1—2(2):—3
ago =22 +2=06 a3 =1—-2(3)=-5

Logo, A =

2 -3 -5 —7
06 —4 —6|

Igualdade de matrizes

O proximo passo é estabelecer um critério que nos permita decidir se

duas matrizes sao ou nao iguais. Temos a seguinte definigao:

Duas matrizes A, B € M,xn,(R), A = (ai;),B = (bi;), sao iguais
quando Qjj = bZ],VZ S {1, ...,’ITL}, Vj e {1, ,n}

Exemplo 4
2 3b] [4 —9]
e

Vamos determinar a, b, ¢ e d para que as matrizes
c+d 6 1 2c
sejam iguais. Pela definicao de igualdade de matrizes, podemos escrever:
2a =4
2a  3b 4 -9 3b=-9
= =
c+d 6 1 2c c+d=1

6 =2¢

| MODULO 1 -

AULA 1

CEDERJ
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No nosso curso nos referimos
aos numeros reais como
escalares. Essa denominagao
¢ especifica da Algebra

Linear.

CEDERJ

Matrizes

Dai, obtemos a = 2,0 = —-3,c=3 e d= —2.

Numa matriz quadrada A = (a;j), 4,5 € {1,..n}, destacamos os se-

guintes elementos:

e diagonal principal: formada pelos termos a;; (isto é, pelos termos com

indices de linha e de coluna iguais).

o diagonal secunddria: formada pelos termos a;; tais que i + j = n.

Exemplo 5
Seja
3 -2 0 1
5 3 =2 7
"l 12 -3 7 14
-5 0 -1 6

A diagonal principal de A é formada por: 3,3, 7,6

A diagonal secundaria de A é formada por: 1, -2, —3, —5

Matrizes quadradas especiais

No conjunto das matrizes quadradas de ordem n podemos destacar
alguns tipos especiais. Seja A = (a;;) € M,(R). Dizemos que A é uma

matriz

e triangular superior, quando a;; = 0 se i > j (isto é, possui todos os

elementos abaixo da diagonal principal nulos).

e triangular inferior, quando a;; = 0 se ¢ < j (isto é, possui todos os

elementos acima da diagonal principal nulos).

e diagonal, quando a;; = 0 se i # j (isto é, possui todos os elementos
fora da diagonal principal nulos). Uma matriz diagonal é, ao mesmo
tempo, triangular superior e triangular inferior.

0, se Z 7 j, , para algum k£ € R. Isto é, uma

k, se 1=

matriz escalar é diagonal e possui todos os elementos da diagonal prin-

e cscalar, quando a;; =

cipal iguais a um certo escalar k.




Matrizes

| MODULO 1 -
0 .,
e identidade, quando a;; = 1’ i Z #‘? . Isto é, a identidade é uma
, sl =]
matriz escalar e possui todos os elementos da diagonal principal iguais
a 1. Representamos a matriz identidade de ordem n por I,,.
Exemplo 6
matriz classificacao
(41 2]
6 triangular superior
| 0 0 9 ]
5 0 0
0 3 triangular superior
-~ 0 -
(1.0 0]
0 40 triangular superior, triangular inferior, diagonal
| 0 0 0 ]
0 O . e
triangular inferior
-3 0
[0 0] _ . e
00 triangular superior, triangular inferior, diagonal, escalar
(5 0] . o R
0 5 triangular superior, triangular inferior, diagonal, escalar
Exemplo 7
Sao matrizes identidade:
10 00
10 L oo 0100
L =11, I,= c Is=1010)|; I4=
1[]2[01]3 loo1o
0 01
0001
De modo geral, sendo n um nimero natural maior que 1, a matriz

AULA 1

CEDERJ
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CEDERJ

Matrizes

identidade de ordem n é

(100 .. 0 0]
10 .00
01 ..00

In: .
000 . 0
00 .. 01

Definicao

A matriz nula em M,,«,(R) é a matriz de ordem m x n que possui todos o0s

elementos iguais a zero.

Exemplo 8 -
. 000

Matriz nula 2 x 3:

0 00

0 0

00
Matriz nula b x2: [ 0 0

00
Definigao
Dada A = (aij) € Myxn(R), a oposta de A é a matriz B = (b;;) € My, xn(R)
tal que bj; = —a;;, Vi € {1,...,m}, Vj € {1,....,n}. Ou seja, os elemen-

tos da matriz oposta de A sao os elementos opostos aos elementos de A.

Representamos a oposta de A por —A.

-1 0
Exemplo 9
2 V3 4
A oposta da matriz A = V3 é a matriz
1 0 -8
—6 10 -2
-3 10
—2 -3 —4
A=
-1 0 8
6 —10 2




Matrizes

| MODULO 1 - AULA 1

Resumo

Nesta aula vimos o conceito de matriz e conhecemos seus tipos espe-
ciais. Aprendemos a comparar duas matrizes, a identificar a matriz nula e a
obter a oposta de uma matriz. Também vimos algumas matrizes quadradas
que se destacam por suas caracteristicas e que serao especialmente tuteis no

desenvolvimento da teoria.

Exercicios

1. Escreva a matriz A = (a;;) em cada caso:

31+ 7 =]
(a) A édo tipo2x3,ea;= _Z+‘7_’Sel_ ‘7
1— 27, setF#j
21, se1 < j
(b) A é quadrada de ordem 4 e a;; =4 i —j, sei=j
27, se1>j
0, sei=#£j
(C)Aédotipo4><2,eaij—{ ,7&‘7_
3,8e1=

(d) A é quadrada terceira ordem e a;; = 31 — j + 2.

2. Determine z e y tais que

(a)

_ny B 1 -1
o217

CEDERJ
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CEDERJ

Matrizes

Respostas dos exercicios

4 -3 =5

o
oo
|
W

DD O =N
S O =N

o O O W NN NN O
o O w o = s O N

Auto-avaliagao

Vocé nao deve ter sentido qualquer dificuldade para acompanhar esta
primeira aula. Sao apenas definioes e exemplos. Se achar conveniente, antes
de prosseguir, faca uma segunda leitura, com calma, da teoria e dos exemplos.
De qualquer maneira, vocé sabe que, sentindo necessidade, pode (e deve!)

entrar em contato com o tutor da disciplina.

Até a proxima aulal!




Operacées com matrizes: transposicdo, adicdo e multiplicacdo por niimero real

Aula 2 — Operacoes com matrizes:
transposicao, adicao e multiplicacao por

numero real

Objetivos

Obter a matriz transposta de uma matriz dada;
Identificar matrizes simétricas e anti-simétricas;
Obter a matriz soma de duas matrizes;

Obter o produto de uma matriz por um niimero real;

Aplicar as propriedades das operacoes nos calculos envolvendo matrizes.

Na aula passada, definimos matrizes e vimos como verificar se duas
matrizes sao ou nao iguais. Nesta aula iniciamos o estudo das operagoes
com matrizes. E através de operagoes que podemos obter outras matrizes, a
partir de matrizes dadas. A primeira operacao com matrizes que estudaremos
- a transposicao - é undria, isto é, aplicada a uma unica matriz. A se-
guir, veremos a adi¢ao, que é uma operagao bindria, ou seja, é aplicada a
duas matrizes. Finalmente, veremos como multiplicar uma matriz por um
numero real. Por envolver um elemento externo ao conjunto das matrizes,

essa operagao ¢é dita ser externa.

Transposicao

Dada uma matriz A € M,,«,(R), A = (a;), a transposta de A é a
matriz B € M,y,(R), B = (bj;) tal que bj; = a;;,Vi € {1,...,m},Vj €
{1, e n} Representamos a matriz transposta de A por AT,

Note que para obter a transposta de uma matriz A, basta escrever as
linhas de A como sendo as colunas da nova matriz (ou, equivalentemente,

escrever as colunas de A como as linhas da nova matriz.)

Exemplo 10 5 _9 & 3 1
1. Seja A = _7 . A transposta de A é amatriz AT = | —2 7
5 0

-3 4 -3 4
2.SeM:[ 49],entéoMT:[ ]:M

| MODULO 1 -

AULA 2

CEDERJ
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Comparando uma matriz com sua transposta, podemos definir matrizes

simétricas e anti-simétricas, como segue:

Definicao

Uma matriz A é:
o simétrica, se AT = A
o anti-simétrica, se AT = —A

Segue da definigdo acima, que matrizes simétricas ou anti-simétricas

sao, necessariamente, quadradas.

Exemplo 11
1. As matrizes

1 -2 1/5 0
3 -2 V3
V3 19 3/2 —2 7 9 -1
20 A2 =7 s 9 0 s
V3 1 8

0 —1 8§ 4

sao simétricas.

2. A matriz M, do exemplo 10, é simétrica.

Note que, numa matriz simétrica, os elementos em posicoes simétricas

em relagao a diagonal principal sao iguais.

Exemplo 12

As matrizes

0 2 —1/2
0 —1 2 0 9 —1
, —2 0 5 1, e
1 0
1/2 -5 0

sao anti-simétricas.

Note que uma matriz anti-simétrica tem, necessariamente, todos os

elementos da diagonal principal iguais a zero.

CEDERJ |
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| MODULO 1 -
Adicao
Vocé se lembra do exemplo que demos, na Aula 1, com a relacao de
nomes e notas da turma de Lugar Lindo? Cada aluno tem seu nome associado
a um numero (o numero da linha). Assim, sem perder qualquer informagao
sobre os alunos, podemos representar apenas as notas das avaliagoes numa
matriz 5 por 4: ) )
4,5 6,2 7,0 5,5
7,2 6,8 80 10,0
A=180 7,5 59 7,2
9,2 85 7,0 8,0
| 6,8 7,2 6,8 7,5 |
Vamos supor que as provas tenham sido submetidas a uma revisao e
que as seguintes alteracoes sejam propostas para as notas:
[ 0,5 0,0 0,0 0,2
-0,2 0,5 0,5 0,0
R = 0,0 0,2 0,6 —0,1
0,0 0,5 0,0 0,2
| 0,2 0,0 0,0 0,3 ]
A matriz N, com as notas definitivas, é a matriz soma das matrizes A e
R, formada pelas somas de cada nota com seu fator de correcao, isto é, cada
termo de A com seu elemento correspondente em R:
[ 4,540,5 6,2+0,0 7,04+0,0 5,540,2 ]
7,2+ (-0,2) 6,840,5 80+0,5 10,0+ 0,0
N=A+R= 8,0+0,0 7,540,2 59+0,6 7,24 (-0,1)
9,24+0,0 85+4+0,5 7,0+0,0 8,0+40,2
i 6,8+0,2 7,240,0 6,8+0,0 7,5+0,3 |
5,0 6,2 7,0 5,7
7,0 7,3 85 10,0
Logo, N=| 8,0 7,7 6,5 7,1
9,2 9,0 7,0 8,2
| 7,0 7,2 6,8 7,8
Definicao
Dadas as matrizes A = (a;j), B = (bij) € Myxn(R), a matriz soma de
A e B é amatriz C = (¢;j) € Myxn(R) tal que
Cij = Qi + bij7 Vi € {1, ...,m}, Vj e {1, ,n}

AULA 2

CEDERJ
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Representamos a matriz soma de A e B por A+ B. Em palavras, cada

elemento de A+ B é a soma dos elementos correspondentes das matrizes A e

B. A diferenca de A e B, indicada por A — B, é a soma de A com a oposta

de B, isto é: A— B= A+ (—B).

Exemplo 13

[ 5 4 1 -2
1. 4 —
2 1] [0 3]

[O8)
oo
DO
|
—

[—4 2

2.1 -1 4 |—-| 7 2]|=

-3
[\
|
w
D

2 4

3

|

8

-1 4 |+

7

2

Multiplicacao por um niumero real

3 1
Seja A =
2 —4
2A=A+A= 51 +
2 —4

3
2

1

—4

] . Queremos obter 2A:

|

-2 1 1
7 2| =|-8 2
3 —6 10 —4

2x3 2x1
2x2 2x(—4)

Em palavras, o produto da matriz A pelo numero real 2 é a matriz

obtida multiplicando-se cada elemento de A por 2.

Voltemos a nossa tabela de notas dos alunos do CEDER.J. Suponhamos

que, para facilitar o calculo das médias, queiramos trabalhar numa escala de

0 a 100 (em vez de 0 a 10, como agora). Para isso, cada nota devera ser

multiplicada por 10. Teremos, entao, a seguinte matriz:

10N =

Vocé verd que, em Algebra
Linear, lidamos com dois

tipos de objeto matematico:

20
70
80
92
70

62
73
77
90
72

70
85
65
70
68

57
100
71
82
78

Podemos, entao, definir a multiplicacao de uma matriz por um ntmero

os escalares (que, neste real (ou, como é usual dizer no ambito da Algebra Linear, por um escalar).

curso, serao os numeros

reais) e os vetores.
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Operacées com matrizes: transposicdo, adicdo e multiplicacdo por niimero real

Definicao
Dada A = (a;;) € Myxn(R) e a € R, a matriz produto de A por o é a
matriz C' = (¢;;) € Mpyxn(R) tal que
Cijj = Ay, Vi € {1, ...,m}, VJ S {1, n}

Representamos a matriz produto de A por a por a A.

-1
eC:[6 5],temos:

Exemplo 14 - 5 9 0 6
— 3

Dadas A =
1 4 8

1. 24 —10 4
2 8

0 2
~1 8/3

—5 2 0 12 ~18 3 —23 17
+ + =
14] [—6 16] [—9 —15] [—14 5]

Propriedades das operagoes com matrizes

B =

Wl

3. A+2B-3C =

Vocé talvez ja tenha se questionado quanto a necessidade ou utilidade
de se listar e provar as propriedades de uma dada operagao. Comutatividade,
associatividade... aparentemente sempre as mesmas palavras, propriedades
sempre validas... No entanto, sao as propriedades que nos permitem esten-
der uma operagao que foi definida para duas matrizes, para o caso de somar
trés ou mais. Ela também flexibilizam e facilitam os cédlculos, de modo que
quanto mais as dominamos, menos trabalho “mecanico”temos que desenvol-

ver. Veremos agora as propriedades validas para as operagoes ja estudadas.

Propriedade da transposicao de matrizes

t1) Para toda matriz A € M,,,(R), vale que AT" = A.
( , vale q

A validade dessa propriedade é clara, uma vez que escrevemos as linhas
de A como colunas e, a seguir, tornamos a escrever essas colunas como linhas,
retornando a configuragao original. Segue abaixo a demonstragao formal
dessa propriedade:

Seja A = (a;;) € Myxn(R). Entao AT = B = (bj;) € Myxm(R) tal que
bj; = a;j, ( ou, equivalentemente, b;; = a;;), Vi € {1,..m}, Vj € {1,...,n}.

|

| MODULO 1 -
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O elemento oposto é também
chamado elemento simétrico
ou inverso aditivo.
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Operacées com matrizes: transposicdo, adicdo e multiplicacdo por nimero real

Dall, ATT = BT =(C = (Ci]‘) € me”(R) tal que ¢;; = bﬁ = ai]‘,Vi €
{1,..m}, Vj e {1,...,n}. Logo, C = BT = AT" = A.

Propriedades da adicao de matrizes

Para demonstrar as propriedades da adicao de matrizes, usaremos as

propriedades correspondentes, validas para a adicao de niimeros reais.

Sejam A = (a;5), B = (b;;) e C = (¢;;) matrizes quaisquer em M,, ., (R).

Valem as seguintes propriedades.
(al) Comutativa: A+ B=B+ A

De fato, sabemos que A+ B = (s;;) ¢ também uma matriz m x n cujo
elemento genérico ¢ dado por: s;; = a;; + b;;, para todo @ = 1,...,m e todo
j=1,...,n. Como a adi¢gao de niimeros reais ¢ comutativa, podemos escrever
sij = bij+a;;, paratodoi =1,..,metodo j =1,...,n. Isto é, A+ B = B+ A.
Em palavras: a ordem como consideramos as parcelas nao altera a soma de

duas matrizes.
(a2) Associativa: (A+ B)+C=A+ (B+C)
De fato, o termo geral s;; de (A+B)+C é dado por s;; = (a+b);;+c;; =

(a;; + bi;) + cij, para todo i = 1,...,m e todo j = 1,...,n. Como a adigao
de ntmeros reais ¢ associativa, podemos escrever s;; = a;; + (bi; + ¢ij) =
a;;+(b+c)ij, paratodoi =1,...,metodoj = 1,...,n. Ouseja, s;; é também o
termo geral da matriz obtida de A+(B+C). Isto é, (A+B)+C = A+(B+C).
Em palavras: podemos estender a adicao de matrizes para o caso de trés
parcelas, associando duas delas. A partir dessa propriedade, podemos agora

somar trés ou mais matrizes.

(a3) Existéncia do elemento neutro: Existe O € M, (R) tal que A+0O = A.
De fato, seja O a matriz nula de M,,,(R), isto é, O = (0;;), onde

0;; = 0, para todo i =1,...,m e todo j =1, ...,n. Sendo s;; o termo geral de
A+ O, temos s;; = a;; + 0;; = a;; + 0 = a;5, para todo ¢ = 1,...,m e todo
j=1,..,n. Ouseja, A+ O = A.

Em palavras: na adicao de matrizes a matriz nula desempenha o mesmo

papel que o zero desempenha na adicao de niimeros reais.

(ad) Da existéncia do elemento oposto : Existe (—A) € M,x,(R) tal que
A+ (-A)=0.

De fato, sabemos que cada elemento de —A é o oposto do elemento

correspondente de A. Entdo, sendo s;; o termo geral de A 4+ (—A), temos
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Sij = ai; + (—a;;) = 0 =05, para todo i = 1,...,m e todo j =1, ...,n. Isto ¢,
A+ (-A)=0.
Em palavras: Cada matriz possui, em correspondéncia, uma matriz de mesma

ordem tal que a soma das duas é a matriz nula dessa ordem.
(ab) Da soma de transpostas: AT + BT = (A+ B)7

De fato, seja s;; o termo geral de AT+ BT Entao, paratodoi=1,....m
etodoj=1,..,n, sij = aji+bj; = (a+b)ji, que é o termo geral de (A4 B)7.
Ou seja, AT + BT = (A + B)T.
Em palavras: A soma das transpostas é a transposta da soma. Ou, vendo sob

outro angulo: a transposi¢ao de matrizes é distributiva em relagao a adigao.

Propriedades da multiplicagcao de uma matriz por um escalar

Voceé vera que, também neste caso, provaremos a validade dessas propri-
edades usando as propriedades correspondentes da multiplicacao de niimeros

reais.

Sejam A = (a;;), B = (bij) € Myxn(R), o, 8,7 € R. Valem as seguin-

tes propriedades:

(mnl) (aB)A = a(BA)

De fato, seja p;; o termo geral de (o)A, isto é, p;; = ((af)a);; =
(aB)a;; = a(fa;j) = (a(Ba))j, para todo i = 1,...,m e todo j =1, ...,n. Ou
seja, p;; ¢ também o termo geral de a(GA). Logo, (o)A = a(BA).

Exemplo 15
Dada A € M,,xn(R), 12A = 3(4A) = 2(6A).

(mn2) (a+ Pf)A = aA+ A

De fato, seja p;; o termo geral de (a4 3)A, isto é, p;; = (o + B)a);; =
(a + Ba;; = aai; + Pai; = (aa);; + (Ba)ij, para todo i = 1,...,m e todo
Jj = 1,..,n. Ou seja, p;; ¢ também o termo geral de A + BA. Logo,
(a+ B)A=aA+ [A.

Exemplo 16
Dada A € M,,xn(R), 12A =7A+5A = 8A + 4A.

(mn3) a(A+ B) = aA+aB

De fato, seja p;; o termo geral de a(A+B). Entao, paratodoi =1,...,m
e todo ] = 1, ., n, temos Dij = ((14((1 + b))U = Oz(CL + b)U = Oz(aij -+ sz> =

MODULO 1 -
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aa;j+ab;; = (aa);;+(ab);;. Ouseja, p;; é também o termo geral de aA+aB.
Logo, a(A+ B) = aA + aB.

Exemplo 17
Dadas A, B € M,xn(R), 5(A+ B) =5A+ 5B.
(mnd) 1A= A
De fato, sendo p;; o termo geral de 1A, temos p;; = (la);; = la;; = a;j,
para todoi=1,...metodo j=1,...,n. Istoé, 1A= A.
(mnb5) a AT = (aA)T

De fato, seja p;; o termo geral de aA”. Entdo p;; = aaj; = (aa)j;, ou

seja, p;; ¢ também o termo geral de (aA)T.

Exemplo 18 5 40
Dadas A = < 0 —1 > eB = ( 9 6 ),Vamos determinar 3 (2AT — %B)T.

Para isso, vamos usar as propriedades vistas nesta aula e detalhar cada passo,
A"~ (

B)T
ERA—

tl 1 T

1og(oa-1p
3(24-52")

ms 3(94) — 3 (%BT)

mel(3.2)A — (3%) BT

3
= 6A--BT
2

indicando qual a propriedade utilizada.

T
3(2AT—EB> @ 3

DN | =

2
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Observagao. E claro que voce, ao efetuar operacoes com matrizes, nao
precisard explicitar cada propriedade utilizada (a ndo ser que o enunciado da
questao assim o exijal) e nem resolver a questdo passo-a-passo. O impor-
tante é constatar que sao as propriedades das operagoes que nos possibilitam

reescrever a matriz pedida numa forma que nos pareca mais “simpética”.

Resumo

Nesta aula comegamos a operar com as matrizes. Vimos como ob-
ter a transposta de uma matriz e a reconhecer matrizes simétricas e anti-
simétricas. A seguir, aprendemos a somar duas matrizes e a multiplicar
uma matriz por um escalar. Finalizamos com o estudo das propriedades das
operagoes vistas. A aula ficou um pouco longa, mas é importante conhecer

as propriedades véalidas para cada operacao estudada.

Exercicios

1. Obtenha a transposta da matriz A € My4(R), A = (a;j), tal que

2143, set =7
Qij = o9 . . .
i?—j, seiF#j
2 4 2a—0>
2. Determine a e bparaqueamatriz | a+0b 3 0 | sejasimétrica.
-1 0 5

3. Mostre que a soma de duas matrizes simétricas é uma matriz simétrica.

2r a+b a—2b
4. Determine a, b, ¢, z,y, z para que a matriz | —6  y? 2c seja

5 8 z—1
anti-simétrica.

2 1 0
5. Sendo A= |0 -1 e B= 7 3 |, determine A + B.
3 2 —4 5
) a 3 2a b -3 -1 2 05
6. Determine a, b, e ¢ para que + =
c 0 =2 1 4 3 3 41

MODULO 1 - AULA 2
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10.

3 =5

. Dada A = 5 | determine a matriz B tal que A+ B é a matriz

nula de M5(R).

5 1
Considere as matrizes A = -1, B=1|2], e C =
2 3

[ 0 -2 1 ] Determine a matriz X em cada caso:
(a) X =2A-3B
(b)X+A:B—C’T—2X

(¢) X + BT =34 + LC

4 2 — —
Sendo A = ) e B = 8 [ , determine as
6 12 11 —-12 —19 -2
2X+Y = A
matrizes X e Y tais que +
X-2Y = B

Sendo A, B € M,,«»(R), use as propriedades vistas nesta aula para
simplificar a expressao 3 (2A7 — B)T +5 (BT — AT + %B)T.

Auto-avaliagao

Voceé deve se sentir a vontade para operar com matrizes nas formas vis-

tas nesta aula: transpor, somar e multiplicar por um escalar. Sao operacoes
de realizacao simples, que seguem a nossa intuicao. Além disso, é importante
que voceé reconheca a utilidade das propriedades no sentido de nos dar mobi-
lidade na hora de operarmos com matrizes. Propriedades de operagoes nao
sao para serem decoradas, mas apreendidas, assimiladas, utilizadas ao por a

teoria em pratical

Se vocé sentiu qualquer dificuldade ao acompanhar a aula ou ao resolver

os exercicios propostos, peca auxilio ao tutor da teoria. O importante é que

caminhemos juntos nesta jornadal

Até a proxima aulal!
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Respostas dos exercicios

3 3
-1 5
-2 1
-3 0

da=5Hb=Yc=-4ar=0y=02=1

7 4
8.(a) | =8| | 1] (o [14 6 ;}
-5 0
o x_ |23 1] ,_|5 24
T lotr 4| |6 10 3
10. A+ B
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Aula 3 — Operacoes com matrizes:

multiplicacao

Objetivos

Reconhecer quando é possivel multiplicar duas matrizes;
Obter a matriz produto de duas matrizes;
Aplicar as propriedades da multiplicao de matrizes;

Identificar matrizes inversiveis.

Se voce ja foi “apresentado” a multiplicacao de matrizes, pode ter se
perguntado por que a definicao foge tanto daquilo que nos pareceria mais
facil e “natural”: simplesmente multiplicar os termos correspondentes das

duas matrizes (que, para isso, deveriam ser de mesma ordem).

Poderia ser assim? Poderia!

Entao, por que nao é?

Em Matematica, cada definicao é feita de modo a possibilitar o desen-
volvimento da teoria de forma continua e coerente. E por essa razao que
definimos, por exemplo, 0! =1e a® =1, (a # 0).

Nao irfamos muito longe, no estudo das matrizes, caso a multiplicacao
fosse definida “nos moldes” da adigao. Vocé vera, nesta aula, o significado
dessa operagao, no modo como é definida. Mais tarde, quando estudar-
mos transformacoes lineares (no Mddulo 2), ficard ainda mais evidente a

importancia de multiplicarmos matrizes da maneira como veremos a seguir.

Venha conosco!

Vamos voltar aos nossos alunos de Lugar Lindo. Ja ¢ tempo de calcular

suas notas finais!

A dltima matriz obtida (na Aula 2) fornecia as notas numa escala de 0
a 100:

(50 62 70 57 ]
70 73 85 100
N'=1]80 77 65 71
92 90 70 82

|70 T2 68 TS

Lembrando: as duas primeiras colunas indicam as notas das avaliagoes

| MODULO 1 - AULA 3

O caso 0° é mais delicado do
que parece. Se vocé tem
interesse nesse problema, vai
gostar de ler o artigo de
Elon Lages Lima, na Revista
do Professor de Matemaética
(RPM), n. 7.
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a distancia e as duas iltimas, as notas das avaliagoes presenciais dos alunos

Ana, Beatriz, Carlos, Daniela e Edson, nessa ordem.

Vamos supor que as avaliagoes a distancia tenham, cada uma, peso 1,

num total de 10. Isto ¢, cada uma colabora com % (ou 10%) da nota final.

Para completar, cada avaliacao presencial terda peso 4, ou seja, repre-

sentara 14—0 (ou 40%) da nota final.
Entao, a nota final de cada aluno sera dada por:

NF = EADl + EAD2 + ﬂAPI + ﬂAP2
100 100 100 100

Em vez de escrever uma expressao como essa para cada um dos 5 alunos,
podemos construir uma matriz-coluna P contendo os pesos das notas, na

ordem como aparecem no calculo de NF:

10/100
1
p_ 0/100
40/100
40/100
e efetuar a seguinte operagao:
[ 50 62 70 57 ]
10/100
70 73 85 100 10/100
N.P = |80 77 65 71 |. =
40/100
92 90 70 82
40/100
| 70 72 68 78 |
- . . - - -
106-50 + 70662 + 15570 + 10557 62
10 10 40 40
700- 710+ 105-73 + 705-39 + 756-100 88
_ 10 10 40 40 _
= | 50680+ 55577+ 15560+ 155-71 | = | 70
10 10 40 40
705-92 + 705-90 + 755-70 + 15582 79
10 10 40 40
| 70570+ 105- 72+ 705-68 + 15578 | 73 ]

O que fizemos: tomamos duas matrizes tais que o ntimero de termos
em cada linha da primeira é igual ao nimero de termos de cada coluna da
segunda. Ou seja, o numero de colunas da primeira coincide com o nimero

de linhas da segunda (4, no nosso exemplo).

Dessa forma, podemos multiplicar os pares de elementos, “varrendo”,
simultaneamente, uma linha da 1% matriz e uma coluna da 2%. Depois,

somamos os produtos obtidos.
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Note que, ao considerarmos a i-ésima linha (da 1% matriz) e a j-"ésima

coluna (da 2*), geramos o elemento na posigao ij da matriz produto.

Formalmente, temos a seguinte definicao:

Multiplicacao de matrizes

Sejam A = (ai;) € Myxp(R) e B = (by;) € Mpsn(R). A matriz produto
de A por B é a matriz AB = (¢;j) € Myxn(R) tal que

p
Cij = E aik.bk]-, 1= 1, ey, g j = 1, .., N
k=1

Exemplo 19 5 1 1 3 10 2
Sejam A = . _7 eB=|-15 0 5. Como A é do tipo
2 6 4 -2

2x 3 e B é¢dotipo 3 x 4, existe a matriz AB e ¢ do tipo 2 x 4:

(3 9 1
40 7

-1 5 0 5 |=

2 6 4 =2

3—2—-2 94+10—-6 30+0—-4 6+10+2
440414 12+0+42 404+0+28 8+0—14

] 1 3 10 2

| -1 13 26 18
| 18 54 68 —6

Observe que, neste caso, nao é possivel efetuar BA.

A seguir, veremos alguns exemplos e, a partir deles, tiraremos algumas

conclusoes interessantes a respeito da multiplicacao de matrizes.

Exemplo 20 -

. 4 3 2 N

Sejam A = e B= . Entao

3 -1 5 6

AB — 2 4 3 2 _ 6+20 4424 _ 26 28
3 —1 5 6 9-5 6-6 4 0

e _ - - _

BA— 3 2 2 4 _ 6+6 12—2 _ 12 10.
5 6 3 —1 10+18 20—6 28 14

Note que o produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem n
existe e é também uma matriz quadrada de ordem n. Assim, a multiplicacao
pode ser efetuada nos dois casos, isto é, nas duas ordens possiveis, mas as

matrizes AB e BA sao diferentes.

| MODULO 1 -
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ou de nao-singulares.

CEDERJ

Operacbes com matrizes: multiplicacdo

4 6

(12 14\ (1412 4414 \ [ 13 18
~\ 3 4 6 7/ \3+24 12+28 ) \ 27 40

(§]

pa_ (14 12\ [1+12 2416 \ [ 13 18
N6 7 34) \6+21 12428 ) \ 27 40

Neste caso, AB = BA. Quando isso ocorre, dizemos que as matrizes A

Exemplo 21
. 1 2 1 4
SeJamA:<3 > e B= ( 7).Temosque:

e B comutam.

Exemplo 22 3 9 1 4
Consideremos as matrizes A = 16 5 ] eB=1] —19
26

Efetuando AB, obtemos a matriz [ 8 ] .

Note que, diferentemente do que ocorre com os ntimeros reais, quando
multiplicamos matrizes, o produto pode ser a matriz nula, sem que qualquer

dos fatores seja a matriz nula.

Exemplo 23 L 9 5 .
Vamos calcular AB, sendo A = e B= g .
3 4 3/2 —1/2

—2+3 1-1 10
Temos que AB = + = =1
—-6+6 3—2 0 1

Quando isso ocorre, isto é, quando o produto de duas matrizes A e
B quadradas, é a identidade (obviamente, de mesma ordem das matrizes),
dizemos que A é inversivel e que B é a sua inversa. Uma matriz inversivel
sempre comuta com sua inversa. Vocé pode verificar isso, calculando BA. Na
proxima aula, estudaremos um método bastante eficiente para determinar,

caso exista, a matriz inversa de uma matriz dada.

Propriedades da multiplicagao de matrizes

i (AB)C = A(BC), YA € Myyn(R), B € Myyp(R), C € Myyo(R).

Isto é, a multiplicacao de matrizes é associativa.

De fato, sejam A = (a;;), B = (bjx) e C = (cw). O termo de indices

ik da matriz AB é dado pela expressao Z?Zl a;jbji. Entao o termo
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i

iii

v

de indices il da matriz (AB)C é dado por » »_, (Z;;l al-jbjk> Cr =
> i1 @ij (Dp—1 bjkcw), que é o termo de indices il da matriz A(BC),
pois > _; bjkcr € o termo de indices jl da matriz BC. Logo, (AB)C =
A(BC).

AB+C)=AB+ AC, YA € Mpxn(R), B,C € M,»,(R).
Isto é, a multiplicacao de matrizes é distributiva em relacao a adicao

de matrizes.

De fato, sejam A = (a;;), B = (bjr) e C = (cjr). O termo de indices jk
de B+ C é dado por (bjr +c¢jx). Entao o de indices ik da matriz A(B +
C) € 25—y ai(bje + cie) = 2251 [agbi) + (agem)] = 2251 (aibie) +
Z?Zl(a,-jcjk), que é o termo de indices ik da matriz dada por AB+ AC.
Isto é, A(B+C)=AB + AC.

De forma anéloga, prova-se que (A + B)C = AC + BC.

MAB) = (AM)B = A(AB), ¥\ € R,YA € Myn(R), VB € Myyp(R).

De fato, sejam A = (a;;) ¢ B = (bjx). O termo de indices ik de \(AB)
6 dado por A (0, aybin) = Sy Masbin) = Sy (Mag)bje, que é
o termo de indices ik de (AA)B. Isto é, A(AB) = (AMA)B. De forma
andloga, prova-se que A(AB) = A(AB). Logo, A(AB) = (M)B =
A(AB).

Dada A € M,,x»(R), I,,A = Al, = A.

1, se1=7
0, sei#j
o termo de indices ij de I,,A é dado por 22:1 dikQrj = 01015 + 0joa2j +
o 0055 + ..+ 0inayj = 0.a1; + 0.ag; + ... + 1.a;; + ... + 0a,; = a;j, que
é o termo de indices ij de A. Logo, I,,A = A. Analogamente, prova-se
que Al, = A. Isto é, I,,A = Al, = A.

De fato, sejam A = (a;;) e I, = 0;;, onde J;; = . Entao

Dadas A € M,,xn(R), B € M,x,(R), (AB)T = BT AT,

De fato, sejam A = (a;;) ¢ B = (bjy). O termo de indices ik de

AB é dado por Z;;l a;jbji, que é, também, o termo de indices ki da

MODULO 1 -

A fungdo J;; assim definida é
chamada delta de Kronecker

AULA 3

nos indices i e j.
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matriz (AB)". Sendo B = (b;) e A" = (a);), onde bj; = b e

af; = aij, Yi = 1,..,m;j = 1,..,n, podemos escrever ) ", a;;b;; =

> i1 by, que é o termo de indices ki da matriz B"A". Logo,

(AB)T = BT AT,

Poténcias de matrizes

Quando multiplicamos um nimero real por ele mesmo, efetuamos uma
potenciacao. Se a é um numero real, indicamos por a" o produto axax...xa,
onde consideramos n fatores iguais a a.

Analogamente, quando lidamos com matrizes, definimos a poténcia de
expoente n (ou a n-ésima poténcia) de uma matriz quadrada A como sendo
o produto A x A x ... x A, onde ha n fatores iguais a A.

Exemplo 24
Dada
5 —4
A= , temos
3 1
5 —4 5 —4 13 —24
A2 =Ax A= =
3 1 3 1 18 —11
13 —24 5 —4 -7 =76
A3 =A2x A= =
18 —11 3 1 57 —83

Quando calculamos sucessivas poténcias de uma matriz, podem ocorrer
0s seguintes casos especiais:

e A" = A, para algum n natural.

Nesse caso, dizemos que a matriz A é periddica. Se p é o menor natural

para o qual AP = A, dizemos que A é periddica de periodo p. Particu-

larmente, se p = 2, a matriz A é chamada idempotente.
e A" = O, para algum n natural.
Lé-se nilpotente. A palavra Nesse caso, dizemos que a matriz A é nihilpotente. Se p é o menor

nihil significa nada, em latim.

natural para o qual A? = O, a matriz A é dita ser nihilpotente de

indice p.

Exemplo 25
Efetuando a multiplicacao de A por ela mesma, vocé podera constatar que a

matriz A, em cada caso, ¢ idempotente:

CEDERJ |
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1
PR RTERYE
1/2 1/2
[0 5
A= )
0 1
Exemplo 26
5 —1 5 —1 5
Seja A = . Calculando A2, temos Ax A =
25 =5 25 =5 25
00 . P .
0ol Ou seja, A é nihilpotente de indice 2.
Resumo

Nesta aula vimos como multiplicar duas matrizes. Trata-se de uma
operagao que se distingue das que vimos anteriormente, tanto pela maneira
pouco intuitiva pela qual é definida, quanto pelo fato de nao ser comuta-
tiva. Ela representa um papel muito importante no desenvolvimento de toda
a Algebra Linear, permitindo, por exemplo, uma representacao simples da
composic¢ao de fungoes especiais, que estudaremos no Mddulo 2. Além disso,
fomos apresentados as matrizes inversiveis e vimos que estas sempre comutam

com suas matrizes inversas.

Exercicios

1. Calcule AB, em cada caso abaixo:

- 9
1 -2 4
(a) A= , B=1| 6
5 0 1
i 10
4 —6 20
(b) A= . B=
—2 3 1 4
[ 3
(@ A=|-1|, B=[65 3]
2

MODULO 1 -

]:

AULA 3
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. Determine a e b para que as matrizes A =

. Dadas as matrizes A =

1 2
. Determine ABT —2C,dadas A= |2 5|, B= 2 11,
0 -3 -1 7
7 9 1
C = 6 4 2
-8 —10 3

. Verifique, em caso, se B é a matriz inversa de A:

a)A:[2 3]eB:[ 2/3 —1/3]
16 ~1/9  2/9

15 6 —5
-1 1

-3 2

-5 c d

9 _
3 0B — a 1
-9 5 3 b

~ .. 3 1 a b 5 15
. Resolva a equacao matricial 5 = .

comutem.

. Determine todas as matrizes que comutam com A, em cada caso:

a) A=

1 2
4 5

b)A:[O 1]
31

L =3 e B= L4 , calcule:
2 5 0 2

a) A?
b) B3
c) A*B?
010 3 _g
. As matrizes A= | 0 0 1 e B = | 3 ] sao nihilpotentes.
0 00

Determine o indice de cada uma.
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Auto-avaliagao
E muito importante que voce se sinta bem a vontade diante de duas ma-
trizes a multiplicar. Assimilada a definicao, repita os exemplos e os exercicios
que tenham deixado alguma duvida. Caso haja alguma pendéncia, nao hesite
em contactar o tutor da disciplina. E essencial que caminhemos juntos!! Até
a proxima aula.
Respostas dos exercicios
30 14 —24 1515 =
1. a) AB = b)AB = c)AB=| -6 -5 3
70 -7 12
12 10 —6
-6 —14 11
2. 6 129
10 17 =27
3. a) sim (pois AB = I5); b) nao
1 4
4.
5.a=1;b=0
[ 2
6. a) vz ],x,zER b)[aj 4 ,x,y € R.
zZ T —=z 3y x+y
5 —18 112 1 28
7. a) b) c)
1219 0 4 0 8
8. a)3;b)2

AULA 3
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Aula 4 — Operacoes com matrizes: inversao

Objetivos

Obter a matriz inversa (caso exista), pela defini¢ao;
Aplicar operagoes elementares as linhas de uma matriz;
Obter a matriz inversa (caso exista), por operagoes elementares;

Reconhecer matrizes ortogonais.

Na aula 3 vimos que, dada uma matriz A € M,(R), se existe uma
matriz B € M, (R), tal que AB = I,,, a matriz A é dita inversivel e a matriz
B é a sua inversa, e podemos escrever B = A~!'. Uma matriz inversivel
sempre comuta com sua inversa; logo, se AB = I,, entao BA =1,e Aé a

inversa de B.

Dada uma matriz quadrada A, nao sabemos se ela é ou nao inversivel
até procurar determinar sua inversa e isso nao ser possivel. Para descobrir se
uma matriz é ou nao inversivel e, em caso afirmativo, determinar sua inversa,
sO contamos, até o momento, com a definicdo. Assim, dada uma matriz A de
ordem n, escrevemos uma matriz também de ordem n, cujos elementos sao
incognitas a determinar, de modo que o produto de ambas seja a identidade

de ordem n. Vamos a um exemplo:

Exemplo 27

Em cada caso, vamos determinar, caso exista, a matriz inversa de A:

2
1. A=

z

AB=1, = 2 5 xy:10
1 3 z t 0 1

(20452 2y+5t | 10
|01

r+3z y+3t
Essa igualdade gera um sistema de 4 equacoes e 4 incognitas:

5
]. Seja B =
3

Y .. .
a matriz inversa de inversa de A,

entao

20+ 52z=1
20+ 5t =0
z+32=0
y+3t=1

CEDERJ




Operacées com matrizes: inversdo

ALGEBRA LINEAR |

Note que esse sistema admite dois subsistemas de 2 equagoes e 2 incognitas:

20 +5z=1 20+5t =0
e
r+32=0 y+3t=1

Resolvendo cada um deles, obtemos x = 3,y = —5,2 = —1,t = 2.

3 =5

Logo, a matriz A é inversivel e sua inversa é A~! = _

6 3 . :

2. A= g 4l Procedendo com no item anterior, escrevemos:
A—63 xy_102>6x+326y—|—3t_10
84|z t] |01 S8v+4z Sy+4t | |0 1

Obtemos entao os sistemas
6r +3z=1 6y +3t =1

e
8r+4z=0 Sy+4t =1

Ao resolver esses sistemas, porém, vemos que nao admitem solucao
(tente resolvé-los, por qualquer método!). Concluimos, entdo, que a

matriz A nao é inversivel.

Vocé viu que, ao tentar inverter uma matriz de ordem 2, recaimos em
dois sistemas, cada um de duas equacoes e duas incognitas. Se a matriz
a ser invertida for de ordem 3, entao o problema recaird em trées sistemas,
cada um com trés equagoes e trés incognitas. Ja da pra perceber o trabalho
que terfamos para inverter uma matriz de ordem superior (nem precisamos
pensar numa ordem muito grande: para inverter uma matriz 5 X 5, teriamos

que resolver 5 sistemas, cada um de 5 equagoes e 5 incognitas!).

Temos, entao, que determinar uma outra maneira de abordar o pro-
blema. Isso serd feito com o uso de operacoes que serao realizadas com as
linhas da matriz a ser invertida. Essas operacgos também poderiam ser de-
finidas, de forma analoga, sobre as colunas da matriz. Neste curso, como
sO usaremos operacoes elementares aplicadas as linhas, nds nos referiremos a
elas, simplesmente, como operagoes elementares (e nao operagoes elementares

sobre as linhas da matriz). Vamos a caracterizacao dessas operagoes.

Operacoes elementares

Dada A € M,,x,(R), chamam-se operacdes elementares as seguintes

acoes:

CEDERJ |
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1. Permutar duas linhas de A.
Indicamos a troca das linhas L; e L; por L; < L;.
2. Multiplicar uma linha de A por um ntmero real nao nulo.
Indicamos que multiplicamos a linha L; de A pelo ntimero real \ escre-
vendo L, «— \L;.
3. Somamos a uma linha de A uma outra linha, multiplicada por um
numero real.
Indicamos que somamos a linha L; a linha L; multiplicada pelo niimero
real A por: L; « L; + \L;.
Exemplo 28 -3 2
Vamos aplicar algumas operagoes elementares as linhas da matriz A = 01
8 4 =2
[ 3 2 5] Lo Ly 8 4 -2
1 0 6 = 0 1
| 8 4 —2 ] -3 2 5
[ -3 2 5] -3 2 5
2. 01 6| Ly« —3Ly = 0 -3 —18
| 8 4 —2 ] 8 4 =2
[ 3 2 5] -3 2 5
3. 01 6| Ly«—Ly+2Lsg = | 16 9 2
| 8 4 —2 ] 8 4 -2
Consideremos o conjunto M,,x,(R). Se, ao aplicar uma seqiiéncia de
operacoes elementares a uma matriz A, obtemos a matriz B, dizemos que B
é equivalente a A e indicamos por B ~ A. Fica definida, assim, uma relagao
no conjunto M,.,(R), que é:
1. reflexiva: A~ A
2. simétrica: se A ~ B entao B ~ A
3. transitiva: se A~ Be B~ (Centao A~ C
Isto é, a relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia no conjunto M., x,(R).
Assim, se A ~ B ou se B ~ A podemos dizer, simplesmente, que A e B sdo
equivalentes.

AULA 4
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Vocé podera encontrar a
demonstragdo desse teorema
no livro Algebm Linear e
Aplicagdes, de Carlos
Callioli, Hygino Domingues e
Roberto Costa, da Atual
Editora, (Apéndice do
Capitulo 1).
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Lembremos que nosso objetivo é determinar um método para encontrar
a inversa de uma matriz, caso ela exista, que seja mais rapido e simples do

que o uso da definicao. Para isso, precisamos do seguinte resultado:

Teorema 1
Seja A € M,(R). Entao A é inversivel se, e somente se, A ~ I,,. Se A ¢
inversivel, a mesma sucessao de operacoes elementares que transformam A

em [,, transformam I,, na inversa de A.

Este método permite determinar, durante sua aplicacao, se a matriz é

ou nao inversivel. A idéia é a seguinte:

1. Escrevemos, lado-a-lado, a matriz que queremos inverter e a matriz

identidade de mesma ordem, segundo o esquema:
Al

2. Por meio de alguma operacao elementar, obtemos o nimero 1 na posi¢ao
11.

3. Usando a linha 1 como linha-piv6, obtemos zeros nas outras posicoes

da coluna 1 (para isso, fazemos uso da terceira operagao elementar).

4. Por meio de uma operacao elementar, obtemos o niimero 1 na posicao
22.

5. Usando a linha 2 como linha-pivo, obtemos zeros nas outras posicoes

da coluna 2 (para isso, fazemos uso da terceira operagao elementar).
6. Passamos para a terceira coluna e assim por diante.

7. Se, em alguma etapa do procedimento, uma linha toda se anula, po-
demos concluir que a matriz em questao nao é inversivel - nesse caso,
nenhuma operacao elementar igualaria essa linha a uma linha da matriz
identidade!

8. Se chegarmos a matriz identidade, entao a matriz a direita, no esquema,

serd a matriz inversa procurada.

Veja os dois exemplos a seguir:
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Exemplo 29
1.
31 2
A= -1 0 3 |. Escrevemos na forma esquemaética:
4 2 =5

31 2|1 100
-1 0 3] 010 Ly« —Ly

4 2 =5 1001
31 2|1 00 L+ L
10 -31]0-10
4 2 =5 | 0 01
10 -31]0-10
10 -31]0-10
01 11 ] 1 30
10 -31] 0 -10
o1 11| 1 30
00 —15 | =2 =2 1 L3<——11—5L3
1 0 -3 | 0 -1 0 Ly« L;+3Ls
01 11 | 1 3 0 Lo« Ly—11L4
00 1| 2/15 2/15 —1/15
1 00| 6/15 —=9/15 —-3/15
010 | =7/15 23/15 11/15
001 | 2/15 2/15 —1/15

6 -9 -3
Logo, a matriz A é inversivel e A™! = % -7 23 11 |. Voce
2 2 -1

poderd verificar que essa €, realmente, a inversa de A, efetuando a

multiplicacao dela por A e constatando que o produto é I5.

2 4 -1
2. A= |0 -3 2 |. Escrevendo na forma esquematica:
4 11 —4
2 4 -1 | 100 L« %Ll
0 -3 2010
4 11 —4 | 0 0 1

CEDERJ
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1 2 —-1/2 | 1/2 0 0

0 -3 2 1 010
1 2 —=1/2 | 1/2 0 0
0 -3 2] 010 Ly——1iL,
0 3 -2 ] —20 1
12 —1/2 | 1/2 0 0 Ly« L —2L,
01 -2/3 ] 0 —1/3 0
2 —1/2 | 1/2 0 0
01 -2/3 ] 0 —1/3 0
00 0] -2 11

Como a terceira linha se anulou, podemos parar o processo e concluir

que a matriz A nao é inversivel.

Propriedades da inversao de matrizes

1. Se A € M,(R) ¢ inversivel, entao (A™1)"1 = A
De fato, como A~'A = I,,, temos que A é a inversa de A~!.

2. Se A, B € M,(R) sao inversiveis, entao AB é inversivel e (AB)™! =
B71ATL
De fato, temos (AB)(B7'A™!) = A(BB™)A™! = ALLA™! = AA™! =
I,,. Logo, B~1A™! ¢ a inversa de AB.

3. Se A € M,(R) é inversivel, entao (A7)t = (A~1)T.
De fato, como AT(A™)T = (A7'A)T = (1) = I,,, temos que (A~1)7

é a inversa de A”.

Exemplo 30
Supondo as matrizes A e B inversiveis, vamos obter a matriz X nas equacoes

abaixo:

1. AX =B
Multiplicando os dois membros da igualdade, & esquerda, por A~!,
temos:

AHAX)=A"'B

CEDERJ
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ou:
(ATA)X = A7'B,
IX=A"'B
Logo, X = A~'B.
2. (AX)T =B
Temos:

(AX)T = B = [(AX)T]T = BT = AX = BT = A Y(AX) =
A"IBT = (A1A)X = A'BT = [X = A'BT = X = A~1B7,

Para finalizar esta aula, vamos definir um tipo especial de matriz qua-

drada inversivel, que é aquela cuja inversa coincide com sua transposta.

Matrizes ortogonais

Dizemos que uma matriz A € M, (R), inversivel, é ortogonal, quando
A7t = AT,
Para verificar se uma matriz A ¢é ortogonal, multiplicamos A por AT e

vemos se o produto é a identidade.

Exemplo 31

1/2 /3/2
—/3/2  1/2

pela sua transposta, temos:

1/2 \/5/2” 1/2 —\/3/2]:[1 o]

A matriz [ ] é ortogonal. De fato, multiplicando essa matriz

—V3/2  1/2 V3/2 1/2 0 1

Veremos mais tarde que as matrizes ortogonais representam um pa-
pel importante na representacao de funcoes especiais, chamadas operadores

ortogonais. Chegaremos la!!!!

Resumo

O ponto central desta aula é inverter matrizes, quando isso é possivel.
Como a definicao, embora simples, nao fornece um método pratico para
a inversao de matrizes, definimos as operacoes elementares, que permitem
“passar”, gradativamente, da matriz inicial, a ser invertida, para outras,

numa sucessao que nos leva a matriz identidade. Trata-se de um método

MODULO 1 -

AULA 4
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rapido e eficiente, que resolve tanto o problema de decidir se a inversa existe
ou nao, como de obté-la, no caso de existir. Esse é o método implementado
pelos “pacotes” computacionais - aqueles programas de computador que nos

dao, em questao de segundos, a inversa de uma matriz.

Exercicios

1. Em cada caso, verifique se a matriz B é a inversa de A.

3 4 3 —4
(a) A= e B=
2 3 -2 3
[ 7 -3 —28 13 4
by A=| -2 1 8| e B=|270
0 0 1 00 1
(1 3] 4 3
(c) A= e B=
1 4 -1 1
3 1_ 4 . 1 p-1 -1
2. Dadas A = = 5 eB= ) , determine: A™' B~te (AB)™.

(a) AXB=C
(b) AB = CX

(¢) (AX)"'B = BC
(d) [(AX)"'B]" = C

4. Determine, caso exista, a inversa da matriz A, em cada caso:

3 =2
A=

(a) _
1 -2 3
b) A=|10 6 10
| 4 5 2
2 0 0
(c) A=1]4 -1 0
2 3 -1
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O N
W N = O
N = O O
_ o O O

5. Que condi¢oes A € R deve satisfazer para que a matriz

—_ N
[NOJ S
> N =

seja inversivel?

Auto-avaliagao

Vocé devera treinar bastante a aplicagao do método estudado. Faga
todos os exercicios e, se possivel, resolva outros mais - vocé mesmo(a) podera
criar matrizes a inverter e descobrir se sdo ou nao inversiveis. E facil, ao final
do processo, verificar se a matriz obtida ¢, de fato, a inversa procurada (isto
é, se nao houve erros nas contas efetuadas): o produto dela pela matriz dada
tem que ser a identidade. Caso haja alguma duvida, em relacao a teoria ou

aos exercicios, entre em contato com o tutor da disciplina.

CEDERJ




ALGEBRA LINEAR |

CEDERJ

Operacées com matrizes: inversdo

Respostas dos exercicios

1. (a) sim

(b) sim
(c) nado
9 A1 — 2 —1 . Bl —
-5 31 —
3. (a) X=A"'CB!
(b) X = C~'AB
(¢) X = A'BC'B!
(d) X =A"'B(CT)™!
4. (a) A7t = 2/7 17
~1/14 3/14
(b) Nao existe a inversa de A
[1/2 0 0
(c) A7l = 2 -1 0
|7 -3 -1
1 0 00
-2 1 00
(d) A~ =
1 -2 10
0 1 =21
5. A#1

39
22

—23
13




Determinantes

Aula 5 — Determinantes

Objetivo

Calcular determinantes pelo método da triangularizacao.

Determinante é um ntmero associado a uma matriz quadrada. Como
estamos lidando, neste curso, apenas com matrizes reais, os determinantes
que calcularemos serao todos niimeros reais. Os determinantes tém intimeras
aplicacoes, na Matemadtica e em outras areas. Veremos, por exemplo, que o
determinante fornece uma informacgao segura a respeito da inversibilidade ou
nao de uma matriz. A énfase desta aula estd na aplicacao de um método
rapido para calcular determinantes, fazendo uso de algumas das suas pro-
priedades e de operagoes elementares, ja estudadas na Aula 4. Antes, porém,
de nos convencermos de quanto o método que estudaremos é mais eficiente
do que o uso direto da definicao, vamos recordar a definicao de determinante,

devida a Laplace.

Determinante

Dada uma matriz A = (a;;) € M,(R), representamos o determinante

de A por det A ou escrevendo os elementos de A limitados por barras simples:

a1 Q12 Q1n
a21 Q29 Q2n,
Se A= ,
Ap-1,1 Ap—12 Ap—1,n
| Qnl Ap2 Qpn
representamos o determinante de A por:
a1 a12 A1n a1 a2 A1n
21 22 Q2n, 21 22 A2n,
det ou
Ap—-11 Ap—12 Ap—1,n p—-11 Anp—1,2 Ap—1n

| Qn1 Ap2 Ann i an1 Ap2 Ann

A definicdo de determinante é dada de maneira recorrente, em relacao

a ordem da matriz. Assim, definimos o determinante de ordem 1, a seguir,

MODULO 1 - AULA 5

Pré-requisitos: Aulas 1 a 4.
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Note que o determinante de
uma matriz de ordem 2 é a
diferenca entre o produto dos
termos da diagonal principal
e o produto dos termos da
diagonal secundéaria. Esses
produtos se chamam, respec-
tivamente, termo principal e
termo secunddrio da matriz.

CEDERJ
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o de ordem 2 e, a partir da ordem 3, recaimos em célculos de determinantes

de ordens menores. Vamos ver como isso é feito:

Seja A = (a;j) € M,(R).
Neste caso, A = [a11] e det A = aq;.

11 A12

Neste caso, A = e seu determinante é dado por:

Q21 Q22
det A = A11Q922 — Q120921

Exemplo 32

Vamos calcular os determinantes das matrizes abaixo:

4
1. A= 28 =det A=38-46=24—-24=0

2 5
2A=| o |=detA=8-(-15)=23

sena  —cos o
3. A= = det A =sen?a +cos?a =1
cosa sena

6 4
4. A= =detA=6-12= -6
31
n=3
ajp a2 ai3
Seja A = | ag a9y asz |. Neste caso, escolhemos uma linha (ou

31 az2 as3
uma coluna) para desenvolver o determinante.

Desenvolvendo o determinante pela 1% linha, obtemos:

a a a a a
141 22 23 142 21 23 143 21
det A = CL11.<—1) + . +a12.(—1) + . ~|—a13.(—1) + .

a3z a33 a31 ass a3

Q22

a32
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Exemplo 33
2 5 -3
det | 0 4 5
3 1 =2
4 5 0 5 0 4
— 2 _1 1+1 +5 _1 142 + _3 _1 143
e I e I T [CR
= 2(—8—-5)—50—-15)—3(0—12) =85.
Observagao: Existe uma regra pratica para o calculo do determinante de
ordem 3, conhecida como Regra de Sarrus. Ela afirma que: Lé-se “Sarr{”.
a1 Giz2 ais
Qo1 Q2 Q23 | =
az1 a2 ass
= (@11022033 + 12023031 + A13021A32) — (A13Q20a31 + A11023032 + A12021a33).
Desenvolvendo os produtos indicados na definicao de determinante de
ordem 3, vocé poderd ver que as expressoes coincidem.
Exemplo 34
Vamos calcular, novamente, o determinante do exemplo anterior, agora usando
a Regra de Sarrus:
2 5 =3
0 4 5 |=[24.(-2)+(553)+(-3.0.1)]—[(—3.4.3)+(2.5.1)+(5.0.(=2))] =
31 =2
= (=16 +75) — (—36 + 10) = 85.
n=4
ai; Q2 Qi3 Q4
Seja A = Q21 Q22 Q23 Q24
az1 Q32 A33 a34
Q41 Qg2 Q43 Q44
Desenvolvendo o determinante pela 1% linha, obtemos:

AULA 5

CEDERJ



ALGEBRA LINEAR |

Um determinante de ordem
10 exige a realizagao de
9.234.099 operagoes!

CEDERJ
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det A = a1

@12

1)1+1. det A_17_1+
1)1+2. det A_l,_g'f‘
D3 det Ay 3+
D) det Ay 4,

ais
ala

(=
(=
(=
(=

onde A_; _; representa a matriz obtida a partir de A, com a retirada da

1-ésima linha e da j-ésima coluna. Observe que recaimos no calculo de 4

determinantes, cada um de ordem 3.

Para n = 5, a definicao é andloga: iremos recair no cédlculo de 5 de-
terminantes, cada um de ordem 4. Logo, teremos que calcular 5 x 4 = 20
determinantes de ordem 3. Como vocé pode ver, os cédlculos envolvidos na
obtencao de determinantes crescem rapidamente, a medida que a ordem do

determinante aumenta.

Temos, entao, que encontar um método alternativo para calcular deter-
minantes: a definicao nao fornece uma saida rapida para isso. Antes, porém,
de estudarmos um método mais eficiente para aplicar, usando as proprie-
dades dos determinantes e, mais uma vez, operacoes elementares, damos a

definicao do determinante de ordem n, desenvolvido pela i-ésima linha:

al a12 QA1
a1 929 Aon, n
det : : ;;; : = E aij(—1)"". det A_; _;
j=1
p-11 Ap—12 --- Qp—1n
L Qn1 (07%) App

Propriedades dos determinantes

Na medida do possivel, daremos uma idéia da demonstracao dessas pro-
priedades. Para verificar a validade de cada uma delas, precisariamos definir
determinantes pelo uso de permutacgoes, o que alongaria demais a nossa aula.
Caso vocé tenha interesse em conhecer essa abordagem, ird encontra-la em
/flgebm Linear e Aplicagoes, de Carlos Callioli, Hygino Domingues e Roberto
Costa.

D1 O determinante de uma matriz é unico. Isto é, nao importa por qual
linha ou coluna o determinante seja desenvolvido, o resultado final é sempre

O Imesmao.
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D2 Dada A € M,(R), det A= det AT
Em palavras: o determinante da transposta é igual ao determinante da

matriz.

De fato, a expressao do determinante de A, desenvolvido pela i-ésima
linha, coincidird, termo a termo, com a expressao de det AT, desenvolvido

pela 7-ésima coluna.
D3 Se A € M,(R) possui uma linha (ou uma coluna) nula, entao det A = 0.
De fato, basta desenvolver det A por essa linha (ou coluna) nula.

D4 Se escrevemos cada elemento de uma linha (ou coluna) de A € M, (R)
como soma de 2 parcelas, entao det A é a soma de dois determinantes de
ordem n, cada um considerando como elemento daquela linha (ou coluna)

uma das parcelas, e repetindo as demais linhas (ou colunas).

D5 O determinante de uma matriz triangular é o seu termo principal. Lembrando: o termo princi-
o . pal de uma matriz quadrada
D6 Se multiplicamos uma linha (ou coluna) de A € M, (R) por um ntimero é o produto dos elementos de

real A\, o determinante de A fica multiplicado por A. sua diagonal principal.

D7 Se permutamos duas linhas (ou colunas) de A € M, (R), entao o deter-

minante de A fica multiplicado por —1.
D8 Se A € M,(R) tem duas linhas (ou colunas) iguais entao det A = 0.

D9 Se A € M,,(R) possui uma linha (ou coluna) que é soma de multiplos de

outras linhas (ou colunas), entao det A = 0.

D10 Se somamos a uma linha (ou coluna) de A € M, (R) um multiplo de

outra linha (ou coluna), o determinante de A nao se altera.

D11 Se A, B € M,(R), entao det(AB) = det A. det B.

D12 Se A € M,(R) ¢é inversivel, entao det A~! = (det A)~'.
De fato, se A é inversivel, existe A™! tal que A.A7! = I.
Entao det(A.A7Y) = det I.

Pela propriedade D11, det A.det A~! = det I, e pela propriedade D5,

1
t det I = 1. Logo, det A=} = —— = (det A) ™.
emos que de ogo, de et A (det A)

Uma conclusao importante pode ser tirada a partir da propriedade D12:
uma matriz é inversivel se, e somente se, seu determinante é diferente de zero.

Destaquemos esse resultado:

Seja A € M,(R).
A é inversivel < det A # 0

CEDERJ
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D13 Se A € M, (R) é ortogonal, entao det A~ =1 ou — 1.

De fato, se A é ortogonal, A=t = AT, Pela propriedade D2, det A =
det AT = det A='. Entdo, pela propriedade D12, det A.det A~! = 1 =
det A.det AT =1=det A.det A=1= (det A)? =1 = det A = +1.

Calculo de determinantes por triangularizacao

Observe o que diz a propriedade D5. Calcular o determinante de uma
matriz triangular ¢, praticamente, imediato. Dado um determinante, a idéia,
entao, é aplicar operacoes elementares sobre suas linhas, de modo a triangula-
riza-lo. Para isso, temos que observar os efeitos que cada operacao elementar

pode ou nao causar no valor do determinante procurado. Vejamos:

1. Permutar duas linhas.

Pela propriedade D7, essa operacao troca o sinal do determinante.

2. Multiplicar uma linha por um ntmero real A nao nulo.
A propriedade D6 nos diz que essa operagao multiplica o determinante
por A.

3. Somar a uma linha um multiplo de outra.

Pela propriedade D10, essa operacao nao altera o determinante.

Diante disso, para triangularizar um determinante, basta que fiquemos
atentos para “compensar” possiveis alteracoes provocadas pelas operacoes ele-

mentares utilizadas. Vamos a um exemplo.

Exemplo 35 2.5 13
Calcular, por triangularizagao, det 0 -l 2
6 -2 5 1
1 3 =30
5 1 3| Liels 1 3 =30
-1 2 B 0 -1 4 2 B
6 -2 5 1 T ol6 -2 51 Ly—Ls—6L;
1 3 -3 0 2 5 3| Li—Li—2L:
1 3 =3 0 1 3 =3 0
B 0 -1 4 2 B 0 —1 4 2
|0 =20 23 1| myeLs20 |0 0 —57 —39 | Ly——1/57Ls
0 —1 7 3| Li—Ls—Lo 0 O 3 1
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3 -3 0
-1 4 2

1 3 -3 0
0

0 0 1 39/57

0

(

1 4 2
0 1 39/57
0 0 —20/19

— —(-57)

S O O =

0 3 1| Ly—Ls—3Ls
= —(=57).1.(=1).1.(=20/19) = 60.

Observagoes.

1. Nao ha uma tnica maneira de se triangularizar um determinante: as

operacoes elementares escolhidas podem diferir, mas o resultado é tinico.

2. O método de triangularizacao é algoritmico, ou seja, é constituido de
um numero finito de passos simples: a cada coluna, da primeira a
pentltima, devemos obter zeros nas posicoes abaixo da diagonal prin-

cipal.

Calcule o determinante do proximo exemplo e compare com a nossa
resolucao: dificilmente vocé optard pela mesma seqiiéncia de operacoes ele-

mentares, mas (se todos tivermos acertado!) o resultado serd o mesmo.

Exemplo 36 2 —4 8
Vamos calcular 5 4 6 | por triangularizacao:
-3 0 2

8 | Li—iLy 1 -2 4
6 =2 5 4 6| Lo—Ly-5L1 =
2 -3 0 2
1 -2 4 1 -2 4
=210 14 —14 | Lo}, =214]0 1 -1 =
0 —6 14 0 —6 14 | Ls—L3+6Ls
1 -2 4
=21410 1 —1|=214.1.1.8 =224.
0 0 8

L3—L3+3L1

Exemplo 37

Vamos aplicar as propriedades estudadas nesta aula para dar os determinan-
tes de AT, A=! e 3A, sabendo que A ¢ uma matriz quadrada inversivel de
ordem 2 e que det A = D.

1. det AT = D, pois o determinante da matriz transposta ¢ igual ao de-

terminante da matriz dada.

| MODULO 1 -

AULA 5
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1 . : . L
2. det A= = —, pois o determinante da matriz inversa ¢é o inverso do

determinante da matriz dada.

3. det 34 = 32D = 9D, pois A possui 2 linhas e cada linha multiplicada
por 3 implica multiplicar o determinante por 3.

Exemplo 38 5 4o
Determine z tal que Z * =14
— x

Temos 2z.2—(—4)(z+2) = 14 = 222 +42—-6=0= 2z =1 ouz = —3.
Exemplo 39
x 1

Determine z para que a matriz A =
20—2 =z

] seja inversivel.

Sabemos que A é inversivel se, e somente se, det A # 0. Queremos,
entdao, 22 — (20— 2) £ 0= 22 +12-20#40=>x £ 4 e x # —5.

Resumo

Nesta aula recordamos a definicao de determinante e vimos que nao
se trata de um método pratico para calcular determinantes de ordens al-
tas. Vimos as propriedades dos determinantes e, com o uso de quatro delas,
pudemos facilitar o célculo de determinantes, aplicando operagoes elementa-
res e “transformando”o determinante original num triangular. Tal método,
chamado triangularizacdo, permite que determinantes de ordens altas sejam
obtidos sem que tenhamos que recair numa seqiiéncia enorme de determinan-
tes de ordens menores a serem calculados. Veja que esta aula nao apresentou
nenhuma grande novidade em termos de teoria: foi uma aula mais prética,

que apresentou uma técnica util de célculo.

Exercicios

1. Calcule, por triangularizagao, os seguintes determinantes:

2 =3 1
3 =2 4 5 5 0 10 -2 —6
a)l -1 0 2 b) ol 2 1 6
—1 5! 4 -3
5 6 2 5 4 2
2 4 =5 0
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2. Dada A € M,(R), tal que det A = D, determine:

a) det AT
b) det A1
c) det 24
a b c
3. Sejadet A= | d e f | =10. Calcule, usando as propriedades dos
h 1
determinantes:
a b c a b c a b c
a)| —d —e —f | b)|g h i c)| d/2 e/2 f]2
g h 7 d e f g h 7
a d g 2a 2b 2c a b c
d| b e h e)l g h i| f)lg+d h+e i+ f
c f i d e f d e f
r+2 2 —=x
4. Calcule x para que 4 0 5 |=14
6 2 =

5. Sejam A, B € M, (R) tais que det A = 4 e det B = 5. Determine:
a) det AB
b) det 3A
c) det(AB)™!
d) det(—A)
e) det A'B

r r+2

seja inversivel.
1 T

6. Determine x para que a matriz A =

CEDERJ
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Auto-avaliagao

Vocé deve estar bem treinado para calcular determinantes pelo método
da triangularizacao. Veja que se trata de um calculo “ingrato”: nao ha como
verificar se estamos certos, a nao ser refazendo e comparando os resultados.
Por isso, embora se trate de uma técnica simples, algoritmica, exige atengao.

Caso voce tenha sentido duvidas, procure o tutor da disciplina.

Respostas dos exercicios
a)—84 b)1.099 ) — 266

2. a)D b)1/D ¢)2".D

3. a)— 10 b) =10 )5 d)10 ¢) —20 f)10
4. x=1ouz = —%
5. Sejam A, B € M,,(R) tais que det A = 4 e det B = 5. Determine:
a) det AB=det A.det B=4x5=20
b) det 3A = 3%. det A = 3" x 4 = 4.3"
¢) det(AB)™! = [det(AB)]"* =207 =1/20
d) det(—A) = (—1)" x 4 (serd 4, se n for par e -4, se n for impar)
e)det A7!B=det A™l.det B=1/4x5=5/4

6. z# —lex #2
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Aula 6 — Sistemas lineares

Objetivo

Resolver e classificar sistemas lineares, usando o método do escalonamento. Pré-requisitos: Aulas 1 a 4.

Grande parte dos problemas estudados em Algebra Linear recaem na
resolugao ou discussao de sistemas de equagoes lineares. O mesmo acon-
tece com muitos problemas das demais areas da Matematica, da Fisica e
da Engenharia. Vocé, com certeza, ja tomou conhecimento de diferentes
técnicas de resolucao desses sistemas - substituicao, adicao, comparacao, en-
tre outras. Nesta aula e na préoxima estudaremos um método que permite
um tratamento eficiente de sistemas de equagoes lineares, seja para obter
seu conjunto-solucao, seja para classifica-lo ou mesmo para impor condigoes

quanto a existéncia ou quantidade de solugoes.

Equacoes lineares

Uma equacao linear é uma equacao do tipo
quac quag p Uma equagao é uma

sentenga matemadtica aberta,

a1x1 + asxs + ... + a,x, = b isto é, com variaveis, onde
duas expressoes sao ligadas
pelo sinal “=".

Isto é, trata-se de uma equacao na qual cada termo tem grau, no Ex: 2z —1=0;22—22=6

. . ~ . ~ etc.
maximo, igual a 1. Os elementos de uma equagao linear sao:
O grau de um termo - ou

monomio - é a soma dos

e varidveis (ou incognitas): x1, ..., x, expoentes das varigveis.
Ex: xy tem grau 2; z2y® tem

. rau 5; 16 tem grau zero.
e coeficientes: aq,...,a, € R & &

e termo independente: b € R

Exemplo 40

Sao equagoes lineares:
o 3r1 — 229 +17=0
e 2v —3y+4z=1
e 4a—5b+4c—d=10
o =2

Sao equagoes nao-lineares:

CEDERJ
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22 —5r+6=0

3zy —xz+4=0

e 2\/r—3y=1
3

e ——9=0
T

Uma solucao de uma equacao com n variaveis ¢ uma n-upla ordenada de
numeros reais os quais, quando substituidos no lugar das variaveis respectivas

na equacao, fornecem uma sentenca matematica verdadeira.

Resolver uma equagao é encontrar o conjunto de todas as suas solucoes,

chamado conjunto-solucdao da equacao.

Exemplo 41
1. O par ordenado (3,2) é uma solugao da equagao (nao linear) z?—4y = 1,
pois 32 —4(2) =9 -8 = 1.

2. O conjunto-solucao da equagao linear 3z — 1 =5 é {2}.

3. A equagao linear x + y = 10 possui infinitas solugoes. Os pares orde-
nados (2,8), (—3,13),(0,10), (1/5,49/5) sdo apenas algumas delas.

Sistemas de equacgoes lineares

Um sistema de equagoes lineares (ou, simplesmente, um sistema linear)
é um conjunto de equagoes lineares que devem ser resolvidas simultanea-
mente. Isto é, uma solugao do sistema ¢é solucao de cada equacao linear que
o compoe. Resolver um sistema de equacoes lineares é determinar o conjunto

formado por todas as suas solugoes, chamado conjunto-solu¢ao do sistema.

Um sistema linear, com m equagoes e n incognitas, tem a seguinte

forma:
(
a1121 + a12T + ... + a1, = by
a91T1 -+ 99T + ...+ AonTy = bz
{ Qmi1Z1 + QGmaZe + .. + Ay, = by,
Exemplo 42

Sao sistemas de equacoes lineares:
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r+2y—3z=1

20— 3b=1
20 —y=3 —2x+5y—2=05 Ty — 229 4+ brs =0
de+5y=0 )| 3z—6y=10 crb=9 2, + 15 =2
o= e 50— 2b =8 nTRe

dr —y+2z=-—1

Classificacao de um sistema linear quanto a solucao

Um sistema linear pode ter ou nao solugao. Se tem solugao, pode ter
uma s6 ou mais de uma. Podemos, entao, classificar um sistema linear,

quanto a existéncia e quantidade de solugoes, em trés tipos:

e Compativel (ou possivel) e determinado: quando possui uma unica
solucao.

e Compativel e indeterminado: quando possui mais de uma solucao.

e Incompativel (ou impossivel): quando nao possui solucao.

Podemos pensar num sistema de equagoes lineares como sendo um con-
junto de perguntas a responder (qual o valor de cada incégnita?). Cada
equacao fornece uma informacao, uma “dica”a respeito dessas incognitas. Se
tivermos informacgoes coerentes e em quantidade suficiente, encontraremos
uma solucao, que serd unica. Se essas informacoes forem coerentes entre si,
mas em quantidade insuficiente, nao conseguiremos determinar, uma-a-uma,
cada solucao, mas poderemos caracterizar o conjunto delas. Finalmente, se

as informagcoes nao forem coerentes entre si, ou seja, se forem incompativeis,

o sistema nao tera solugao. Resolver um sistema é um
pouco como brincar de dete-
Exemplo 43 tive...

Sem ter que aplicar regras de resolucao, podemos ver que

: r+y=3 : . -
1. O sistema Y ) possui uma tnica solugao: o par (2,1);
rT—y=
T =3
2. O sistema Ty possui mais de uma solugao;
20 +2y =26

os pares (1,2),(0,3),(3,0),(2,1),(3/2,3/2) sao algumas delas;

r+y=3
r+y=4
reais é unical).

3. O sistema nao possui solu¢ao (A soma de dois nimeros

CEDERJ
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A solugao trivial também é
conhecida como solugdo nula
ou ainda solugao imprdpria.

CEDERJ
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Sistemas lineares homogéneos

Dizemos que um sistema linear é homogéneo quando os termos inde-

pendentes de todas as equacoes que o compoem sao iguais a zero.

Exemplo 44

Sao sistemas lineares homogéneos:

20 — b5y =0
20 — 3y =0 3x1 — X9+ 723 =0
Y5y =0 9y + 315 = 0 v 45y =0
x = T — 2% Ta =
4 ! 2 5 —xr+4y =0

Observe que um sistema linear homogéneo em n incégnitas sempre

admite a solucao
(0,0,...,0)
———

n elementos,

chamada solucdo trivial. Logo, um sistema linear homogéneo é sempre com-
pativel. Quando é determinado, possui somente a solucao trivial. Quando
¢ indeterminado, possui outras solugoes, além da trivial, chamadas (obvia-
mente!) solugdes ndao-triviais.

Ja é hora de resolvermos sistemas lineares. Dissemos, no inicio da
aula, que farfamos isso usando um método eficiente. Esse método lida com
matrizes asociadas ao sistema a ser tratado. Vamos, entao, caracterizar essas

matrizes.

Matrizes associadas a um sistema linear

Dado um sistema linear com m equacoes e n incégnitas:

1121 + a2 + ... + a1, = b1

2121 + Q22 + ... + A2, X, = bg

{ @mi1Z1 + QmaZe + .. + ATy, = by

destacamos as seguintes matrizes:
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e matriz (m x n) dos coeficientes:

a11 Q12
(21 22
Am1l Am2

e matriz (ou vetor) (m x 1) dos termos independentes:

e matriz aumentada (ou ampliada) (m x (n + 1)) do sistema:

ailr a1z A1n
a1 Qa22 Q2n
Am1  Am2 Amn
Exemplo 45 20 — 3y +4z =18
O sistema linear ¢ = +y —2z= -5  possui

—xr+32=4

matriz de coeficientes:

2 -3 4 18
1 1 =2 -5
-1 0 3 4

matriz de termos independentes:

MODULO 1 -

matriz aumentada:

2 -3 4 18
1 1 -2 =5
-1 0 3 4

Resolucao de sistemas lineares por escalonamento

Observe o sistema linear a seguir:

2 4y —=z 3
+3y +z = -1
2z 4

Note que, para resolvé-lo, basta:

AULA 6

CEDERJ
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Neste caso, dizemos que L; é

a linha pivé.

Vocé pode encontrar essas
passagens, em detalhes, no
livro Algebm Linear e
Aplicagds, de Collioli,
Domingues e Costa, da
Atual Editora.

CEDERJ
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e determinar o valor de z na terceira equacao
e substituir o valor de z na segunda equacao e obter y
e substituir y e z na primeira equacao e obter x

num processo chamado método das substituicoes regressivas.

A resolugao do sistema ficou bastante facilitada. Vejamos a matriz

aumentada desse sistema:

21 -1 3
03 1 -1
00 2 4

Observe que, a partir da segunda linha, o niimero de zeros iniciais sem-
pre aumenta. Quando isso acontece, dizemos que a matriz esta escalonada.
Sistemas com matrizes associadas na forma escalonada podem ser resolvidos
pelo método das substituigdes regressivas, como vimos acima. O problema,
entao, é:

Dado um sistema linear, como transformar sua matriz associada em

uma escalonada?
E como fazer isso sem alterar seu conjunto-solucao?
Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem o

mesmo conjunto-solucao. Nosso objetivo, portanto, é migrar de um sistema

para outro que lhe seja equivalente, e de resolugao mais simples.

Noés ja estudamos, na aula 4, as operacoes elementares que podemos
efetuar sobre as linhas de uma matriz. Vamos recordar quais sao elas:
1. Permutar duas linhas.

Notagao: L; <= L;

2. Multiplicar uma linha por um ntmero real nao nulo.

Notacao: L; < A\L;

3. Somar a uma linha um multiplo de uma outra.

Notagao: L; «+— L; + AL;

Pode-se mostrar que:

Seja S um sistema linear com matriz aumentada A. Se aplicamos as
. ~ . !/ .
linhas de A operacoes elementares, obtemos uma matriz A, tal que o sistema

. ’ . ’ , .
linear S°, de matriz aumentada A , € equivalente a S.
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A idéia, entao é: dado um sistema S de matriz aumentada A, aplicar
~ N . . /
operagoes elementares as linhas de A, obtendo uma matriz escalonada A, e

. . / .
resolver o sistema associado S, conforme mostra o esquema a seguir:

equivalentes
N d

Sistema linear S Sistema linear S’

_ operagoes elementares . /
matriz A — matriz escalonada A

Vamos ver uma série de exemplos para vocé se familiarizar com o
método. Em vez de, simplesmente, ler o exemplo, efetue cada operacgao
elementar indicada, para depois comparar com a matriz apresentada na
sequéncia:

Exemplo 46
Vamos resolver, por escalonamento, o sistema linear

r +2y +5z =128
S:q 2z 43y —z =-1
vy 4z =13

Vamos escrever a matriz aumentada desse sistema:

12 5 28
A=12 3 -1 -1
04 1 13

Vamos obter “zeros’na primeira coluna, da segunda linha em diante.
Para isso, aplicaremos a terceira operagao elementar, usando a primeira linha
como pivo. Note que, neste caso, como o elemento da terceira linha ja é zero,
precisamos apenas obter zero na segunda linha. Para isso, vamos multiplicar
a primeira linha por —2 e somar o resultado com a segunda linha:

1 2 5 28 1 2 5 28

2 3 -1 —1 0 -1 —11 =57
Ly «— Ly —2L; =

0 4 1 13 0 4 1 13

Passemos, agora, para a segunda coluna (ndo usaremos mais a primeira
linha - ela estd “pronta”). Queremos obter zero abaixo da segunda linha.
Para isso, multiplicamos a segunda linha por 4 e somamos a terceira:

1 2 5 28 1 2 5 28
0 -1 —11 -57 0 -1 —11 =57
0 4 1 13| Ly« L3+4L, = 0 0 —43 -215

| MODULO 1 -

AULA 6
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Pronto: a matriz estd escalonada. Vamos, agora, escrever o sistema S,
associado a ela:
r +2y 45z =28
S —y —11z = =57
—43z = -215
Da terceira equagao, obtemos z = (—215)/(—43) = 5.
Substituindo na segunda, obtemos y = 2.

Finalmente, substituindo os valores ja obtidos na primeira equacao,

temos z = —1.

Como S’ e S sao sistemas lineares equivalentes, essa também é a solucéo
do sistema S dado. Logo, o conjunto-solugao procurado é {(—1,2,5)}. Além

disso, podemos classificar o sistema S: ele é compativel e determinado.

Exemplo 47

Vamos resolver o sistema linear:

2 4y +5z =1

g r +3y +4z =-7
' 5y —z = -1
—r +2y +3z = -8

Sua matriz aumentada é:

21 5 1
13 4 =7
05 -1 —15
-1 2 3 =8

Vocé deve ter notado que, quando o elemento na linha pivo, na coluna
em que estamos trabalhando, é 1 (ou-1), os calculos ficam facilitados. Entéao,
vamos aproveitar o fato de ter 1 na primeira posicao da segunda linha, e

permutar as linhas 1 e 2:

21 5 1| L= Ly = 13 4 =7
3 4 =7 21 5 1
05 -1 =15 05 -1 —-15
-1 2 3 =8 -1 2 3 =8

Vamos obter zeros na primeira coluna, abaixo da primeira linha, usando

a primeira linha como pivo:

ceners IR |
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3 4 =7 1 3 4 -7
1 5 1| Ly+—Ly—2Ly = 0 -5 =3 15
5 —1 —15 0 5 -1 -15
-1 2 3 8] Li—Ls+14 0 5 7 =15

Passemos para a segunda coluna. Para obter 1 na posicao pivo, dividi-

mos toda a segunda linha por -5:

1 3 4 -7 13 4 -7
0 =5 —3 15| Ly« —1/5L, = 01 35 -3
0 5 -1 —15 05 —1 —15
0 5 7 -15 05 7 -15

Agora, usando a linha 2 como liha pivo, vamos obter zeros na segunda

coluna, abaixo da segunda linha:

13 4 -7 13 4 -7
01 3/5 -3 = 01 3/5 —3
05 —1 —15| Lse—ILs—5Ly |0 0 —4 0
05 7 —15| Ly« Li—5Ls L0 0O 4 0

Para finalizar o escalonamento, precisamos obter trés zeros inicias na
quarta linha, ou seja, obter um zero na posicao ¢ = 4,7 = 3. Nas passagens
acima, usamos a segunda operacao elementar par obter 1 na posicao pivo e,
com isso, ter os calculos facilitados na obtencao dos zeros. Devemos, porém,
estar atentos a posssiveis vantagens que um sistema em particular pode ofere-

cer. Neste exemplo, se simplesmente somarmos a linha 3 a linha 4, ja obtere-

13 4 -7 13 4 -7
01 3/5 -3 = 01 3/5 -3

mos O Zero procurado:
0 -4 0 00 —4 0

0 0 4 0] Ly«—Ls+Ls [0 O 0 0

A matriz estd escalonada. Vamos escrever o sistema associado:

r +3y +4z = -7
S y +3z/5 =-3
—4z =0
Resolvendo por substituigoes regressivas, obtemos: z =0, y = =3, z =

2. Logo, o sistema S é compativel e determinado e seu conjunto-solucao é

{(2,-3,0)}.

Exemplo 48 3a +2b +c¢ +2d =3
Vamos resolver o sistema linear S : a -3¢ +2d =-1
—a —+5b +i4c =4

Acompanhe a seqiiéncia de operacoes elementares que aplicremos para

MODULO 1 -

AULA 6
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escalonar a matriz aumentada de S:

32 12 3| L+ Ls 1 0 — -1
10 -3 2 -1 = 32 12 3| Ly«—Ly—3L =
-15 40 4 -1 5 4 | L3+« Ls+ 1L,
(10 -3 2 -1 10 -3 2 -1
Ly — ]./QLQ = =
=102 10 -4 6 01 5 =2
L3 — L3 - 5L2
05 1 2 3 05 1 2
(10 -3 2 -1 a 3¢ +2d = -1
=01 5 -2 3|=5": b +5c -2d =3
| 0 0 —24 12 12 —24c +12d =12
Na terceira equacao, vamos escrever d em funcao de ¢ : d = —1 + 2c.

Substituindo na segunda equacao, obtemos b = 1 —c. E na primeira equagao:
a = 1 —c¢. Temos, neste caso, um sistema compativel, porém indeterminado:

ele possui infinitas solucoes.

Fazendo ¢ = k, seu conjunto-solugao é {(1—k,1—k, k, —1+42k); k € R}.

Exemplo 49 20 4y -3z =3
Vamos resolver o sistema S : r -y 4z =1
v +3y —Tz =2

2 1 =3 3| L1+ Ly 1 -1 11

1 -1 11| = 29 1 -3 3| Lye—Ly—2L, =
3 3 -7 2 3 3 -7 2| Lse— Ls—3I,
1 -1 1 1 1 -1 1 1
=10 3 -5 1 0 3 -5 1

0 6 —10 -1 Ly« L3 —2L, 0O 0 0 -3
Observe que, ao escrever o sistema associado a essa matriz, a terceira
equagao sera: 0r+0y+0z = —3, ou seja, 0 = —3, o que é falso, para quaisquer

valores de z,y e z. Logo, o sistema S ¢é impossivel e seu conjunto-solucao é

0.

Exemplo 50 a —b 4+c =0
Vamos resolver o sistema linear homogéneo S': ¢ a +b =0
2b —c =0
1 -1 10 1 -1 10
1 1 00| Le«—Ly—Ly |O 2 —1 0
0 2 —-10 0 2 —1 0| L3« L3— 1Ly




Sistemas lineares

| MODULO 1 - AULA 6

1 -1 10 b o4 —0
0 2 -10|=5:0" © -
20 —c =0
0 0 00
O sistema ¢ compativel (TODO SISTEMA HOMOGENEO E COM-
PATfVEL!!) e indeterminado. Resolvendo a segunda equacao para ¢, substi-
tuindo na primeira, e fazendo b = k, vocé podera conferir que o conjunto-
solugao é {(—k, k,2k)k € R}.

Resumo

Nesta aula estudamos o método de escalonamento para resolver e clas-
sificar sistemas lineares. Trata-se de um método seguro, que “revela’a estru-
tura do sistema, explicitando as redundancias ou incongruéncias das equagoes.
Apés o escalonamento, as equagoes que nao acrescentam informagcao ao sis-
tema, tém seus termos todos anulados e augelas que sao incompativeis com as
demais se transformam numa sentenga matemaética falsa (algo como 0 = a,
com a diferente de zero). Continuaremos a usar esse método, na préxima
aula, para discutir sistemas lineares, isto é, para impor ou identificar condi¢oes

sobre seu conjunto-solugao.
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Exercicios

1. (Provdo - MEC - 2001)

O namero de solugoes do sistema de equagoes

¢ (A)0O (B)1 (C)2 (D)3

(E) infinito

T
2
5%

2. Classifique e resolva os seguintes sistemas lineares:

2 —y =-—7
a){ —3z +4y =13
r +2y =-1

{2@ b —c =-4
c)

e) 2v +3y =16
T 42y 9
Sy —4dy =17

v -y +z =0

br =3y +4z =0

Auto-avaliagao

3z

-y
2y

+y

+y

+2b

+3b

-5z

+y
+2y
+5y

—z
—2z
-5z

Nao se preocupe se vocé ainda hesita sobre qual operacao linear usar,

no processo de escalonamento.

necessario, refaca os exemplos e exercicios.

A familiarizacdo vem com a pratica.

Se

Se sentir duvidas, procure a

tutoria. Os sistemas lineares aparecerao ao longo de todo o curso e é bom

que vocé esteja agil no processo de escalonamento, para nao perder muito

tempo com eles!!
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Respostas dos exercicios

1. (A) 0 (Ao escalonar, concluimos que o sistema ¢ incompativel)

2. a) Sistema compativel determinado. Conjunto-solugao = {(—3,1)}
b) Sistema compativel determinado. Conjunto-solucao = {(1,2,3,4)}
c) Sistema compativel indeterminado.

Conjunto-solu¢ao = {(—=1+ k,2 + k, k); k € R}

d) Sistema compativel indeterminado.

Conjunto-solu¢ao = {(5 — 2k/3,—-16 + 7k/3,k); k € R}

e) Sistema compativel determinado. Conjunto-solucao = {(5,2)}
f) Sistema incompativel. Conjunto-solu¢ao = ()

g) Sistema compativel indeterminado.

Conjunto-solucao = {(k/4,7k/4,k); k € R}.

h) Sistema compativel determinado. Conjunto-solu¢ao = {(0,0)}

CEDERJ
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Aula 7 — Discussao de sistemas lineares

Objetivo

Discutir sistemas lineares, usando o método do escalonamento.

Discutir um sistema ¢é analisar sob quais condigoes ele admite solugoes
e, quando estas existem, quantas sao. Na aula passada vimos que, ao final do
processo de escalonamento da matriz associada a um sistema linear, excluindo

as equagoes do tipo 0 = 0, chegamos a uma entre trés situacoes possiveis:

1. Existe alguma equagao do tipo 0 = a, com a # 0. Isto é, uma equagao

impossivel de ser satisfeita.

Nesse caso, o sistema é incompativel e, portanto, seu conjunto solucao

é vazio.

2. Nao ha equacoes impossiveis mas obtemos uma quantidade de equacgoes

menor do que o nimero de incognitas.

Nesse caso, o sistema é compativel e indeterminado e seu conjunto-

solucao admite infinitas solugoes.

3. Nao ha equagoes impossiveis e obtemos uma quantidade de equacoes

igual ao de incégnitas.

Nesse caso, o sistema ¢é compativel e determinado e seu conjunto-

solucao ¢é unitario.

Nesta aula, iremos analisar sistemas lineares segundo os valores assu-
midos por parametros presentes nas equagoes, assim como impor valores a

esses parametros para que uma desejada situagao ocorra.

A seguir, para formalizar os procedimentos explorados ao longo dos
exercicios, definiremos a caracteristica de uma matriz e apresentaremos o

Teorema de Rouché-Capelli.

Finalmente, veremos a Regra de Cramer, que se aplica a sistemas line-

ares com quantidade de equacoes igual a de incognitas.

Acompanhe os exemplos a seguir.

Exemplo 51 r+y+z = 6
Vamos discutir o o sistema x+2y—z = —4 , segundo os valores do
T+ 3z = a

MODULO 1 - AULA 7

Pré-requisito: Aula 6.

Pode-se provar que um
sistema linear que possui
mais de uma solugdo possui,
de fato, infinitas solugoes.
Note que o mesmo pode ndo
ocorrer com um sistema nao
linear. Por exemplo, o
r—y=20

22 =4

possui exatamente duas

sistema

solucdes, a saber, os pares
ordenados (2,2) e (-2, —2).
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parametro a.

Escalonando sua matriz aumentada, obtemos:

1] 6 1 1 1 | 6 11 1 | 6
2 -1 | 4| ~0 1 =2 ] =10 |~ -2 | —10
3] a 0 -1 2| a—6 00 0] a—16
rT+y+z = 6
Assim, o sistema dado é equivalente ao sistema ¢ y — 2z = —-10 ,
0 = a—16

cuja terceira equacao sé sera satisfeita se o segundo membro também for igual

a zero. Logo, temos:

e a # 16 = sistema incompativel.

e a = 16 = sistema compativel e indeterminado, pois possui trés incégnitas

e apenas duas equagoes.

T+ ay = 2

Exemplo 52
Vamos discutir o sistema {

ar + 2ay =

1 a | 2

1
Temos: “ ‘ 2 ~ )
0 2a—a* | 4—2a

a 2a | 4

Vamos determinar os valores de a para os quais o primeiro lado da se-

gunda equagao se anula:

20 —a*=0=a(2—a) =0=a=0o0ua=2. Entao hé as seguintes

possibilidades:
) r = 2 ) ,
e a =0 = o sistema fica { 0 A = incompativel.
. r+2y = 2 ) : .
e a = 2 = osistema fica { 0 Y 0 = compativel e indeterminado.
. r+ay = 2
e a#0ea#2= osistema fica 1 Y , com b=2a—a®#
Y = ¢

0 e ¢ =4 — 2a = compativel e indeterminado.

CEDERJ
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Exemplo 53 r+y+z
Vamos analisar o sistema ¢ z+2y+kz = 2 , segundo os valores do
kx +2y+2z = =2
parametro k:
1 11| 0 1 1 1 |
2 k| 2|~1]0 1 k=1 | 2|~
k2 1 | =2 02—k 1—k | =2
[ 1 1 1 |
~ 10 1 k—1 | 2 | ~
02—k (I-k)—(k—1)2—-k) | —2-2(2—F)
(11 1 \ 0
~ 101 k-1 | 2
100 (k=1)(k—=3) | 2(k—3)

Dai, temos (k—1)(k—3) = 0=k =1 ou k = 3. H4, entao, as seguintes
possibilidades:

(2 + y+z = 0
e k=1=1qy = 2 = sistema incompativel.
0 = —4

(t+y+2z = 0

o k=3= Y+ 2z = 2 = sistema compativel e indeterminado.
(0 = 0
r+y+z 0
ek#lek#3=>(¢ —y+az = 2 ,coma=Fk—1,
b = c
b= (k—1)(k—3)#0ec=2(k—3) = sistema compativel e determi-
nado.
Exemplo 54 T—Yy+z = a
Vamos determinar para que valores de a e b o sistema ¢ 2x —y + 3z =
r+y+bz =
admite infinitas solugoes. Temos:
1 -1 1] a 1 -1 1 | a 1 -1 1 | a
2 -13|2|~l0 1 1 | 2=2a|~|0 1 1 | 2-2a
1 1 b ] 0 0 2 b—1 | —a 0 0 b—3 | 3a—4

Para que o sistema admita infinitas solugoes (isto é, seja compativel e
indeterminado), devemos ter b—3=0e¢3a—4 =0. Isto é, b=3 e a = 4/3.

|

AULA 7
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Exemplo 55 3r—2y =
Que condigoes a, b e ¢ devem satisfazer para que o sistema ¢ 4z +y = b
x = c

admita solucao?

3 =2 | a 1 0] ¢ 0 | c
Solucao: | 4 1 | b|~|4 1 | b|~ 1 | b—4c
0] ¢ 3 -2 | a -2 | a—3c
10 | c
01 | b— de
0 0 | (a—3c)+2(b—4c)

Logo, o sistema tera solugdo apenas se (a — 3c) 4+ 2(b — 4c) = 0, isto é,
se a+2b—11c = 0.

Exemplo 56
e . r+2y =0 .
Vamos discutir o sistema homogéneo , segundo o parametro
3r+ky = 0

1 2
Temos: |0 ~ L 2 |0

3 k|0 0 k—6 | O
Entao:

e k =6 = sistema compativel e indeterminado.

e Lk # 6 = sistema compativel e indeterminado.

Vamos, agora, formalizar o procedimento que vimos adotando para re-

solver e discutir sistemas lineares. Para isso, precisamos da seguinte defini¢ao:

Caracteristica de uma matriz

Na Aula 4 vimos que, ao passar de uma matriz para outra, por meio de
uma seqiiencia de operagoes elementares, definimos uma relacao de equiva-
léncia no conjunto dessas matrizes. Assim, se podemos obter a matriz B, a
partir da matriz A, pela aplicacao de uma seqiiéncia de operagoes elementa-
res, dizemos que A e B sao matrizes equivalentes. Nos exemplos anteriores
usamos esse fato e indicamos que A e B sdo equivalentes escrevendo A ~ B
(ou B ~ A).

Seja A uma matriz qualquer e A" uma matriz escalonada, equivalente
a A. Chamamos de caracteristica de A, e indicamos por ¢(A), ao nimero de

linhas nao nulas de A"
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Exemplo 57
: 15 - 1 5
1. Seja A = . Entao A" = ec(A)=2
2 3 0 -7
2 5 -1 2 5 -1
2.% A=12 3 0 |,entaoA =]0 -2 1 |ec(d)=2
6 13 -2 0o 0 0
1111 1111
3.8ndoA=122 2 2|, temos A =000 0|ecc(d)=1
55 5 5 0 00O

O raciocinio que usamos para resolver ou classificar os sistemas lineares
se constitui num resultado conhecido como Teorema de Rouché-Capelli. Nos

0 enunciamos a seguir.

Teorema 1 (Teorema de Rouché-Capelli)

Seja um sistema linear S' de representacao matricial AX = b, com A € M,,xn.
Indiquemos por Alb a matriz aumentada de S. Entao S serd compativel se,
e somente se, ¢(A) = ¢(Alb). Quando for compativel, serd determinado se
¢(A) = n e indetermindado, se ¢(A) < n.

Quando um sistema linear S : AX = b possui nimero de equagoes
igual ao nimero de incognitas, a matriz A é quadrada e podemos calcular
seu determinante, que vamos representar por ID. Neste caso, vale o seguinte

teorema:

Teorema 2 (Teorema de Cramer)
Seja S um sistema linear com nuimero de equacoes igual ao de incognitas.
Se D # 0 entao o sistema é compativel e determinado e sua tnica solugao

(1, g, ..., ) é dada por

onde D; é o determinante da matriz que se obtém, a partir de A, substituindo-

se a i-ésima coluna pela coluna dos termos independentes do sistema.

Quando D # 0 (isto é, quando a matriz A é inversivel), o sistema é

chamado sistema de Cramer.

Exemplo 58 r+2y—3z = —15
Seja o sistema 20 —y+z = 10 .
3r — z = 1

| MODULO 1 - AULA 7

As demonstragoes dos
teoremas de Rouché-Capelli
e de Cramer podem ser
encontradas, por exemplo,
em Fundamentos de
Matemdtica Elementar, vol.
4, dos autores Gelson lezzi e
Samuel Hazzan, editado pela
Atual.
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1 2 -3
Temos D = |2 —1 1| =2 # 0. Logo, o sistema tem solucao unica.
3 0 -1
Vamos determinar essa solugao.
-15 2 -3
D, = 10 -1 1|=4
1 0 -1
1 —-15 =3
Dy=12 10 1]|=-2
3 1 -1
1 2 —15
Ds=|2 —1 10 | =10.
3 0 1
Logo,
D, 4 Dy, =2 D 10
repTaTEUsp g b it p Tyt

Portanto, a tinica solugao do sistema é (2, —1,5).

Do teorema de Cramer, podemos concluir que:
e D # 0 = sistema compativel determinado.
e D =( = sistema incompativel ou compativel indeterminado.

J& vimos que um sistema linear homogéneo sempre admite solugao, isto
é, é sempre compativel. No caso particular de S ser homogéneo, podemos

concluir, entao, que:

e D # 0 = sistema compativel determinado.

e D =0 = sistema compativel indeterminado.

Exemplo 59 49 0
ar + 2ay =

Vamos discutir o sistema 4 , usando o teorema de Cramer.
dr +ay =
a 2

Sabemos que se D = # 0, o sistema tem solugao tnica. Assim,

a

os valores de a para os quais D = 0 tornam o sistema indeterminado ou
impossivel. Esses valores sao:
D=0=a—-8=0=a(a—8) =0=a=00ua=238.
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e Se a = 0, o sistema fica: N = x = 3 e y pode assumir
e = 12

qualquer valor real. Logo, o sistema admite infinitas solucoes.

8 16y =
e Se a = 8, o sistema fica: T+ 10y . Escalonando, obtemos
4o + By
) 4+ 8y = 12 L. ,
o sistema 0 B o que ¢ incompativel.

Resumindo, temos:

e a # 0 e a# 8= sistema compativel e determinado.
e o = (0 = sistema compativel indeterminado.

e a = 8 = sistema incompativel.

Exemplo 60

Vamos determinar o valor de k para o qual o sistema
rT—y—z =0
2¢ + ky+ 2z = 0 admite solugao propria.
r—2y—2z = 0

Trata-se de um sistema homogéneo, de matriz de coeficientes quadrada.

Pelo teorema de Cramer, para que existam solucoes nao-triviais (ou seja, para
) )

que o sistema seja indeterminado), o determinante dessa matriz deve ser igual

a zero. Isto é,

1 -1 -1
2 k 1|=0=k=1.
1 -2 -2

Resumo

Esta foi uma aula pratica: discutimos sistemas lineares usando os re-
sultados dos teoremas de Rouché-Capelli e de Cramer. Note que a regra de
Cramer s6 se aplica a sistemas lineares cuja matriz dos coeficientes é qua-
drada e inversivel. (Vocé se lembra? Uma matriz quadrada é inversivel se,
e somente se, seu determinante é diferente de zero.) Com esta aula, encer-
ramos a parte introdutéria do curso. Vocé aplicard os conceitos e técnicas
vistos até aqui ao longo das préximas aulas. A partir da Aula 8, vocé estara
em contato com os conceitos da Algebra Linear, propriamende dita. Seja

bem-vindo!!!
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Exercicios

1. (Provao - MEC - 1998)

) ar+3y = a . ,
O sistema nao tem solucao se e sé se
3r+ay = —a

(A)a#-3 (B)a#3 (C)a=0 D)a=-3 (E)a=3

. . r+ky = 2
2. Discuta o sistema Y , segundo os valores de k.
kx+y = 2
r+y+mz = 2
3. Para que valores de m o sistema ¢ 3z +4y + 2z = m admite solugao?
2r+3y+2 = 1
3r—Ty = a
= b
4. Determine os valores de a e b que tornam o sistema Ty
r+2y = a+b-1
St +3y = ba-+2b
compativel e determinado. Em seguida, resolva o sistema.
6 +ay =12
5. Determine os valores de a e b que tornam o sistema Y
dr+4y =0
indeterminado.
mr+y—z = 4
6. Discuta o sistema ¢ z+my+z =
T —y = 2
x4+ ky+ 2z =0
7. Para que valores de k o sistema —2x +my —4z = 0 admite
x—3y —kz =0
solugoes nao triviais (ou seja, é indeterminado)?
—Adr+3y = 2
8. Determine k, para que o sistema ¢ 5r —4y = 0 admita solucao.
2z —y = k
9. Encontre os valores de p € R tais que o sistema homogéneo
20 —by+2z = 0
r+y+z = 0 tenha solugoes distintas da solugao trivial.

2x 4 pz =0

CEDERJ m
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10. Que condigoes a e b devem satisfazer para que o sistema abaixo seja de

ar+by = 0
alr + by = 0

Cramer?

Auto-avaliagao

Embora a teoria usada resolver e discutir sistemas lineares seja simples
e pouca extensa, cada sistema é um sistema! Quanto mais exercicios voce
puder resolver, melhor serd, no sentido de deixa-lo mais seguro e rapido nesse
tipo de operagao. Se possivel, consulte outros livros de Algebra Linear para
obter mais opgoes de exercicios. E nao deixe de trazer suas duvidas para o

tutor da disciplina.

Respostas dos exercicios
1. (E)a=3

2. k#1ek# —1= sistema compativel e determinado;
k = 1 = sistema compativel e indeterminado;

k = —1 = sistema incompativel.
3. Para m # 1. Neste caso, o sistema é compativel e determinado.
4. a=2,b=4;{(3,1)}
5. a=6eb=28

6. m # —1 = sistema compativel e determinado;

m = —1 = sistema incompativel.

7. k=-20uk=0

10. ab#0ea#b

MODULO 1 - AULA 7
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Aula 8 — Espacos vetoriais

Objetivos

Definir espacos vetoriais, e estudar alguns dos principais exemplos dessa es-

trutura.

Identificar propriedades dos espacgos vetoriais.

Introducao

Imagine um conjunto V' onde seja possivel somar elementos e multipli-

car os elementos por niimeros reais, e que o resultado dessas operagoes esteja

no conjunto V. Imagine ainda que essas operacoes tém ”boas” propriedades,

aquelas que estamos acostumados a usar quando somamos e quando multi-

plicamos por ntimeros reais:

podemos somar os elementos trocando a ordem, ou agrupando-os como

quisermos, sem que o resultado seja alterado;

existe um elemento que quando somado a outro resulta sempre nesse

outro;

feita uma soma, é possivel desfaze-la com uma subtracao, e todo ele-

mento de V' pode ser subtraido de outro;
multiplicar por um nao faz efeito;

multiplicar seguidamente por varios reais ¢ o mesmo que multiplicar

pelo produto deles;

multiplicar o resultado de uma soma por um numero real é o mesmo

que multiplicar cada parcela e depois somar;

multiplicar por um elemento de V' uma soma de reais ¢ o mesmo que
multiplicar cada real pelo elemento em questdao e depois somar os re-

sultados.

Existem varios conjuntos onde a adigao e a multiplicagao por ntimeros

reais que fazemos usualmente gozam dessas propriedades. Os conjuntos R,

R? e R? sdo exemplos. Os conjuntos de matrizes de mesma ordem (May3(R),

Ms,4(R) etc.) também sdo exemplos (veja Aula 3). Na verdade, hd mui-

tos exemplos de conjuntos com essa mesma estrutura. Chamamos a esses

conjuntos, munidos dessas operagoes com as propriedades acima de espacos

vetoriais.

MODULO 2 -

AULA 8
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A vantagem de se estudar os espacos vetoriais de forma mais abstrata,
como faremos a partir de agora, é que estaremos estudando propriedades e
leis que sao validas em qualquer espago vetorial, em particular nos exemplos
que acabamos de destacar. Ou seja, veremos o que existe de comum entre

conjuntos de matrizes, R, R?, R3 e vérios outros espacos vetoriais.

Definicao de espaco vetorial

Considere um conjunto V' no qual estao definidas duas operagoes: uma
adicdo, que a cada par de elementos u e v de V associa um elemento u + v
de V', chamado soma de u e v, e uma multiplicacao por escalar, que a cada
numero real « e a cada elemento v de V associa um elemento av de V,
chamado produto de « por v. Dizemos que o conjunto V munido dessas
operagoes é um espaco vetorial real (ou um espago vetorial sobre R, ou ainda,
um R-espago vetorial) se sdo satisfeitas as seguintes condigoes, para todos os
elementos de V', aqui designados pelas letras u, v e w, e todos os ntimeros

reais, aqui designados pelas letras a e (:
e u+v=uv+u (comutatividade);
e u+ (v+w)=(u+v)+ w (associatividade);

e existe um elemento em V', que designaremos por e, que satisfaz v+e = v

para qualquer v em V' (existéncia de elemento neutro para a adigao);

e para cada v € V| existe um elemento de V, que designaremos por
—uv, que satisfaz v + (—v) = e (existéncia de inverso aditivo, também

chamado de simétrico ou oposto);
e a(fv) = (af)v (associatividade);
o (a+ f)v=av + Pv (distributividade);
o a(u+v) = au+ av (distributividade);
e 1-v=v (multiplicagdo por 1).

De acordo com essa definicao, podemos concluir que nao sao espacos
vetoriais o conjunto N dos ntimeros naturais, e o conjunto Z dos nimeros
inteiros, para comecar. Em nenhum dos dois, por exemplo, a operagao mul-
tiplicacao por escalar estd bem definida: ao multiplicar um ntmero inteiro
nao nulo por v/2, que é um ndmero real, a resposta certamente nao serd um

numero inteiro.
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Isso nos diz que alguns dos conjuntos que conhecemos nao sao espagos
vetoriais. Para nos certificarmos que um determinado conjunto é de fato um
espaco vetorial, é necessario verificar se as operagoes estao bem definidas, e
se valem todas as condicoes da definicao! Qualquer uma que nao se verifique

indica que o conjunto em questao nao é um espaco vetorial.

Exemplos de espacos vetoriais

Para verificar se um conjunto é ou nao um exemplo de espaco vetorial,
partimos do principio que no conjunto dos ntumeros reais a adicao e a mul-
tiplicacao tém todas as propriedades dadas na definicao de espaco vetorial
(na verdade, estaremos usando o fato de que R é um Corpo, que é uma outra
estrutura estudada nos cursos de algebra). Sao varios os exemplos de espagos

vetoriais. Listamos alguns deles a seguir.

1. RZe R3

Provaremos que R? ¢é espaco vetorial, sendo que a prova para R3? é
analoga. Aqui as operacoes consideradas sao as usuais, ou seja, aquelas
que estamos acostumados a fazer: se (r1,%2) e (Yo, ¥y2) sdo elementos
de R? e a é um ntimero real, (z1,72) + (y1,y2) = (x1 + Y1, 72 + 42) €

a1, ) = (awy, ars).

Considere u = (x1, ), v = (y1,92) e w = (21, 22), todos em R?, o e 3

numeros reais. Entao temos:

o ut+v=(T1+ Y1, T2+ Y2) = (Y1 + 21,y + T2) = u+ v;

o ut(vtw) = (r1+(y1+21), 22+ (2 +22) = (21 +y1) + 21, (T2 +
yo) + 22) = (u+v) + w;

e opare=(0,0) satisfaz u +e = (1 + 0,29 + 0) = (21, x2) = u;

e tomando —u = (—x1, —x3), temos u+ (—u) = (¥ —x1, Ts — X2) =
(0,0) = ¢;

o a(fu) = a(fry, fr2) = (afxy, afzs) = (af)y;

o (a+ flu = ((a+ B, (a+ B)xz) = (w1 + Br1, azy + faz) =
au + fu;

o a(u+v)=alx+y,re+y2) = (alxy+11), a(r2+y2)) = (s +
ayr, ars + ays) = au + au;

o lu= (lzy,lxg) = (21, 22) = u.
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. R™, com n natural nao nulo qualquer

O conjunto R™ é formado pelas n-uplas (1é-se ”énuplas”) de ntumeros

reais:

R™ = {(x1,29,...,2,) : 1,%2,..., 2, € R}.

Em R"™, as operacgoes usuais sao definidas da seguinte maneira: consi-

derando u = (x1,29,...,2,) € v = (Y1,Y2,...,Yn) elementos de R™,
e o em R temos u +v = (1 + y1, 22 + Y2,.., Ty + Yp) € Qu =
(awy, g, . .., axy,). A prova de que R™ é um espaco vetorial é andloga

as provas para R? e R3, que sdo casos particulares onde se considera

n=2en=3.

Mnxm(R)

Ja vimos na Aula 3 que o conjunto M,,«,,(R) com as operagoes definidas
na Aula 2, satisfazem a todas as condi¢oes dadas na defini¢ao de espaco

vetorial real.

C

Aqui apenas recordaremos as operagoes de soma e produto por esca-
lar no conjunto dos nimeros complexos (conceitos vistos no curso de
Pré-Célculo), deixando a prova como exercicio. Considere os nimeros
complexos z; = ay + b1t e zo = as + by, e o numero real . Temos

entao z; + 2o = (a; + ag) + (b1 + ba)i e az; = aa + abyi.

Polinémios de grau < n (n natural ndo nulo), com coeficientes reais, a

uma variavel, acrescidos do polinomio nulo

Os polinomios sao muito estudados em diversos ramos da Algebra.
Os conjuntos de polinomios de grau < n (acrescidos do polinomio nulo),
para os diversos valores de n, tém estrutura muito rica (no sentido da
quantidade de operagoes e propriedades que sao validas nesses conjun-
tos), e o fato de serem espagos vetoriais é apenas uma de suas carac-
teristicas. Vamos fazer a prova para o conjunto dos polinémios de grau

< 2, sendo que a prova para o caso geral é inteiramente analoga.

Usaremos a notagao Py(t,R) para indicar o conjunto dos polinémios de
grau < 2 a uma variavel ¢, com coeficientes reais, acrescido do polinémio

nulo. Nesse caso,

Py(t,R) = {at* + bt +c: a,b,c € R}.
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A expressao “grau < 2”7 é traduzida matematicamente pelo fato de que
a pode ser qualquer numero real, inclusive zero: caso a seja 0, e b # 0,
o polinomio em questao tem grau 1. Para o polindmio nulo, temos

a=b=c=0.

Lembre-se de que um polinébmio é um objeto abstrato, ao trabalhar
com uma expressao do tipo 2t2 + ¢ + 1 nao estamos interessados em
“encontrar t”(nem seria possivel, pois nao se trata de uma equagao).
No nosso curso estaremos interessados em somar tais expressoes, ou
multiplica-las por escalares, obtendo outras do mesmo tipo. Para isso,
sejam p; = ait? + byt + ¢ e py = ast? + byt + ¢y elementos de Pa(t, R),
e o € R. Entao

P14 P2 = (a1 + ax)t? + (by + by)t + (c1 + ¢2),
ap; = aat? + aby + ac.

Vamos as propriedades das operacoes:

o 1 +po= (a1 + az)t* + (by + ba)t + (c1 + ¢2) = (az + ay)t* + (bs +
bi)t + (co + 1) = pa + p1;

o pi+(petp3) = (a1 +(ag+a3))t>+ (by+ (ba+b3) )t +(c1+ (catc3)) =
((a1+az)+az)t?+((by+b2) +b3)t+ ((c1+c2) +c3) = (p1+p2) +ps;

e 0 polindomio 0 = 0t + 0t + 0 satisfaz p; + 0 = (a; + 0)t2 + (by +
0)t + (c1 + 0) = ayt?® + byt + cy;

e tomando —p; = (—ay)t*> + (=by)t + (—c1), temos p; + (—p;) =
(a1 —a)t? 4+ (by — b))t + (1 — 1) =02 + 0t + 0 = 0;

o ofp1) = afart* 4+ Bbit+fey) = afart* +afbit+afe; = (af)ps;

o (a+8)p = (a+B)ait?> + (a+p)bit + (a+ B)cy = aat? + fat? +
abit + Bbit + acy + By = apy + Bpa;

o a(p; +p2) = ala; + az)t? + a(by + b))t + alc; + ¢3) = aayt? +
aast? 4+ abit + abst + acy + acy = apy + aps;

[ 1p1 = ]_Clltz + 1b1t + ].Cl = a1t2 + blt +c = p1.

O conjunto dos polinémios de grau exatamente 2 nao é um espacgo ve-
torial. De fato, a soma nao esta bem definida nesse conjunto: somando
2 +t+1e —t2 42t — 3, que tém grau 2, obtemos o polinémio 3t — 2,

que tem grau 1.
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6. Polinémios de qualquer grau, com coeficientes reais, a uma variavel

Considerando o conjunto de todos os polinomios a uma variavel, com
coeficientes reais, as operagoes soma e produto por escalar usuais
(andlogas as que definimos para P»(t,R)) estdo bem definidas e sa-
tisfazem a todas as propriedades que caracterizam os espacos vetoriais,

tratando-se, portanto, de um exemplo de espaco vetorial.

Observagoes: Os elementos de um espaco vetorial sao chamados
vetores. O elemento neutro da soma é chamado vetor nulo, e denotado por
0 ou 0. Note que, segundo essa convencao, vetores podem ser polinémios,
matrizes, etc, e o simbolo 0 sera usado também para matrizes nulas, n-uplas

de zeros, etc.

Veremos ao longo deste médulo que muitos dos conceitos aplicaveis aos
“antigos” vetores (como médulo, angulo, etc) também fazem sentido para os

vetores da forma que estamos definindo agora.

Propriedades dos espacos vetoriais

Vamos considerar um espaco vetorial V', e usar as letras u, v e w para
designar elementos desse espaco. Usaremos as letras gregas (a, 3, A, etc) para
designar nimeros reais. Para facilitar as referéncias futuras as propriedades,

vamos numera-las.

1. Existe um tnico vetor nulo em V', que é o elemento neutro da adicao.

Em todos os exemplos que listamos na tltima aula, é bastante claro que
existe apenas um elemento neutro em cada espaco, mas existem varios
outros espacos vetoriais que nao vimos ainda. Vamos entao provar
que a existéncia de um unico elemento neutro é um fato que decorre
apenas da definigdo de espago vetorial (e, portanto, vale em qualquer
um). Vamos entao provar essa propriedade, e todas as outras, usando

a definicao e as propriedades que ja tenhamos provado.

J& sabemos da definicao que existe um elemento neutro no espaco V.
/! .
Suponhamos que 0 e 0 sejam elementos neutros de V', e vamos mostrar

que 0 = 0.

De fato, temos que ter 0 + 0 = 0', pois 0 é elemento neutro, mas
também temos 0 + 0" = 0, pois 0 também ¢é elemento neutro. Logo

tem-se 0 = 0.
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2. Para cada v € V, existe um tunico simétrico —v € V.
De novo, suponhamos que algum v de V' admitisse dois simétricos, —v

/ /7
e —v . Nesse caso, teriamos

!

vt (—v) = v+ (=v),

pois os dois lados da igualdade resultam no vetor nulo. Somando (—v)

aos dois membros, obtemos

I

(=v) + (v + (=v)) = (=v) + (v + (=v)).

Pela associatividade da soma, podemos escrever

/

((=v) +v) + (=v) = ((=v) +v) + (=v).

Usando o fato de que —v é simétrico de v, e 0 é o elemento neutro da

soma, obtemos

3. Seu+w=1v+wentdo u=v.

Somando —w aos dois membros da equacao u + w = v + w, obtemos
(utw) + (—w) = (v +w) + (—w).

Pela associatividade da soma e pelo fato de que —w é o simétrico de w

e 0 é o neutro da soma, obtemos

ut (w+ (~w)) = v+ (w+ (-w))

u+0=v+0

4. —(—v) = v (ou seja, o simétrico do vetor —v é o vetor v).

Como o simétrico de um vetor qualquer de V' é tinico (propriedade 2),

e como v + (—v) = 0, entao o simétrico de —v sé pode ser v.

CEDERJ
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5. Fixados u e v em V| existe uma tnica solugao para a equacao u+x = v.

Somando —u aos dois membros da equagao u + x = v, obtemos
(—u)+ (u+2z) = (—u)+v

(—u)+u)+z=(-u)+v
O+x=(—u)+v
r=(—u)+v,

ou seja, a equagao u + x = v tem pelo menos uma solugao, que é
’ . ~ . ~
(—u) +v. Supondo que x e z sejam solugoes da referida equagao, ou

. i
seja, que u +r =v e u+xr = v, teremos
I
ut+r=u-+ux,

e, pela propriedade 3,

T=ua.
6. Se v € V satisfaz v +v = v, entdo v = 0 (s6 o elemento neutro satisfaz
a essa equagcao).

Note que, se v+ v = v, entao v € solucao da equacao v + x = v. Como
0 também é solugao, visto que v + 0 = v, pela propriedade anterior,

tem-se v = 0.
7. 00=0
Basta verificar que, pela propriedade distributiva,
0v 4 0v = (0 + 0)v = Ov.
Pela propriedade anterior, Ov = 0.

8. a0 = 0, qualquer que seja o real o considerado.

De novo usando a propriedade distributiva da adicao, e o fato de que
0+ 0 = 0, temos
a0 = «(0 + 0) = a0 + aO0.

Pela propriedade 6, a0 =0

9. Seav=0entacoa=0o0uv=0

Note que essa propriedade nos diz que a equagoes das propriedades 7

e 8 representam as uUnicas formas de obter o vetor nulo como produto

CEDERJ m
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de escalar por vetor. Para prové-la, vamos supor que av =0 e a # 0
(o caso a = 0 ja nos dé a conclusao desejada). Nesse caso, podemos
multiplicar os dois membros da igualdade av = 0 por a~ !, obtendo

a Hav) =a'0.

Usando a propriedade associativa da multiplicagao por escalar, e a pro-

priedade 8, obtemos
(ata)v =0

lv=0
v=20

onde a tultima passagem utiliza a propriedade da multiplicacao por 1

dos espacos vetoriais.
10. (-1)v=—v
Como 1v = v, podemos escrever

(—v+v=(-1)v+1lv=(-1+1)v=0=0,

considerando a propriedade distributiva e a propriedade 7. Dai, con-

cluimos que (—1)v é o simétrico de v, ou seja, (—1)v = —wv.

11. (—a)v = —(aw) = a(—v)

Na prova dessa propriedade, deixaremos como exercicio a identificacao
das propriedades utilizadas em cada passagem. Siga o raciocinio das

provas das propriedades anteriores.

(—a)v+av = (—a+a)v =00 =0,
portanto (—a)v = —(aw).

a(—v) +av=a(—v+v) =a0 =0,

portanto a(—v) = —(aw).

Com essas propriedades que demonstramos, podemos concluir que grande
parte das contas que fazemos com vetores de R? e R3 sdao validas em qualquer
espaco vetorial.

A partir de agora, escreveremos u — v no lugar de u + (—v), u+v +w

no lugar de u + (v +w) ou (u+v) +w e afv no lugar de a(fBv) ou (af)v.
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Exercicios

1. Verdadeiro ou falso? Justifique!

a- O conjunto Q dos nimeros racionais é um espaco vetorial real.

b

O conjunto Q? = {(a,d) : a, b € Q}, com as operacdes usuais, é

um espaco vetorial real.

c- O conjunto unitario {0}, com as operagoes usuais, é um espaco

vetorial real.

d- Rt = {2z € R: z > 0} com as operagoes usuais nao é espago

vetorial real.
e- O conjunto dos ntiimeros complexos com parte real nao negativa é

um espacgo vetorial real.

2. Mostre que R? com as operagoes usuais é um espago vetorial real (siga

os passos da demonstragiao para R? feita no exemplo 1).

3. Mostre que C? = {(21, 23) : 21, 22 € C} é um espaco vetorial real, com
as operacoes definidas abaixo:
Adigao: (21,2) + (21, 2) = (21 + 21, 22 + 2)

Multiplicagao por escalar: a(z, z9) = (a2, azg)
onde (21, 2) e (2, 2,) sdo elementos de C? e a € R.

4. Mostre que, no conjunto A = {0, 1}, as operagoes definidas abaixo sa-
tisfazem a todas as condicoes da definicao de espaco vetorial real, exceto

a lei associativa para a multiplicacao por escalar e as leis distributivas.

Adicao: 0060=0,001=1,100=1el1®1=0

Multiplicacao por escalar: a®@xr =xsea >0ea®xr =0se a <0,
ondea € Rex € A.

5. Também definem-se espagos vetoriais sobre o conjunto dos ntimeros
racionais (o corpo dos racionais), apenas fazendo com que a operagao
multiplicacao por escalar considere apenas escalares racionais, e man-
tendo o restante da definicao inalterado. Mostre que o conjunto Q? ¢é

um espaco vetorial sobre os racionais.
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Auto-avaliagao

O contetido desta aula envolve conceitos muito abstratos. Para obter
alguma seguranca nesses conceitos, talvez seja necessario reler varias vezes
algumas partes. Nao se preocupe se vocé nao conseguiu fazer alguns dos
exercicios de imediato, retorne a esta aula depois de estudar a préxima,
que trata dos Subespacos Vetoriais, e vocé estard mais familiarizado com os

conceitos aqui apresentados.

Respostas dos exercicios

1. a- Falso.
b- Falso.
c- Verdadeiro.
d- Verdadeiro.

e- Falso.
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Aula 9 — Subespacos vetoriais

Objetivos

Caracterizar subespacos vetoriais;
Identificar subespacos vetoriais, demonstrando que atende as condigoes de

subespaco.

Introducao

Nesta aula veremos um tipo muito importante de subconjuntos de
espacos vetoriais: os subespacos vetoriais. Nem todo subconjunto S de um
espaco vetorial V' é um seu subespaco: é necessario que o subconjunto em

questao tenha a mesma estrutura de V', como estabelece a defini¢ao a seguir.

Definicao

Considere um espago vetorial V. Um subconjunto S de V' ¢ dito um
subespaco vetorial de V' se S for um espaco vetorial com respeito as mesmas

operagoes que tornam V um espago vetorial.

Como primeira conseqiiéncia dessa definicao, um subespago vetorial S
deve ser nao vazio, ja que uma das condicoes que devem ser satisfeitas para
que S seja um subespaco vetorial de V' é a existéncia em S de um elemento

neutro para a adicao de vetores: com isso, obrigatoriamente 0 € S.

De acordo também com a definicao acima, para verificar se um dado
subconjunto S de um espaco vetorial V' é um subespaco vetorial de V', deve-
se checar se as operacoes de adicao e multiplicagao por escalar estao bem
definidas em S, e se elas satisfazem a todas as condi¢oes dadas na definicao

de espaco vetorial.

Se observarmos melhor, no entanto, veremos que nao € necessario ve-
rificar cada uma das condigoes: uma vez que a adicao em S esteja bem
definida (ou seja, que a soma de dois elementos quaisquer de S seja também
um elemento de .S), ela ndo deixara de ser comutativa (por exemplo) apenas
porque estamos considerando elementos de S, pois a adicao em V' tem essa

propriedade. O mesmo se verifica para a multiplicacao por escalar.

MODULO 2 -
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A seguir, entao, listamos trés condigoes que, se satisfeitas, garantem

que um subconjunto S de um espago vetorial V' é um subespaco vetorial

de V:

S £ 0.
Dados u e v quaisquer em S, a soma u + v estd em S.
Dados u € S e a € R, o produto au estd em S.

Uma vez que S C V satisfaga tais requisitos, todas as outras proprie-

dades listadas na definicao de espago vetorial serao automaticamente “her-

dadas” pelo conjunto S.

Exemplos

1.

Dado um espaco vetorial V' qualquer, os conjuntos {0} (conjunto cujo

unico elemento ¢é o vetor nulo) e V' sao subespacos vetoriais de V.

De fato, é claro que {0} # (). Além disso, dados dois elementos de
{0}, a soma deles pertence a {0} (o tnico elemento que existe para
considerarmos é 0!) e o produto de um ntmero real qualquer por um

elemento de {0} resulta no vetor nulo, pertencendo, portanto, a {0}.

Para verificar que V' é subspaco vetorial de V', basta aplicar diretamente
a definicao de subespaco vetorial, e observar que V' C V' e é obviamente

um espaco vetorial com respeito as mesmas operagoes.

Por serem os subespagos mais simples do espago vetorial V', {0} e V/

sao chamados subespacos triviais de V.

. Seja S = {(z,2x) : x € R}. O conjunto S é um subespacgo vetorial de

RQ

Nota: Na secio seguinte, veremos quais sao todos os subespacos de R2.
Neste momento, estudaremos este exemplo particular, para nos famili-
arizarmos com o procedimento de verificacao de que um dado conjunto
é um subespaco vetorial. Ao nos confrontarmos com um “candidato”

S a subespaco, temos que nos fazer trés perguntas:

i- S # 07
it- Seu € Sev e Sentao u+v € S (a adicao estd bem definida
em 5)7

iti- Se « € R e u € S entdao au € S (a multiplicagdo por escalar esta
bem definida em S)?
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Vamos entao responder a essas perguntas para o caso de S = {(z, 2x) :
x € R}:

i- S # 0, porque (0,0) € S, por exemplo. Basta considerar x = 0.

ii- Seuw € S ewv € S, digamos que u = (r,2x) e v = (y,2y) com
x,y € R (precisamos usar letras diferentes para designar elementos
diferentes!), entdo u +v = (z +y,22 + 2y) = (v + y,2(x + v)).
Logo, u+wv € S, pois é um par ordenado de ntimeros reais onde a
segunda coordenada é o dobro da primeira, que é precisamente a
regra que define os elementos de S neste exemplo.

iti- Sea € Reu = (z,2z) € S entdo au = a(zr,2z) = (az,a2x) € 9,

pois a2x = 2ax é o dobro de aux.

Como a resposta as trés perguntas formuladas foi positiva, podemos

concluir que S ¢ um subespaco vetorial de R2.

Observe que, para responder a primeira pergunta, exibimos um ele-
mento de S, concluindo que S # (). Escolhemos exibir o vetor nulo de
R2, embora qualquer outro elemento servisse para esse proposito. Tal
escolha nao foi por acaso: se o vetor nulo nao fosse um elemento de S,
entao S nao seria um subespaco vetorial (pois nao seria ele mesmo um
espago vetorial). Sempre que tivermos a nossa frente um candidato a
subespaco vetorial, podemos verificar se o vetor nulo do espaco vetorial
que o contém pertence ao candidato, para responder & primeira das
perguntas. Caso a resposta seja afirmativa, passamos a verificar as ou-
tras duas perguntas e, se a resposta for negativa, ja podemos concluir
que o candidato nao é um subespaco vetorial, sem nenhum trabalho

adicional.

. SejaV=R?eS ={(xr,z+1):2€R}. Observe que (0,0) ¢ S. Logo,

S nao é um subespago vetorial de V.
. Seja V um espago vetorial e w um elemento de V. Entao o conjunto
S ={A\w: X € R} é um subespago vetorial de V.

Nota: Neste exemplo, os elementos de S sao caracterizados por serem
todos produto de um nuimero real qualquer por um elemento fixo de V.

No caso desse elemento ser o vetor nulo, temos um subespaco trivial.

i- S# 0, pois 0 =0w € S;
- seuw € Sewv e S, digamos, u = A \w e v = \w com A, Ay € R,
entdo u+ v = \w + w = (A + Ay)w € S;

iti- se € R eu = \w € S entdo au = a(A)w = (al)w € S

MODULO 2 -

AULA 9
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5. O conjunto solugao do sistema

r4+2y—4z+3t =
r+4dy—22+3t =
T+ 2y — 22+ 2t

é o subconjunto de R* dado por {(—2y — 22,y, z,22);y, 2 € R}. Vocé
pode verificar que esse conjunto satisfaz as trés condi¢oes de subespaco.

6. O conjunto-solucao de um sistema linear homogéneo de m equagoes e

n incognitas é um subespaco vetorial de R™.

O exemplo anterior é um caso particular deste. Considere o sistema

escrito na forma matricial,

AX =0 (1)

onde A € M,,»n(R), X é o vetor-coluna (de n linhas) das incégnitas
do sistema, e 0 é o vetor nulo de R™ representado como coluna. Va-
mos verificar que o conjunto S de todos os vetores X de R™ que, se
representados por vetores-coluna, satisfazem a equagao matricial (1),

formam um subespaco vetorial de R":

i S 407
Como sabemos, um sistema homogéneo qualquer tem sempre a
solugao trivial, portanto (0,0,...,0) € R™ é um elemento de S
(podemos também verificar que A0 = 0, tomando o cuidado de
notar que o simbolo 0 representa uma coluna de n zeros do lado
direito da equacao, e uma coluna de m zeros do lado esquerdo da
equagao).

it- SeU € SeV e Sentao U+V € S (a adigao estd bem definida
em S)?

Sejam U e V duas solugoes do sistema (1), ou seja, vetores-coluna

de R™ qe satisfazem aquela equagao matricial. Entao temos

AU+V)=AU+AV =0+0=0

onde a primeira igualdade vem da propriedade distributiva da
adicao de matrizes, e a segunda do fato de que, como U e V sao
solugoes do sistema (1), AU = 0 e AV = 0. Vemos, portanto, que
U + V satisfaz a equagao matricial (1), representando, portanto,

uma solucao do sistema.
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Subespacos vetoriais

iti- Sea € Re U € S entao aU € S (a multiplicagdo por escalar estd
bem definida em S)?
Novamente, considere U um vetor coluna de R"™ que satisfaz a

equagao (1). Seja o € R. Entao temos

A(aU) = aAU = a0 = 0.

A primeira igualdade utiliza a propriedade mnl, de multiplicacao

de matrizes por nimeros reais, vista na Aula 2.

Acabamos de verificar, usando representacoes matriciais, que a soma
de duas solugoes de um sistema linear homogéneo também é solucao
desse sistema e que qualquer multiplo real de uma solucao também o
é. Logo, o conjunto-solucao de um sistema linear homogéneo com n

incognitas é um subespacgo vetorial de R™.

7. O conjunto

a 0
S = sa+c=d
. 4 a+c

é subespaco vetorial de Mayyo(R).

8. O conjunto S = {a + bx + cx?;a,b,c € Rea = b+ ¢} é subespaco
vetorial de V = P,.

Observe que R e R? sao espacos vetoriais, e R nao é um subespaco
vetorial de R?. Isso porque R nao esta contido em R?, assim como R? nao
estd contido em R3. A confusdo costuma acontecer, em parte, porque a repre-
sentacdo geométrica de R? (plano cartesiano) parece incluir a representacio
geométrica de R (reta). Na verdade, porém, R é um conjunto de niimeros,
enquanto R? é um conjunto de pares ordenados de niimeros, e esses dois
objetos sao completamente distintos. Veremos mais tarde que R? contém

apenas “copias” de R, assim como R? contém “cépias” tanto de R como de
R2.
Os subespacos vetoriais de R?
Ja conhecemos alguns dos subespacos de R?%:
e {(0,0)} e R?, que sdo os subespacos triviais;

e {aw:a € R}, onde w € R é um elemento de R

MODULO 2 - AULA 9

Lembrando:

P> é o con-

junto de todos os polindmios

a varidvel e coeficientes reais,

de grau menor ou igual a 2,

acrescido do polinémio iden-

ticamente nulo.
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A cada vetor do plano com
origem no ponto (0,0) e ex-
tremidade no ponto (z,y) fa-
zemos corresponder o ponto

(x,7) de R?, e vice-versa.

CEDERJ
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Esses subespacos foram vistos nos exemplos anteriores. Note que, vari-
ando w no segundo item, existem infinitos exemplos de subespagos. Veremos
nesta secao que esses sao os Unicos subespacos de R?: sdo em nimero infi-
nito, mas sao todos de algum dos tipos acima. Para isso, vamos considerar
o plano cartesiano, que é a representacao geométrica do conjunto R%. Cada
elemento (x,y) € R? é representado como um vetor com origem no ponto

(0,0) e extremidade no ponto (x,y).

Considere um subespago S de R? que nao seja {(0,0)}. Entao nesse
subespaco existe um vetor w que nao é o vetor nulo. Como S é fechado para
a multiplicacao por escalar, todos os multiplos de w também sao elementos
de S. Com isso, como vemos na Figura 9.1, a reta que contém w deve
estar toda contida em S. Ou seja, se S é nao trivial, ele contém pelo menos
uma reta (infinitos pontos!). Observe que essa mesma reta também contém

a origem.

Figura 9.1: Reta que contém w.

Suponhamos agora que, além de conter w, S também contenha algum
outro vetor v de R?, que nao esteja na reta que contém w. Nesse caso, S
também deve conter a reta dos muiltiplos de v. Observe as duas retas na

Figura 9.2.

Figura 9.2: Retas contidas em S.
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Note que o subespago S nao pode consistir apenas das duas retas da
Figura 9.2. Isso porque a adi¢cao nao estd bem definida no conjunto formado
pela unidao das duas retas; se considerarmos, por exemplo, o vetor w + v,

veremos que ele nao pertence a nenhuma das duas retas.

Figura 9.3: Soma de w e v.

Observe, agora, que qualquer vetor de R? (com origem em 0 = (0,0))
pode ser obtido pela soma de vetores das duas retas, e isso significa que, nesse
caso, S = R?. Na Figura 9.4, vemos alguns exemplos de vetores em diversas
posicoes, obtidos como soma de vetores das retas, e vocé pode procurar mais

exemplos para se convencer desse fato.

Figura 9.4: Vetores de R2.

MODULO 2 - AULA 9

Lembre-se de como somar
vetores geometricamente no

plano!

101 CEDERJ



Subespacos vetoriais

ALGEBRA LINEAR |
Até agora, resumindo, temos os seguintes fatos para um subespaco S
de R?:

e se S nao contém vetores nao nulos, S = {0};

e se S contém um vetor nao nulo, S também contém a reta que contém
esse vetor;

e se S contém dois vetores nao nulos, que nao estejam sobre uma mesma
reta, entao S = R2.
Com isso, os tinicos subespacos vetoriais de R? sdo {0}, R? e as retas

Uma reta de R2 que ndo de R? que passam pela origem.

contém a origem (ponto
(0,0)) pode ser um subespago
vetorial de R2? Por qué?

Os subespagos vetoriais de R?

Os subespacos vetoriais de R3 sao do seguinte tipo:

o {0} e R? (triviais);
e retas do R? que contém a origem (0 = (0,0, 0) neste caso);

e planos de R? que contém a origem.

Nao faremos aqui uma demonstracao desse fato, como fizemos na secao
passada. Os motivos que fazem com que esses sejam os tnicos possiveis
subespacos sao inteiramente andlogos ao caso de R?. Nas préximas aulas
estudaremos conceitos que permitirao uma demonstragao bem simples desse
fato.

Resumo

Nesta aula vimos a definicao de subespaco: trata-se de subconjuntos
de espacos vetoriais que sao, por si mesmos, espacos vetoriais também, con-
siderando as mesmas operagoes definidas no espaco que os contém. Vimos
que, para comprovar que um subconjunto de um espago vetorial é um su-
bespaco, basta verificar trés condicoes: ser nao-vazio, e ser fechado para as
operagoes de adicao e multiplicacao por nimero real. Vimos também que,
embora sejam em ntimero infinito, os subespacos de R? e R3 sao facilmente

identificados.
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Exercicios
1. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespacos de R3:

a) todos os vetores da forma

b

a,0,0).
todos os vetores da forma (a, 1,0).

)

c ,com c=a+b.

d a,b,c),coma+b+c=1.

(a,0
(a,1
todos os vetores da forma (a, b, ¢

todos os vetores da forma (a,b

)
)
) )
) )
2. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespagos de Mays(R):

a) todas as matrizes 2 X 2 com elementos inteiros.

) a b
b) todas as matrizes da forma ,coma+b+c+d=0.
c d
¢) todas as matrizes 2 X 2 inversiveis. Lembrando: uma matriz ¢
- B inversivel se, e somente se,
. a 0 seu deteminante é diferente
d) todas as matrizes da forma .
0 b de zero.

3. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespagos de P3(R):

a) todos os polinémios da forma a,x + asx? + azx®, onde ay, ay e as

Sa0 numeros reais quaisquer.

b) todos os polinémios da forma ag + a1x + asx? + azx®, onde a soma

dos coeficientes é igual a zero.

¢) todos os polindomios da forma ag + a1z + agz? + azz® para os quais

a soma dos coeficientes é um nimero inteiro.

d) todos os polinémios da forma ag + a;x, ag e a; reais quaisquer.

Auto-avaliagao

Voceé devera ter seguranca quanto a conferir se um subconjunto é ou
nao subespaco de um espago que o contenha. Lembre-se de que o primeiro
passo € verificar se o elemento nulo do espago pertence ao subconjunto: a res-
posta negativa ja garante que nao se trata de um subespaco, mas a resposta
afirmativa sé mostra que o subconjunto nao é vazio. E preciso, ainda, verifi-
car se a soma de dois vetores quaisquer, genéricos, do subconjunto, também
pertence a ele, e se um multiplo real qualquer de um vetor genérico do sub-

conjunto também pertence ao subconjunto. Procure fazer essa verificagao
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nos exemplos da aula. Quando o espaco vetorial for R ou R3, basta verificar
se o candidato a subespaco é uma reta passando pela origem ou, no caso do
espaco, um plano passando pela origem. Além desses, apenas o subespaco
nulo e todo o espaco dado sao subconjuntos também. Se vocé tiver qualquer
duvida na resolucao dos exercicios ou na compreensao dos exemplos, procure

o tutor da disciplina.
Respostas dos exercicios
1. Sao subespegos a), c).

2. Sao subespecos b), d).

3. Sao subespacos a), b), d).
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Aula 10 — Combinacoes lineares

Objetivos

Caracterizar combinacao linear e subespaco gerado por um conjunto de ve-
tores;
Determinar o subespaco gerado por um conjunto de vetores;

Encontrar geradores para um subespaco vetorial dado. Pré-requisitos: Aulas 6 ¢ 7,
sobre resolugao de sistemas li-
neares por escalonamento, e

~ Aulas 8 e 9.
Introducao

Iniciaremos o estudo do importante conceito de combinagao linear.
Através das propriedades das combinagoes lineares, é possivel dar uma des-
cricao simples e completa de cada espago vetorial, como veremos a partir

desta aula.

Definicao

Considere um espago vetorial V| e vy, vy, ..., v, elementos de V. Uma

combinacao linear desses vetores é uma expressao do tipo

a1v1 + agve + ... + AnUp,

onde ay,as,...,a, SA40 NUMEros reais.

Se ¢é possivel descrever um vetor v € V' através de uma expressao como

essa, dizemos que v é combinacdo linear de vy, va, ..., v,, OU que v Se escreve
como combinacao linear de vy, va,. .., Uy.
Exemplo 1

a) O vetor v = (2,—4) € R? é combinagio linear de v; = (1,1) e
v = (1,—1), pois v = —1v1 + 3v,.

b) O vetor v = 2 + 3t € P»(t,R) é combinagao linear dos vetores
v =1+ 2t%, vy =14+t e vy = 2%, pois v = 3v; + 20y — 4vs.

2 -3 4
c) O vetor v = 1 1 =2 | € Msy3(R) é combinagao linear dos
-1 0 3
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vetores
2 -3 4 4 —6 8 0 00
v = 1 1 =2 |, v= 2 2 —4 | evs=1]00 0],
—1 0 3 —2 0 6 0 00

pois v = vy + Ovy 4+ 257v3. Temos ainda que v = 3v; — vy + T3, OU
ainda, v = —5v; 4 3vy + V203, ou seja, v é combinacio linear de vy, vs

e v3 de varias maneiras diferentes.

d) Para que o vetor (0,m) de R? seja combinagao linear dos vetores (1, —2)
e (—2,4) é necessdrio que existam a e b em R tais que
(0,m) = a(1,—2) + b(—2,4). Para isso devemos ter (0, m) = (a — 2b,
— 2a + 4b), ou seja, a — 2b = 0 e —2a + 4b = m simultaneamente. Tal
sistema de duas equagoes nas varidaveis a e b tem solugao apenas para

o caso em que m = 0.

Subespacos gerados

No exemplo 4 da Aula 9, vimos que, se V' é um espaco vetorial e w um
elemento de V, entdo o conjunto S = {Aw : A € R} é um subespaco vetorial
de V. Agora que definimos combinacao linear, podemos observar que tal S

é o conjunto formado por todas as combinacoes lineares do vetor w.

Esse exemplo pode ser generalizado para um nimero qualquer de ve-
tores da seguinte maneira: se wi,ws,...,w, sao vetores do espaco veto-
rial V', entao o conjunto de todas as combinagoes lineares desses vetores é
um subespago vetorial de V' (vamos provar isso!), chamado subespago ge-
rado pelos vetores wy,ws, ..., w,, ou ainda subespaco gerado pelo conjunto
{wy,ws, ..., w,}. Denotamos esse espago por [wy, wa, . .., wy], ou [{wy, ws, . ..
wy, }], e dizemos que wy, wy, . .., w, sdo geradores de [wy, we, ..., w,]. Assim

temos

(Wi, wa, ..., w,| = {agwy + agws + -+ - + apwy, : ay, ag, ..., a, € R}.

Vamos agora mostrar que [wq, ws, . .., w,] é um subespago vetorial de V.

Y
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(i) S # 0, pois 0 = 0wy + 0wy + - - - + Qw,, € [wy, wy, ..., wyl;
(17) seu € S ewv € S, digamos,

U = Wy + asws + * - - + a,w,

e
v = byw; + bywy + - - - + bywy,
com aq, @, ...,a, € Reby, by, ..., b, € R, entao
u+v = (qqwy + awy + -+ awy) + (hhwy + baws + - - - + bywy,)
= (a1 -+ bl)wl + (CLQ -+ bg)wg + -+ (an -+ bn)wn,
ou seja, u+v é também uma combinacao linear dos vetores wy, wo, . . . , Wy,

sendo, portanto, um elemento de [wy, ws, ..., wy,];

(7ii) se « € R e u = aqwy + aswy + - -+ + a,w, € S entao

au = alaqwy + aws + - -+ + apwy,)
= (aa))wy + (aaz)wy + -+ - + (qa,)wy,
ou seja au € [wy, wa, ..., Wy

De acordo com os itens i, i@ e i1, |wq,ws,...,w,] é um subespaco

vetorial de V.

Exemplo 2

Veremos agora alguns exemplos de subespagos gerados.

a) No exemplo 2 da Aula 9, S = {(z,22)
gerado pelo vetor (1,2) € R?, ou seja, S = [(1,2)].

:z € R} C R? é o subespago

b) O subespago de R? gerado pelos vetores v = (1,2,0), v = (3,0,1) e
w = (2,-2,1) é o plano de equagdo 2z —y — 62 = 0. Note que os
vetores dados satisfazem a equagao obtida para o subespaco gerado

por eles.

¢) O conjunto {at + bt* : a,b € R} é o subespago de P5(R,t) gerado pelos
vetores t e 12.

d) O conjunto R3 é o (sub)espago gerado pelos vetores i = (1,0,0),
7 = (0,1,0) e k = (0,0,1) de R3. Os vetores (1,2,0), (0,—1,2) e

(1,1, 3), juntos, também geram o R3.

MODULO 2 - AULA 10

Observe que se os gera-
dores wi,w2,...,w, N0
sao todos nulos, o conjunto
[wi,wa, ..., wy] é infinito. J4
<y Wn}
é finito: possui, exatamente,

o conjunto {wi,wa,..

n elementos.

Lembre-se de que os vetores

de P>(R,t) s@o polinémios!
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e) O conjunto de todos os polinoémios (de qualquer grau) com coeficientes
reais, a uma variavel ¢, denotado por P(t,R), é gerado pelo conjunto
infinito de vetores {1,¢,t%¢3...}

Ao longo deste curso serao dados intimeros outros exemplos de su-
bespagos gerados. Nas préximas secoes veremos como determinar o su-
bespago gerado por um conjunto de vetores, e como encontrar geradores

para um subespago vetorial dado.

Determinacao do subespaco gerado por um conjunto de

vetores

Ha varias maneiras de se descrever um mesmo subespaco vetorial S de

um espaco V. Eis algumas delas:
e através de um conjunto de geradores (ex: S = [(1,1), (1,2)] C R?);

e através de uma equacao ou conjunto de equagoes (ex: S é o plano de

equacio 7 +y — z = 0 em R3);

e através de uma propriedade de seus elementos (ex: S = {a+ bt + ct? €
Py(t,R) : a+b—c=0}.

No exemplo 2 da secao anterior, cada subespaco foi descrito por duas
dessas formas. Determinar o subespago gerado por um conjunto de vetores
significa passar da descrigdo por geradores (a primeira acima) para outras
descricoes qua permitam melhor entendimento do subespago. Veremos como

isso ¢ feito através de alguns exemplos.

Exemplo 3
Considere o subespaco de R? gerado pelos vetores u = (1,2,0), v = (3,0,1)

ew = (2,-2,1). A descri¢ao de S como espago gerado nao deixa claro, por
exemplo, se S é trivial, ou uma reta que passa pela origem, ou um plano
que passa pela origem. Ajuda bastante saber que S é o plano de equacgao

2x —y — 6z = 0. Como fazer para encontrar essa outra descri¢ao?

Como S = [u, v, w], cada elemento de S é uma combinagao linear de u,
v ew. Se denotarmos por (z,y, z) um elemento genérico de .S, teremos entao

que (z,y,z) = au+ bv + cw, onde a, b e ¢ sdo numeros reais. Dai temos
(x,y,2) =a(1,2,0) +b(3,0,1) + ¢(2, -2, 1),

ou seja,
(x,y,2) = (a+3b+2¢,2a — 2¢,b + ).
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Para que a igualdade anterior se verifique, é necessario que as coordena-
das correspondentes dos ternos ordenados de cada lado da equagao coincidam,

ou seja, devemos ter
r = a+3b+2c
y = 2a-—2c
z = b+c
Para que um dado vetor (z,y, z) € R? seja um elemento de S, é preciso

que existam valores para a, b e ¢ de forma que as trés equagoes acima se

verifiquem simultaneamente (compare com o exemplo 2-d) desta aula).

Vamos entao, resolver, por escalonamento, o sistema linear (nas varidveis

a,bec)
a +3b +2¢ ==
S 2a —2c =y
b +c ==z

Passando a matriz ampliada, e escalonando, temos

13 2 =z 1 3 2 T
2 0 -2 y 0 -6 —6 y—2x
L2<—L2—2L1:>
01 1 =z 0 1 1 z
1 3 2 T
—y+2x
011 yﬁ
L2<——1/6L2:> 0 1 1 z
1 3 2 T
—y+2z
011 y6
Ly—Ly—Ly, = [0 0 0 z+%L2

O sistema em questao tem solucao se, e somente se, os valores de x, y e
y—2x
6

Essa é precisamente a equacao de um plano em R? contendo a origem.

z sao tais que se tenha 2z + = 0, ou, equivalentemente, se 2z —y—6z = 0.

Os célculos para determinar o subespaco gerado sao sempre analogos
ao que acabamos de fazer. Sempre que ocorrerem linhas de zeros, podemos
obter equagoes que descrevem o espaco. Quando tais linhas nao ocorrerem,
isso significa que nao existem restricoes para que o elemento genérico esteja
no subespaco gerado, ou seja, o subespaco em questao coincide com o espago

todo. Isso é o que acontece no préximo exemplo.
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Exemplo 4

Considere o subespago de R? gerado pelos vetores (1,1) e (1, —1). Para que
(x,y) seja combinagao desses vetores, devem existir a e b em R tais que

a(1,1) +b(1,—1) = (z,y). Isso significa que o sistema

S:{a +b ==z
a —b =y

deve ter solugao. Escalonando, obtemos

B8
01 =

que tem sempre solugao, para quaisquer valores de x e y (ndo hé restri¢oes

<

sobre x e Yy para que (17, y) esteja no espaco gerado pelos vetores em questéo).
Dai [(17 1)7 (17 _1)} =R%

Exemplo 5

Considere o subespaco S, de P3, gerado pelos polinomios p; = 2 —t +t% e
py = t + 3t3. Um polindémio z + yt + 2t? + wt®, para pertencer a S, deve
poder ser escrito como uma combinacao linear de p; e po, isto é, quere-

mos que existam escalares a e b tais que x + yt + 2t> + wt® = a(2 — t +

2a =
—a+b =

t?) + b(t + 3t3). Ou seja, queremos que o sistema linear Y
a = z
3b = w

possua solucao. Escalonando esse sistema, chegamos ao sistema equivalente

a = 2z

b = y+z . : ,

0 5 . Logo, para que o sistema seja compativel, devemos
= z—2

0 = w—3y—3z

ter z—2x =0ew—3y—3z =0, ouseja, 2 =2x e w = 3y+ 6x. Concluimos,
entao, que S = {x + yt + 2t* + wt® € P3|z = 2x ¢ w = 3y + 6x}.




Combinacées lineares

Determinacao de geradores de um subespaco vetorial

Vimos que, dado um conjunto de vetores de um espago vetorial V', o
conjunto de todas as suas combinacgoes lineares ¢ um subespaco vetorial de
V. E natural pensarmos se o contrario também acontece: sera que todo
subespaco S de V' é gerado por um conjunto de vetores? A resposta a per-
gunta nesses termos é simples: é claro que S é o subespaco gerado por S
(verifique!).

Facamos a pergunta de outro modo: serd que todo subespago S de
V', incluindo o préprio V, é gerado por um conjunto finito de vetores?
A resposta é sim para alguns espagos, entre eles R, ou M,,x,(R). Existem
também espacos que nao tém essa propriedade, como é o caso do exemplo
1-1) de subespagos gerados. Em nosso curso, estudaremos mais a fundo os
espacos que sao finitamente gerados, ou seja, que admitem um conjunto finito

de geradores, o mesmo acontecendo para todos os seus subespagcos.

Veremos agora como encontrar geradores para subespacos através do

estudo de alguns exemplos.

Exemplo 6

Retornemos ao exemplo 2 da Aula 9, S = {(z,2z) : * € R} C R?. Para
verificar que de fato S é o subespaco gerado pelo vetor (1,2) € R?, basta
notar que os elementos de S sdo todos da forma (z,2z) = x(1,2): variando
o valor de x, obtemos diferentes elementos de S. Ora, z(1,2) é a expressao
de uma combinagao linear de (1,2), portanto todos os elementos de S sao

combinagoes lineares de (1, 2).

Exemplo 7

Seja S = {(x,z+vy,y) : x,y € R} € R3. Raciocinando como anteriormente,
vemos que o elemento genérico de S é da forma (z,z + y,y) = (z,2,0) +
(0,y,y) = x(1,1,0) + y(0,1,1), ou seja, é combinagao linear dos vetores
(1,1,0) e (0,1,1). Podemos escrever, entao, S = [(1,1,0), (0,1, 1)].

Exemplo 8

Seja S = {(z,y,2) € R®: x + y — 2 = 0}. Para encontrar geradores para
esse subespaco do R?, devemos procurar escrevé-lo na forma do exemplo
acima, colocando nas coordenadas do vetor genérico a(s) equagao(des) que
define(m) o espaco. No caso em questdo, como temos uma equagao e trés

variaveis, podemos escrever o conjunto solucao da equagao (que é exatamente
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o subespago S!) em fungao de duas varidveis livres. Nesse caso, temos
S={(-y+zuy,2):y,2z € R} (apenas escrevemos a variavel z em funcao de
y e z). Assim, como no exemplo anterior, temos (—y+z,y, 2) = y(—1,1,0)+
2(1,0,1), ou seja, S =[(—1,1,0),(1,0,1)].

Exemplo 9
Seja S = {a+ bt + ct* € Py;a —b— 2c = 0}. A condigao que define S pode

ser escrita como a = b+ 2c¢. Inserindo essa condigao na expressao do vetor
genérico de Py, temos: a + bt + ct?> = b+ 2c + bt + ct? = b(1 + 1) + ¢(2 + t2).
Logo, escrevemos o polinémio de S como combinacao linear dos polinomios

1+te 2+t que sdo, assim, os geradores de S.

Exemplo 10
Seja
b
S = { [ ¢ d] EMQR;a+b—c:Oec+d:O}.As equacoes que defi-
c

nem S podem ser escritas como ¢ = —d e a = —b — d. Logo, uma matriz
—b—d b -1 1 -1

de S ¢é do tipo =0 +d 0 , € 0 conjunto
—d d 0 0 -1 1

gerador de S é formado por essas duas tultimas matrizes.

Resumo

Nesta aula vimos duas importantes técnicas envolvendo subespacos ge-

rados:

1. Como determinar o subespago gerado por um conjunto de vetores:
Neste caso, escrevemo um vetor genérico do espago como combinagao
linear dos vetores geradores. Isso fornece um sistema linear o qual que-
remos que seja compativel. Assim, apds o escalonamento, se alguma
equagao tiver o primeiro membro nulo, o segundo membro também tera
que se anular, fornecendo uma equagao do subespaco. Caso nenhuma
equagao tenha seu primeiro lado anulado, significa que o subespaco

gerado é todo o espaco.

2. Como determinar os geradores de um subespacgo dado: “embutimos”as
condicoes dadas pelas equacoes do subespaco num vetor genérico do

espaco e o decompomos como uma combinacao linear.
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Exercicios

1. Em cada caso, escreva o vetor v como combinacao linear de vy, ..., v,.

2. Determine m € R tal que o vetor v = (1, —m, 3) seja combinagao linear
dos vetores v; = (1,0,2), vo = (1,1,1) e v3 = (2,—1,5).

3. No exercicio anterior, substituindo o valor de m que vocé encontrou,

escreva v como combinagao linear de vy, vy € v3.

4. Determine o subespaco S do espago V', gerado pelos vetores de A, em
cada caso.

a) V=R A={(1,21),(21,-2).
b) V= M2><2(R), A= {Ul,UQ,Ug}, onde

4 —6 0 2
, Ug = e vg = )
2 2 9 s 10

c) V=nR(tR),v=t+1evy, =t

2 =3

’U:
L I |

5. Determine um conjunto de geradores para os seguintes subespagos:

a) S={(z,y,2) e Rz =5yez=—2y}

b) S={(x,y,2) ER} 2z —y+2=0}

€ MQXQ(R);CL =—dec= 2b}

d) S={at*+at+b:a,beR} C P(t,R)
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Auto-avaliagao

dadas: (i) como determinar o subespago gerado por um conjunto de vetores e
(ii) como determinar um conjunto de geradores de um subespaco dado. Este
segundo tipo de problema é resolvido rapidamente, enquanto que o primeiro
sempre recai num sistema linear sobre o qual imporemos a condicao de ser
compativel. Os vetores geradores nao sao unicos, por isso, as respostas da-
das aqui podem nao coincidir com as suas. Para verificar se acertou, basta
testar se cada vetor, candidato a gerador, satisfaz a condi¢ao do subespaco.

Se houver qualquer duvida, consulte o tutor da disciplina...

Ao final desta aula vocé deverd estar dominando as duas técnicas estu-

frente!!l!

Respostas dos exercicios

1.

2.

a) v=4/3v; + 1/3vs.
b

v = v; — 3vy + 4us.

oL

)
)
c¢) Vdrias respostas possiveis. Uma delas é v = 45v; + 1/3v,.
) v =3v; — V.

)

e) v=_0v; +vy — vs.

m=—1

3. v=(1,-1,3) = (2 = 3a)vy + (a — 1)vy + avs, onde a € R.

4.

a) [A] = {(z,y,2) € R% 5z — 4y + 32 = 0}
b) [A]={ o enggaRa)}

¢) [A] = {a+at +bt* € P(t,R)}

€ valnos €m
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Aula 11 — Base e dimensao

Objetivos

Definir independéncia linear e mostrar como verificar se um conjunto é line-
armente independente;

Definir base de um espaco vetorial e dar alguns exemplos;

Mostrar a base canonica do R™.

Introducao

Na Aula 10 estudamos subespacos gerados por um conjunto de vetores

em um espago vetorial V.

Veremos agora que alguns conjuntos de vetores geram um subespaco

de maneira mais “eficiente”. Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 1

O subespago de R? gerado pelos vetores u = (1,2,0), v = (3,0,1) e

w = (2,—2,1) é o plano de equacao S = 2z — y — 6z = 0. Dizemos que
{u,v,w} é um conjunto de geradores para o plano S. No entanto, como ve-
remos a seguir, os vetores u = (1,2,0) e s = (12, —6,5) juntos geram o plano

S.

Para ver isto, vamos usar o método explicado no exemplo 3 da Aula
10.

Se W é o subespago gerado por u e s, entdo (z,y,2z) € W quando

existem a, b € R tais que (z,y,2) = a.u + b.s. Mas
au+bs = a(1,2,0) + b(12,—6,5) = (a + 12b, 2a — 6b, 5b).

Assim, (x,y, z) € W, quando existe solugao para o sistema

a + 126 = zx
2a¢ — 6b =
5 = =z

MODULO 2 - AULA 11

No exemplo 3 da Aula 10 vi-
mos, com detalhes, a deter-
minacdo do subespaco de R3

gerado por u, v, e w.
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Vamos colocar este sistema em forma matricial e resolvé-lo:

12 | =z
—6 | y L2 «— L2—2L1
L 5 | z L3 — %Lg
[ 12 | oz L, «— L —12L;
o 1]t
(1 0| o1 1 0] a1
0 0| y—20+3= — 0 1 | z
| 0 1| z 0 0 | y—2zx+62

Isto mostra que o sistema tem solugao se, e somente se, —2x+y+6z =0

(linha nula) e que, neste caso, a solugdo é a = z — % eb==%.

Como —2z + y + 6z ¢é a equagao do plano S, entao u e s geram o
plano S.

Portanto, o conjunto {u,v,w} gera o plano S e o conjunto {u,s}

também gera o mesmo plano S.

O segundo conjunto gera o mesmo subespaco com um nuimero menor

de vetores geradores.

Independéncia linear

A chave para entendermos o que estd acontecendo no exemplo anterior

estd no conceito de independéncia linear.

Um conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} em um espago vetorial V' é

chamado linearmente independente se a equacao vetorial

v+ o+ .+ v, =0 (1)
admite apenas a solucao trivial ¢; = co = ... =¢, =0.
O conjunto {vq,vs, ..., v,} é chamado linearmente dependente quando

a equacao (1) admite alguma solucao nao trivial, isto é, se existem escalares
1, - - ., Cn, Na0 todos iguais a zero, tais que (1) seja valido.
E comum usar a abreviagao L.I. para conjuntos linearmente indepen-

dentes e L.D. para os linearmente dependentes.
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Exemplo 2

Um conjunto contendo um tnico vetor v é linearmente independente se, e

somente se, v # 0.

Exemplo 3

O conjunto {v, ve} contendo apenas dois vetores vy, vy nao-nulos é linear-
mente dependente quando um ¢é multiplo do outro, pois, se civ; + covg = 0
possui solu¢ao nao trivial entdao ¢; # 0 e cy #0 (poisc; =0 = ¢ #0 e
vy =0 = vy =0, analogamente, co =0 = v; = 0).
vy + o2 = 0= v; = — ?-vz.
1

Portanto v; é multiplo de vs.

Exemplo 4

Seja C10, 1] o conjunto das fungoes reais, continuas com dominio [0, 1]. Este
conjunto forma um espaco vetorial com as operacoes usuais de soma de

funcoes e multiplicacao por escalar.

O conjunto {sent, cost} é linearmente independente em C10, 1], j& que

sent e cost sao nao-nulos e nao sao multiplos um do outro enquanto vetores
de C10,1].
Isto é, nao ha ¢ € R tal que sent = ccost, para todo t € [0,1]. Para

ver isso, basta comparar os graficos de sent e cost.

O conjunto {sen 2t, sent cost} é linearmente dependente em C[0, 1],pois
sen2t = 2sentcost, Vt € [0,1].
Exemplo 5

Seja P, o espaco vetorial formado por polinomios de grau < 2. Sejam
p=1 p=x—1, ps =5 —z, entdo {p1, p2, ps} forma um conjunto

linearmente dependente, pois

—4p1 + p2 + p3=0.

Como determinar se um conjunto é L.I.

Para determinarmos se um conjunto de vetores {vy, vq, ..., v,} € li-
nearmente independente em um espago vetorial V', devemos verificar se a

equacao cjv; + ... + cpv, = 0 possui ou nao solu¢ao nao-trivial.

MODULO 2 - AULA 11
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Exemplo 6
Mostre que o conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é L.I. em R?
Solugao:

Vamos resolver a equacao,

01(17 070) + 02(07 17 0) + 03(()’ 07 1) = (OJ 070)

(cla 07 O) + (07 Ca, O) =+ (0707 03) = (07 07 O)
(01702703) = (07070)
= C] = Cy = C3 = 0

Portanto, a tdnica solucao é a trivial, ¢; = ¢ = ¢3 = 0, 0o que mostra

que o conjunto é L.I.

Exemplo 7

Determine se o conjunto {u,v,w}, onde u = (1,2,0),v = (3,0,1) e
w=(2,-2,1) 6 L.I. em R3.
Solugao:

Voltamos aos vetores do exemplo 1 que, como vimos, geram o plano S
dado por 2x —y — 62 = 0.

Vamos resolver a equacao
c1u + cov + csw = (0,0,0) (2)

Substituindo os valores de u, v e w :

c1(1,2,0) + ¢5(3,0,1) + ¢5(2, —2,1) = (0,0,0)
(Cl, 201, 0) + (302, O, CQ) + (263, —263, Cg) = (0, O, 0)
(Cl + 302 + 263, 201 — 263, Co + Cg) = (O, O, 0)

0 que leva ao sistema

c1 + 302 + 203 = 0
261 — 203
co + ¢3 = 0

I
o

CEDERJ
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Colocando na forma matricial e reduzindo:

(13 2] 0
20 =210 Ly « Ly—2IL,
01 1 | 0
(1 3 2] 0
0 -6 =6 | 0 Ly «— Ly+6Ls
[0 1 110
(132 0 Ly «— Ly—3L
000 ]| 0 Ly « L
(001 11]0 Ly Ly
(10 -1 ] 0
ci — C3 = 0
01 110 — { N _
(00 00 R
Este sistema possui solugao ¢; = c3, co = —c3 e c3 = c3, para qualquer
valor de cs.

Ou seja, a equagao (2) possui infinitas solugdes nao triviais.
Por exemplo, c3 = 1 resulta em ¢; =1, ¢cg = —1 e c¢3 = 1. Verifique

que, com estes valores, ciu + cov + csw = 0.

Exemplo 8

Determine se o conjunto {u, s}, onde u = (1,2,0) e s = (12, —6,5) é L.L. Ver exemplo 1.

Solugao:
Como o conjunto {u, s} tem dois vetores, ele é L.D. apenas quando um

dos vetores é multiplo do outro. Claramente, este nao é o caso de {u, s}.
Portanto, {u, s} é L.I.

Comparando os exemplos 7 e 8, vemos que os conjuntos {u,v,w} e
{u, s} geraram o mesmo subespago S. No entanto, {u,v,w} é L.D., enquanto
que {u,s} é L.L

Veremos posteriormente que se um subespaco W é gerado por um con-
junto de n elementos, entao qualquer conjunto de m elementos, onde m > n,

é necessariamente linearmente dependente.

No exemplo acima, como {u, s} gera o subespaco S, entdo qualquer

conjunto com mais de 2 elementos é L.D.
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Base de um subespacgo vetorial

Seja W um subespaco de um espaco vetorial V. Um conjunto de vetores

B ={v1,...,v,} é uma base de W se

(i) B é um conjunto linearmente independente.

(ii) O subespago gerado por B é W.

Observe que a definicao de base se aplica também ao proprio espaco
vetorial V', pois todo espago vetorial é subespaco de si mesmo.

Observe também que se B = {vy,...,v,} é base de W, entdo vy, ..., v,

pertencem a W.

Exemplo 9

Sejam os vetores i; = (1,0,0), i = (0,1,0) e i3 = (0,0,1). Considere o
conjunto {i1, i, 43}, j& vimos que o conjunto é L.I. e claramente gera R?, pois
(r,y,2) € R® = (1,9,2) = @iy + yis + 2i3. Logo {iy,is,43} é base de R3.

Esta base é chamada base canonica do R3.

X3

A\ 4
X
N

X1
Base canonica do R3
Exemplo 10
Sejam os vetores:
in = (1,0,...,0)
ig - 5 1, ceey 0)
in=1(0,0,...,1)

O conjunto {1, ...,i,} é uma base do R™, chamada base canonica.
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Exemplo 11

O conjunto {u, s}, onde u = {1,2,0} e s = {12, —6,5}, é uma base do su-
bespago S, onde S : 2z —y — 62 = 0. (Veja os exemplos 7 e 8.)

Exemplo 12

Seja P" o espago dos polinomios de grau < n. Entao o conjunto
B ={1, t, ..., t"} forma uma base de P". Esta base é chamada canonica
de P".

De fato, B claramente gera P"™. Para provar que B é L.I., sejam

co, ..., Cy tais que
co.l+ert+ et + ...+ cpt" =0.

A igualdade significa que o polinomio da esquerda tem os mesmos coefi-
cientes que o polinémio da direita, que é o polindmio nulo. Mas o polinémio
da esquerda deve ter infinitas solugoes, pois seu valor é zero Vt € R, logo

deve ser nulo. Portanto, co =¢; = ... = ¢, =0 e assim, {1, ¢y, ..., t,} é L.L

Resumo

Nesta aula estudamos conjuntos linearmente independentes (L.I.) e li-
nearmente dependentes (L.D.). Vimos que um conjunto B gerador de um
subespaco W e linearmente independente ¢ uma base de W. Vimos alguns

exemplos.

As bases sao conjuntos geradores “minimos” para um subespaco, no
sentido de que se um conjunto tem mais elementos que uma base entao ele
é L.D., e se tem menos elementos que uma base de W entao nao gera W.
Estas propriedades das bases serao vistas na proxima aula.
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Exercicios

1. Determine uma base para o espago das matrizes

b
MM(R){[‘C’ d] la, b, ¢, d € R}.

. Sejam u, v e w os vetores do exemplo 7. Vimos que {u,v,w} é

L.D. Mostre que os conjuntos {u, v}, {u,w} e {v,w} sdo linearmente

independentes.

. Determine uma base para o subespaco

S ={(z,v+y,2y)| v,y € R} C R

1 -1 -1
. Sejam vy = | 2 |, vy = 2 e vy = 10 . Seja H o
3 -3 -3

subespago de R? gerado por {v, va,v3}. Mostre que {v, vo,v3} ¢é line-

armente dependente e que {v1,v9} é uma base para H.

. No espaco vetorial de todas as funcOes reais, mostre que

{t,sent,cos2t,sent cost} é um conjunto linearmente independente.

. Determine uma base para os subespagos a seguir (veja exercicio 5 da

Aula 10).

(a) S={(z,y,2) ER% z=5y e z=—2y}.
(b) S={(x,y,2) ER3 z—y+2=0}.

EMQ)(Q(]R); a=—d e C:2b}

(d) S={at* +at+0b; a,b € R} C P(t,R) .
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Aula 12 — Dimensao de um espaco vetorial

Objetivo

Apresentar o sistema de coordenadas determinado por uma base em um
espaco vetorial V;

Mostrar que se um espago vetorial V' tem uma base com n elementos entao
todas as bases de V' tem n elementos;

Definir dimensao.

Introducao

Uma vez que esteja especificada uma base B para um espaco vetorial V',
podemos representar um vetor v € V por suas coordenadas na base B. Por
isso, dizemos que uma base B de V estabelece um sistema de coordenadas
em V.

Veremos, com mais detalhes, o que isso tudo quer dizer mais adiante.
Veremos que, se a base B tem n vetores, entao um vetor v € V fica repre-
sentado por uma n-upla (aq, as, ..., a,). Isto faz o espago vetorial V' “se
parecer” com R". Exploraremos esta relagao para mostrar que todas as bases

de um mesmo espago vetorial V' tém o mesmo ntmero de elementos.

Sistema de coordenadas

A existéncia de um sistema de coordenadas esta baseada no seguinte

teorema.

Teorema 1 (Representagdo Unica)
Seja B = {by, ..., b,} uma base para um espaco vetorial V. Entao, para

cada r € V, existe um tunico conjunto de escalares ¢y, ..., ¢,, tal que

x:clbl + ... + Cnbn~
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Demonstracao.
Como B = {by, ..., b,} é uma base de V, entao gera V, logo todo
x € V é combinacao linear dos vetores em B. Portanto, existem
c1, ..., Cp € R tais que:
T :Clbl + ... + Cnbn- (1)

Vamos agora provar a unicidade. Suponha que z também tenha a
representacao

r = dlbl + ... + dnbn (2)
Subtraindo (1) e (2), obtemos:

O=zx—z=(c1—di)by + ... + (cn —dn)bn. (3)

Como B ¢ linearmente independente, os coeficientes ¢; — dy,
¢y — dy, ..., ¢, — dy, na equagao (3), devem ser todos nulos, logo
c;=d;, 1=1, ..., n, 0 que mostra que a representacao € tnica.
Definicao

Sejaxz € V e seja B ={by, ..., b,} uma base de V. Se

r=cb + ... + cpb,,

entao os escalares ¢y, ..., ¢, sao chamados coordenadas de x na base B e
escrevermos
C1
[]p =
Cn
Exemplo 1

1 0
Seja a base B = {b1, by} do R? dada por b; = [ ) ] e by = [ 5 ] Sejam

1 2
r,y € R% Se [z]p = [ 5 ] , determine x e, se y = [ - ], determine [y]p.
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Solugao:

1
Como zg = [ 3 ], entao

2
Sey:[ ]e[y]B:[yll,entéo,
i) Y2

2
[5] = 1101 + y2by = Y1

+ Y2

0

2
Y1

y1 + 2y

)

o que resulta em
Yy =2
y1+2y2:5 = 2+2y2:5 = yQZ%

Portanto, [y|p = [

Nl DN
1

Exemplo 2

A base canonica b = {iy, iy} é a base em que x = [z]p, para todo z € R?

. a ~
pois, se [z]p = [ ) ] , entao

. : 1 0 a
$:a.21+b.22:a.[0]+b.[1] :[b] = [z]p.

Exemplo 3

Seja B = {2, 1—t, 1+t+t*} uma base de P2[t], o espago dos polindmios em
uma variavel de grau < 2 (verifique que B é uma base de P?[t]). Determine

as coordenadas de z = t? — 1 na base B.
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Solugao:
C1
Se B ={by, by, b3} e[z]p=| co |, entdo
C3
z = by + cby + c3bs, isto é

14+ = 1.2 + .(1—1t) + c3.(1+t+1?)
—1 + ¢ 21 + ¢ — ¢t + c3 + cst + cst?
—1—|—t2 = (2C1 + cy + Cg) + t(-Cg—f—Cg) + Cgtz

Comparando os coeficientes, obtemos

2c0 + ¢ + 3 = —1 C1=—%
—cy + c3 = 0, oquelevaa Ccy = 1
C3 = 1 C3 = 1
3
T2
Portanto, [z]p = 1
1
Exemplo 4
Seja V' um espago vetorial e B = {by, ..., b,} uma base de V. A repre-
0 0
sentagao do vetor nulo em B é [0]p = | : |, pois, se [v]p = | | |, entdo
0 0

v=0b + ... + 0.b, =0.

Base de um espacgo vetorial

Nesta secao, provaremos que todas as bases de um espago vetorial V'

tem o mesmo numero de elementos. Vamos iniciar com o R™.

O conjunto B = {4y, i3, ..., i,} ¢ uma base de R" (ver exemplo 10 da
aula 11). Esta é a base canonica do R"™. No teorema a seguir, veremos que

qualquer conjunto com mais de n elementos é L.D.

Teorema 2
Seja S = {u1, ..., u,} um subconjunto do R™. Se p > n, entdao S é linear-

mente dependente.
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Demonstracao.
T11 Tp1
) T12 Tp2
Seja uy = ) e, Up =
Tin xpn
A equacao
cur + ... + cuy, =0 (1)

pode ser escrita como

T11 L1p 0
T21 1:229

al| + o o | = _ | — vetor nulo doR"
Tnl CCnp O

o que resulta no sistema

T3¢0+ -0+ T1pCp = 0
S e e TopCp = 0
(2)
TpiCl + o0 o0, =0
O sistema (2) é um sistema homogéneo, nas varidveis ci, ..., ¢,, com

n equagoes. Como p > n, entao trata-se de um sistema homogéneo com mais

variaveis que equagoes. Segue-se que hd solugoes nao-triviais de (2), logo

(1) tem solugdes nao-triviais e, portanto S = {uy, ..., u,} é linearmente
dependente.

O préximo teorema, generaliza este resultado para qualquer espago ve-
torial.
Teorema 3
Se um espago vetorial V' tem base B = {by, ..., b,}, entdo todo subconjunto

de V com mais de n vetores é linearmente dependente.

Demonstracao.
Seja {uy, ..., u,} um subconjunto de V', com p > n. Os vetores das
coordenadas [u1]g, [us]g, ..., [up]p formam um subconjunto do R™ com

p > n vetores. Pelo teorema anterior este ¢ um conjunto L.D.

MODULO 2 -
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Verifique que se B é uma
base de um espago veto-
rial V| ab € V e
c1 e cg sao escalares, entao
[cra+cab]lg = cia] g+e2(b] 5.
Isto mostra que a trans-
formagdo de coordenadas é

uma transformacao linear.

CEDERJ
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Portanto, existem escalares c;, ..., ¢,, nem todos iguais a zero, tais
que
0
cilurlp + + cplup)p =
0
Como a transformagao de coordenadas é uma transformacao linear,
temos
0
[crur + + Cpuplp =
0
Portanto, a representacao do vetor ciu; + + cpup, na base B ¢
[0---0], isto é,
cu, + + cpup 0b;+..+00b,=0 (3)
A equacao (3) mostra que uq, ..., u, é um conjunto linearmente de-
pendente.
Teorema 4

Se um espaco vetorial V' tem uma base com n vetores, entao toda base de V'

também tem exatamente n vetores.

Demonstracao.
Seja B; uma base com n vetores e seja By uma outra base de V.
Como B; é base e By é linearmente independente, entao By nao tem
mais que n vetores, pelo teorema anterior.

Por outro lado, como B, é base e By é linearmente independente, entao
B3 nao tem menos que n vetores. Disto resulta que By tem exatamente n

vetores.

Um espaco vetorial pode nao ter uma base com um nimero finito de ve-
tores. Por exemplo, o espaco vetorial dos polindmios na variavel ¢, denotado

R[t], ndo tem base finita. Uma base para este espago é
{1, ¢, 2, £, ..}

Como este conjunto ¢ infinito, entdo R[t] ndo pode ter base finita (se tivesse
uma base com d elementos, entao qualquer conjunto com mais de d elementos

seria L..D., logo nao poderia ter uma base infinita).
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O teorema anterior mostra que, se um espago vetorial V' tem base finita,
entao todas as bases tem o mesmo niumero de elementos. Isto motiva a

seguinte definigao:

Definicao

Se V tem uma base finita, entao V' é chamado espago vetorial de di-
mensao finita e chamamos de dimensao de V, denotada dim V', o nimero de
vetores de uma base de V. Caso V nao tenha uma base finita, dizemos que
V' é um espaco vetorial de dimensao infinita. A dimensao do espago vetorial

trivial [0] é definida como sendo igual a zero.

Exemplo 5

dim R™ = n. Basta notar que a base canonica do R™ tem n vetores.

Exemplo 6

dim P" =n+ 1, onde o P" é o espago vetorial dos polinomios de grau < n.

Uma base de P™ é o conjunto
{1, ¢, 2, ..., t"},

que tem n + 1 vetores.

Exemplo 7

Determine a dimensdao do subespaco H de R? geral do pelos vetores
1 0

v=| 2| evy= 1
1 —1

Solugao:

Como v; e v ndo sao multiplos um do outro, entdao o conjunto {vy, v}

¢é L.I, portanto é uma base de H. Logo dim H = 2.

Teorema do conjunto gerador

Um problema comum é o de encontrar uma base para um subespaco
gerado por um certo conjunto de vetores. Se este conjunto é L.I., entao é
base do subespaco que ele gera, se nao for L.I., entao possui “excesso” de

vetores, como mostra o teorema a seguir.

280 CEDERJ
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Teorema 5 (Teorema do Conjunto Gerador)

Seja S = {v1,...,v,} um conjunto em V e seja H o conjunto gerado por

{’Ul,...

, Up}

a) Se um dos vetores de S, digamos vy, é combinagao linear dos outros,

entdo S — {v} ainda gera o subespaco H.

b) Se H # {0}, entao algum subconjunto se S é uma base de H.

Demonstracao.

a)

Reordenando os vetores, se necessario, suponha que v, ¢ combinagao

linear dos vetores vy, ...,v,—1. Entao existem escalares ci,...,cp,—1 tais

que
Up=C101 + ...+ Cpo1Up_1. (1)
Seja x um vetor em H. Entao existem x4, ..., x, tais que
T=x101 + ...+ TpoaUp1 + TpUp. (2)

Substituindo o valor de v, de (1) em (2) resulta que

r = 201 + ...+ TpoUpr + Tplavr o0+ cpo1Upo)
= ([L’l + Cll'p>1)1 + ... + (xp_l + cp_lxp)vp_l.
Portanto, todo € H ¢ combinacao linear dos vetores vy, va, ..., vp_1.

Se o conjunto gerador inicial S é linearmente independente, entao é base
do subespaco H que gera. Caso contrario, é linearmente dependente,
o que implica que algum vetor em S é combinagao linear dos demais.
Excluindo este vetor, obtemos um subconjunto S; C S, que também
gera H. Se S; é linearmente independente entao é base de H. Caso
contrario, algum vetor em S; é combinacao linear dos outros. Excluindo

este, obtemos Sy que também gera.

Como H # {0} e o conjunto inicial S é finito, entdo o processo acima
deve parar, isto é, existe um subconjunto S; de S, tal que S; gera H e

S; ¢é linearmente independente.
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Exemplo 8

Determine uma base para o subespaco

a + b — c
2 d
H = “@ , tal que a, b, ¢ e d € R}
b — ¢ — d
5d

Solugao:

Claramente H C R*. Note que

a + b — ¢ a b —c 0
2a + d B 2a N 0 N 0 N d
b — ¢ — d| 0 b —c —d
5d 0 0 0 5d
1 1 —1 0
2 1
= a +b 0 +c 0 +d
0 1 -1 -1
0 0 0 5
Portanto, H é gerado pelos vetores
1 1 -1 0
2 0 0 1
v = s v = s v = s v =
! 0 ? 1 ’ ] ! 1
0 0 0 5

Devemos checar se estes vetores formam um conjunto L.I. Claramente,
vg é multiplo de v,. Portanto, podemos excluir v3. O conjunto {vy, vq, v3} é,
pelo teorema anterior, gerador de H.

Para checar se {v1, vg, v3} é L.I., vamos resolver a equagao ci1v1 + cavg +

cyvy = 0
1 1 0 0
2 0 1 0
1 0 Co 1 + ¢y 1 = 0
0 0 5) 0
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O que resulta no sistema

C1 +CQ =
2c1 +c4 =

Co—C =

o O O O

504

este sistema implica em ¢ = ¢4 = 0 e ¢; = 0 e ¢ = 0, 0 que mostra que

{v1,v9,v4} é L.1. e, portanto, base de H.

Resumo

Nesta aula vimos a definicao de dimensao de um espago vetorial.
A definicao dada faz sentido apenas porque, como estudamos, se um espaco
vetorial V' tem uma base com n elementos, entao todas as bases de V' tém

também n elementos.

Vimos também que, dado um conjunto B, linearmente dependente,
gerador de um subespago H de um espaco vetorial, podemos ir retirando

certos vetores de B até que o conjunto resultante seja uma base de H.

Exercicios

Para cada subespago H nos exercicios 1 a 6, determine uma base de H

e sua dimensao.

1. H={(s—2t, s+t, 4t); s,t € R}.

2. H={(3s, 2s, t); s,t € R}.

3. H={(a+b, 2a, 3a — b, 2b); a,b € R}.

4. H=A(a, b, ¢); a—3b+c=0, b—2c=0 e 2b—c=0}.
5. H={(a, b, ¢, d); a—3b+c=0}.

6. H={(z, y, z); x,y € R}.

7. Determine a dimensao do subespaco de R? gerado pelos vetores

3 9 -7
) ; 4 ;| —3
2 1 —2 2
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8. Os quatro primeiros polindomios de Hermite sao 1, 2t, —2 + 4t% e
—12¢ + 8¢3.

Mostre que estes polinémios formam uma base de P3.

9. Encontre as coordenadas do polindémio p(t) = 7 — 12t — 8t? + 12t® na

base de P* formada pelos polinomios de Hermite (ver exercicio 8).

10. Mostre que o espago C'(R) formado por todas as fungoes reais é um

espaco de dimensao infinita.

11. Mostre que uma base B de um espaco vetorial de dimensao finita V' é
um conjunto gerador minimal. Em outras palavras, se B tem n vetores

entao nenhum conjunto com menos de n vetores pode gerar V.

Mostre também que a base B é um conjunto linearmente independente
maximal, no sentido que qualquer conjunto com mais de n vetores nao

pode ser L.I.

12. Mostre que se H é subespaco de V e dim H = dim V' entao H = V.

&0 CEDERJ
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Aula 13 — Soma de subespacos

Objetivos

Mostrar um método pratico para obter uma base de um subespaco vetorial
a partir de um conjunto gerador deste subespaco.

Provar o teorema do completamento, que afirma que, dado um conjunto L.I.
em um subespaco vetorial V podemos completa-lo para tornar uma base
de V.

Definir soma de subespacgos e ver o teorema da dimensao da soma.

Como obter uma base a partir de um conjunto gerador

Seja S = {by,b,b3,...,b,} um conjunto e U o subespaco gerado por
S. Seja M a matriz obtida escrevendo os vetores by, ..., b, como linhas de

M, isto é, b; é a i-ésima linha de M.

As operacoes elementares nas linhas de M sao:

e Multiplicacdo de uma linha por uma constante: L; <+ a.L;
e Troca de uma linha por outra: L; < L;

e Substituir uma linha por uma combinacao linear dela por outra:

Estas operacoes levam os vetores by,...,b, a vetores b;/,....b, que
pertencem ao espacgo gerado por {bi,...,b,}. Como estas operacdes sao
invertiveis, isto é, posso passar de {b,...,b,’} a {b1,...,b,} aplicando
operagoes elementares, entdo o espago gerado por {by,...,b,} é o mesmo

gerado por {b',...,b,'}.

&0 CEDERJ
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b1
: . : by
Podemos usar esta propriedade para reduzir a matriz M = )
br,
by’
by’
a uma matriz na forma M’ = | b’ | ; onde os b/,b),...,b' sdo L.I.
0
0
Neste caso, {b;',b,...,b,'} ¢ um conjunto L.I. e gera o mesmo subespago U
gerado por {by,...,b,}. Em outras palavras, obtivemos uma base a partir

do conjunto gerado.

Exemplo 1

Obtenha uma base do subespaco U do R* gerado pelos vetores {(1,1,0, —2),
(2,0,—-1,-1),(0,1,-2,1),(1,1,1,—-3)}. Determine a dimensao de U.
Solugao:

Vamos formar a matriz M dos vetores acima e reduzi-la:

11 0 =2 11 0 =2 11 0 =2
2 0 -1 -1 0 -2 -1 3 0 1 -2 1
M — — —
01 -2 1 o 1 -2 1 0 -2 -1 3
11 1 -3 0O 0 1 -1 0 0 1 -1
11 0 -2 11 0 -2 11 0 -2
01 -2 1 01 -2 1 01 -2 1
— — —
00 =5 5 00 1 -1 00 1 -1
00 1 -1 00 -5 5 00 0 O

Vemos que o subespago U tem base {(1, 1,0, —2),(0,1,—-2,1),(0,0,1,—1)}.
Portanto, dim U = 3.
T
0 29

Observe que, claramente, vetores na forma 0 0 zz - - - |,
0 0 0 x4

onde as entradas marcadas - podem ter qualquer valor e x; # 0, x5 # 0 etc.

sao necessariamente L.I.

CEDERJ
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Teorema do Completamento

Vimos, na secao anterior, como obter uma base de um conjunto gerador.

Se este conjunto nao é L.I., temos que “diminui-lo” para conseguir uma base.

Nesta secao veremos o inverso. Como obter uma base de um conjunto
L.I.. Se este conjunto nao ¢ gerador, entao temos que “aumenta-lo” de forma

que continue L.I. e que se torne gerador.

Teorema 1
Seja {by,...,b,} um conjunto L.I. em um espago vetorial de dimensao finita
V. Entao existem b,,1,...,b,, tal que {b1,...,b.,b,41,...,b,} formam uma

base de V, onde n = dim V.

Demonstracao.

Se {by,...,b.} gera o espago V entdao nada temos a fazer.

Se {by,...,b,} nao é gerador entao existe b, € V tal que b1 nao é
combinacao linear de by, ...,b,. Portanto,

{b1,...,by,b.41} é um conjunto L.I.

Se este conjunto agora é gerador, obtivemos uma base. Se nao, ha um vetor

b.io € V tal que b,,5 nao é combinagao linear de by, ..., b,1. Portanto,

{by, ... by s, byya} é LI

Se este conjunto for gerador, obtivemos uma base, caso contrario continua-
mos com o processo, obtendo b, 3,b,,4, etc. Como V tem dimensao finita,
digamos dim V' = n, quando chegarmos a {by,...,b,} teremos obtido uma
base, pois o processo leva sempre a conjuntos L.I. e um conjunto L.I. com

n (= dim(V)) elementos deve ser uma base.

Soma de subespacgos

Dados subespacos U e V' de um espaco vetorial W, podemos obter um
subespago maior que inclui U e V' como subconjuntos (e como subespagos).
J& que este subespago contem todo u € U e todo v € V| entao deve conter
todos os u+v, com u € U e v € V. (Lembre-se que subespacos sao fechados

para a soma de vetores!)

Portanto, qualquer subespago que contenha U e V' deve conter as somas

u+v, comu €U ev e V. Isto motiva a seguinte definigao:

M8 CEDERJ
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Note que, nesta definicdo,
U+ V é sé6 um conjunto.
Mostraremos em seguida que
é subespago de W.

CEDERJ
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Definicao

Sejam U e V subespagos de um espaco vetorial W. Chamamos de soma

de U e V o conjunto

U+V={ut+v;ueV e veV}

Noteque U CcU+ VeV CU+V.

Na discussao acima, vimos que qualquer subespaco que contenha U e

V' deve conter o conjunto U + V' definido acima.

A préxima proposicao mostra que o conjunto U + V' ja é um subespaco

vetorial.

A soma de subespacos é um subespaco

Proposicao 1
Se U e V sao subespagos de um espaco vetorial W, entao U + V' é subespaco
de W.

Demonstracao.

Basta provar que U + V' é nao vazio, fechado para a soma de vetores e
produto por escalar.

o U+ V # () pois U e V sado nao vazios. Em particular, 0 € U + V, pois

0eU e 06V = 0=04+0 ¢ U+V.

e Sexy, 1o € U+ V entao x1 = u; +v1 € 9 = us + v9, para certos

vetores uy, us € U e vy, v9 € V, entao
X1+ Ty = (Ul + Ul) —+ (UQ +U2) = (u1 + UQ) + (’Ul + Ug).
Comoui+us €U evy+ve€Ventaoxr, +az,€U+V.

eSex=u+velU+V,comueclUevelV, entao ar = alu+v)=

au+ av; Ya € R. Como au € U eav €V, entao ar € U + V.
O

Como U + V é subespaco e, como observamos acima, todo subespaco
de W que contenha U e V deve conter U+ V', entao podemos dizer que U +V

¢ o0 menor subespago de W contendo U e V.
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Exemplos

2. U ="U + {0}, onde {0} ¢ o espago vetorial nulo.

3. Seja U = {(x,0,0); x € R} e V= {(0,y,2); y,z € R}, subespagos

vetoriais do R3. Entao temos que

U+V = {(2,0,0)+(0,y,2); .9,z € R}
= {(x,y,z), x,y,zeR}:Ri{

Isto é, a soma de U e V é todo o R?.

Agora observe o seguinte: U é uma reta, o eixo OX, enquanto que V/

é o plano dado por z = 0.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta ¢é o espaco R3.

N

U+V=R3 v

<V

4. Seja U = {(2,0,0)} € R® e V = {(2,9,0)} € R? entao U C V e
U+V=V.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta é o préprio plano.

O que diferencia os exemplos 3 e 47

No exemplo 3, somamos um plano e uma reta nao contida nele, o que
resulta no espago, enquanto que no exemplo 4, somamos um plano e
uma reta contida no plano, resultando no préprio plano. Voltaremos a

este tdpico quando falarmos sobre a base da soma.

5. Claramente, se U C V entao U +V = V.
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Soma direta

Intuitivamente, quanto menor U NV, mais “ganhamos” quando passa-
mos de U e V para U+ V. Em um caso extremo, se U C V entao U+V =V

e nao ganhamos nada.

Lembre-se que U + V' deve sempre conter o vetor nulo 0.

Definicao

Sejam U e V' subespagos vetoriais de W tais que U NV = {0}. Entao
dizemos que U + V' é a soma direta de U e V.

Denotamos a soma direta por U & V.

No caso que U &V = W entao dizemos que U e V' sao complementares

e dizemos que V' é o complementar de U em relagao a W (e vice-versa).

Veremos que dado subespaco U de W, sempre existe o espago com-
plementar de U em relagao a W, isto é, sempre existe V. C W tal que
UV =W.

Na préxima proposicao, veremos como a soma direta esta relacionada

a decomposicao unica de cada vetor como soma de vetores nos subespagcos.

Proposicao 2
Sejam U e V subespacos vetoriais de um espago vetorial W. Entao
W = U &V se, e somente se, cada vetor w € W admite uma unica de-

composicao w =u+v,comu e U ev e V.

Demonstracao.

(=) Suponha, por hipdtese, que W = U & V. Entao, dado w € W,
existem u € U e v € V, tais que w = u 4+ v. Temos que provar apenas a
unicidade. Suponha que exista outra decomposicao w = u' + v, com v’ € U
ev eV.

Entao
ey = (u—u)+@w—-1)=0 = u—u =7 -
w=u+

Masu—u' € Uev' —v € V. Como UNV = {0} (pois a soma ¢ direta),

entao
u—u=v—-—v = u—u=0vV—-v=0 = u=d ev="1".

Portanto a decomposicao é tnica.
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(<) Suponha que exista decomposigao unica.

Como todo w € W se escreve como w = u+ v, comu € Uev €V,
entao W = U + V. Resta provar que a soma é direta.

Seja x € U N'V. Entao podemos escrever

r = x + 0 = 0 + =z
cU eV cU eV

A unicidade da decomposicdo implica em que x = 0, ou seja,
Unv ={0}.
Exemplo 6
Seja {b1,...,b,} uma base para um espaco vetorial. Vimos que todo v € V
tem uma tunica decomposicao na forma

v=o1by +...+ a,b,.

Cada «;b; pertence ao subespago [b;] gerado pelo vetor b;. Portanto,

vale que
V=01 ®[ba] ® ... [by).

O exemplo anterior leva a questao de como obter uma base de uma
soma U &V, tendo a base de U e de V.
Base e dimensao da soma de subespacos

Seja W um espago vetorial de dimensao finita, e sejam U e V' subespagos
de W. Vimos que U NV e U + V sao subespagos de W. A proposi¢ao a
seguir relaciona a dimensao destes subespacos.
Proposicao 3
dim(U+V)+dim(UNV)=dimU +dimV
Demonstracao.

Seja By = {x1,...,z,} uma base de U NV, onde r = dim(U N'V).

Vamos agora completar esta base By de forma a criar uma base de U e
uma base de V.

141
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U1y .. -

Pelo teorema do completamento, existem vetores uq,...,us em U e

,v, em V tais que
By ={x1,...,xp,uq,...,us} é uma base de U e
Bs ={zy,...,x.,v1,...,0;} é uma base de V.
Note que r + s =dimU e r +t = dim V. Mostraremos, a seguir, que

B={x,...,zpu1,...,Uus,v1,...,0} é uma base de U + V.

o conjunto B gera U + V.

Seja w € U+ V. Entao w = u + v, para certos u € U e v € V. Como

By e Bj sao bases de U e V| respectivamente, entao podemos escrever,
u=ao1r1+ ...+ a2, + frur + ...+ Bsus

v:al'])l+...+ozr’:£T+71v1+...+’ytvt

onde as letras gregas sao escalares. Somando u e v encontramos
w=u+v = (ar+ay ) +. . (o +a, ) o+ Brur+. . A Bsustyivi+. . AY0;
Portanto, o conjunto B gera U + V.

o conjunto B é linearmente independente. Suponhamos que

(1) a1xy + ..+, + frur + ..o+ Beus + o1+ ...+ v =0
entao,

1T+ o F e + frug + oo+ Bsts = — Y101 — L — Yy

O vetor do lado esquerdo da igualdade estd em U, logo

—y1v1 — ... — Y € U. Mas vy, ..., v, estao em V', logo
v — ... =y, e UNV.
Como z1,...,x, formam uma base de U NV, segue-se que existem
escalares 01, ..., 0, tais que
—YUL — oo — Y = 01T, + ..+ 0y

0y + ...+ 02, + 101+ ...+ v, =0.
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A equagao anterior é uma combinacao linear dos vetores em Bs, que é

base de V, portanto L.I.. Segue-se que

Si=...=8, =71 =...=7%=0.

Substituindo v; = ... =9, = 0 em (1), obtemos
arry + .. apx, 4+ frug + ..+ Beus =0
que é uma combinacao linear nos vetores em Bj, que é base de U, logo

a=..=a, =B =...=08,=0.

Com isto, provamos que todos os coeficientes em (1) sao nulos, ou seja,

o conjunto B é L.I.

Concluimos que B ¢é base de U + V. Como B tem r + s + t vetores,
entdo dim(U + V') = r + s + ¢, segue-se que
dim(U + V) + dim(U NV)
=r+s+t+r=(r+s)+(r+t)=dimU +dimV

No caso em que a soma é direta, U NV = {0}, logo dimU NV =0e
dim(U&V)=dimU + dim V.

Além disso, na demonstracao do teorema acima, vimos que, no caso de
soma direta, se By é base de U e By é base de V, entao By U By é base de
UaV.

Em geral, se U NV # {0}, entdo B; U By é um conjunto gerador de
U + V, mas nao é L.L.

Exemplo 7

Seja U = {(0,y,2); y,z € R} e V = [(1,1,0)]. O subespaco U de R? tem
base {(0,1,0),(0,0,1)}, portanto dim U = 2. Claramente dim V' = 1. Vamos
determinar U NV

Sew e UNV, entdao w = a(1,1,0) , logo

« =
(0,y,2) = a.(1,1,0) = (@, ,0) = ¢ «
0 = =z

%l CEDERJ
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Se uma reta r nao estd con-
tida em um plano «, entdo
r N« pode ser vazio (reta pa-
ralela) ou um ponto, quando
a reta corta o plano (ver fi-
gura acima).

CEDERJ
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Portanto o =0 = w = 0.
Assim U NV = {0}. Segue-se que a soma é direta e
dm(UeV)=dimU +dimV =2+1=3.
Como U + V ¢ subespaco de R?® e dim(U + V) = 3 entdo
U+V =R
Temos entao a situa¢ao em que a soma de um plano (U é o plano z = 0)

e uma reta nao contida no plano ¢ todo o espaco R3. Se a reta estiver contida
no plano, entao VC U = U +V = U.

Exemplo 8
Seja U subespaco de R?* gerado por {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} e
V ={(z,y,2,t); y+2z=0}.

E facil ver que o conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é linearmente inde-
pendente, logo dim U = 2.

Vamos determinar uma base de V.
v=(r,y,2,t) €V & y+2=0 & z=—y, logo,
v=(z,y,—y,t) =x(1,0,0,0) +y(0,1,—1,0) + ¢(0,0,0, 1).
Segue-se que V' é gerado por {(1,0,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,0,1)}.
E facil ver que este conjunto é L.I., logo dim V' = 3.

Podemos agora proceder de duas maneiras, determinar U + V' ou de-
terminar U N V. Vamos determinar U + V. Sabemos que a uniao das bases
de U e de V é um conjunto gerador de U + V. Vamos encontrar uma base

de U 4+ V' a partir deste conjunto gerador:

1 1 0 0
1 1 0 0
base de U 0O 0 1 0
0 0 1 0
0 -1 0 O
1 0 0 O Ly «— Ly — 14
0 -1 0
base de V 0 1 -1 0 —
0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 0 0 11 0 0
— 0 -1 0 O Ly — L3+ Ly 00 -1 0
0 0 1 0 — 00 1 0
0 0 0 1 00 0 1
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L3 — —L3
L4 — L5

o O O O
(=R el el
—_

S =R O O O
o O o O =
o O O = =
—

o = O O O

L5<—L5—L3

Isto mostra que a uniao das bases de U e V pode ser transformada em
um conjunto que contém {(1,1,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, que
é uma base de R?, isto é,

U+V =R = dim(U+V) =4.
Sendo assim,
dim(U+V)+dim(UNV)=dimU +dimV =2+4+3=5

= dim(UNV)=1.

Resumo

Iniciamos esta aula vendo um processo de obter uma base a partir de
um conjunto gerador para um espaco vetorial, usando operacoes elementares
nas linhas da matriz formada pelos vetores deste conjunto gerador.

Em seguida, vimos o teorema do complemento, que afirma que dado

um conjunto L.I., em um espago vetorial V' se ele nao for uma base de V/,

nos acrescentamos vetores até que se torne uma base de V.

Passemos entao ao estudo da soma U + V' dos subespagos U e V' de um
espago vetorial W. Quando U NV = {0} entao a soma é chamada direta e
denota por U @ V.

O conjunto uniao das bases de U e V forma um conjunto gerador de
U 4+ V que, no caso de soma direta, é uma base de U & V. A dimensao de
U +V é dada por:

dim(U + V) = dim(U) + dim(V') — dim(U N V).
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Exercicios

1. Seja U C R* o subespaco gerado pelo conjunto
{(1,1,2,0),(0,1,3,1),(2,-1,—-5,-3)}.
Encontre uma base de U e determine dim U.

2. Para os subespacos U e V de R? nos itens abaixo, determine U NV e

U+V.

a) U=1(1,0,1),(0,1,1) e V =[(1,1,1)]

) U )].
b) U=1[(1,0,1),(0,1,1) e V =[(1,2,3)].
c) U={(r,y,2) eR3 | 2=0} e V =[(0,0,1)].
)

d) U={(x,y,2) eR? |z +y=0} eV =[(2,-2,1)].

3. Em qual dos itens do exercicio 2 a soma é direta?

4. Se U e V sao subespacos vetoriais do R*, dimU = 2 e dimV = 3,
determine o menor e o maior valor possivel para dimU NV e para
dimU + V.

5. Seja Moxo 0 espago vetorial das matrizes reais de ordem 2x2. Seja U o
0

subespaco de Myxs dado por U = { [
c

NS ]R} . Determine

um subespaco V' C Moxs tal que Moxo =U @ V.

Respostas dos exercicios

1. Basede U é B={(1,1,2,0),(0,1,3,1)}, dimU = 2.

2. a)UNV={0}eU+V =R
by VcU logoUNV =VeU+V=U.
) UNV ={0}eU+V =R>.
)

d) VcU logoUNV =VeU+V =R
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3. A soma é direta nos itens a e c.
4. Temos max{dim U, dim V} < dim (U + V) < dim (R*),

=3 <dim((U+V) <4

Como dim(UNV)=dimU +dimV —dim (U + V)
dim(UNV)=5—dim(U+V)
entao
1 <dimUNV <2

5.V = a0 ;a,deR .
0 d

%I CEDERJ




