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RESUMO

Este artigo apresenta o resultado de pesquisa para obtencdo do grau de mestre em
Educacdo Matematica pela Universidade Federal de Juiz de Fora. Com a percepcdo que
distingue a matematica escolar em varios aspectos da matematica cientifica, esta pesquisa
propde uma aproximacao entre essas duas formas conceituais, no que discute o entender e
fazer matematica, perpassando pelas idéias que diferenciam cada uma delas. Ainda que
num tratamento formal na apresentacdo dos Numeros Reais, serdo apontadas possiveis
consequéncias e aplicagdes desta apresentacdo nas séries finais do ensino fundamental e do
ensino médio. Esta pesquisa também ¢ uma tentativa de iniciar uma reflexdo, a partir dos
Numeros Reais, que possa permitir uma mudanga na forma de trabalho com a disciplina
Analise Real, nos cursos de Licenciatura em Matematica, diminuindo a dicotomia entre a
formacao matematica do professor e sua pratica docente.
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ABSTRACT

This article presents the results of research to obtain a master's degree in Mathematics
Education from the Federal University of Juiz de Fora. With the perception that
distinguishes school mathematics in various scientific aspects of mathematics, this research
proposes a rapprochement between these two conceptual ways in which discusses the
understanding and doing mathematics, passing by the ideas that distinguish each one
Although a formal treatment in the presentation of real numbers, will be pointed out the
possible consequences and applications of this presentation in the final grades of
elementary school and high school. This researches also an attempt to initiate a reflection
from the real numbers that would enable a shift in the discipline of working with Real
Analysis courses in Mathematics, reducing the dichotomy between mathematics teacher
education and practice teacher.

Keywords: School Mathematics, Real Analysis, Real Numbers, Mathematics Degree,
Teacher Education.



INTRODUCAO

Apresentando os numeros reais em suas estruturas “algébrica e topologica”, esta
pesquisa tem como objetivo convidar o professor, e/ou licenciando em matematica, a
entender ¢ a identificar na sua pratica tal tratamento, buscando também refletir sobre a
possibilidade de iniciar, por meio dos nimeros reais, uma discussao sobre como poderia
ser o trabalho com o conteudo Analise Real, nos cursos de licenciatura em matematica.

Outro objetivo a destacar ¢ sugerir ao professor do ensino fundamental e do ensino
médio que o conjunto dos niimeros reais e todas as suas propriedades estdo presentes em
sua sala de aula, ainda que o tratamento formal, em sua plenitude, possa ndo ser
considerado.

Empreende-se nesta pesquisa, para alcancar os objetivos propostos, uma discussao
sobre matematica escolar e matematica académica, diferenciando essas duas formas de
entender e de conceber a matematica e também discutir aspectos da formacao do professor
de matematica, ndo se esquecendo das especificidades que estdo envolvidas na dindmica
do trabalho docente. Para este empreendimento, destacam-se educadores matematicos que
estudam questdes relacionadas a formagdo do professor matematica, que contribuem para a
dinamica desta pesquisa.

A apresentacdo dos numeros reais nas estruturas “algébrica e topoldgica” se encerra
nesta pesquisa, definindo nimeros reais como corpos ordenados completos, com a
tentativa de aproximar as questdes que sdo desenvolvidas nos cursos de formagdo de
professores na disciplina Analise Real e a pratica docente, respeitando a autonomia do

professor em incorporar ou ndo tal tratamento em seu fazer pedagogico.

OBJETIVOS

Apresentando os niimeros reais em suas estruturas “algébrica e topoldgica”, esta
pesquisa tem como objetivo convidar o professor e/ou licenciando em matematica, a
entender e identificar na sua pratica tal tratamento, buscando também refletir a
possibilidade de iniciar, por meio dos nimeros reais, uma discussao sobre como poderia
ser o trabalho com o contetido Analise Real, nos cursos de licenciatura em matematica.

Outro objetivo a destacar ¢ sugerir ao professor do ensino fundamental e do ensino

médio que o conjunto dos numeros reais € todas as suas propriedades estdo presentes em



sua sala de aula, ainda que o tratamento formal em sua plenitude possa ndo ser

considerado.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa resumiu-se na busca de textos que tratassem sob todos os aspectos
do tema “os nimeros reais em suas estruturas algébrica e topolégica” e em quatro livros
didaticos, sendo dois usados no ensino fundamental e dois usados no ensino médio, que
pudessem contribuir para identificacdo de elementos dos nimeros reais estudados no
ambito do ensino fundamental e do ensino médio.

A abordagem escolhida foi a apresentagdao dos numeros reais como estrutura de
corpo ordenado completo que ao longo do processo oportunizaram identificar elementos

em livros didaticos os quais utilizavam, com ou sem rigor, tais estruturas.

MATEMATICA ACADEMICA

A matemadtica académica ou matematica cientifica nesta pesquisa sdo considerados

termos com mesmo sentido.

A matematica cientifica é estruturada axiomaticamente, sustentando-se em
defini¢des, teoremas, postulados e conceitos primitivos previamente estabelecidos para as
provas e validades das mesmas, exigindo uma formulacdo das defini¢des, nado
caracterizando ambiguidades na constru¢cdo logica de um objeto matematico, para ndo

produzir contradi¢des na teoria.

As definigdes formais e o processo de sistematizagcdo sdo elementos fundamentais
no decorrer do processo de conformacdo da teoria, que ¢ validado por demonstracdes

rigorosas (MOREIRA, 2004, p. 24).

MATEMATICA ESCOLAR

A matematica escolar se configura como um conjunto de saberes associados ao
exercicio da profissdo docente (MOREIRA, 2004, p. 12). Os valores constituidos pela
matematica escolar se desenvolvem no contexto educativo, valida a necessidade de
encontrar formas distintas para desenvolvimento do conhecimento matematico no ambito

da escola.



Na perspectiva da matematica produzida na escola, o saber docente divide-se em
varios componentes, um deles, dentre os quais se destaca, ¢ o conhecimento da disciplina

que assume um papel essencial.

NUMEROS E OPERACOES NO ENSINO FUNDAMENTAL

De acordo com os parametros curriculares do ensino fundamental (BRASIL, 1998),
os conhecimentos numéricos sdo construidos e assimilados de forma dialética pelos alunos.

Esses conhecimentos intervém como instrumentos eficazes para resolver
determinados problemas e como objetos que serdo estudados, considerando suas
propriedades, suas relagcdes € 0 modo como se configuram historicamente.

Ao longo do processo de escolarizacdo, o aluno percebe a existéncia de diversas
categorias de numeros criadas em fun¢do de distintos problemas que a humanidade teve
que enfrentar — nimeros naturais, nimeros inteiros positivos e negativos, 0s nimeros
racionais em suas representagdes fracionarias e decimais € 0s nimeros irracionais.

A medida que se depara com as operagdes de adigdo, de subtragdo, de
multiplicagdo, de divisdo, de potenciagdo e de radiciacdo, os conceitos numéricos vao se
ampliando.

No processo operatorio, o trabalho a ser realizado se concentrard na compreensao
dos diversos significados de cada uma das operacdes, nas relagdes existentes entre elas e
no estudo reflexivo do célculo, contemplando distintos tipos, dos quais se destacam o exato
e o aproximado, o mental e o escrito (BRASIL, 1998, p. 75).

Reconhecer nimeros e operagdes perpassa pela compreensao dos significados de nimeros
naturais, do sistema de numeragdo decimal e pela identificagdo dos numeros inteiros e

racionais em diferentes contextos (BRASIL, 1998)

E fato que o professor do ensino fundamental do 6° ano retoma e amplia todo
trabalho desenvolvido com nimeros naturais nas séries anteriores € inicia o conceito de
numeros racionais, considerando-os nessa fase de conceituagdo como elementos de um
conjunto, os quais determinam, de uma forma geral e completa, as operagdes de adigdo e
multiplicagdo, mas de uma forma restrita a subtragdo e a divisdo. Também desperta os
estudantes para a percepgao de relagdes entre esses niumeros, nos mais distintos universos
aos quais sdo considerados, como por exemplo, o universo dos niimeros primos e

compostos, dos divisores, de multiplos e de outros.



No 7° ano ¢ introduzido o conceito de nimeros negativos, trabalhando os inteiros e
0s racionais negativos, ja no 8° ano, introduzem-se os conceitos de niimeros racionais e

irracionais, definindo os niimeros reais, dando sequéncia no 9° ano e no ensino médio.

Por meio desta concepcao, ¢ necessario que o professor do ensino fundamental das
séries finais e do ensino médio, conheca a matematica do ponto de vista escolar e
principalmente conheca a matematica trabalhada nas séries iniciais, para que possam

entender as duvidas de conceituacdo que aparecem frequentemente entre os estudantes.
Para essa concepgao, Moreira e David (2005)dizem:

No desenvolvimento de cada etapa desse processo de expansdo dos
conjuntos numéricos, o professor tera que, por um lado, conhecer
profundamente — do ponto de vista da matematica escolar — aquilo que
os alunos consideram num dado momento, como o universo (grifo do
autor) numérico, e, por outro, lidar com duvidas e concepgdes incorretas
dos alunos, as quais vao se referir tanto ao "novo" conjunto, mais amplo,
como também ao conjunto mais restrito, aquele supostamente
“conhecido”, que esta sendo ampliado (MOREIRA & DAVID, 2005,

p.53).

A axiomatizac¢do do processo de ensino e aprendizagem de matematica tem, por um
lado, a importancia de organizagdo, de sistematizacdo e de conhecimento, mas servem para
propositos definidos, que, muitas vezes chocam com os aspectos pedagogicos (MOREIRA

& DAVID, 2005, p. 58).

INCURSAO HISTORICA — O QUE E ANALISE

Andlise Real ¢ a area da matematica que trata do formalismo e do rigor matematico
usados para justificar os conceitos do Calculo. Geralmente, divide-se a matematica em trés
areas: a Algebra, a Geometria e a Analise, sendo a Andlise a mais nova delas, que se
constitui como uma ramificacdo do Calculo que ¢ uma teoria criada no século XVII, por
Newton e Leibniz, sendo este um fato historico de grande importdncia para o

desenvolvimento da fisica moderna.

O estabelecimento dos fundamentos do Célculo caminhou pelo século XVIII,
quando aconteceram as primeiras tentativas de rigorizagdo do Calculo (REIS, 2009, p. 83),

adentrando pelo século XIX, com o movimento da arimetiza¢do da Analise.



Segundo Reis (2009), as tentativas fracassadas de obter uma rigorizagdo do

Célculo, realizadas no século XVIII foram os primeiros passos para a fundacao da Analise.

A mudanga do modelo geométrico por um modelo mais formal, baseado na ideia de
numero, o que ¢ conhecido como aritmetizagdo, foi pensada de forma que pudesse ter o
rigor necessario e nesse modelo, as questdes observadas poderiam ser abarcadas e

resolvidas.

Vérios matemadticos contribuiram para o desenvolvimento da aritmetizacdo da
Analise, dos quais, destacam-se Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897) e
Bernhard Bolzano (1781 — 1848). O primeiro autor foi considerado um dos precursores do
movimento e o segundo foi considerado por Felix Klein (1849-1925) o pai da

aritmetizagdo da Analise.

Desde a criagdo do Célculo, a Anélise inseriu-se em praticamente todas as areas da
matematica, quer seja por causa de sua riqueza intrinseca quer seja pelas suas aplicagdes.
Suas subdivisdes adquiriam vida propria e sdo frequentemente estudadas com fins em si

proprios.

DESENVOLVIMENTO DA PESQUISA

A apresentacdo do conjunto dos numeros reais como corpo ordenado completo, €

geralmente estudada nos cursos de Andlise Real, nas licenciaturas em matematica.

CORPO

Um conjunto no qual estdo definidas e fixadas duas operacdes bindrias, denotadas

por T e, as quais sdo chamadas de adigdo e multiplicacdo respectivamente, satisfazendo

os axiomas seguintes ¢ chamado de corpo, denotado nesta pesquisa por K.

OS AXIOMAS DA ADICAO:

Axioma 1A. A adi¢do ¢ uma operagdo comutativa no corpo K, ou seja, quaisquer que

sejam os elementos * ¢ ¥ de K, verifica-se a igualdade:

x+}!’ = }J’+x



Axioma 2A. A adigdo ¢ associativa, ou seja, quaisquer que sejam os elementos *:¥ e Z de
K:

(x+v)4+4z =x+{y+2)
Axioma 3A. A adi¢do tem um unico elemento neutro, ou seja, para a adicdo, existe um

unico elemento " | pertencente a K, tal que qualquer que seja * pertencente a K.

X4+m=m+x=x

Axioma 4A. Todo elemento de K tem simétrico, isto €, qualquer que seja * € K, existe
pelo menos um Y de K, tal que:

r+yv=v+x=m

OS AXIOMAS DA MULTIPLICACAO

Axioma 1M. A multiplicagdo é uma operagdo comutativa no corpo K, ou seja, quaisquer

que sejam os elementos * e ¥ de K, verifica-se a igualdade:

Axioma 2M. A multiplicacdo ¢ associativa, isto €, quaisquer que sejam os elementos *: ¥

eZ deK:
fx-v)-z=x-{y-z)

Axioma 3M. A multiplicagdo tem um Unico elemento neutro diferente de zero, ou seja,
para a multiplicagdo, existe um unico elemento @ diferente de zero, pertencente a K, tal

que qualquer que seja* pertencente a K:

Axioma 4M. Todo elemento K, distinto de zero, tem inverso, ou seja, qualquer que seja

X € K, comX* *0 existe pelo menos um ¥ # 0 | tal que:

X-y=v-x=a



A DISTRIBUTIVIDADE: UMA RELACAO ENTRE A ADICAO E A
MULTIPLICACAO

Axioma D. O encontro das duas operacgdes, adicdo e multiplicacdo, acontece nesse axioma

e é chamado de propriedade distributiva, ou seja, a multiplicacdo é distributiva a respeito

da adicdo: quaisquer que sejam os elementos ;¥ eZ de K:

x-(y+z)=x-y+x-z

CORPO ORDENADO

Um corpo K serd dito ordenado se neste corpo esta destacado ou fixado um
subconjunto P, chamado de conjunto dos elementos positivos de K, que satisfaz as

seguintes condicoes:

1*~Sea e¢b pertencem a P, entdo @ + b pertence a P, ou seja, se dois elementos do

corpo K sdo positivos, a soma deles também ¢ um elemento positivo.

2 _Sea b pertencem a P, entdo a-b pertence a P, ou seja, o produto de dois

elementos do corpo K positivos ¢ um elemento de K positivo.
3°-Se @ pertence a K, entdo verifica uma, e somente uma das seguintes propriedades:
OulE€E P ouad=0 oylaeP

A terceira condigdo também ¢ conhecida como propriedade da tricotomia. Esta
terceira condi¢ao implica que o conjunto M = {—@; @ € P} o qual ¢ denominado conjuntos
dos elementos do corpo ordenado K negativos, ndo tem elementos comuns com o conjunto
P. Desta forma, pode-se concluir que o conjunto K ¢ a unido dos trés conjuntos disjuntos,

P, {0} e M.

CORPO ORDENADO COMPLETO

Um corpo ordenado K ¢é dito completo, se todo subconjunto nao vazio X © K,
limitado superiormente, possui supremo em K, da mesma forma, se um subconjunto Y&
K for limitado inferiormente, tem que possuir infimo. Pode-se concluir que todo corpo

ordenado completo ¢ Arquimediano.



A partir deste momento, definem-se os Numeros Reais como corpo ordenado
completo e, evidentemente, todas as propriedades de corpos ordenados completos serdao
validas para R.

Na abordagem atual das licenciaturas, os nUmeros reais sdao definidos
axiomaticamente e, uma vez assim estabelecidos, prova-se que existem reais que nao sao

racionais (MOREIRA & DAVID, 2005, p.82)

O QUE DISCUTIMOS?

Buscou-se nesta pesquisa, discutir questdes que muitas vezes geram confusdes na
dindmica do trabalho com a matematica no ambito do ensino fundamental e do ensino
médio. Estas questdes envolvem as famosas regras de sinais, por exemplo,
(—1)x(=1)=1 | 3 multiplicagdo por zero, 0 médulo de um namero real, a representagio

decimal infinita dos nimeros reais, inequagdes dentre outras.

As compreensdes de certos aspectos da matemadtica formal foram observadas no
transcorrer deste trabalho, buscando associar questdes importantes da matematica do

ensino fundamental e do ensino médio, dando aos mesmos um tratamento mais rigoroso.

CONSIDERACOES

Esta pesquisa se configurou como uma proposta para iniciar uma reflexdo sobre o
que poderia ser trabalho da disciplina de Analise Real para os cursos de licenciatura em
matematica e também um convite ao professor do ensino fundamental e do ensino médio a
entender aspectos da constru¢do dos niimeros reais em suas estruturas “algébrica e
topologica”, identificando consequéncias desta na matematica produzida no ambiente

escolar.

Para este empreendimento, o autor se disp0s a apresentar algumas questoes
envolvidas na dindmica de sala de aula e também a clarear aspectos que diferenciam
matematica escolar e matematica académica. Como o foco desta pesquisa tem como
referéncia a formagao inicial ou continuada do professor, emprendeu-se neste trabalho um

didlogo, permitindo, dentre varias concepgdes, concluir que, em termos da formagdo do



professor de matematica, ainda ha a necessidade de se encontrar formas para uma melhor
qualificagdo.

O autor procurou, neste trabalho, proporcionar ao professor e\ou licenciando em
matemadtica, situagdes estudadas em um curso de Andlise Real, levantando algumas
questdes e mostrando as dificuldades que perpassam por assuntos mais abstratos. Para esta
pesquisa, foram dispostas etapas importantes, a destacar o estudo de um numero
significativo de textos, livros e outros; compreensdo dos contetidos apresentados;
desenvolvimento da pesquisa dentro do rigor necessario; a constru¢do de um procedimento
metodoldgico coerente com os objetivos definidos; desprendimento de certos aspectos da
matematica escolar e académica, para uma melhor compreensdo destas duas formas do
fazer matematico.

O autor assumiu também grandes dificuldades em buscar na sua pratica elementos
que pudessem compor a dinamica desta pesquisa.

Como a proposta desta pesquisa era apresentar 0s numeros reais nas estruturas
“algébrica e topologica”, convidando o professor do ensino fundamental e do ensino médio
a entender tais aspectos e, se possivel, iniciar, a partir dos niimeros reais, uma discussao
sobre como poderia ser o curso de Analise Real para licenciatura, o autor acredita ter

vencido esta etapa.
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