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Resumo

Esta é uma pesquisa de carater diagnostico. O objetivo foi investigar elementos da
imagem de conceito e definicdo de conceito, relativas ao conceito de Integral de
Linha de Campos Vetoriais, quando interpretado fisicamente como Trabalho
Realizado. A teoria de imagens de conceito é empregada como embasamento
tedrico para as discussdes. Os sujeitos investigados sdo estudantes do curso de
Licenciatura em Fisica de uma Instituicdo Federal de Ensino de Minas Gerais. Os
dados foram coletados durante os Experimentos de Ensino por meio de
questionarios e entrevista. Entre as conclusdes, destacamos: interpretacdo da
Integral de Linha de Campos Vetoriais como somatoério do Trabalho realizado por
uma Forca; o Célculo da Integral de Linha de Campos Vetoriais fornece o trabalho
realizado; o sentido do Campo Vetorial e a trajetéria da particula visualizada por

meio do software Maple revela o sinal do fa F - dr; identificacdo de sujeitos que

expressaram uma definicdo de conceito, referente a Integral de Linha de Campos
Vetoriais, quando interpretado fisicamente como trabalho realizado, que n&o foi
consultada por esses sujeitos, ao responder as questdes propostas.

Palavras Chave: imagem de conceito, definicdo de conceito, integral de linha de
campos vetoriais, trabalho realizado, maple.
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1 - INTRODUCAO

O interesse nesse trabalho é parte de uma experiéncia docente em sala de aula
no ensino de Matemética. Particularmente no ensino do Calculo Integral de Curvas
sob a acdo de campos vetoriais. A atencdo concentrou-se na observacao no que
tange as muitas dificuldades empiricas do estudante na sua aprendizagem. Essa
experiéncia ocorreu no Instituto Federal de Educagéo Sudeste de Minas Gerais com
estudantes do curso de Licenciatura em Fisica do terceiro periodo.

As dificuldades emergentes podem a curto ou longo prazo gerar conflitos
conceituais nas ocasidoes de manipulacdo ou validacdo dos conceitos envolvidos.
Além disso, nOs professores sentimos, muitas vezes, impotentes diante de certos
obstaculos eminentes numa sala de aula. A intencdo do presente trabalho é propor
reflexdes acerca de, certamente, um desses obstaculos emergentes do processo de
aprendizagem da Integral de Linha de Campos Vetoriais.

Apesar da experiéncia na Educacdo Basica na qual foi possivel constatar a
necessidade de abordagens alternativas a fim de favorecer compreensdes
conceituais dos contelldos matematicos elementares, minha préatica na sala de aula
ao ensinar contetdos de Célculo Diferencial e Integral ainda constituia-se, muitas
vezes, da abordagem convencional vigente sugerida pela maior parte dos livros
didaticos: a definicdo formal, exemplos e exercicios. Embora essa acdo fosse
executada por mim, com algumas adaptacdes, sentia que ndo contemplava o
objetivo de auxilia-los mais intensamente na compreensdo conceitual. Tentava
outras alternativas como representacfes graficas. Mas era limitado pelo aparato
técnico quadro e giz. Principalmente no momento de representar alguns campos
vetoriais. E isso inquietava constantemente meus pensamentos gerando
guestionamentos diversos sobre o0 ensino e aprendizagem desses objetos
matematicos da andlise vetorial. Um desses questionamentos, gerado em reflexdes
nas aulas das disciplinas do mestrado, era o seguinte: “Os estudantes do curso de
Fisica matriculados em Calculo Diferencial e Integral IlI* (Célculo 1) j& passaram por

diversos conceitos mais avancados e, portanto, é necesséario pensar em diferentes

! Nomenclatura para a disciplina que aborda Integral de Linha em sua ementa.
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metodologias ou estratégias de ensino no sentido de auxiliar uma melhor
compreensao dos conceitos novos dessa disciplina, como a Integral de Linha? Os
estudos de diversos textos na Educacdo Matematica nas diferentes disciplinas do
mestrado ajudaram a responder essa pergunta: Sim, é necessario. E interesse da
Educacdo Matematica conhecer as interpretacfes dos estudantes em sala de aula
em qualquer nivel de ensino no qual envolve o conhecimento matematico. Isso
porque favorece a producédo de subsidios para um quadro de conhecimentos acerca
dos processos de ensino e aprendizagem envolvidos nesse nivel de ensino. Além
disso, pode auxiliar o planejamento de aulas presenciais, aulas a distancia e ainda

na elaboracédo de materiais didaticos entre outros.

1.1 Um Problema Constatado

Segundo o artigo Integrating Computer Algebra Systems in post-secondary
mathematics education: Preliminary results of a literature review, publicado no
International Journal for Technology in Mathematics Education (IJTME) em 2010, no
qual apresenta resultados de um estudo piloto de revisdo da literatura sobre o uso
de Computer Algebric System (CAS)? em educacdo matematica superior, ha um
contraste muito grande do numero de pesquisas sobre o uso de tecnologia no

ensino secundéario em relagdo ao ensino superior:

Em contraste com o grande corpo de pesquisa focado no uso de tecnologia
gue existe em nivel secundario, ha uma clara falta de investigacdo paralela
no ensino superior, ou pos-secundario. No entanto, Lavicza (2008b) destaca
gue 0s matematicos universitarios usam a tecnologia, pelo menos tanto
guanto os professores, e que as praticas de ensino inovadoras, envolvendo
tecnologia que ja estdo sendo implementadas pelos matematicos em seus
cursos devem ser mais glenamente pesquisadas e documentadas. (IJTEM
16, p. 1, traducéo nossa)

’ Sistemas de computacdo algébrica sdo programas que, em contraste com os programas de
computagdo numérica, permitem calculos matematicos com expressdes simbolicas ou, como sao
também chamadas, expressdes algébricas (ALLEVATO, 2008).

® In contrast to the large body of research focusing on technology usage that exists at the secondary
school level, there is a definite lack of parallel research at the tertiary, or post-secondary, level.
However, Lavicza (2008b) highlights that university mathematicians use technology at least as much
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Na procura por trabalhos similares aqui no Brasil foi possivel confirmar essa
conjectura apresentada no artigo acima. Evidentemente essa afirmacg&o decorre de
uma busca realizada pelos principais bancos virtuais de dissertacdes dos ultimos 10
anos da pesquisa em Educacdo Matematica no ambito nacional. E refinando nesse
contexto para as Integrais de Linha, afirmaremos modestamente que nao
encontramos. Desse modo, no campo da Educacdo Matematica, essa constatacéo
pode ser vista como uma necessidade de investigacdo. Além disso, a expansao das
vagas nas instituicdes federais de ensino superior apresenta-se como um campo
vasto e fértil para pesquisas dessa natureza. Sobretudo com o advento das
Tecnologias da Informagcédo e Comunicacdo (TIC) que constituem uma regiao de

investigacdo com muitas demandas e pouco investigado.

1.2 Uma Questao Pessoal

As reflexdes da minha pratica em sala de aula e o contato com diversas
abordagens sugeridas por matematicos, professores de matematica e educadores
matematicos motivou-me pela escolha do Mestrado Profissional em Educacéo
Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora. Desejava conhecer diferentes
“formas” de trabalhar o conteldo matematico em sala de aula e como explorar de
modo significativo estratégias académicas sugeridas pelos tedricos nos modos de
auxiliar nessas abordagens. E acreditava que nesse programa seria possivel.

Comecei a conduzir minhas buscas de textos pela tematica que envolvia as TIC’s
e seus elementos afins além de refletir minhas praticas em sala de aula por meio
das discussofes e partilhas com professores de matematica atuantes. Nos encontros
semanais com professores do programa de mestrado e os contatos com diferentes
textos de educadores matematicos teoricos, minhas inquietagdes refinavam-se por
meio da passagem nesses canais recheados de teorias epistemolbgicas e

cognitivas.

as school teachers, and that the innovative teaching practices involving technology that are already
being implemented by mathematicians in their courses should be more fully researched and
documented.
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A minha experiéncia como professor foi sempre ‘mutavel’ no que diz respeito as
abordagens em sala de aula. Ora aderindo a uma metodologia especifica ora
defendendo e atuando de acordo com a turma e o nivel escolar. Essa postura
caminhava na direcdo das minhas conviccbes quanto a aprendizagem dos
estudantes. E compartilhando essas préaticas com outros professores durante as
disciplinas do mestrado foi possivel enriquecer as visoes.

O processo de reflexdo no compartiihamento de ideias favorece o olhar para as
comunicacdes envolvidas na sala de aula, a pratica e demais observacfes no
reconhecimento de processos favoraveis a aprendizagem. Dessa forma era possivel
discutir e refletir acerca de pontos que, hoje, acredito serem fundamentais para um
ensino que visa a aprendizagem.

No fim dos encontros saia sempre mais criterioso e identificava mais
precisamente alguns fatores condicionantes de uma aprendizagem mais significativa
no meu contexto de sala de aula. E entdo eram geradas acdes, de minha parte, mais
conscientes nas aulas e na forma de prepara-las incorporando outros recursos ou
estratégias potencialmente favoraveis e adequadas a realidade da classe. Isso
aconteceu com frequéncia e percebo o quanto foi importante dentro de minha
pesquisa ja que as compreensdes matematicas dos estudantes é uma regido de
investigacdo extremamente fértil.

Ha dez anos aproximadamente, tive um contato com softwares educacionais para
0 ensino de Matemética. Desde entdo utilizei bastante em sala de aula. Diferentes
niveis. Diferentes softwares. Entretanto levantava muitas hip6teses a favor e contra
sua utilizacdo como mediador de atividades matematicas procedimentais ou no
favorecimento do aspecto visual de alguns objetos matematicos. Nao tinha
embasamento tedrico para a criacdo de possibilidades pedagégicas para sua
utilizacdo. Logo, desejava fundamentar-me de forma que eu pudesse me sentir mais

confortavel na preparacéo de aulas integradas a um software.

1.3 Encontrando a Educacdo Matematica
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Por um determinado tempo na minha graduacdo, frequentei disciplinas da
modalidade de bacharelado e também de licenciatura. No entanto, num momento do
curso foi necessario optar por uma das duas. Escolhi, entdo, continuar na
licenciatura. O objetivo era concluir a graduacéo e, em seguida, comecar a trabalhar.
Na verdade, pelas reflexdes daquele momento, pensei na possibilidade de ser
professor de matemética de pessoas que nado tinham condi¢cdes de frequentar
escolas particulares as quais, historicamente, no Brasil, sGo mais estruturadas.
Queria, portanto estudar muito para trabalhar com essas pessoas. Dar melhores
oportunidades a elas. Havia no meu pensamento um desejo de ajudar
educacionalmente as pessoas.

A partir dai direcionei todos os meus esfor¢cos para ser um excelente professor
de matematica de pessoas mais “carentes”, apesar de ainda nao ter muita clareza
da postura mais adequada em sala de aula de um bom professor. (Acho que até
hoje eu estou procurando esse “segredo”). Para tanto, procurei participar de
seminarios, pequenos grupos de reflexdo e busquei mais leituras a respeito do
ensino no Brasil. Porém, foi precisamente quando entrei na sala de aula como
professor, ainda estudante de graduacéo, para trabalhar a Matematica com Jovens e
Adultos que pude confirmar a pertinéncia daquelas questdes que me inquietavam.
Esse processo aconteceu nos dois Ultimos anos de minha graduagéo. Nesse tempo
foi necesséario conciliar meu tempo de estudo com o trabalho para suprir as
dificuldades financeiras vividas.

Durante minha experiéncia em sala de aula com jovens e adultos, compreendi
um pouco mais algumas realidades sociais e consegui, inclusive, questionar minhas
posturas na abordagem do conhecimento matematico em sala de aula. Eu tinha que
fazer um “esfor¢co” muito grande para apresentar a matematica escolar para aqueles
alunos. A minha linguagem e as maneiras de introduzir um assunto eram realizados
segundo “minhas” convic¢cbes. Percebi que, quanto mais eu apostava na minha
forma de abordar um assunto mais dificil ficava o trabalho na sala de aula. Sempre
voltava para casa com certa angustia. Durante essas experiéncias eu desejei
aprofundar qualitativamente nessa pesquisa e foi o que, essencialmente, despertou
0 meu interesse por um trabalho realizado na especializacgdo em Educacao
Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora. E toda reflexdo a respeito da

Educacao de Jovens e Adultos (EJA) era estendida e adequada para as abordagens
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nas outras modalidades nas quais eu trabalhava nessa época, a saber, 5% série
(atual 6° ano) e 62 série (atual 7° ano) de uma escola estadual.

E posso resumir a minha pesquisa realizada afirmando que o trabalho da
educacdo na sociedade € uma tarefa essencialmente politica e emergencial do

ponto de vista cultural.

No final de 2005 fui para outra regido de Minas Gerais trabalhar numa rede de
escolas particulares instaladas em oito cidades vizinhas. Apesar dessa mudanca, a
experiéncia da reflexdo através do aprofundamento na Educacdo Matematica além
da pratica reflexiva realizada na EJA gerou em mim o desejo de trabalhar os
contetdos de formas diferentes a fim de contemplar a aprendizagem do estudante,
inclusive no pré-vestibular, no qual infelizmente sentiamos mais engessados pelo
conteudo programatico. Certamente ndo saberei mensurar o quanto acertei ou errei
na direcdo desse objetivo exposto, porém acredito que as analises realizadas apos
as aulas e durante esse tempo geraram em mim criticas cada vez mais refinadas a
respeito de minhas abordagens. E durante todas as primaveras desses anos

atuantes como professor carregava os espinhos das dificuldades dos alunos.

1.4 Encaminhando a Pesquisa

No primeiro semestre de 2011 entrei para o quadro efetivo do IF Sudeste de Minas
Gerais no campus de Juiz de Fora. E nesse periodo comecei a lecionar Estatistica
Aplicada para um curso técnico, Geometria Analitica e Calculo Il para o curso de
Licenciatura em Fisica. Um novo desafio. Pelo menos no que diz respeito ao nivel
escolar. Na ementa de Célculo Il havia a proposta de apresentar a Integral de Linha
de Campos Vetoriais. E foi por meio desse topico quase no final do semestre letivo
da referida disciplina que me ocorreu 0 questionamento que nortearia minha
pesquisa.

As questdes relativas a aprendizagem dos estudantes vividas até esse momento
prevaleceram. Nesse caso num outro nivel escolar, mas ainda sim a existéncia da

necessidade de investigar qualitativamente dentro da Educacdo Matematica.
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Pensava o seguinte: A Integral de Linha de Campos Vetoriais € compreensivel pelos
estudantes? E possivel pensar numa estratégia alternativa de ensino para facilitar
essa compreensdo? Um software integrado ao ensino pode favorecer o
enriquecimento dessas compreensdes?

As hipéteses implicitas nas questBes prévias dessa pesquisa juntamente com o
aprofundamento no grupo de estudos acerca do Pensamento Matematico Avancado
(PMA)* levaram-nos a adotar a teoria das Imagens de Conceitos (TALL e VINNER,
1981) e o processo de visualizacdo proposto pelo PMA como fundamentacao tedrica
na nossa pesquisa. E entdo foi possivel elaborar uma pergunta-diretriz da qual
tomamos posse para investigar:

“Que imagem de conceito e definicdo de conceito® referente a Integral de Linha de
Campos Vetoriais pode ser inferida de estudantes de Calculo Diferencial e Integral
qguando interpretada fisicamente como trabalho realizado, mobilizados por eles na

resolucao de tarefas que envolvam tal conceito?”

1.5 Estrutura da Dissertagéo

A dissertacdo € composta de 7 (sete) capitulos: o primeiro trata da presente
Introducdo. Em seguida, apresentamos o capitulo 2 como uma andlise de trabalhos
afins e o estado da questdo de investigacdo que trata essa pesquisa fazendo um
didlogo com pesquisas que discutem os temas de interesse.

No capitulo 3 apresentamos o referencial tedrico introduzindo ao leitor
nomenclaturas e caracteristicas préprias dos especialistas.

O capitulo 4 apresenta algumas definicbes matematicas e suas relagcbes com a
Fisica como parametros matematicos para analise dos dados.

No capitulo 5, descrevemos a metodologia utilizada, retomamos a questado de

investigagdo e detalhamos os procedimentos adotados para a coleta de dados.

* Advanced Mathematical Thinking (AMT).

® Utilizamos a traducdo de concept image e concept definition sugerida por Giraldo (2004).
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A andlise dos dados, discussdes e sintese dos resultados estdo explicitados no
capitulo 6 estabelecendo uma dialogo dos dados com o referencial.
E no capitulo 7 fazemos algumas consideracdes finais apontando algumas

perspectivas da pesquisa.
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2 — CONTEXTUALIZANDO A PESQUISA

Na busca de pesquisas em Educacdo Matematica que envolveu o conhecimento
matematico no ensino superior fui surpreendido por algumas questdes as quais
quero relatar. Era necessaria a realizacdo de uma busca no sentido de expor a
relevancia da minha pesquisa no corpo de investigacbes das pesquisas em
Educacdo Matematica.

Procurei trabalhos que tratassem as Integrais de Linha como objeto matemético
de ensino num ambiente computacional desconsiderando, portanto, nesse universo,
pesquisas has quais o foco era o objeto matematico técnico (GIRALDO, 2002).
Procedendo assim, no campo da Educacdo Matematica, ndo encontrei pesquisas
com tal tema especifico. Evidentemente essa afirmagdo decorre de uma busca
realizada pelos principais bancos virtuais de dissertac6es dos Ultimos dez anos da
pesquisa em Educacdo Matematica no ambito nacional. Mesmo num universo
internacional mais abrangente de pesquisas em Educacdo Mateméatica Superior,
constatamos, pelo menos nos quais tivemos acesso, um ndmero escasso de
trabalhos em Educacdo Matematica Superior que envolvesse Integral de Linha de
Campos Vetoriais ou mesmo Analise Vetorial. Existem trabalhos em ensino de
Célculo Diferencial e Integral. Mas a maior parte € em conteudos iniciais.

Comecei, entdo, o trabalho de procura delimitando alguns pontos que estariam
relacionados com a pesquisa em questdo. A intencdo era identificar elementos que
pudessem ir ao encontro de algumas questdes dessa pesquisa. Entretanto ocorria
algo mais. A medida que trabalhava na busca, leitura e reflexdo de algumas
pesquisas ja realizadas, esse processo auxiliava-me de algum modo na pratica em

sala de aula.
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Todo o meu trabalho inicial sé foi possivel gracas a potencialidade da internet,
ferramenta que muito ajudou no processo de busca. Sobretudo no acesso as
pesquisas internacionais. A rapidez de acesso que essa ferramenta proporciona

pode ser confirmada na descricdo de Masetto (2008, apud MARIN, 2009),

[...] o surgimento da TIC descortinou novos horizontes de intercomunicagéo
entre pesquisadores das mais diferentes areas do saber e novos métodos
de pesquisa, permitindo que com a velocidade e o imediatismo de seu
acesso possamos afirmar que as bibliotecas de todos os paises estédo
abertas a um simples toque de botdo de um computador, assim como a
Wikipédia, os sites, a Internet. Com simples e-mails fazemos contatos
imediatos com pesquisadores e especialistas podendo dialogar com eles
sobre suas Ultimas publicagbes (MASETTO, 2008, p. 4).

Nesse universo, deparei-me com inameros trabalhos. A leitura e reflexdo desses
trabalhos despertava um desejo crescente pela pesquisa a medida que o meu tema
se dispersava. Cada trabalho que evidentemente me inquietava, eu comecava a me
interessar por aquele problema e tomava outros trabalhos que tratavam de questdes
similares. E muitos trabalhos foram extremamente enriquecedores para minha
pratica docente. As leituras, de fato, iam ao encontro das inquietacdes vividas em
sala de aula e respondiam questdes que eu ja havia feito ou até mesmo outras que
nao tinha pensado e comecava a perceber nas aulas. Foi um processo que comecgou
em margo de 2011 e foi sofrendo uma metamorfose na medida em que eu entrava
em contato com os diversos trabalhos.

Apobs a realizacao das primeiras disciplinas do mestrado, o envolvimento com uma
disciplina de Célculo Diferencial e Integral do curso de licenciatura em Fisica, iniciou-
se um desdobramento mais refinado de um tema que poderia gerar uma
investigacdo relevante na Educagdo Matematica superior e, portanto, contribuiria
qualitativamente para o corpo de pesquisas ha Educacdo Matematica. Esse tema
passava pela necessidade de investigacdo das compreensdes matematicas de

estudantes de Calculo Diferencial e Integral.

2.1 Educacao Matematica e TIC’s: Reportando Alguns Trabalhos



23

Um trabalho que traz alguns elementos positivos para nossa investigacéo
envolvendo tecnologias da informacdo e comunicacdo e Educacdo Matematica foi
desenvolvida por Benedetti (2003) o qual analisou como estudantes trabalham com
aspectos algébricos, graficos e numéricos dentro de um coletivo pensante formado
por estudantes, midias e pesquisador. O autor prop6e um trabalho de abordagem de
funcdes contemplando as representacdes multiplas por meio de softwares gratuitos.
Realizou uma sequéncia de encontros com a presenca de duplas de estudantes, o
computador com o software Graphmatica e o pesquisador.

Em observagbes conclusivas do trabalho, Benedetti (2003) relatou como a
articulacdo com o software dinamizou a producdo de significados matematicos
relacionados a coordenacdo entre as representacdoes algébricas, tabulares e
graficas. Os alunos puderam trabalhar com 0 mesmo objeto matematico com
diferentes representacoes.

Entende-se, de acordo com os resultados da pesquisa de Benedetti (2003), a
importancia da manipulacdo de diferentes representacdes matematicas. E nesse
caso o0 recurso computacional teve um papel complementar na forma de coordenar
as representacdes. De acordo com Benedetti (2003), mdultiplas representacdes
fornecem mais subsidios para que o0 estudante possa estabelecer suas proprias
conjecturas e assim dialogar melhor com o objeto matematico a fim de produzir uma
compreensao prépria desse conhecimento apresentado. E entdo o estudante
coordena melhor suas estratégias nas resolucdes de problemas mais complexos.

O resultado desta pesquisa (BENEDETTI, 2003) disponibiliza a comunidade
escolar, especialmente aos professores de Matematica, um conjunto de sugestdes
contendo a selecdo de boas préaticas para uso do software educacional como
ferramenta de apoio a aprendizagem, oriunda das licbes de professores usuarios de
tecnologia na sua pratica docente.

Pudemos constatar no levantamento bibliografico que a maior parte das
pesquisas envolvendo TIC’s e Educacdo Matematica desenvolve-se com conteudos
matematicos do curriculo da Educacéao Basica brasileira. E, de certa forma, temos
um consideravel acervo de trabalhos interessantes e de qualidade. Sobretudo de
apoio didatico para tépicos especificos da Matematica da Educagcdo Bésica e de
referéncia para estratégias de ensino abrangendo esse curriculo matematico além

de potenciais geradores de novas pesquisas. O que falta talvez sejam politicas de
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incentivo ao acesso dessas pesquisas pelos professores atuantes a fim de contribuir
para reflexdes acerca de suas préticas e favorecer assim atitudes de mudanca. Que
sejam lidos, refletidos e dentro das possibilidades aplicados de forma responsavel e
consciente.

Diferentes das midias ndo dotadas de elementos potencialmente interativos, o
computador auxilia o estudante na busca de estratégias de resolugcédo de problemas
usuais ou situacdes mais complexas. O ambiente interativo constituido pelos
estudantes e computador gera posturas mais dinamicas e colaborativas facilitando a
comunicacdo entre aquele que propde a atividade, o objeto matemético e o
aprendiz.

A revolucao tecnoldgica pela qual estamos passando sugere uma mudanca em
todo o sistema educativo. E o conhecimento matematico pode ser favorecido por
essa revolugdo. Sobretudo quando se fala em integracdo das TIC’s nas Escolas.
Como destaca D’Ambrosio (1996, apud AGUIAR, 2008),

Serd essencial para a escola estimular a aquisicdo, a organizacdo, a
geracdo e a difusdo do conhecimento vivo, integrado nos valores e
expectativas da sociedade. Isso sera impossivel de se atingir sem a ampla
utilizagdo de tecnologia na educagdo. Informatica e comunicagfes
dominarao a tecnologia educativa do futuro. (O’AMBROSIO, 1996, p. 80).

A implementacgé&o de laboratérios de informatica nas instituicbes de educagédo nédo
deve ser, nesse ponto de vista, a Unica medida para transformacdo no sistema
educacional. Certamente € um fator também decisivo nesse processo. Mas a escola
ndo deve pensar em utilizar a sala de informéatica simplesmente como uma
ferramenta educacional. Pois os aparelhos interativos, o computador, as TIC’s nao
Sao para os jovens instrumentos como sao para os adultos de hoje. Para os jovens
S0 0s seus universos. Evidentemente, essas tecnologias ndo substituem o lapis e o
papel, mas possibilitam novas formas de registrar, representar e refazer. As TIC’s
ndo sdo em si a solugdo para uma educacdo de qualidade e nem uma Unica
estratégia de ensino capaz de tornar a aprendizagem eficaz. Portanto o

planejamento para a inser¢cao desses ambientes se faz necessario.
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Como em outras épocas, hd uma expectativa de que as novas tecnologias
nos trardo solugdes rapidas para o ensino. Sem dlvida as tecnologias nos
permitem ampliar o conceito de aula, de espaco e tempo, de comunicagéo
audiovisual, de estabelecer pontes novas entre o presencial e o virtual,
entre o estar juntos e o estarmos conectados a distancia. Mas se ensinar
dependesse s6 de tecnologias ja teriamos achado as melhores solugcées ha
muito tempo. Elas séo importantes mas néo resolvem as questdes de fundo.
Ensinar e aprender sdo desafios maiores que enfrentamos em todas as
épocas e particularmente agora em que estamos pressionados pela
transicdo do modelo de gestdo industrial para o da informacdo e do
conhecimento. (MORAN, 2000, p.137)

Mas como potencializar diferentes compreensdes matematicas em uma sala de
aula ou em uma aula na qual possui acesso as TIC’s? Embora tenhamos o
conhecimento de que ha diferencas de infraestrutura nas diversas instituicées
brasileiras de ensino, a resposta considera a sala nhum contexto que seja possivel
trabalhar com as TIC’s.

O processo de informatizacdo computacional tem acontecido de forma veloz e por
isso é possivel acreditar e participar ativamente da transformacao das instituicoes
incluindo o trabalho com as TIC’s no planejamento do curso a ser mediado pelo
professor. Embora existam diversas pesquisas com resultados favoraveis a
utilizacado dessas TIC’s como ferramentas potentes, pretendemos propor reflexdes
na direcéo da criacao de novas possibilidades.

Marin (2009) fez uma pesquisa de carater investigativo quanto a utilizacao das
TIC’s no ensino superior e precisamente buscou compreender como os professores
de matematica do ensino superior estdo usando TIC na disciplina de Calculo. Ele
transcreve varias falas de professores em sua andlise realizada apds as entrevistas
em diversas instituicdes de ensino superior relatando problemas como a escassez
de equipamentos, de pessoas especializadas para o suporte técnico e pedagdgico, a
falta de funcionarios, além de turmas com uma grande quantidade de alunos
(MARIN, 2009). Sao problemas reais e que podem ocorrer em qualquer ambiente
informatizado, mas que configura certo bloqueio para que adocdo por alguns
professores seja concretizada.

Em contrapartida diversos professores entrevistados relataram a impossibilidade
de certas atividades serem trabalhadas em ambientes sem a presenca das TIC’s
(MARIN, 2009). Ele afirma ainda, em sua analise, que a escolha do uso de

tecnologias esta ligada ao fato de terem que estar em consonancia com as
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mudancas na sociedade, propor abordagens pedagogicas alternativas e muitas
vezes para manterem o emprego, no caso das particulares.

Marin (2009) destacou duas tendéncias envolvendo a natureza das aulas
planejadas pelos professores: trabalhos colaborativos e trabalhos individuais. Sera
possivel afirmar que nas instituicdes ainda ha o predominio das salas de informética
com um computador para dois alunos somente? N&o foi encontrado nada que
afirmasse tal fato, mas é necessario considerar essa situacdo ja que existem
atividades potencialmente estruturadas para serem realizadas de forma colaborativa
ou coletiva mas também € preciso propor tarefas individuais para contemplar as
diversas naturezas de atividades que compdem um curso. Marin (2009) faz um
levantamento de trabalhos, isto é, dissertacfes e teses que tratam do tema afim e se
depara com muitos trabalhos envolvendo o Calculo Diferencial e Integral como
objeto matemético na pesquisa. E destaca que esse fato se deve ao fracasso na
aprendizagem da disciplina, isto é, os altos indices de reprovacdo do CDI nas
instituicbes brasileiras e estrangeiras. Assim, os trabalhos vao sugerir modos
diferentes de pensar as abordagens tradicionais vigentes por meio da insercdo das
TIC’s.

Algumas justificativas dos professores entrevistados na pesquisa descrevem 0
maior potencial de aprendizagem apresentado pelas atividades mediadas por TICs.
Além disso, destacaram a seguinte lista de contribuicbes: o ganho de tempo em
contas; a autonomia e senso critico do aluno; a melhoria da relagéo professor-aluno;
melhor compreensdo do conteddo; mudan¢ca na maneira de explorar o conteddo;
busca de novas descobertas; observacdo macro de propriedades e investigacao
diferenciada (MARIN, 2009). Mas também chama a atencéo para o fato de que usar
TIC envolve medo e provoca incertezas, mas também envolve possibilidades ao
caminhar em direcdo a uma zona de risco (MARIN, 2009). Silva (2009) afirma,
corroborando com Penteado (2001), que engajar-se em trabalhos que fazem uso de
tecnologia informatica € como sair de uma zona caracterizada pelo conforto
proporcionado pela previsibilidade e o controle da situagdo, para atuar numa zona
de risco em que se faz necessaria uma avaliagdo constante das acdes propostas.

Sao muitas questdes que antecedem a incorporacdo das TIC’s numa aula. Os
pressupostos epistemoldgicos do professor da disciplina serdo, por exemplo, fatores
determinantes no planejamento das aulas. Quando explicitamos a inseguranga em

conduzir os alunos numa aula integrada a uma TIC, estamos de certo modo
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guerendo um controle maior do processo. Esse controle garante uma exploracéo
qualitativa do ponto de vista das diferentes compreensdes matematicas? E
necessario “orientar” as atividades como num “passo a passo”?

Alguns autores destacam a tendéncia do professor de evitar determinadas
situacdes que o deixam numa zona de risco, como destaca Penteado (2001). Para
Penteado (2001) a incerteza e a imprevisibilidade geradas em num ambiente
informatizado possibilitam o desenvolvimento do aluno, do professor e de situacdes
de ensino e aprendizagem. Além disso, uma zona de risco possui a potencialidade
de provocar mudancas e impulsionar o desenvolvimento de todos os envolvidos. Os
trechos acima transcritos foram retirados de um artigo publicado no | Simpdésio
Nacional de Ensino de Ciéncia e Tecnologia — 2009, como fruto de uma pesquisa ha
qual pretendia verificar como um grupo de estudos formado por futuros professores
de matematica se apropria do programa de um programa de geometria dindmica de
forma a inseri-lo em sua préatica docente e quais as potencialidades.

Silva e Penteado (2009) buscaram uma anélise de elementos do trabalho docente
gue poderiam potencializar o trabalho com geometria dindmica, através do software
Geogebra, numa perspectiva investigativa. Os autores trabalharam com um grupo
de futuros professores de Matematica e analisaram como esse grupo de estudos se
apropriou do programa de forma a inseri-lo em sua préatica docente e quais as
potencialidades que atribuem ao software. Foi uma pesquisa relevante para o
trabalho em andamento justamente por mencionar as potencialidades de se
trabalhar com softwares em uma sala de aula. Evidentemente seria necessario um
aprofundamento nas questbes da pesquisa, suas andlises completas e ainda o
relato dos futuros professores frente a possibilidade de planejar atividades com a
utilizacdo do Geogebra. Ressalta-se, entretanto, um carater inovador nas pesquisas
em tecnologias da informagdo e comunicacdo na educacdo: o fato de ndo ser um
simples treinamento para a utillizacdo do software, mas uma proposta de
desenvolvimento de atividades alternativas em sala de aula. Nessa direcéo
apontamos a importancia de pesquisas que analisam gqualitativamente a integracao
de TIC’s nas aulas de Matematica. Sobretudo porque existem inumeros softwares
gratuitos que sao dotados de diversos recursos matematicos investigativos e,
portanto, regido de intensa reflexdo das aplicabilidades, viabilidades e

acessibilidades.
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2.2 Educagao Matematica no Ensino Superior e TIC’s: Reportando Alguns

Trabalhos

Um trabalho envolvendo TIC e conteddos matematicos avancados foi publicado
no International Journal for Technology in Mathematics Education (IJTME) e que,
segundo os autores, Buteau et al. (2010), tratou de um estudo piloto acerca da
utilizacdo de um Computer Algebric System (CAS) no ensino superior. O foco da
pesquisa foi 0 ensino superior. E 0 objetivo foi apontar a importancia de uma analise
da utilizacdo do CAS pelos professores além de documentar praticas de ensino
envolvendo as TIC’s ambos no ensino superior. Para esse estudo-piloto foram
analisados 204 trabalhos. Uma questédo previamente identificada foi a existéncia de
um contraste entre o grande corpo de investigacdo centrada sobre o uso dessas
tecnologias no nivel secundario em comparacao ao superior.

Segundo a pesquisa, a maior parte dos trabalhos revisados envolvem Célculo
Diferencial e Integral de uma variavel. Além disso, esse artigo relelou algumas
tendéncias no uso de CAS no ensino superior e apontou alguns beneficios
decorrentes da sua utilizacdo. Podemos destacar, por exemplo, a promocao de uma
maior compreensao da Mateméatica por meio de uma mudanca facil e rapida entre
diferentes representacdes de objetos matematicos facilitada pelo CAS, o apoio para
o estudante alcancar e aprender de forma independente além do aumento da
motivacdo por parte do estudante. Destacam-se ainda, no artigo, outros beneficios
como a promocdo de ambientes de aprendizagem centradas na investigagao,
simulacédo, descoberta, producéo de conjecturas e possibilidade de analise precoce
de conceitos matematicos por meio da exploracao livre das ferramentas.

Segundo os autores, a integracdo do CAS no ensino e aprendizagem da
matematica representa uma mudanca natural considerando o futuro da educacao
matematica e as demandas e realidades da vida contemporanea. Apesar disso,
muitos trabalhos revisados ndo se constituiram com dados suficientes para uma
analise detalhada além de outros que apresentaram uma rigueza de ideias embora

poucas possibilidades de difusdo e minimas consideracbes acerca de possiveis
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dificuldades. Os autores terminam destacando a necessidade de mais pesquisa em
Educacdo com foco na integracdo de tecnologia da informacdo e comunicacdo na
educacao superior, pois acreditam no papel e a importancia da tecnologia, tendo em
vista o crescente poder computacional e a inovacao tecnolégica como ferramentas
de aprendizagem.

Uma constatacdo, a partir dos dados desse artigo, foi a pouquissima utiliza¢éo ou
integracdo de um CAS em Calculo Vetorial. O que consideramos ser importante para
a relevancia de nossa pesquisa uma vez que desejamos investigar as
compreensdes matematicas dos estudantes referentes a Integral de Linha de
Campos Vetoriais em um ambiente no qual esta presente um CAS.

As questbes reveladas pelos autores e descritas acima geraram reflexdes que
tornardo relevantes na continuacdo da nossa investigacdo. Sobretudo na
possibilidade de conhecer como estdo sendo trabalhadas as TIC’s em sala de aula
no ensino superior tanto no Brasil como no exterior, no caso do artigo analisado.
Outro ponto relevante do artigo refere-se ao apontamento de algumas tendéncias
para a implementacdo de diferentes estratégias de ensino destacando posturas
inovadoras que geraram elementos favoraveis a uma melhor compreensdo de
conceitos matematicos pelos estudantes em sala de aula. E o caso de um trabalho
analisado no qual a tarefa era uma espécie de modelagem matemética do célculo da
area de um territério por meio das séries de Taylor, utilizando o software Maple®.
Segundo Lavicza et al. (2010), essa seria uma postura inovadora.

Esse artigo, portanto, aponta elementos que favorecem a relevancia da nossa
questdo de pesquisa dentro da Educacdo Matematica por justamente investigar
novas potencialidades de exploracdo de um conteddo matematico tradicionalmente
trabalhado nos cursos das ciéncias exatas.

No que diz respeito a area da matematica pretendida por esta pesquisa e assim
delimitando um pouco mais minhas leituras de trabalhos afins, destaco a dissertagéo
de Miranda (2010). Ele buscou identificar alguns condicionantes do ensino e

aprendizagem em sala de aula que pudessem conter possiveis respostas de como o

® Maple é uma CAS comercial de uso genérico. Constitui um ambiente informético para a computagao
de expressOes algébricas, simbdlicas, permitindo o desenho de graficos em duas ou trés dimensdes.
O seu desenvolvimento comegou em 1981 pelo Grupo de Computagédo Simbdlica na Universidade de
Waterloo em  Waterloo, no Canada, provincia de  Ontario.  Disponivel em:
<pt.wikipedia.org/wiki/MAPLE>
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uso de um software e de atividades elaboradas num ambiente computacional podem
auxiliar a aprendizagem a partir de gréaficos de superficies em R®. O autor utiliza
como referencial a Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel (2000, apud
MIRANDA, 2010), elucidando as andlises dos processos realizados pelos
estudantes por meio de suas atividades e amparando a ideia de interagao entre a
estrutura de conhecimento especifico ja existente no aprendiz com uma nova
informacédo obtida por hipoteses formuladas pelos estudantes por meio das
visualizacGes facilitadas pelo software. Como o objeto matematico da pesquisa é
proprio do ensino superior, o autor complementa sua fundamentacdo tedrica e
andlise dos dados a partir dos estudos do Pensamento Matematico Avancado e
destaca caracteristicas comuns do primeiro referencial teérico com a teoria das
Imagens de Conceito (TALL & VINNER, 1981). Dessa forma consegue aliar
elementos que convergem para possiveis analises dos fatores que atuam no
processo de ensino e aprendizagem do Célculo. A ideia da interatividade de
conceitos novos e conceitos previamente familiares ao aluno junto com a analise de
trabalhos do grupo PMA foram essenciais para a construcdo das questfes de
carater cognitivo relacionadas com a disciplina.

O autor utilizou como metodologia o0s experimentos de ensino propondo
atividades para uma turma de 14 estudantes matriculados numa turma de Caélculo
Diferencial e Integral Il na qual o professor era o orientador da pesquisa. A partir de
sua coleta pbde observar e identificar momentos e circunstancias nas quais
potencialmente ocorrem as interacdes entre conhecimentos novos e antigos ou de
acordo com o PMA, encontros entre imagem conceitual e definicdo conceitual.
Miranda (2010) destaca a partir de algumas atividades a tendéncia constante de um
estudante priorizar uma Unica representacdo nos momentos de construcdo das
hipoteses ou conjecturas. Percebe-se, entretanto, que as atividades sao ora de
natureza algébrica ora de natureza geomeétrica, porém ndo ha uma proposta entre as
atividades realizadas que incorpore uma coordenacdo mais explicita e investigativa
entre esses diferentes aspectos de um mesmo objeto matematico. Portanto,
corroboramos com Giraldo (2002) ao defender a exploracéo de diferentes aspectos

matematicos de um conceito:
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Cada representacdo pde em evidéncia certos aspectos do conceito, mas ao
mesmo tempo oculta outros. Tall [18] afirma que a evidéncia em
determinados aspectos e negligéncia de outros pode levar a atrofia dos
aspectos negligenciados (GIRALDO, 2002, p. 2).

Certamente ao priorizar uma Unica representacao, corre-se 0 risco de limitar os
conceitos e talvez até reduzir as possibilidades do estudante de operar em contextos
diferentes com o objeto de conhecimento.

Ainda na pesquisa de Miranda (2010), a visualizacéo foi o fator que mais auxiliou
0s estudantes na elaboracdo de relacdes relevantes para responder as questbes
propostas. Ele destaca, entretanto, que ao propor uma atividade com exigéncias
prévias de conhecimento como o caso de elementos de R? para estender para R,
houve dificuldades. Para ele esses conflitos séo justificados por Ausubel (2000) ao
afirmar que a aprendizagem significativa depende em maior parte do aprendiz ao
estabelecer os vinculos e estratégias no intuito de compreender e relacionar a nova
informacdo com 0s conhecimentos prévios ancorados na sua estrutura cognitiva
considerando que esse conhecimento ja exista. Evidentemente esse conhecimento
pode néo existir.

A impresséo e reacdo dos estudantes quanto a utilizacdo do software foi revelada
por Miranda (2010) ao afirmar que a utilizacdo de um software mateméatico pdde
facilitar a aprendizagem significativa dos estudantes. Ele destaca ainda, por meio de
depoimento dos estudantes, a possibilidade que esse ambiente da aos estudantes
de verificar ou comprovar as hipoteses e/ou conjecturas elaboradas por eles.
Contribuindo, segundo o autor, para posturas mais explorativas e ativas.

A partir de experiéncias vivenciadas em sala de aula com a disciplina Célculo
Diferencial e Integral e outras leituras, Miranda (2010) destaca em suas observacdes
e convivéncias a contribuicdo do software para o desenvolvimento de habilidades na
criacdo e manipulacdo de imagens virtuais que se assemelham com as mentais. E
essas Vvisualizagcbes e manipulagcbes contribuiram para a interacdo entre
conhecimentos antigos e conhecimentos novos gerando assim novas producdes
individuais dos estudantes. Foi 0 caso, por exemplo, das atividades que exploraram
o caso de alguns graficos familiares em R? esperados como conhecimentos prévios
dos aprendizes com propostas de “imaginar” como seriam graficamente essas
expressdes representadas num sistema de coordenadas com mais um eixo agora

em R®.
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Embora diversos aspectos dessa pesquisa sejam respaldados pela Teoria da
Aprendizagem Significativa (TAS) de Ausubel (2000, apud MIRANDA, 2010), uma
guestao emergiu das leituras e andlises desse trabalho: A aprendizagem significativa
depende da competéncia do aprendiz em conseguir estabelecer as interacées? No
texto de Miranda (2010), € possivel observar uma afirmacdo no sentido de haver
uma dependéncia dessas competéncias. Entretanto, como mensurar essa
competéncia? E ainda, o que quer dizer quando se afirma que o aprendiz deve
conseguir essa conexao para aprender? De todo modo, € uma pesquisa importante
para nossa investigagdo em questdo considerando os referenciais teoricos e
principalmente os estudos feitos por pesquisadores do Pensamento Matematico
Avancado (TALL, 1991-2008).

Este trabalho (MIRANDA, 2010) possibilitou-nos a reflexdo de importantes
aspectos do tratamento do objeto mateméatico do ensino superior em sala de aula ao
incorporar uma TIC, como descrito acima. Além disso, favoreceu um conhecimento
maior das possibilidades de leitura do referencial teérico em questdo envolvendo as
TIC’s. A partir das ideias de Tall & Vinner (1981) e suas caracterizacdes dentro da
pesquisa de Miranda (2010) foi possivel consolidar uma fundamentacdo da qual
tomaremos como aporte na nossa investigagao.

A utilizagdo de um software em sala de aula, considerando a grande
heterogeneidade de estudantes presentes nas nossas classes, pode configurar um
grande risco no que tange o numero de adeptos e ndo adeptos aquela estratégia. A
partir dessa andlise e considerando a pesquisa de Miranda (2010), percebe-se a
importancia de reconhecer as diversas estratégias de ensino e aprendizagem ja
pesquisadas ha algum tempo confrontando-as com as novas propostas a fim de
encontrar elementos favoraveis a construcdo de modelos adequados a
determinadas turmas.

A manipulacdo das diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico
auxiia numa melhor compreensdo do conteddo e consequentemente na
aprendizagem do estudante (BARBOSA, 2009). Mas quais as possibilidades de se
trabalhar essas diferentes representacdes num ambiente computacional?

O trabalho de Barbosa (2009) vai ao encontro dessa questao e, portanto, ajuda-
nos a analisar uma nova estratégia de ensino envolvendo TIC e ao mesmo tempo

revela alguns apontamentos interessantes para nossa investigacao.
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Barbosa (2009) investigou como o coletivo formado por alunos-com-tecnologias
produz o conhecimento acerca de fungcdo composta e regra da cadeia, a partir de
uma abordagem grafica. A tese € baseada na nocdo de coletivo pensante seres-
humanos-com-midias’, no qual o ser humano transforma e é transformado pelas
midias em um processo interativo. Os dados foram coletados com alguns alunos
ingressantes no curso de Mateméatica da UNESP - Rio Claro a partir cinco episodios
gue apresentaram subsidios para responder as questfes. Tais episodios indicam
que a producdo do conhecimento dos alunos envolvidos, acerca de funcao
composta e regra da cadeia, ocorreram por meio de elaboragbes de conjecturas,
formuladas durante o processo de visualiza¢do potencializado pelas TIC. E algumas
dessas conjecturas foram confirmadas ou refutadas levando-se em conta o
entrelacamento das representacfes multiplas, que permearam todas as atividades, e
um coletivo pensante seres-humanos-com-midias.

As representacfes multiplas sao defendidas por diversos autores (ALLEVATO,
2007,BORBA & SCHEFER, 2004, VILLARREAL, 1999, apud BARBOSA, 2009), os
quais tém indicado a importancia das relagdes entre os aspectos algébricos, graficos
e numeéricos podem na producdo e compreensdo de conceitos e suas aplicacdes,
sugerindo que o papel das habilidades algoritmicas seja deixado a cargo dessas
TIC. A autora corrobora com Ausubel (2000, apud BARBOSA, 2009), afirmando que
novas ideias matematicas sdo mais compreensiveis se o estudante pode conecta-
las ao seu conhecimento prévio.

Segundo Barbosa (2009), é possivel afirmar que producdo do conhecimento
matematico esta intrinsecamente conectada a exploracdo das representacfes
multiplas e ao transito entre elas. As TIC’s potencializam essa transi¢cdo e modificam
o modo de se produzir o conhecimento. Para Steinbring (2005, apud BARBOSA,
2009), o ensino e da aprendizagem da Matematica pode ter distintas construcdes e
interpretagcbes matematicas considerando que o conhecimento matematico é
socialmente construido. Essas diferentes formas e interpretacbes geradas pelas
representacbfes multiplas sdo elementos que contemplam a comunicacao

matematica efetiva no universo da sala de aula.

’ Para Borba e Villareal (2005), o conhecimento é produzido por um coletivo pensante seres-
humanos-com-midias.
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Barbosa (2009) descreveu uma série de elementos favoraveis a abordagem por
meio de um software das multiplas representacfes. Esses elementos foram
observados nas escritas dos aprendizes quando, por exemplo, formulavam
conjecturas decorrentes das discussfées nos momentos de transicdo entre essas
representacfes. As respostas rapidas geradas pelo software facilitaram a
elaboracéo de escritas que ora eram refutadas ora eram confirmadas. Outras vezes,
ideias ou crencas foram desconstruidas por meio de comparacao entre os graficos
com as suas expressdes algébricas ou, quando envolvia uma generalizacdo da
notacdo matematica que os alunos estavam acostumados a manipular.

Segundo Barbosa (2009), o software Winplot possui ferramentas bem dinamicas
e gque foram exploradas em suas atividades gerando assim experimentacfes das
quais desencadearam diversas interpretacfes de padrdes além de possibilitar
ligacBes de propriedades matematicas estudadas na ocasido com outras das quais
os alunos ainda nao tinham conhecimento. Outra observacéo foi a possibilidade, a
partir das atividades e pelo software winplot, do aprendiz relacionar o topico
abordado com um conhecimento prévio, interligando-o com outros topicos de
diferentes  disciplinas gerando uma  competéncia  caracteristica da
interdisciplinaridade.

Foi possivel, segundo Barbosa (2009), destacar momentos nos quais ocorreu a
producdo do conhecimento matematico como nas discussdes com o colega no
momento da realizacdo da atividade e no processo de interpretacdo individual,
expresso na forma oral, na forma escrita, ou na acao de trabalhar com o
computador. Outro ponto interessante observado foi a predominancia da escolha da
abordagem algébrica no modo de expressar dos alunos. Segundo a autora, essa
observacdo revela a importancia de se trabalhar com as diversas representacées
possiveis de um mesmo contetdo matematico desde a educacao basica.

A produgédo do conhecimento matematico se constitui por um coletivo que envolve
alunos e professor, representacfes matematicas, simbolos, graficos, numeros e
pelas tecnologias intelectuais, como a oralidade, a escrita e a informéatica,
caracterizando um coletivo pensante (BARBOSA, 2009). Desse modo, entendemos
gue seja razoavel apresentar ao estudante diversas representacdes a fim de auxiliar
a construcao do conhecimento. Para a efetivacdo desse processo, a insercado das
TIC’s nas aulas por meio de softwares facilita a geracdo dessas mudltiplas

representacdes tornando mais agil as transi¢cdes entre elas.
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De acordo com a pesquisa de Barbosa (2009) pode-se afirmar que as TIC’s,
sendo bem empregadas, sado ferramentas potencialmente geradoras de novas
estratégias de ensino. Sobretudo nas diversas possibilidades de exploracdo dessas
multiplas representacdes que um software matematico, em geral, possui. Além
disso, contribui para evitar 0 excesso ou exclusividade de uma Unica representacgao.

Embora os trabalhos acima apontem pontos positivos na implementacdo das
TIC’s na educacdo, certamente como parte de um processo comunicativo
educacional, essas TIC’s sdo constituidas de possiveis limitacdes.

Giraldo (2004) discutiu a partir de atividades organizadas e aplicadas a
estudantes do Calculo Diferencial | as potencialidades das limitacbes das descri¢cdes
computacionais associadas com descricdes de conceitos para a derivada. O autor
conceitua uma descricdo como qualquer referéncia a um conceito matematico, feita
em um contexto pedagégico que guarde limitagBes intrinsecas em relacdo a
definicdo formal correspondente, e conflito como uma situagéo de confusédo gerada
por uma aparente contradicdo associada a uma descricdo para um conceito
matematico (GIRALDO et al., 2002).

Giraldo (2004) em sua tese intitulada “Descri¢des e Conflitos Computacionais: O
Caso da Derivada” investigou diversas dificuldades relativas ao conceito de derivada
chegando a uma concluséo prévia de que a definicdo formal de derivada por meio
de limite ainda € a ideia menos acessivel a intuicdo humana. E entdo desenvolveu a
partir dai uma forma de abordar a derivada baseada na ideia de raiz cognitiva.

A raiz cognitiva seria um conceito ja familiar do estudante para a introducao do
novo conceito. O autor utiliza a retiddo local como uma raiz cognitiva para o conceito
de derivada. Essa ideia est4 baseada na percep¢do humana de que um objeto curvo
parece reto quando olhado de perto.

Giraldo (2004) centralizou sua investigacdo e analise no papel pedagdgico das
limitacbes das descricbes computacionais para o conceito de derivada e dos
conflitos tedricos-computacionais associados. Sua questdo central é: “Em que
situacdes limitacbes de descricbes computacionais podem promover um efeito de
expansdo das imagens de conceito de derivada?”. E assim realiza diversas reflexdes
acerca dessas possibilidades contribuindo com apontamentos relevantes para nossa
investigacao.

O trabalho de Giraldo (2004) foi baseado nas reacdes dos estudantes ao trabalhar

com descricdes computacionais para derivadas e nos conceitos relacionados de
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limite e continuidade, inseridos num corpo de atividades determinadas. E importante
destacar que sua investigacdo nao se restringiu somente na compreensao dos
processos cognitivos mas nas especificidades desse contexto pedagogico nos quais
estdo incorporados as descricbes computacionais. Giraldo (2004) destaca que néo
pretendia sugerir uma melhor proposta didatica para o ensino de derivada mas uma
concepgao alternativa do conceito de derivada analisando pedagogicamente sua
adequacdo no ensino. As questbes foram investigadas segundo 0s objetivos do
ensino de matematica e a delimitacao do objeto ensinado (GIRALDO, 2004).

Uma constatacdo da pesquisa de Giraldo (2004) da qual devemos destacar é a de
gue nado basta saber da existéncia das limitagbes dos computadores, pois muitas
vezes essas limitacdes sao atribuidas ao usuario fazendo da maquina um verificador
de verdades matematicas. De outro modo devemos, segundo o autor, vivenciar 0s
conflitos emergentes e utiliza-los para possiveis expansdes de ideias matematicas.
As abordagens com estas orientacdes podem atuar de forma efetiva nas imagens de
conceito dos estudantes e reconstruindo ndo s6 as concepcdes dos objetos
matematicos, mas as concepc¢des da propria atividade de aprender (GIRALDO,
2004).

Ressaltamos aqui a importancia da teoria das imagens de conceitos em trabalhos
de Educacdo Matematica uma vez que ela distingui o objeto mateméatico de ensino

do objeto matematico técnico. Segundo Giraldo (2004):

A teoria de imagens de conceito distingue o objeto matemético de ensino do
objeto matemético técnico ao estabelecer o enriquecimento da imagem de
conceito como objetivo do ensino e ao afirmar que a assimilagdo da
estrutura formal é necessaria, mas ndo suficiente para a aprendizagem.
(GIRALDO, 2004, p. 204)

A tese de Giraldo (2004) aponta, de forma coerente com as pesquisas em
Educacdo Matemética Superior, caminhos futuros pelos quais sejam possiveis
investigar abordagens alternativas de ensino que privilegiem as diversas limitacdes
do processo de aprendizagem como elementos potencializadores dessa dinamica.

E a partir das colocacbes de Giraldo (2004) pudemos enriquecer nossas

consideracOes acerca da teoria das imagens de conceito e elucidarmos outras
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considerando o computador também como elemento integrado a investigacdo na
possibilidade da reconstrucdo ou evocacgao de porcoes de elementos da imagem de
conceito.

Na verdade, esta claro a partir dos trabalhos apresentados, que elementos como
a simulacdo, a experimentacdo e visualizacdo de um objeto matematico podem
ativar diferentes partes da imagem de conceito. Além disso, 0 ambiente
computacional pode favorecer essa abordagem por trazer ferramentas que geram
esses objetos matematicos sob varios aspectos de forma agil e precisa na maioria
dos casos.

E se pensarmos em conceitos matematicos mais avancados, como a Integral de
Linha da Campos Vetoriais? Quais elementos da imagem de conceito referente a
Integral de Linha de Campos Vetoriais poderiam ser reconstruidas ou evocadas pela
mobilizag&do dos sujeitos em tarefas com diferentes estimulos?

Assim, desejando utilizar um software mateméatico no ensino e na aprendizagem
do Integral de Linha de Campos Vetoriais, buscando incorporar a visualizacao
gréfica na reconstrucdo do conceito de Integral de Linha de Campos Vetoriais como
proposta em um curso de Calculo e pretendendo observar e descrever 0s possiveis
elementos da imagem de conceito e definicdo de conceito referentes a esse

processo iniciei minha investigacdo que agora descrevo.



38

3 - PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO, VISUALIZACAO E CONEXAO
COM O CAS

A participagdo nas disciplinas do programa de mestrado oportunizou 0 acesso aos
textos do grupo de pesquisadores do PMA. As reflexbes desse grupo permeiam o0s
condicionantes que auxiliam a aprendizagem dos conceitos matematicos avancados
apontando, inclusive, elementos relacionados a estrutura cognitiva do aprendiz no
nivel universitario. Assim, juntamente com o Prof. Orientador Orestes Piermatei
Filho, decidimos refletir mais sobre as teses e praticas do grupo PMA, pois parecia-
nos favoravel as questdes iniciais de nossa pesquisa compreender melhor as suas
discussbes nas quais havia alguma convergéncia para uma regido comum de
investigagdo. As leituras poderiam nos ajudar a elucidar a investigagdo entorno das
guestdes de interesse.

No grupo de pesquisa liderado pelo Professor Dr. Orestes Piermatei Filho,
discutimos muito a respeito dessa fundamentacéo a partir da qual tomariamos como
base para investigar o tema. As discussdes e reflexdes relacionadas aos textos do
grupo PMA foram decisivas para a apropriacao do referencial como luz para nossas
futuras analises da investigacdo de campo.

Desejamos nesse capitulo expor as ideias tedricas que supomos ser suficientes e
necessarias na conducao de nossa investigacdo: imagem de conceito, relacdo entre
imagem de conceito e definicho de conceito e a relacdo do ensino de Calculo

Diferencial e Integral com as TIC’s.
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3.1 Pensamento Matematico Avancado

Pesquisadores (TALL, 1991-2008) ha quatro décadas ja realizavam trabalhos e,
portanto, pesquisavam o0s fendbmenos ocorridos no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica do ensino superior, mais especificadamente o0s
objetos do Célculo Diferencial. Esse grupo denominou-se Advanced Mathematics
Thinking (ATM) se prop0s a partir de entdo focar suas investigagdes no campo da
psicologia cognitiva inseridos na Educacdo Matematica identificando principalmente
elementos especificos do pensamento matematico avancado que constitui o
conhecimento mateméatico universitario no ensino superior. O termo ATM sera a
partir daqui referenciado como Pensamento Matemético Avancado (PMA) seguindo
assim a traducao sugerida pela comunidade de Educadores Matematicos.

Pretendemos expor algumas ideias segundo o sentido entendido por Educadores
Matematicos do Pensamento Matematico Avancado, a fim de identificar aspectos
relevantes para os condicionantes do ensino e aprendizagem de uma sala de aula
de Calculo Diferencial, em particular num curso de licenciatura em Fisica.

De acordo com Olimpio (2006), o Pensamento Mateméatico Avancado aponta na

direcdo do desenvolvimento de diferentes competéncias, a saber:

Pensamento Matematico Avancado (TALL, 1991): pensamento este
qualificado como um conjunto de competéncias complexas que se pretende
gue o(a)s aluno(a)s universitarios demonstrem, dentre as quais se incluem
desde a capacidade de representar objetos e situagcdes matematicas,
relacionando essas representacdes e efetuando generalizacGes, até a de
fazer conjecturas e de demonstrar teoremas. (OLIMPIO, 2006, p. 33)

Dreyfus (1991) afirma que o PMA pode ser constituido por meio da visualizacéo,
representacdo, inducdo, analise, o ato de conjecturar, sistematizar, abstrair e
formalizar. Portanto o pensamento matematico avancado devera ser alcancado na
medida do envolvimento do estudante no processo de reconstru¢cdo do conceito de

um determinado objeto de conhecimento matematico.
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Nesse contexto, destacamos a importdncia de elementos favoraveis a
participagdo do aluno nas aulas como meio de se favorecer a possibilidade de
geracdo das ideias matematicas mais avancadas. Podemos entdo afirmar que
atividades matematicas interativas que envolvem o aluno como parte ativa do
processo de ensino e aprendizagem séo fundamentais para facilitar a compreensao
de um topico mais avancado de matematica. Evidentemente essas atividades
devem conter elementos motivadores que possam potencializar diferentes modos de
se expressar do aluno a fim de gerar diferentes quadros de ideias mentais e
incitando assim a criatividade do estudante.

Tall (1991) complementa afirmando que o pensamento matematico avancado é
reconhecido a partir de processos criativos de recriagdo contrapondo-se a
priorizacdo absoluta de prova e deducdio. E o caso das demonstracdes em
matematica, as quais para alguns matematicos permitem que sejam realizadas por
contradicdo e outros s6 a permitem pelo processo direto. Essas diferencas séo
refletidas em todos nés professores e estudantes que trabalham direta ou
indiretamente com a matematica. Na verdade, segundo Tall (1991), os processos do
pensamento matematico sdo radicalmente diferentes e, portanto, necessitam de
tratamentos distintos. Ao trabalhar priorizando uma Unica abordagem do ponto de
vista matematico, restringimos a aprendizagem assimilada por um grupo.
Certamente numa apresentacdo dessa natureza muitos estudantes ficardo fora do
contexto abordado uma vez que a sala de aula real é constituida de grupos
heterogéneos do ponto de vista do historico escolar.

Embora exista uma linguagem matematica dita universal pelo qual matematicos
profissionais se comunicam, € necessario, numa sala de aula considerar outros

contextos de producdo de conhecimento.

A matematica € uma cultura compartihada e ha aspectos que sao
dependentes do contexto. Por exemplo, um diferencial para o analista pode
ser muito diferente do diferencial de um mateméatico aplicado, e um
determinado individuo pode gerar atitudes diferentes a este conceito,
dependendo se se trata de um quadro analitico ou aplicado. (TALL,1991, p.
6, traducao nossa)®

® Mathematics is a shared culture and there are aspects which are context dependent. For example,
an analyst's view of a differential may be very different from that of an applied mathematician, and a
given individual may strike up different attitudes to this concept depending on whether it is in an
analytic or applied context.
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Vemos, portanto, segundo Tall (1991), que a visdo de um determinado conceito
matematico por parte de um grupo heterogéneo é sutilmente diferente por considerar
nesse contexto nossas experiéncias anteriores (TALL, 1991). Deve-se, portanto,
considerar a pratica de diferentes estratégias de ensino bem como investigacdo de
metodologias alternativas mais adequadas para contextos diferentes. Sobretudo se
tivermos no universo de uma mesma disciplina ministrada em cursos com propdsitos
diferentes como Licenciatura em Matematica e Engenharia. O modo como se deve
apresentar o conceito de derivada para a turma de Engenharia deve ser norteado
pela forma que um Engenheiro, em geral, trabalha com a derivada. E mesmo dentro
da mesma turma importa considerar a possibilidade de abordagens distintas do

mesmo conceito a fim de potencializar a eficacia da assimilacdo do conteudo.

Assim, qualquer teoria da psicologia do pensamento matematico deve ser
visto no contexto mais amplo da atividade mental e cultural. Ndo ha um
modo verdadeiro, absoluto de pensar sobre matematica, mas diversas
maneiras culturalmente desenvolvidas de pensamento nas quais Varios
aspectos sao relativos ao contexto. (TALL,1991, p. 6, traducéo nossa)9

Os professores de matematica que trabalham no nivel universitario possuem, em
geral, uma maturidade do ponto de vista da Matematica l6gica e avancada. E como
afirma Tall (1991), ele ndo esta imune aos conflitos internos de natureza
compreensiva da matematica. Um ponto determinante para ele seria a estrutura
cognitiva construida por meio de grandes por¢des de conhecimento em sequéncias
argumentativas dedutivas. No entanto € discutivel o0 modo pelo qual o Matematico
professor desloca essa forma l6gica dedutiva de superar um conflito interno para o
ensino numa sala de aula de Graduacdo constituida de estudantes que néo
possuem a experiéncia matematica do profissional.

Tall (1991) destaca um impasse comum entre matematicos e educadores

matematicos no que diz respeito ao dominio de uma Mateméatica avangcada. Os

° Thus any theory of the psychology of mathematical thinking must be seen in the wider context of
human mental and cultural activity. There is not one true, absolute way of thinking about mathematics,
but diverse culturally developed ways of thinking in which various aspects are relative to the context.
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matematicos profissionais estdo priorizando sempre os niveis mais elevados da
Matematica e consideram que os educadores matematicos oferecem pouco neste
nivel. Segundo Tall (1991):

A primeira tarefa, portanto, € sensibilizar o matematico para os diferentes
tipos de mente matematica que ocorrem, operando de maneiras bastante
diferentes, e usar esse conhecimento para destacar as diferentes formas
gue a mente em desenvolvimento pode precisar como experiéncias
adequadas no sentido de obter insights em processos matematicos
avancados. (TALL,1991, p. 4, traduc&o nossa)™®

A matemaética existe independentemente da mente do ser humano? Segundo Tall
(1991), para a maioria dos matematicos esse ideal platbnico é verdade e, portanto,
teorias como o da psicologia construtivista na qual discuti como as ideias mentais
sdo produzidas na mente de cada individuo pode se tornar um problema dialético
para 0 matematico. E embora isso seja real, para os pesquisadores educadores
matematicos essa teoria dentro da psicologia do PMA pode elucidar
significativamente o0s processos criativos realizados em sala de aula além de
favorecer a compreensao de certas dificuldades sentidas pelos estudantes de
matemaética.

Tall (1991) faz algumas considera¢des acerca da teoria do psicélogo suico Piaget
destacando, no que diz respeito a teoria dos estagios um ponto discutivel no que se
refere ao ato de estancar grupos de estudantes de mesma faixa etaria em
determinados limites cognitivos afirmando haver poucas operagdes cognitivas
disponiveis em cada grupo capazes de potencializar a transicdo entre as fases. Na
verdade considera-se, segundo Tall (1991), a existéncia de inUmeros caminhos para
a mudanca de estagios e, portanto, para a efetivacdo da transicdo do PMA é
necessario que outros elementos sejam identificados a fim de contemplar o

complexo processo de mudanca desse pensamento.

1% The first task therefore is to sensitize the mathematician to the different types of mathematical mind
that occur, operating in quite different ways, and to use this knowledge to highlight the different ways
that the developing mind may need appropriate experiences to gain insight into higher mathematical
processes.
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Apesar da pertinéncia da discusséo acerca da teoria piagetiana numa pesquisa
em Educacgdo, sobretudo em Educacdo Matemética, ndo € de interesse da
investigacdo realizada nessa pesquisa centrar a atencdo nessa teoria. Apenas
referencia-la segundo os autores que constituem nossa fundamentacéo teorica.

Tall (1991) evidencia a necessidade de se construir um quadro teérico acerca do
desenvolvimento cognitivo por meio de um aspecto valioso da teoria de Piaget: a
transicdo. No nosso caso ressaltamos a ideia da transicdo do Pensamento
Matematico Elementar para PMA. Na verdade, Tall (1991) destaca a ideia de Skemp
(1979) na qual é evidenciada a distingdo entre um caso de aprendizagem pela
simples expansédo da estrutura cognitiva e o caso no qual h4 um conflito cognitivo
fazendo-se necessario uma reconstrucdo mental. E é neste processo de
reconstrucdo que, em geral, sdo produzidas possiveis dificuldades proprias de uma
fase de transicdo. Na teoria de Piaget os termos utilizados sé&o assimilagcdo e
acomodacéo respectivamente aos dois processos de aprendizagem citados acima.

Dubinsky (1985, apud TALL, 1991), gerou informacfes valiosas da teoria
piagetiana aplicadas a matematica universitaria concentrando-se nas ideias acerca
do processo da abstracdo reflexiva. A regido de interesse do autor &, portanto, a
forma como o individuo reflete sobre novos conhecimentos e reconstroi as estruturas
cognitivas j4 existentes objetivando a aprendizagem do conceito por meio do
processo de acomodacdo. Um dos problemas apontados por Tall (1991) estad na
possibilidade latente das novas ideias ndo serem satisfatoriamente acomodadas.
Nesse caso alguns pesquisadores (CORNU,1983, BACHELARD, 1985) o chamam

de obstaculos.

Um obstéculo é uma parte do conhecimento; faz parte do conhecimento do
estudante. Este conhecimento geralmente foi satisfatério numa época da
resolucdo de certos problemas. E precisamente este aspecto satisfatorio
gue tem ancorado o conceito na mente e fez um obstaculo. O conhecimento
mais tarde revela-se inadequado quando confrontado com novos problemas
e essa insuficiéncia pode nao ser obvia. (CORNU, 1983, apud TALL, 1991,
traducéo nossa)ll

1 An obstacle is a piece of knowledge; it is part of the knowledge of the student. This knowledge was
at one time generally satisfactory in solving certain problems. It is precisely this satisfactory aspect
which has anchored the concept in the mind and made it an obstacle. The knowledge later proves to
be inadequate when faced with new problems and this inadequacy may not be obvious.
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Portanto vemos novamente de forma implicita a necessidade de se trabalhar com
diferentes abordagens e diversos exemplos de naturezas distintas a fim de amenizar
a situacdo no momento da acomodacao de novos conhecimentos. Se por exemplo,
o individuo operara a maior parte de sua vida escolar utilizando uma abordagem
Unica para funcdes, ele estara restrito aquela abordagem em momentos nos quais
seja necesséria a resolucdo de problemas diferentes daqueles apresentados no
passado. E ao reconstruir o conceito para resolucdo do problema ele pode se
deparar com a restricdo do conceito na sua estrutura cognitiva e assim gerar um
obstaculo no qual devera superar de outras formas como uma nova assimilacao do
mesmo objeto matemaético.

Para nos professores isso é recorrente nas ocasides pelas quais apresentamos
um objeto de conhecimento mateméatico para o aluno. Pois 'naquela’ aula esta
incorporada 0s pressupostos e concepgdes do conhecimento matematico existente.

Portanto, concordamos com a afirmagé&o de Tall (1991):

Obstaculos decorrentes das profundas crencas sobre a matemética
raramente sao faceis de apagar da mente. Todos nés carregamos
mentalmente um saco de tais crencas, muitas das quais suprimem, mas nao
eliminam, quando confrontado com a légica da matematica. Muitas vezes, o
Unico traco de tal obstaculo é através de um sentimento de mal-estar
guando h& uma deducéo légica na qual ndo "se sente bem" (TALL, 1991, p.
11, traducao nossa)™

Se estamos refletindo sobre o PMA e, portanto, objetos matematicos do ensino
superior, € necessario uma discussdo acerca de elementos que estdo envolvidos
direta ou indiretamente com esses conhecimentos, a saber, a intuicdo e o rigor. Tall
(1989) afirma que os Mateméticos frequentemente sugerem que uma explicagdo
intuitiva necessariamente carece de rigor. Pode existir uma pequena parcela de
verdade nessa concepc¢do, mas segundo o autor, a oposi¢cao extrema considerando

a nao co-existéncia pode ser falsa. Se concordarmos que existem modos distintos

12 Obstacles arising from deeply held convictions about mathematics are rarely easy to erase from the
mind. We all carry with us a mental rag-bag of such beliefs, many of which we suppress, but do not
eliminate, when faced with the logic of mathematics. Often the only trace of such an obstacle is
through a sense of unease when there is a logical deduction that does not “feel right".
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de processar informagdes as quais se alocam ou na parte esquerda ou direita do
cérebro, segundo Tall (1989), as a¢bes parecem acontecer de modo simultaneo
sugerindo assim uma tese de que a intuicdo € estruturada segundo um corpo
historico de exposicdo as diferentes experiéncias matematicas. Nesse caso, se a
educacédo do estudante foi expressivamente privilegiando o pensamento I6gico entdo
mais provavelmente suas ideias estardo incorporadas de solugbes logicas. E a
medida na qual acontece o crescimento do pensamento dos alunos, suas intuicbes
mais formais também aumentam juntamente com as experiéncias. Isto €, pode-se

afirmar que existem muitos tipos de intuicdes:

Temos, entdo, muitos tipos de intuices, o primeiro, o apelo aos sentidos e
da imaginac¢éo; os proximos, generalizagdo por indugéo, copiado, por assim
dizer, a partir dos procedimentos das ciéncias experimentais, finalmente
temos a intuicdo do ndmero puro ... (POINCARE, 1913, p. 215, apud TALL,
1989, P. 14, traducéo nossa)™

Podemos conversar, portanto, a respeito da possibilidade de uma intuicdo mais
sofisticada resultante de imagens de conceitos refinadas incluindo assim as imagens
mentais da légica e deducdo (TALL, 1989). Logo, os aspectos da légica também
podem ser abordados por meio de elementos mais intuitivos. O que faz com que
intuicdo e rigor se complementem num ciclo de atividades mentais geradoras de
elementos cognitivos responsaveis pelo crescimento do pensamento matematico
avancado. Tall (1989) vai inclusive ressaltar a importancia desse desenvolvimento
intuitivo l6gico refinado para os pesquisadores da educacdo matematica avancada.

E necessario ainda refletir, segundo Sawyer (1987, apud TALL, 1991), sobre a
possibilidade de utilizar a intuicho para uma prova matematica. Nao € salutar
privilegiar um aspecto ou natureza de abordagem de um objeto matematico. E
necessario, ao contrario, ter clareza dos objetivos pedagogicos e cientificos dentro

do contexto da turma na qual esta sendo apresentados ou reconstruidos os objetos

B We then have many kinds of intuition; first, the appeal to the senses and the imagination; next,
generalization by induction, copied, so to speak, from the procedures of the experimental sciences;
finally we have the intuition of pure number...
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de conhecimentos. Assim, cada estudante e certamente a turma na qual
trabalhamos terd um sentimento maior de pertenca e, portanto sera mais perceptivel
a nocao de fazer parte do processo. O que implica um envolvimento maior
facilitando a aprendizagem. Além disso, 0s conceitos baseados nas intuicdes e nas
experiéncias poderdo passar, depois de certo tempo, para um rigor com definicoes
formais e deducdes ldgicas. Dessa forma, os objetos de conhecimento poderdo
permanecer na mente do aprendiz por meio de experiéncias prévias que poderao se
tornar conflitos cognitivos e atuar como obstaculos didaticos e epistemoldgicos para
a aprendizagem (TALL, 1992).

Embora seja necessario tomar essas posturas de acordo com 0s objetivos de um
curso ou disciplina académica considerando seu contexto, ndo € suficiente privilegiar
0S objetivos recaindo exclusivamente sobre exigéncias de uma demanda de
mercado profissional. Portanto, deve-se trabalhar de forma harmoniosa com a
intuicdo e a ldgica matemética dentro de um contexto académico, seja ele de
formacao de professores de Matematica ou um curso de servico.

Alguns pesquisadores (REIS, 2001; FROTA; COUY, 2007, apud MIRANDA,
2009), consideram a separacao entre intuicdo e rigor no ensino de Célculo uma acao
prudente e de tensdo. Reis (2001) acredita que seja importante avaliarmos o nivel
de rigor a atingir, sem deixar perder, com isso, 0 sentido e a real compreensao das

ideias Matematicas.

[...] a solucdo dos problemas do ensino de Célculo ndo é técnica, pois exige,
antes de mais nada, uma reconceptualizagdo das ideias epistemolégicas,
isto €, que se trabalhe o Calculo de maneira problematizadora, explorando
os multiplos significados e representacdes destas ideias. (REIS, 2001, p.
189)

Reis (2001) sugere, a partir de sua investigacdo, a necessidade de uma pratica
pedagogica por parte do professor pautada primeiramente na reflexdo e
compreensao do papel fundamental do Célculo Diferencial e Integral na formacéo
matematica dos alunos. Entendemos, dessa forma, que a reconstrucdo dos
conceitos envolvidos no Calculo Diferencial e Integral junto aos estudantes possa
favorecer a criacdo de novas possibilidades para a compreensao das definicoes

matematicas.
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3.2 Imagem de Conceito e Definicdo de Conceito

Ao apresentar um conceito matematico para o estudante, considerando o
professor como o mediador dessa apresentacédo, sera construido por ele ideias e
imagens mentais das quais poderdo ser utilizadas em inUmeras situacdes
académicas em diferentes momentos de trabalho com aquele conceito. E cada
individuo constr6i uma estrutura conceitual iniciada pela apresentacdo. Nesse
contexto faz-se necessario uma compreensdo maior dos elementos que constituem
a estrutura (TALL & VINNER, 1981). Para tanto, os termos imagem de conceito e
definicdo de conceito foram construidos e descritos por Tall & Vinner (1981) no
sentido de elucida-los e, portanto, facilitar um entendimento da estrutura cognitiva
construida pelo estudante nos momentos de apresentacdo de novos conceitos
matematicos.

Ha um estimulo na memoria do estudante no momento em que ele ouve ou vé a
expressdo ‘Campo Vetorial’ e entdo ele evoca alguma imagem mental nesse
momento associada as expressfes (VINNER, 1991) que de modo geral ndo é a
definicdo técnica conceitual, isto é, formal. E o que Vinner (1991) vai chamar de
imagem de conceito. Cada individuo possui naquele momento uma representacao
visual associada ao conceito ou até mesmo em outros casos, sensacdes
despertadas ou experiéncias vinculadas. O historico de experiéncias escolares
matematicas do estudante, por exemplo, nesse caso é valorizado uma vez que as
imagens mentais elaboradas na sua memaoria naquele momento podem fazer parte
de um conjunto que contenha muitos objetos associados ao conceito assim como

uma Unica imagem ou até mesmo nenhuma imagem.

A imagem de conceito € algo ndo-verbal associado em nossa mente ao
nome do conceito. Pode ser uma representacao visual do conceito, caso o
conceito tenha representacfes visuais; pode ser também uma colecao de
impressdes ou experiéncias. (VINNER, 1991, p. 68)
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Portanto, € notavel que uma imagem de conceito esteja vinculada a um individuo
especifico e a sua reagdo a certo termo pode depender ainda do contexto no qual
ele esta inserido no momento da apresentacdo. Nesse caso Tall & Vinner (1981)
introduzem a imagem mental evocada para descrever a parcela da memoria
utilizada num determinado contexto. E n&o significa que a parcela evocada constitui
necessariamente tudo que um estudante conhece do objeto apresentado. A
compreensao de um conceito passa pela formacdo de uma imagem conceitual
associada ao objeto de conhecimento. O estudante sabe falar sobre aquele objeto
em diferentes contextos quando forma imagens de conceitos associadas aos
termos. Ao apresentar um conceito em mateméatica por meio de uma definicdo
formal'®, esperamos que o aprendiz forme ou construa imagens de conceitos
associadas a essa definicdo para assim afirmarmos que houve uma assimilacao do
conhecimento e, portanto, ele compreendeu o conceito. A partir de entéo ele podera
utilizar essa compreensdo em diferentes contextos sem, por exemplo, fazer uso da
definicdo formal.

Uma definicdo, muitas vezes, ndo sera utilizada por ele para descrever um dado
objeto matematico. A definicdo pode ajudar a formar uma imagem de conceito, mas
certamente ndo sera utilizada no momento em que estiver operando com o conceito.
Vinner (1991) sugere a metéafora do andaime para facilitar essa concepgdo da

definicdo em matematica:

Assim, a “metafora do andaime” pode ser sugerida para o papel da
definicdo, formag&o do conceito: no momento em que a constru¢do do
edificio esta terminada, o andaime pode ser retirado. (VINNER, 1991, p. 7)

Definicdo de conceito™ é a definicdo verbal que explica o conceito (VINNER,
1991) sendo muito semelhante as definigbes matematicas formais associadas aos
conceitos. Evidentemente ndo devemos sustentar uma postura de desprezo as
definicbes formais. O que Vinner (1991) afirma é que, em geral, as imagens de

conceitos evocadas séo distantes dos termos técnicos da definicdo no inicio do

' Entende-se aqui por definicdo formal aquela aceita pela comunidade matematica dentro de um
dado contexto social, histérico e tedrico.

Neste texto utilizaremos a formulacdo na qual a definicdo de conceito esta incluida na imagem de
conceito.
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processo de aprendizagem. E necessario, entretanto, ter clareza e saber buscar a
definicdo formal quando o individuo estiver operando em contextos mais técnicos
nos quais se faz necessario um maior rigor na observacdo e identificacdo de

elementos limitantes do contexto trabalhado.

Entdo contextos técnicos impdem ao estudante alguns habitos de
pensamento que séo totalmente diferentes daqueles tipicos do cotidiano.
Pode-se predizer que, pelo menos no comeco do processo de
aprendizagem, os habitos de pensamento do cotidiano irdo se sobrepor aos
habitos de pensamento impostos pelos contextos técnicos.(VINNER, 1991,

p.7)

Evidentemente vdo ocorrer casos nos quais um conceito € apresentado pela
primeira vez sendo este completamente novo para o aprendiz. Espera-se a nao
existéncia de nenhuma imagem de conceito formada e entdo a partir da postura do
professor pode-se construir gradativamente essa ou essas imagens por meio de
abordagens alternativas além de diferentes representacbes do conceito definido.
Portanto, Vinner (1991) sugere na maior parte dos contextos a seguinte ilustracao

para construcao do conceito:

Defini¢do de Imagem de
Conceito Conceito

Figura 1: Intercambio entre imagem de conceito e definicdo de conceito (VINNER,1991)

No entanto, muitos professores esperam que aconteca a formagao da imagem de

conceito por meio da compreensao exclusiva da definicdo de conceito:

Defini¢do de Imagem de
Conceito Conceito
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Figura 2: O desenvolvimento cognitivo do conceito formal (VINNER,1991)

Considerando um contexto de operacdo na qual o aprendiz trabalhe com
resolucdo de problemas, Vinner (1991) destaca trés possiveis posturas dos
estudantes esperadas pela maior parte dos professores nas quais prevalece a
consulta & definicdo de conceito como parte obrigatéria do processo. Talvez isso
seja desejavel na formacdo da imagem de conceito ou ao desempenhar uma
atividade como a resolucdo de um problema. Porém, 0 que ocorre na pratica seria

ilustrado pelo seguinte processo:

Resposta \
Definicdo de Imagem de
Conceito Conceito
Informacao

Figura 3: Resposta intuitiva (VINNER,1991)

Portanto, as consultas as definicdes de conceitos utilizadas num processo de
atividade cognitiva ou formacdo de imagem de conceito se restringem, segundo
Vinner (1991), a contextos técnicos de tarefas matematicas ou quando as imagens
de conceitos evocadas parecem nao ser completas e, portanto causando certas
ambiguidades nos processos trabalhados. Ha uma crenca entre os pesquisadores
do PMA do qual os conceitos mateméaticos deveriam ser adquiridos de acordo com o
processo cotidiano por meio das imagens de conceitos. Para isso, € necessario que
o professor trabalhe na apresentacdo de novos conceitos com muitos exemplos,
abordagens, metodologias alternativas, outros recursos didaticos e diferentes

estratégias de ensino. Nao significa, entretanto, excluir as visitas as definicdes de
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conceitos, principalmente em contextos mais técnicos. Para Vinner (1991), saber
operar com as definicbes é necessario para o individuo contemplar algumas das
competéncias do PMA.

E importante destacar nessa ocasido que o principal sujeito do qual se espera
essa postura de aprendizagem ou aquisicdo do PMA sugerido por Vinner (1991) é
aquele de um curso de Matemética. Certamente quando pensamos no sujeito dessa
pesquisa, estudantes de Fisica, devemos privilegiar uma abordagem na qual possua
as imagens de conceitos construidas durante a aula como sendo norteadoras do
processo, pois assim sera possivel pensar numa aprendizagem significativa no
contexto de um curso de Fisica. Mas sem deixar de falar também das definicbes dos
conceitos.

Em um trabalho com estudantes de nivel avancado em matematica acerca dos
conceitos de Funcdo, Tangente e o conceito de Limite de uma sequéncia, Vinner
(1991) destaca algumas consideracdes. A primeira ideia apresentada € a de que se
gueremos identificar o dominio do estudante com relacdo a definicdo conceitual
entdo devemos perguntar esperando que descrevam verbalmente esse objeto.
Nesse caso, afirma Vinner (1991), o aluno vai recorrer a definicdo de conceito ja que
definicAo de conceito é precisamente a forma verbal e explicita que descrevem
formalmente o conceito. Se, pelo contrario, queremos identificar a imagem de
conceito formada pelo estudante daquele objeto, entdo devemos recorrer a tarefas
nas quais sejam possiveis potencializar diferentes maneiras de expressar o conceito
para entdo facilitar a exposicdo da imagem de conceito da mente do estudante por
meio dessas representacoes.

Certamente vai acontecer em alguns casos, como destaca Tall (1987, apud
VINNER, 1991), o fato de uma imagem de conceito ja formada ndo ser adequada
para contextos mais refinados. O caso da Tangente é um deles. Muitos estudantes
assimilaram a definicdo de Tangente restrita ao caso do circulo afirmando assim que
a Tangente pode encontrar a curva num unico ponto. Portanto é necessario que se
construa uma nova imagem de conceito menos restritiva que a antiga. Tall (1987,
apud VINNER, 1991), destaca que essas duas imagens de conceitos podem atuar
simultaneamente. Devemos, entretanto, recorrer as definicdes formais no sentido de
amenizar essas imagens de conceitos inconsistentes.

As definicbes de conceitos dadas pelos estudantes por meio da descricao verbal

da imagem de conceito do objeto de conhecimento apresentado podem ser
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esperadas pelos professores dentro de um quadro formado, por exemplo, pelas
habilidades de construir essa definigcdo a partir de uma compreenséo mais profunda
do conceito. E é possivel que essa definicAo de conceito ndo coincida com a
definicdo formal sendo necessario um ajuste ou intervencdo do professor para
efetivamente formalizar a definicdo. De acordo com 0s autores essa etapa sendo
realizada no final do processo de ensino favorece uma aprendizagem mais eficaz.
Pois € notavel diante das leituras que essa adequacao da definicdo de conceito com
a definicdo formal pode ser (re)construida em sala pelo professor e alunos e,
portanto, ndo se deve té-la como exclusivamente suficiente uma vez que ela pode
ser simplesmente memorizada.

A definicBio Matematica de Campos Vetoriais € precisa, do ponto de vista
matematico, mas muitas vezes vazia de significado para o estudante que a Ié pela
primeira vez.

No livro da Diomara Pinto (1997) encontramos a definicdo para campos vetoriais
da seguinte forma: “Um campo de vetores em Ac Rn é uma funcdo F: Ac R"— R".
Talvez fosse interessante comecar a apresentacao desse conceito levantando com a
turma alguns conceitos como o préprio campo. Ou ainda os vetores. O que
entendemos de campo? Compreendemos a entidade vetor de R" ? Existe uma
possibilidade de visualizar? Poderiamos, dessa forma, favorecer a descricdo por
meio de exemplos graficos até certo ponto, evidentemente. Quando apresentamos
uma imagem grafica de um Campo elétrico ou Campo gravitacional, podemos
também facilitar a associacdo vetor em cada ponto daquele dominio do campo.
Nesse caso a visualizagdo enriqueceria 0 processo de descricdo. E quando
pensamos em vetores, estaremos sugerindo esse objeto matematico para
representar a forca ou velocidade num determinado ponto do espaco, uma vez que
ele possui magnitude, direcdo e sentido. Se representarmos alguns pontos desse
espaco por vetores de origens correspondentes aos pontos, estariamos
aproximando matematicamente esse espac¢o do seu comportamento fisico quanto
aguela grandeza. E a partir dessas discussdes, exemplos graficos e, eventualmente,
representacbes de campos vetoriais por tutoriais de Softwares, poderiamos
apresentar a definicdo formal para que os estudantes pudessem confrontar suas
impressoes, experiéncias e pontos de vistas construidos por meio das etapas
anteriores. E, portanto estariamos contribuindo para que o0s estudantes

construissem compreensdes possivelmente diferentes daquelas nas quais se
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apresentam diretamente a definicdo formal. E ao apresentar a definigdo formal, o
processo de aquisicdo ou atribuicdo de significados aos elementos da definicdo
poderiam ser reconstruidos de acordo com as etapas anteriores.

No caso da pesquisa em questdo, queremos investigar as compreensdes
matematicas de estudantes numa abordagem na qual seja favoravel a integracéo de
uma tecnologia da informacdo e comunicacdo. De modo especifico, pretendemos,
por meio de tarefas matematicas mobilizar elementos da imagem de conceito

referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais.

3.3 Visualizacao

A teoria apresentada na secao anterior sugere, em particular, que a abordagem
de um conceito matematico deve incluir diferentes representacdes, quando possivel,
no sentido de propiciar a realizacdo de conexdes entre as unidades cognitivas™®
(TALL & TONY BERNARD, 1997, apud GIRALDO, 2002). As diferentes
possibilidades de se fazer essas ligagcBes potencializam a formacdo de imagens
conceituais ricas. Isso quer dizer que o individuo diante de diversas representacdes
matematicas de um mesmo objeto pode compreender melhor um dado conceito uma
vez gque ele consegue nesse contexto identificar unidades cognitivas mais préximas
de suas imagens conceituais evocadas associando-as aquelas apresentadas e
reconstruindo outras. Pois como afirma Giraldo (2002), “cada representacéo poe em
evidéncia certos aspectos do conceito, mas ao mesmo tempo oculta outros”. E
necessario, portanto, iniciarmos discussdes acerca das possibilidades de se
trabalhar por meio dessa abordagem a fim de favorecer a formagao de um quadro
de conhecimento no qual estejam inseridas algumas respostas para nossa
investigacao.

Os conceitos matematicos exigem, muitas vezes, compreensdes globais. Se, por
exemplo, definirmos curvas planas como uma equacéo F(x,y)=0 e pararmos por aqui

estaremos deixando de considerar alguns elementos que serdo necessarios para a

'® Unidade Cognitiva seria cada por¢éo da estrutura cognitiva associada a um dado conceito, no qual
o individuo é capaz de focar atencao de uma vez. (GIRALDO, 2002)



54

compreensdo de conceitos matematicos mais avancados ou até mesmo de
conceitos dentro da Fisica como o trabalho realizado ao longo de uma curva sendo
nesse caso necessario compreender que curva plana é a trajetoria de uma particula
no plano. A parametrizacdo de uma curva é procedimento pelo qual estabelece a
dindmica necessaria para, de fato, obtermos uma curva como descrito acima.
Portanto, a representacdo paramétrica de uma curva precisa ser apresentada de
forma clara. E se, entdo, passamos a definir dentro dessa perspectiva a curva
parametrizada, podemos ainda acreditar que seja razoavel a compreensdo do
estudante tomando sua defini¢gao formal.

Cada representacédo é parte de uma compreensdo maior do conceito matematico.
Se for priorizado uma Unica representacdo pode ocorrer algum prejuizo na formacéao
das imagens de conceitos referentes ao conceito e assim gerar conflitos cognitivos
no momento da descricdo da definicAo conceitual. Certamente alguns objetos
matematicos ndo serdo dotados na sua parcialidade representativa de elementos
explicitamente favoraveis a outras representacdes. Assim, serd necessario identificar
os elementos de uma determinada representacdo potencialmente favoraveis a
outras abordagens e entdo explorar habilidades de manipulagcdo e coordenacao
dessas diferentes representacdes. Neste topico estaremos refletindo o papel da
visualizagdo como uma possibilidade de exploracdo conceitual.

A natureza do pensamento matematico esta interligada aos processos cognitivos
gue dao origem ao conhecimento matematico. E o pensamento matematico envolve
diferentes processos de pensamento tal como Dreyfus (1991) destaca: 0S processos
envolvidos na representacdo de conceitos e de propriedades (o processo de
representar-visualizar a mudanca de representacdes e a traducédo da formulacao de
um problema ou frase matematica para uma outra formulacdo, a modelacao),
processos envolvidos na abstracdo (generalizacdo e sintese sao pré-requisitos
basicos para a abstracdo), processos que estabelecem relacdes entre o0 representar
e 0 abstrair, e ainda processos que podem incluir entre outros a descoberta, a
intuicdo, a verificacéo, a prova e a definigao.

Dreyfus (1991) revela que em muitos processos, 0S aspectos matematicos e
psicolégicos podem ser raramente separados entre si. Quando construimos um
grafico de uma funcdo, nds executamos um processo matematico, seguindo certas
regras que podem ser postas em linguagem matematica; ao mesmo tempo estamos

provavelmente gerando uma imagem mental visual desse gréafico, isto €, nos
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estamos visualizando a funcdo duma forma que mais tarde nos ajudara a raciocinar
sobre ela. As imagens mentais e as imagens matematicas estdo intimamente ligadas
aqui. E esta ligacdo entre a Matematica e a Psicologia que tornam 0s processos
interessantes e relevantes para a compreensao da aprendizagem e pensamento em
Matematica avancada.

Uma caracteristica peculiar do pensamento avancado em relacdo ao elementar é
a complexidade e como ela é tratada. Dessa forma, os processos efetivamente
potenciais sdo aqueles que permitem gerir essa complexidade como a abstracdo e a
representagao.

O processo do pensamento mateméatico que intervém com mais incidéncia no
estudo da geometria € normalmente designado por visualizagdo. A visualizacdo é
um processo pelo qual as imagens ou representacfes mentais ganham existéncia,
diz Dreyfus (1991). Mariotti & Pesci (1994, apud COSTA, 2002), chamam de
visualizagdo o0 pensar espontaneamente acompanhado e apoiado por imagens.
Zimmermann e Cunningham (1991, apud COSTA, 2002), dizem que a visualizacéo
esta relacionada com os mais diversos ramos da Matemética e é multifacetada —
com raizes na Matemética e com aspectos histéricos, filosoéficos, psicolégicos,
pedagdgicos e tecnoldgicos importantes. Sdo muitas as definicdes e reflexdes sobre
visualizacéo. E elas evidenciam diferentes significados considerando a Matematica,
a investigacao cientifica, a Educacdo Matematica e a Psicologia. Porém concordam
gue a visualizacao insere-se na percepc¢ao e na manipulacdo de imagens visuais.

Para Costa (2002) a visualizacdo € um processo pelo qual as representacdes
mentais ganham existéncia, focadas na percepcdo e na manipulacdo de imagens
visuais que contribuem para a comunicacdo e disseminacao de ideias, a construcao
de argumentacdo e a descricdo da dindmica mental.

O uso do computador como auxilio na visualizagdo pode ser um potencializador
sob o aspecto do Pensamento Matematico Avancado e o desenvolvimento desse
processo cognitivo.

Explorar o aspecto da visualizacdo pode gerar diferentes compreensoes
matematicas de um mesmo conceito, por meio de focaliza¢cdes ndo possiveis sem 0
auxilio do computador. Como exemplo, citamos a geracdo de campos vetoriais.
Enquanto no caderno o aluno desenvolveria diversos calculos na tentativa de
relacionar contas, graficos e comportamento dos vetores em R® no ambiente do

computador esse processo € otimizado possibilitando um ganho maior tempo para
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discussbes conceituais do objeto. Dessa forma, o computador pode gerar as
representacfes mentais de objetos que até entdo sé podiam ser geradas na mente.
Essa possibilidade favorece uma producdo matematica que até entdo nao era
discutida em sala de aula.

Arcavi (2003), acentua o papel da visualizagdo como parte da producdo
matematica na resolucdo de problemas. O autor destaca esse processo como
fundamental na elaboracdo de estratégias para a resolucdo de alguns problemas
matematicos. E ainda destaca a importancia da visualizagcdo por mostrar muitas
vezes aquilo que o professor “v&€” mas o aluno ndo numa determinada representagéo
matematica. Arcavi (2003) se apdia na frase de Goethe: “ Nés ndo sabemos o0 que
vemos, vemos 0 que sabemos” — destacando que a segunda parte aplica-se a
muitas situacdbes em que o0s alunos nao necessariamente veem 0 que
nés, como professores ou pesquisadores fazemos.

A visualizagdo permite que estudantes consigam ver coisas semelhantes aos
observados por um especialista (ARCAVI, 2003).

Atualmente a visualizacdo como processo do aprender e fazer matemética
parece tornar-se amplamente reconhecida. A Vvisualizacdo nao € mais
relacionada simplesmente aos efeitos ilustrativos, mas também pode ser
reconhecida como um componente chave do raciocinio (profundamente
envolvimento com o conceitual e ndo o0 meramente perceptivo), resolucdo de

problemas, e mesmo em provas matematicas (ARCAVI, 2003).

3.5 Tecnologia da Informacédo e Comunicacdo em Educacdo Matematica

Que imagem de conceito e definicdo de conceito referente a Integral de Linha de
Campos Vetoriais podem ser inferidas de estudantes de Calculo Diferencial e
Integral quando interpretada fisicamente como trabalho realizado, mobilizados por
eles na resolucéo de tarefas que envolvam tal conceito?

Essa pergunta juntamente com a base teorica descrita acima sustenta nosso
propésito de integrar o software Maple nas atividades possibilitando certa agilidade
nos calculos procedimentais existentes além de explorar o processo de visualizagéo.

Dessa forma possibilitamos uma maior exploragdo dos conceitos referentes aos
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elementos que constitui a definicdo do Integral de Linha de Campos Vetoriais. Além
disso, evitaremos assim o foco no procedimental. Um treinamento necessério e que
constitui um processo importante na Matematica avancada, porém nao objeto de
investigacao dessa pesquisa.

As TIC’s j& séo objetos de discussdo na educacdo ha alguns anos no Brasil.
Essas TIC’'s sdo constituidas por todos os novos dispositivos de comunicagao.
Atualmente existem diversos aparelhos dessa natureza incluindo os computadores.
Nessa pesquisa queremos focar nossa investigacdo nos processos de
aprendizagem. Sobretudo no que tange as compreensdes dos estudantes referentes
a Integral de Linha de Campos Vetoriais geradas em atividades realizadas com a
possibilidade de utilizacdo de um CAS. Assim, a proposta desse topico € de
estabelecer uma base tedrica respaldando as TIC’s e suas utilizagdes.

Quando pensamos em técnicas ou ha propria informética temos uma tendéncia de
considera-la como um campo bem determinado para a investigagdo da ciéncia em
geral. Entretanto ndo desejamos analisar a informatica na essencialidade da técnica
como é de interesse no campo da computacdo, programacdo ou engenharia.
Pretende-se olhar para a TIC na sua dimensdo funcional de interagdo com o0s
homens considerando o universo escolar universitario. Portanto para essa pesquisa
€ relevante uma andlise do modo pelo qual se d4 a interacdo desses elementos.
Essas TIC’s podem auxiliar no processo de ensino e aprendizagem?

Lévy (1993) sugere que pensemos nessas tecnologias como uma possibilidade de
interconexao entre individuos e técnicas como ja acontece com a escrita e a
oralidade razdo pela qual vai chamar de tecnologias da inteligéncia sendo nesse
caso a comunicacdo o principal fator de relevancia comum. O autor propde uma
reflexdo acerca da utilizagdo dos computadores como uma ideia desprovida do
essencialismo de uma das partes do processo homens e maquinas. A importancia
dessas reflexdes néo reside essencialmente nas técnicas da informatica ou da
oralidade ou na escrita, mas antes no modo pelo qual se inter-relacionam esse

coletivo.

Nem a sociedade, nem a economia, nem a filosofia, nem a religido, nem a
lingua, nem mesmo a ciéncia ou a técnica sao forcas reais, elas séo,
repetimos, dimensdes de andlise, quer dizer, abstracdes. Nenhuma destas
macroentidades ideais pode determinar 0 que quer que seja porque Sao
desprovidas de qualquer meio de agéo. (LEVY,1993,p.8)
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E a sucesséo dessas técnicas na evolucédo da sociedade pode ser, segundo o autor,
admitida como complementacdes. A oralidade e a escrita ndo foram suprimidas
quando surgiu a informética. O que aconteceu foram deslocamentos nas formas de
se comunicar adequando determinados técnicas para melhor atender a sociedade.
As técnicas antigas (LEVY, 1993) como a escrita ainda existem e sempre existirao.
Contudo, é necessario que pensemos nas tecnologias recém-criadas como objetos
de estudo e andlise visto que também s&o legitimas e possui suas dimensdes de

investigacao:

O cumulo da cegueira é atingido quando as antigas técnicas sdo declaradas
culturais e impregnadas de valores, enquanto que as novas Sao
denunciadas como barbaras e contrarias a vida. (LEVY,1993, p. 15)

E uma adequacio ao tempo e as necessidades. A oralidade tinha uma ligacdo mais
fortemente com a lembranca e a memoria auditiva dos individuos antes da escrita.
Os mitos foram fundamentalmente os elementos criados como representacfes de
novas informacgdes no sentido de reter e transmiti-las as outras gerac¢des. Segundo
Lévy (1993), essa forma de estender a memodria bioldgica teve um salto
gualitativamente diferente com o0 surgimento da escrita e com a invengao da
imprensa, podendo alcancar niveis incriveis de extensdo. A escrita tornou possivel a
transmissdo de representacdes sem a mediacdo necessaria do ser humano. Mas
nao significou uma substituicdo completa da oralidade, mas um deslocamento de
funcdes mais adequadas privilegiando os diferentes contextos para 0s quais uma
técnica se enquadra melhor.

E a informatica também entendida como uma extensdo da memaria entra nesse
processo destacando-se por ser qualitativamente diferentes das demais tecnologias
intelectuais como a escrita e a oralidade. Nesse caso consideramos como principais
elementos diferenciadores a simulacdo e a experimentacdo. E num processo de
simulacdo ou experimentacdo, por exemplo, nota-se uma interacdo, ainda que

pequena, dessas tecnologias intelectuais.
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A simulagdo por computador permite que uma pessoa explore modelos
mais complexos e em maior nimero do que se estivesse reduzido aos
recursos de sua imagistica mental e da sua mem@ria de curto prazo, mesmo
se reforcadas por este auxiliar por demais estatico que € o papel.
(LEVY,1993, p.143)

A simulacao, portanto, ndo remete a qualquer pretensa irreal do saber ou da relagéo
com o mundo, mas antes a um aumento dos poderes da imaginacdo e da intuicao.
Os programas computacionais desempenha um papel de tecnologia intelectual na
medida em que reorganizam o pensamento do usuario e modificam suas figuras
mentais e transformam a cogni¢do. As préprias interfaces dos programas sao
potencialmente geradoras de novas habilidades trazendo consigo elementos que
seduzem o usuario e 0 conecta cada vez ao sistema contribuindo para uma espécie
de humanizacdo da maquina na medida em que séo criados para estreitar-se com a
interacao cognitiva do individuo. Segundo Lévy (1993), o processo de transformacéo
e traducdo das diferentes representacdes por meio das multiplas interacdes entre

humanos e ndo-humanos constitui a cognicéo.

N&o sou ‘eu’ que sou inteligente, mas ‘eu’ com o grupo humano, do qual sou
membro, com minha lingua, com toda uma heranca de métodos e
tecnologias intelectuais...Fora da coletividade, desprovido de tecnologias
intelectuais ‘eu’ ndo pensaria” (LEVY, 1993,p.135).

Essa coletividade como condicéo para a inteligéncia pode ser entendida pelo fato do
autor ndo optar por uma analise individual dos elementos que constituem esse
coletivo. Compreendemos, portanto, que a proposta de avaliagdo de programas
como facilitadores no processo de aprendizagem somente podem ser legitimados
num contexto de participacdo de individuos, seres-humanos. A maquina em si ndo

possui, até ser operada por um ser humano, elementos de analise consistentes.

E preciso deslocar a énfase do objeto (o computador, o programa, este ou
aquele médulo técnico) para o projeto (o ambiente cognitivo, a rede de
relacbes humanas que se quer instituir). (LEVY, 1993, p. 32)
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Lévy (1993) destaca como método de comunicacdo nesse contexto a metafora do
hipertexto considerando assim que a formacdo e construcdo das redes de
significados ndo se restringe a uma cognicao linear, mas de forma hipertextual

obedecendo o sentido e o contexto produzido por um dado conceito.

“Quando ougo uma palavra, isto ativa imediatamente em minha mente uma
rede de outras palavras, de conceitos, de modelos, mas também de
imagens, sons, (...). Mas apenas os nos selecionados pelo contexto serdo
ativados com forga suficiente em nossa consciéncia.” (LEVY, 1992, p.14)

Vemos nesse caso uma convergéncia de ideias considerando a Imagem de
Conceito (TALL & VINNER, 1981) e o Hipertexto de Lévy (1993). Quando Lévy
(1993) afirma que somente 0s nos sdo ativados no momento em que ouve uma
palavra ou conceito, vemos uma intersecdo com a imagem de conceito evocada
sugerida por Tall (1991) no PMA descrito anteriormente. Isso € de certo modo
relevante para a pesquisa uma vez que os dois pesquisadores sao referenciados

para fundamentar a investigacao.

O sentido de uma palavra ndo é outro sendo a guirlanda cintilante de
conceitos e imagens que brilham por um instante ao seu redor. A
reminiscéncia desta claridade semantica orientard a extensdo do grafo
luminoso disparado pela palavra seguinte, e assim por diante, até que uma
forma particular, uma imagem global, brilhe por um instante na noite dos
sentidos. Ela transformara, talvez imperceptivelmente, o mapa do céu, e
depois desaparecera para abrir espago para outras constelagbes.(LEVY,
1993, p. 15)

Borba & Villarreal (2005) corroboram com Lévy (1993) ao sugerirem que a producao
de conhecimento ocorre por meio de um coletivo pensante seres-humanos-com-
midias fundamentando-se nas ideias de Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009),
e na proposta de coletivo pensante dada por Lévy (1993).

Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009), apresenta trés teorias para qualificar a

relacdo do computador com o ser humano: substituicdo, suplementacdo e
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reorganizacdo. Na teoria da substituicdo, apesar da proposta de uma possivel
substituicdo do ser humano numa dimensao intelectual, acredita-se que ele n&o
pode substituir o pensamento humano. Alguns programas podem realizar diversas
tarefas como a resolucédo de alguns problemas matematicos, mas Tikhomirov (1981,
apud BARBOSA, 2009), rejeita a nog¢ao de substituicdo do pensamento humano
argumentando que esse ndo tem apenas uma habilidade de resolver, mas além de
uma habilidade possivelmente semelhante ainda existe uma forma de desenvolver a
resolucao fundamentalmente diferente do desenvolvido pelo computador. “A ideia de
substituicdo ndo expressa, portanto, uma relacao real entre o pensamento humano e
o trabalho do computador” (TIKHOMIROV, 1981, p.259, apud BARBOSA, 2009).

O computador poderia ser visto como um aumento quantitativo da memdéria?
Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009), afirma que essa teoria também acaba
sendo reducionista na medida em que propbe a ideia na qual 0s processos
complexos do pensamento consiste de diversos processos elementares de
manipulacdo de simbolos tal como na teoria da informacdo. O autor sugere que o
pensamento é gerado ou construido no processo de atividade mental de resolver
problemas sendo que nem sempre o objetivo a se atingir é dado antecipadamente.
Nesse caso ele destaca que a criacdo de um problema e o desenvolvimento dos
resultados sao atividades ou manifestacdes entre as mais importantes do
pensamento humano. “Pensar ndo € uma simples resolugcédo de problemas: também
envolve formula-los” (TIKHOMIROQOV, 1981, p.261, apud BARBOSA, 2009).

Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009), propde uma teoria da reorganizacao
baseando-se na ideia da transformacdo da atividade humana contrapondo-se as
ideias de adicdo exclusiva, isto é, as ferramentas ndo complementam somente as
tarefas humanas, mas reorganizam-nas e transformam essas tarefas. E esse
processo consequentemente muda os processos mentais do ser humano. “Como
resultado do uso do computador, a transformacéo da atividade humana ocorre e
novas formas de atividade emergem” (TIKHOMIROQOV, 1981, p.271, apud BARBOSA,
2009).

As novas possibilidades oferecidas pelo computador nessa perspectiva de
transformacao sao vistas, por exemplo, naquelas acdes intermediarias de uma tarefa
como os feedbacks. Essas a¢bes muitas vezes produzem novas ideias na realizacao
de tarefas e, portanto, modifica o0 conhecimento. Ao utilizar o computador, a

estrutura da atividade intelectual humana é alterada de alguma forma, reorganizando
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0S processos de criacdo, de busca e de armazenamento de informacdes. Assim,
Tikhomirov, (1981, apud BARBOSA, 2009), finaliza destacando a necessidade da
adaptacdo dos computadores a atividade humana assim como a adaptacdo as
condicbes de trabalho com o computador (TIKHOMIROV, 1981, p.277, apud
BARBOSA, 2009), propondo a resolucdo de problemas por meio do coletivo
humanos e computadores.

Percebemos como Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009), e Lévy (1993)
propéem de forma comum que ndo haja uma dicotomia entre a técnica e o ser
humano, defendendo a ideia de um coletivo pensante homem e méquina. Borba &
Villarreal (2005, apud BARBOSA, 2009), reafirmam a teoria da reorganizacédo do
pensamento definindo-a como aquela que melhor caracteriza a moldagem reciproca,
onde ser humano e computadores sdo moldados nas diversas atividades nas quais
estdo presentes. Os computadores nao substituem o ser humano, mas interagem na

producéo e reconstrucdo do conhecimento.

3.5 CAS e Ensino de Calculo

Uma tecnologia da informacé&o e comunicacdo como um CAS pode ser utilizada
facilmente no ensino de Calculo Diferencial. Inclusive como uma ferramenta de
auxilio para calculos algoritmicos. A questdo de interesse dessa pesquisa, ao
investigar as compreensdes dos estudantes acerca das integrais de linha nas
atividades de campo, é justamente explorar outras formas de abordagem por meio
dessas tecnologias favorecendo, a principio, posturas mais investigativas por parte
do estudante. Corroboramos com D. Tall (1991) ao apontar possiveis tarefas
integradas com a tecnologia informatica: “Na educacdo, pode ser usado para 0s
mesmos objetivos, e para um outro propdsito importante: ajudar os alunos a
conceber e construir por si mesmos a matematica que ja foi formulada por outros.
(TALL,1991, p. 231, traducdo nossa)*’

" In education it can be used for the same objectives, and for one other major purpose: to help
students conceptualize, and construct for themselves, mathematics that has already been formulated
by others.
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Na perspectiva do Calculo diferencial, podemos afirmar que os computadores
inauguram um novo cenario para a investigacao dentro da educacgdo superior. Por
meio dessa tecnologia € possivel obter representacbes geométricas de objetos
matematicos que até entdo seriam impossiveis de serem visualizadas num ambiente
convencional. Segundo Tall (1991), diversas conjecturas, teoremas e resultados da
matematica técnica cientifica tem utlizado dessa tecnologia para auxiliar nas
tentativas mais precisas de provas numéricas e exemplos ou contra-exemplos
gerados de forma mais rapida pelos computadores. A conjectura de Euller, por
exemplo, realizado com prodigiosos célculos so6 foi mostrada que é falsa por meio de

um contra-exemplo gerado por Lander e Parkin, num computador:

Quase dois séculos atras, depois de um prodigioso numero de calculos,
Euler formulou a conjectura de que uma soma de pelo menos n poténcias
positivas enésimas de inteiros sdo necessarios para produzir um enésima
poténcia. Entdo pelas restricbes dos célculos necessarios para investigar
obrigou-os a ficar sem prova ou refutagédo até uma pesquisa de computador
em 1969 por Lander e Parkin produziu o contra-exemplo: 27° + 84° + 110° +

133° = 144°, (TALL, 1991, p. 232, tradugdo nossa)™®
Por outro lado, a conjectura de Goldbach permanece aberta, ainda que os
computadores tenham encontrado uma decomposicdo em dois primos para todos 0s
pares até um tamanho extremamente significativo. Segundo Tall (1991), a prova
formal pode ser auxiliada pelo computador uma vez que 0s processos légicos de
construcdo e célculos podem ser reduzidos a um numero reduzido de casos para
levantar possiveis conjecturas. E o caso, segundo Tall (1991), do problema das
quatro cores, reduzido para um numero finito (mas grande) de alternativas que
poderia ser resolvidas pelo computador. Essas aplicacfes podem ser encontradas
facilmente nos problemas combinatérios em teoria de grupos, geometria algébrica e
outras areas que sdo constituidas de algoritmos programaveis favorecendo a
utiizacdo do computador nas partes de calculos complexos (TALL,1991).

Evidentemente estas praticas ndo agradam todos os matematicos, visto que muitas

®Nearly two centuries ago, after a prodigious number of calculations, Euler formulated the conjecture
that a sum of at least n positive nth powers of integers are required to produce an nth power. So
forbidding were the calculations required to investigate this that it stood without proof or refutation until
a computer search in 1969 by Lander and Parkin produced the counter-example:

27° + 84° + 110° + 133° = 144°
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vezes faz-se necessario questionar a programacao, o processo l6gico, 0 modo como
0S conceitos se encaixam podendo conduzir argumentos falaciosos (TALL,1991).
Esse seria outro lado para se pesquisar. Entendemos que as atividades
matematicas, em geral, podem ser integradas aos computadores embora seja
necessario reconhecer possiveis pontos negativos no processo.

A integracdo de uma tecnologia da informagdo e comunicagcdo no ensino de
Calculo deve, sobretudo, auxiliar o estudante a explorar o conceito matematico do

objeto de ensino:

Isso abre uma possibilidade adicional para o0 uso do computador na
educacdo matematica, através do desenvolvimento de programas de
computador projetados para ajudar o aluno a conceituar idéias matemaéticas.
(TALL,1991, p. 234, traducéo nossa)™

Dessa forma, acreditamos que seja necessdaria uma investigacao mais refinada das
propostas de tarefas nesses ambientes nas quais possuam elementos
potencializadores da exploracao de ideias mateméaticas sob os diversos aspectos ou
representacfes possiveis como simbdlicas, graficas e numéricas. Podendo assim
confirmar ou refutar a hipotese na qual aponta a autonomia como uma competéncia
gerada quando o estudante busca solucdes alternativas.

O que pretendemos com este tépico é sugerir ao leitor a reflexdo de possiveis
pontos de convergéncia entre as TIC’s e 0 ensino de Calculo sob uma perspectiva
de integracao dessa tecnologia, os estudantes e o objeto matematico de ensino.

Tall (1991) destaca os dois softwares CAS mais utilizados apontando
caracteristicas de exploracdo de conceitos matematicos mais fortemente presente
em cada programa. Analisa, do ponto de vista técnico e pedagdgico, alguns
elementos comuns aos dois e outros pontos distintos. Destaca o Mathematica como
uma inovacao nessa area ja que, segundo Tall (1991), ele possui uma versdo na

qual a sintaxe da descricdo matematica de um célculo ndo é necessariamente

¥ This opens up a further possibility for the use of the computer in mathematical education, through
the development of computer software designed to help the student conceptualize mathematical
ideas.
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aquela composta de um conjunto de simbolos. Mas a propria palavra que descreve o
conceito pode ser entendida como uma sintaxe para a realizacdo de um célculo
(TALL,1991).

A partir dessas reflexdes destacadas e das questdes levantadas anteriormente,
vemos como uma necessidade a producdo de mais pesquisas com o CAS no
sentido de apontar elementos constituidos na sua natureza de questfes de reflexdo
acerca do alcance instrucional destas tecnologias no processo de ensino e
aprendizagem. Sobretudo pela crescente expansdo desses programas no meio
académico. E isso também sugere uma demanda de pesquisas nas quais se
investiguem qualitativamente as potencialidades matematicas educacionais dessas
tecnologias informaticas no ensino superior. Essa necessidade vai ao encontro da
pretensdo dessa pesquisa na qual deseja construir um quadro de conhecimentos
relativos as compreensdes matematicas de estudantes de Célculo ao realizarem
tarefas mediadas pelo Maple.

De acordo com a teoria da reorganizacao de Tikhomirov (1981, apud BARBOSA,
2009), as ideias de coletivo pensante (LEVY, 1993) e a proposta de convergéncia
destas teorias como sugerem Borba & Vilarreal (2005, apud BARBOSA, 2009), fica
evidenciado uma proposta de abordagem acerca da tecnologia informatica no ensino
de Célculo: a integracdo. Essa expressdo pode significar efetivamente o que
pretendemos com essa pesquisa.

O Maple é um software matematico. Acreditamos, corroborando com Lévy (1993)
e Tikhomirov (1981, apud BARBOSA, 2009), que esse software em si ndo ensina. E
também nado apenas completa o trabalho manual de um estudante ou professor. Mas
se pensarmos nas possibilidades de exploracdo da potencialidade procedimental e
de estimulo visual que esse software proporciona em tarefas matematicas
envolvendo a Integral de Linha de Campos Vetoriais? E possivel mobilizar diferentes
partes da imagem de conceito relativo ao conceito envolvido? Essas perguntas
constituem a regido de investigacao inserida no corpo dessa pesquisa evidenciando

0 modo como iremos analisar as atividades de campo.
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4 — INTEGRAL DE LINHA DE CAMPOS VETORIAIS E TRABALHO REALIZADO:
PARAMETROS MATEMATICOS PARA CONSULTA DA PESQUISA

Observemos a definicdo formal de Integral de Linha de um campo Vetorial retirada
do livro Calculo Diferencial e Integral de Funcdes de Varias Variaveis elaborado por

Diomara Pinto e Maria Candida Ferreira Morgado (1997):

Definicdo: Consideremos uma curva C em R3® parametrizada por
o(t) = (x(®),y(),z(t)),t €[a,b], onde o €& de classe (1, e
F(x,vy,z) = (Fi(x,y,2),F,(x,y,z),F;(x,y,z)) um campo vetorial continuo definido em

C. Definimos a Integral de Linha de F ao longo de C dada por:
b ’
fff (F(a(t)).a (t)) dt
a
Quando C é uma curva no plano xy parametrizada por o(t) = (x(t),y(t)), t €la,b],a
Integral de Linha de F(x,y) = (F;(x,y),F,(x,y)) ao longo de C é dada por:

b b
JF-dr= J Fydx + F,dy = J F,(o(0)x'()dt + F,(a(t))y (©)dt

a a
Como um objeto matematico, esta definicdo caracteriza perfeitamente a Integral de
Linha. As propriedades e demais caracteristicas consequentes dessa definicdo
poderdo ser logicamente construidas sob a perspectiva de um sistema de inferéncia
na qual se insere a definicdo. E, portanto, a0 mencionar esse objeto mateméatico
num contexto da matematica técnica, necessariamente estaremos trazendo a tona
os elementos escritos e explicitos da definicdo (GIRALDO, 2004). Assim, podemos
afirmar que a definicdo formal de Integral de Linha de um Campo Vetorial contempla
sob uma perspectiva formal o objeto matematico. A Integral de Linha de um Campo
Vetorial “é” a sua definicdo nesse contexto. Devemos, entretanto, tratar de maneira
cuidadosa essa afirmacao quando estivermos trabalhando esse objeto numa sala de

aula. Como afirma Courant & Robbins (1941, apud GIRALDO, 2004):

Uma séria ameaca a propria vida da ciéncia esta implicita na assercéo de
gue matematica ndo é nada mais que um sistema de conclusfes
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desenhado a partir de definicdes e postulados que devem ser consistentes
e além disso podem ser criados pelo livre arbitrio dos matematicos. Se esta
descricdo fosse precisa, matematica ndo poderia atrair nenhuma pessoa
inteligente. Ela poderia ser um jogo de defini¢cdes, regras e silogismos, sem
motivo ou objetivo. A nocdo de que o intelecto pode criar sistemas
postulacionais por seu préprio capricho € uma enganosa meia-verdade. [. .
.] Seja qual for o nosso ponto de vista filoséfico, para todos os propésitos da
observacdo cientifica um objeto se esgota na totalidade das possiveis
relacbes com o sujeito ou instrumento que o percebem. (COURANT &
ROBBINS, 1941, p.xvii, apud GIRALDO, 2004, p. 69)

Portanto, se tivermos que categorizar o conhecimento matematico envolvido nessa
pesquisa, sugerimos que seja, corroborando com Giraldo (2004), um objeto
matematico de ensino. A busca central da pesquisa em questdo sdo as imagens de
conceitos referentes a Integral de Linha de Campos Vetoriais dos estudantes de
Fisica. Pretendemos, dessa forma, investigar as compreensfes matematicas
emergentes em atividades executadas e integradas com o Maple.

Desejamos com essa pesquisa discutir, refletir e elaborar a partir dos dados
relativos as analises das atividades e entrevistas dos estudantes um quadro de
conhecimentos referentes as concepc¢des dos estudantes referentes a Integral de
Linha de Campos Vetoriais.

A partir dessa nocao, desejamos adotar para as atividades a abordagem de um
objeto matemético de ensino balizado pela direcdo apontada por Poincaré (1908,
apud GIRALDO, 2004):

Para os filésofos ou cientistas, uma boa definicdo € uma definicdo que se
aplica a todos os objetos a serem definidos, e somente a eles; e que
satisfaz as regras da légica. Mas em educacdo, ndo é assim; seria uma que
pode ser entendida pelos alunos. (POINCARE, 1908a, p.117, apud
GIRALDO, p. 69)

Entendemos que o referencial tedrico acerca das imagens de conceito norteia o
trabalho na medida em que estabelece a prerrogativa de que um conceito
matematico na estrutura cognitiva do estudante é a sua imagem de conceito.

Pretendemos, dentro desse contexto pedagdgico, analisar as imagens de conceito
dos estudantes por meio das definicbes de conceitos registradas e confronta-las

com os elementos da imagem de conceito evocados nas tarefas. Nesse sentido,
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pretendemos legitimé-las ou sugerir reconstru¢des por meio das aproximacfes mais
precisas no processo de formalizagéo.

Aplicaremos, numa primeira etapa, um questionario escrito com questdes
matematicas diretas e duas tarefas matematicas (Atividade 1 e Atividade 2) a fim de
detectarmos as compreensfes dos estudantes relativas a alguns conceitos prévios
da Andlise Vetorial. Numa segunda etapa, aplicaremos outras duas tarefas
matematicas nas quais os estudantes serdo submetidos. O objetivo dessa etapa
sera o de mobilizar os elementos da imagem de conceito referente a Integral de
Linha de Campos Vetoriais. A partir das respostas pretendemos realizar uma leitura
das respostas dos estudantes, suas interpretacfes e possiveis recortes das porcdes
das imagens de conceito dos sujeitos referentes a Integral de Linha. Além disso,
pretendemos analisar as potencialidades dessas atividades no sentido de
enriquecimento ou ndo das imagens de conceitos.

Neste capitulo, desejamos apresentar algumas interpretacées de objetos de
conhecimento matematico talvez ja familiares para os leitores, mas que se faz
necessario no sentido de amparar matematicamente aquilo que desejamos nas
tarefas de campo.

Realizaremos a textualizacdo de algumas interpretacdes fisicas juntamente
com as definicbes mateméticas formais das quais faremos referéncia durante nossa
escrita a partir de agora. Dessa forma, pretendemos apresentar ao leitor de modo
mais fiel possivel a trajetéria da construcdo dessa investigacdo percorrendo 0s
diversos elementos que a constituiram e refletindo a respeito da sua pertinéncia

como uma investigacao relevante dentro da Educacdo Matematica Superior.

4.1 Curvas

Suponha que uma particula esteja movendo-se em IR?. Queremos descrever a
trajetOria descrita pela particula, ou seja, sua posicédo no plano, em cada instante de
tempo t. Podemos imaginar que, quando t varia em um intervalo de tempo, a
trajetoria descrita pela particula € uma curva C percorrida no sentido de crescimento

de t. Uma das maneiras de se fazer tal coisa é associar a cada instante de tempo t
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um vetor no plano e que dependerd de t. Neste caso, estamos diante de uma
aplicacdo que associa a cada instante de tempo t um vetor de R?. Como cada vetor
em R? representa a posicdo da particula no instante de tempo t, dizemos, que a
curva C que representa a trajetoria da particula pode ser parametrizada em funcgéo
do parametro t.

Neste texto a curva C representara o local geométrico formado pelas
extremidades de todos os vetores posi¢cdo. Uma parametrizacdo para a curva C sera
uma das formas de se representar a mesma, isto €, existem infinitas
parametrizagdes que coincidem com a mesma curva C.

Além do conceito fisico de trajetéria, associado a ideia de vetor posi¢cdo, faz

sentido relembrar outros conceitos fisicos.

4.2 Campos Vetoriais Conservativos: Um Campo Que Conserva a Energia Total

do Sistema

O que entendemos ao abordar nas atividades a exploracdo de campos de forcas
conservativas?

Os campos vetoriais de for¢cas conservativas sédo caracterizados por garantir que a
energia mecanica total seja constante, isto €, ela é conservada. Portanto, ao calcular
o trabalho realizado por esse campo ao longo de diferentes caminhos, o estudante
tera a oportunidade de conjecturar (ou ndo) acerca dos valores das integrais
encontradas deixando para o software Maple a tarefa do calculo mateméatico e
ganhando tempo para explorar os conceitos.

Os campos vetoriais conservativos podem ser definidos matematicamente da

seguinte forma:

Definicdo: Um campo F:Q - R?,Q c R? aberto, é dito conservativo se existe
f:Q - R? tal que F=Vf. A funcdo f é chamada de energia potencial ou
simplesmente potencial para F.

Proposicdo: Seja F = -Vf:Q — R?. As linhas de fluxo de F sdo as curvas

s

o:(a,b) » Q tais que oa(t) =F(o(t)). Entho temos que (feco):(a,b) >R €
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decrescente sempre que ¢ € uma linha de fluxo de F. Lembramos que 4(t) denota a
derivada primeira de o (t).

Demonstracdo: Para mostrar que (f o g)(t) € uma funcdo decrescente devemos
calcular a sua derivada e concluirmos que seu sinal é negativo.
Proposicdo 3.2: Sejam F = —-Vf:Q — R?em € Ruma constante. Uma trajetéria
descrita por uma particula sob a acdo do campo F € uma curva a: (a, b) - Q tal que

md(t) = F(a(t)). Entdo, temos que

1
E@®) =-mlls@®ll* + f(a(®)

€ constante sempre que ¢ for uma trajetoria.

Assim, quando o campo de forcas F for conservativo, a energia total E se
conserva ao longo das trajetérias sob a acao de F.

Demonstracdo: Para demonstrar que E(t) € constante, basta derivar a sua
expressao e mostrar que o resultado é zero.

Observacédo: A energia mecanica total é definida pela expressao:

1
E@®) =smllg®Il* + fle®).

Quando o campo vetorial é conservativo, a proposicdo 3.2 garante que a energia

mecanica total é constante, isto é, ela é conservada. Fazendo:

E0) =3mlGOIF e E,() = f(o()
Podemos enté&o chamar E.(t) de energia cinética e E,(t) de energia potencial como
sdo nomeados pelos fisicos. Assim, a proposicao 3.2 afirma que
E(t) = E.(t) + E,(t) = constante,
OuU Seja, que a energia mecanica total, que € a soma da energia cinética com a
energia potencial € constante. Isto € o mesmo que afirmar que a energia total, E(t),
se conserva ao longo do movimento descrito por uma particula. Assim sendo, este é
um dos motivos para se achar o campo vetorial F de conservativo, isto €, F € um

campo que conserva a energia total de um sistema.
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4.3 Trabalho e Integral de Linha: Uma Relagdo Significativa

As imagens de conceitos evocadas (ou nao) pelos estudantes durante as
atividades podem contribuir para o aparecimento de novas questdes investigativas
acerca da Integral de Linha de Campos Vetoriais. N&o pretendemos, entretanto,
pensar em evolucédo linear dos conceitos a definicdo formal. Queremos observar e
analisar as possiveis imagens de conceito evocadas por meio da leitura do registro
das respostas dos estudantes as tarefas, as definicbes de conceito elaboradas e
escritas, as aproximacdes dessas com a definicdo formal, a existéncia ou nao de
possiveis limitacbes das descricbes das respostas geradas no software, suas
interpretacbes (das descricbes computacionais) dadas pelos estudantes e nossas
interpretacdes segundo a teoria das Imagens de Conceito (TALL & VINNER, 1981).

Qual a relacdo entre Trabalho realizado por uma forca e Integral de Linha de
Campos Vetoriais?

Se F € um campo de forcas no plano, entdo uma particula teste (por exemplo,
uma pequena carga unitaria em um campo de forca elétrica ou uma massa unitaria
em um campo gravitacional) sofrera a a¢do da forca F. Suponha que a particula se
move ao longo de uma curva C sob a acdo de F. Suponha também que esta
trajetoria C possa ser parametrizada por um caminho diferenciavel o:[a,b]->R2 Um
conceito fundamental é o trabalho realizado pela particula, sob a acdo do campo
vetorial F, quando esta percorre a curva C que é parametrizada pelo caminho o(t).
Se C representa um deslocamento retilineo dado por um vetor d e F é uma forca
constante, entdo o trabalho realizado por F em mover a particula ao longo do
caminho € F-d:

F-d = (forga) X (deslocamento na diregdo da forga).
Mais geralmente, se o caminho é curvilineo podemos imaginar que ele é feito a partir
de uma sucessdo de deslocamentos retilineos infinitesimais ou que ele é
aproximado por um numero finito de deslocamentos. Entdo somos conduzidos a
seguinte formula para o trabalho realizado pela forca F sobre uma particula

movendo-se ao longo do caminho o:[a,b]->R?:
b
Trabalho realizado = f F(a(t)) -o(t)dt.
a

Esta discussao nos leva a fazer a seguinte definigéo:
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Definicdo: Sejam Q c R? é aberto, F:Q — R? um campo vetorial de classe C° e
o:[a,b] » Q um caminho de classe C!. A integral de linha (ou integral de caminho)

de F sobre o é definida por:

fa F-drzfabF(a(t))-c'r(t) dt.

Vamos avancar um pouco mais. O resultado a seguir afirma que, quando o campo
vetorial F € conservativo, entdo o trabalho realizado € igual a variacdo da energia
potencial.

Teorema: Sejam Q — R? aberto e F: Q - R? um campo conservativo (isto €, existe
f:Q >R tal que F=Vf). Seja o:[a,b] > Q um caminho de classe C! tal que
o(a) =Aea(b) =B. Entao,

b
f F(a®)-o(t)dt = f(B) — f(A).

4.4 Campos Vetoriais Dissipativos: Possivel Expansdo do Conceito de

Trabalho x Refinamento do Conceito de Integral de Linha

Pretendemos como j& mencionado favorecer a partir da pesquisa reflexdes na
direcdo de objetivos que convergem para a Educacdo Matematica Superior acerca
do ensino e aprendizagem. Desejamos ainda produzir elementos suficientes a
contribuir para a construcdo de um produto educacional no qual revele
apontamentos relevantes para a pesquisa em Educacdo Matematica e,
consequentemente, para o planejamento de estratégias de ensino nas quais
abordem o objeto matematico de ensino dessa pesquisa, ou seja, a Integral de Linha
de Campos Vetoriais.

Tall (1989) ressalta como vimos no capitulo 3 a importancia da definicAo como
uma etapa final a conceituagcéo e ndo como ponto de partida.

Com base nessa afirmagédo e no referencial das imagens de conceitos
pretendemos a partir das respostas dos estudantes as tarefas produzir um conjunto
de dados suficientes para analisarmos os elementos da imagem de conceito

mobilizados.
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Explorando o conceito de campo de forca dissipativo nas tarefas, entendemos que
possa auxiliar a evocacao de diferentes partes da imagem de conceito. E assim
supomos que a exploracdo dessas questdes favoreca diferentes compreensodes
matematicas pelos estudantes e, portanto, mais dados para nossa pesquisa.

Planejaremos as tarefas de maneira que seja contemplada o aspecto da
visualizagdo. Queremos, a partir dessa proposta, facilitar o confrontamento dos
diferentes aspectos do mesmo conceito por parte do aprendiz. Como os estudantes
estardo inseridos num ambiente no qual se faz presente o Maple, é possivel, de
acordo com os autores (HAZZAN & GOLDENBERG, 1997, apud GIRALDO, 2004),
gque 0S mesmos possam manipular e investigar diferentes construgbes nao
considerando efetivamente aspectos técnicos e, portanto, podendo dessa forma
conjecturar novas relagdes e abstracoes.

Pensamos que o confrontamento de respostas numéricas, por exemplo, pode sim
favorecer a producéo de algumas interpretacdes dos estudantes acerca do conceito
no qual a integral de um campo vetorial pode depender do caminho escolhido. Dito
de outra maneira, o trabalho realizado por uma particula sob a acdo de um campo
vetorial, em geral, depende da trajetéria percorrida pela mesma. Isto acontece
porque o campo vetorial ndo € conservativo. E a partir de respostas numéricas
geradas pelo Maple, podemos confirmar ou refutar esse fato. Veja o exemplo:

Considere o campo vetorial F: R? - R? dado por F(x,y) = (0,xy). Considere duas
trajetérias parametrizadas yq,y,:[0,1] - R? dadas, respectivamente, por y,(t) =
(t,t) e y,(t) = (¢,t?). Encontrar o trabalho realizado para cada um dos caminhos.

Solucéo: Para o caminho y,(t) temos:

211

fylF-dr=jOF(yl(t))~y1'(t)dt=J0(O,t-t)-(l,l)dt=J0t2dt=% =3

0

Para o caminho y,(t), temos:

fyZF-dr=j

0

5l

F(y,(0) - y,(t)dt =f (0,t - t2) - (1,2t)dt =j 2t4dt = 2?
0 0

2

ull

0
O exemplo acima mostra que a integral de um campo vetorial pode depender do

caminho escolhido. Dito de outra maneira, o trabalho realizado por uma particula sob
a acdo de um campo vetorial, em geral, depende da trajetoria percorrida pela

mesma. Isto acontece porque o campo vetorial deste exemplo néo é conservativo.
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Mas o0 que sdo matematicamente Campos Vetoriais Dissipativos?
Matematicamente poderiamos definir:

Definicdo: Quando o campo vetorial F:Q — R%,Q c R?, ndo é conservativo, o
mesmo é dito dissipativo.

Vimos que, quando um campo vetorial € conservativo, a energia mecanica total se
conserva. No caso de campos vetoriais dissipativos a energia mecanica ndo é
conservada.

Teorema: Suponha que m > 0,Q c R%, F:Q — R? é continuo e que o:[a,b] > Q é
tal que mé(t) = F(a(t)), vt € [a,b]. Entdo, temos que o trabalho realizado por F é

igual a variacao da energia cinética, isto €&,
1 ) , 1 ) )
J,F - dr=E.(b) —E.(a) = Smlle” —5mlig (@)l

Seguindo a ideia e pressupostos do grupo PMA mencionados no capitulo 3 dentro
do qual se estabelece a definicAo mateméatica como parte inerente nesse processo
sugeriamos nesse contexto a apresentacdo da definicdo formal como uma etapa
final.

A proposta de integrar as tarefas escritas por meio de célculos e procedimentos
convencionais € justamente para favorecer a producéo de elementos potencialmente
constituidos de analise de competéncias sugeridas no ambito do desenvolvimento
do PMA como a de operar por meio da escrita de forma precisa com objetos mais
concretos (VINNER, 1991). Ndo queremos, portanto, comparar os efeitos do uso das
TIC’s com as ferramentas convencionais. Ao contrario, buscamos nessa pesquisa
investigar sob a luz da teoria das imagens de conceito e da visualizacdo as
interpretacbes emergentes dos estudantes durante a execucéo das atividades e as
producdes escritas dos sujeitos expressas nas respostas.
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5 - METODOLOGIA DA PESQUISA

Neste capitulo, apresentamos o contexto da pesquisa em que o estudo esta
inserido e o procedimento metodolégico para a coleta dos dados. Além disso,

apresentamos algumas reflexdes acerca da elaboracéo das atividades.

5.1 Questao de Investigacao e Objetivo da Pesquisa: Retomando

As perguntas que originaram essa pesquisa foram as seguintes: como os alunos
estdo interpretando e/ou entendendo a Integral de Linha de um Campo Vetorial? A
definicdo formal é um caminho eficaz para a compreensao do conceito? Quais as
imagens que eles fazem e/ou formulam em suas mentes? Quais compreensdes
matematicas referentes a Integral de Linha de campos vetoriais quando interpretada
como trabalho realizado podem ser enriquecidas e/ou reconstruidas por meio de
tarefas integradas a um software? Essas questfes contribuiram para a geracédo de
uma pergunta—diretriz:

Que imagem de conceito e definicdo de conceito referente a Integral de Linha de
Campos Vetoriais podem ser inferidas de estudantes de Calculo Diferencial e
Integral quando interpretada fisicamente como trabalho realizado, mobilizados por

eles na resolucao de tarefas que envolvam tal conceito?

Essa pergunta foi, portanto, construida por meio de idas e vindas ao referencial
tedrico além de outras leituras referentes a trabalhos em Educagdo Matemética dos
qguais também utilizaram esses referenciais, além de muitas reflexdes no nosso
grupo de pesquisa liderado pelo Prof. Orestes. E importante ressaltar ao leitor que a
organizacao e escrita desse trabalho sofreram muitos ajustes até tomar uma forma
mais adequada a fim de facilitar a leitura e o entendimento de todo o processo de

investigacao.
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Apo6s algumas reflexdes acerca do referencial, pudemos refinar as questdes as
quais buscamos investigar nesse trabalho: 1) Quais imagens de conceitos (TALL &
VINNER,1991) referentes as Integrais de Linha de Campos Vetoriais se constitui no
sistema cognitivo do estudante de Calculo Diferencial e Integral 1I? 2) E possivel
(re)construir ou enriquecer essa imagem de conceito em tarefas nas quais se faz
presente uma tecnologia informatica? 3) Quais possiveis dificuldades de
compreensao podem ser apontadas nesse processo? Essas perguntas de carater
investigativo vao balizar toda a dindmica metodolégica da pesquisa. E por meio da
teoria das imagens de conceitos acreditamos ser possivel analisar qualitativamente
as atividades de campo.

O objetivo da pesquisa consiste em investigar recortes possiveis da porcdo das
imagens de conceitos referentes a Integral de Linha de Campos Vetoriais evocadas
pelos estudantes de um curso de Fisica. Para isso pretendemos expor 0s
estudantes a atividades matematicas constituidas de questées que visam motivar a
evocacdo dessas imagens de conceitos. Além disso, pretende-se captar as
definicbes de conceitos dos estudantes por meio das respostas escritas
confrontando-as com a definicdo formal e estabelecendo possiveis aproximacdes. A
integragcdo do Maple em algumas atividades tem o objetivo de induzir diferentes
imagens de conceitos ou até mesmo “novas” produgoes.

Considerando a questdo de investigacdo e 0 objetivo da pesquisa, n0ssOS
estudos privilegiam as relacdes de ensino e aprendizagem entre professores e
alunos. Além disso, contribui para a geracdo de um quadro de conhecimentos
acerca das compreensfes matematicas emergentes dos estudantes de Calculo Il
referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais. Dessa forma auxilia professores
e departamentos a refletirem sobre certas acbes no preparo de ambientes de
aprendizagem, aulas acerca do assunto ou até mesmo materiais didaticos que

tratam desse contetdo.
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5.2 Procedimento Metodoldgico

Adotamos na pesquisa uma metodologia qualitativa que engloba os aspectos
metodoldgicos de experimentos de ensino. Essa opcdo metodolégica surge no
momento em que se constitui os caminhos da investigagao e conforme apontamento
de Alves-Mazzotti e Gewandsznajder (1999) que aponta essa metodologia como
opcao para a pesquisa que usa uma grande variedade de procedimentos e
instrumentos de coleta de dados. A forma descritiva de obter os dados, o contato
direto do pesquisador com o0 objeto de estudo, a valorizagdo do processo e nao
somente do produto final e a descricdo das perspectivas dos sujeitos pesquisados
determinaram essa escolha (BOGDAN; BIKLEN, (1994); LUDKE; ANDRE, 1986).

Segundo Liudke e André (1986), as escolhas metodoldgicas dependem do
problema e da questdo que vai ser investigada. De acordo com esses autores, a
investigacdo desenvolve-se numa fase exploratéria, sucedendo para uma fase
decisiva e de descoberta.

Para a coleta de dados estaremos desenvolvendo trés métodos: observacoes,
entrevistas semi-estruturadas e aplicagbes de instrumentos de coleta. Estes
instrumentos de coleta seréo as atividades de 1 a 4 na forma de teste.

Os métodos de coleta podem parecer com os métodos de entrevista clinica de
Piaget, porém estd mais focado nos processos executados pelos estudantes e,
portanto, como afirma Barbosa (2009), se diferencia da entrevista clinica “[...] pelo
fato de ser direcionado para o progresso dos estudantes e ndo para o conhecimento
corrente dos estudantes, como se da na entrevista clinica. Seu foco principal é a

analise do raciocinio desses estudantes” (p.87).

5.3 Experimentos de Ensino

O interesse desse trabalho consistiu em investigar as imagens de conceitos
referentes a Integral de Linha de Campos Vetoriais a partir de atividades

desenvolvidas e executadas em um ambiente no qual se faz presente um CAS.
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Com o experimento de ensino seria possivel verificar como os alunos produziriam
suas compreensfes matematicas e, portanto, por meio das respostas registradas,
analisariamos as definicdes de conceitos por meio do referencial.

O Experimento de Ensino € um procedimento metodolégico de coleta dos dados,
que consiste em uma série de encontros entre os estudantes e o pesquisador por
um determinado periodo de tempo. Nesses encontros, 0 pesquisador promove uma
investigacdo sobre o modo como os estudantes produzem seus conhecimentos no
processo de exploracéo de atividades pré-elaboradas (Barbosa, 2009).

Os experimentos de ensino ndo delimitam um tempo para ser trabalhado. Isso é
evidenciado em algumas variacbes no procedimento de diversas pesquisas
(BENEDETTI, 2003; MENK, 2005; OLIMPIO, 2006; SCUCUGLIA, 2006
VILLARREAL, 1999). Os periodos de tempo utilizados dependiam das atividades e
dos objetivos propostos por cada pesquisa.

Esse procedimento se despontou nos Estados Unidos da América por volta de
1970. O que propiciou esse crescimento de adocao do procedimento foi o fato de
gue as metodologias experimentais utilizadas em Educacdo e, conseqlentemente
na Educac@o Matemética, até aquele momento, sofriam forte influéncia dos modelos
de pesquisa usados para as Ciéncias Naturais (BARBOSA, 2009). Entretanto, esses
modelos ndo eram adequadas para investigar a producdo matematica dos alunos e
nao favoreciam respostas de como esses criavam seus significados e
compreensdes. Na verdade, esses modelos consideravam somente o produto final e
nao as maneiras pelas quais essas construgdes ocorriam.

Nessa metodologia, 0 contato e a interacdo entre o pesquisador e o estudante
favorecem o desencadeamento de producdes matematicas. Além disso, contribui
para a obtencdo e analise de dados em estudos de pesquisadores que utilizam a
metodologia (STEFFE;THOMPSON, 2000; BENEDETTI, 2003; BARBOSA, 2009).

A Metodologia de Experimento de Ensino € uma ferramenta conceitual para ser
utilizada na organizacédo de atividades e, derivada da entrevista clinica de Piaget, é
voltada para a exploracdo da matematica dos estudantes (BARBOSA, 2009). No
entanto, o Experimento de Ensino é direcionado para o progresso dos estudantes e
nao para o conhecimento corrente dos estudantes, como se da na entrevista clinica.

O principal é a andlise do raciocinio dos estudantes.

Os experimentos propiciam situacfes em que estudantes e pesquisador
podem interagir. Isso faz com que o pesquisador deixe de ser apenas um
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observador para se envolver e participar de forma efetiva do processo e ndo
apenas tentar explicar a matematica dos alunos por meio de sistemas
matematicos conhecidos. Interpretar o que os alunos dizem e fazem, por
meio de um dialogo desencadeado a partir das atividades e questfes
elaboradas pelo pesquisador, em uma tentativa de entender como eles
elaboram seus conceitos matematicos, é parte essencial no experimento de
ensino (BARBOSA, 2009, p. 87).

Esta metodologia se constitui de atividades pré-elaboradas, com questfes abertas
com o objetivo de contribuir para a geracdo de conjecturas desenvolvida pelos
estudantes que podem ir além dos propositos das atividades. O papel do professor
pesquisador é de observar o tempo todo as questdes e situacbes emergentes na
execucdo das atividades e, também, de possiveis hip6teses produzidas na
conducado dos experimentos.

Barbosa (2009) aponta que, apesar da literatura indicar que o periodo de tempo
utilizado nos experimentos costuma ser extenso (de um semestre a um ano), ha
pesquisas (BENEDETTI, 2003; MENK, 2005; OLIMPIO, 2006; SCUCUGLIA, 2006;
VILLARREAL, 1999) “...] que utilizaram uma variacdo desse procedimento, na qual
os alunos puderam ser filmados e observados atentamente em periodos de tempo
que dependiam das atividades e dos objetivos propostos por cada pesquisa”
(BARBOSA, 2009, p.86). Assim, observou-se que nas pesquisas citadas pela autora
0 tempo necessario e utilizado para os métodos de experimentos de ensino se
tornou bem flexivel, dependendo dos objetivos e focos em cada estudo. Benedetti
(2003), por exemplo, realizou atividades através de experimentos de ensino, em
pouco mais de um més, sobre os conteudos de funcbes. Este exemplo justifica o
tempo de trés meses, aproximadamente, utilizado para Barbosa (2009) na sua

pesquisa.

5.4 Os Sujeitos da Pesquisa

Para o desenvolvimento da pesquisa foram convidados, inicialmente, cinco
voluntarios e cinco voluntarias. Alguns desses participantes ja haviam sido
aprovados em Calculo Diferencial e Integral Ill e outros estavam cursando. Esses

estudante sdo alunos(as) no curso de Licenciatura em Fisica de uma instituicdo
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publica do Estado de Minas Gerais, oferecido no periodo noturno. O critério da
escolha foi concordado entre pesquisador e orientador.

A organizacdo das datas de encontros entre os sujeitos havia sido realizada em
junho de 2012, quando nesse periodo iniciou-se uma greve de docentes e técnicos
administrativos na maior parte das instituicdes publicas federais. E a instituicdo na
qual trabalhava e desejava realizar a pesquisa também aderiu & greve. E dessa
forma decidimos esperar o término da greve ja que os estudantes ndo frequentavam
a instituicdo nesse periodo. Ndo imaginavamos que essa seria uma das greves mais
extensas da historia do magistério federal, completando 104 dias. Isso prejudicou
um pouco o andamento da pesquisa. Por vezes tentei marcar encontros com 0sS
sujeitos nesse periodo. Todavia ndo conseguia equacionar o0s horarios dos
diferentes sujeitos. A implementacdo da pesquisa, por essa razao, foi suspensa. E o
seu desenvolvimento interrompido. Sobretudo no planejamento e execucdo da
pesquisa de campo.

Apobs esse periodo foi possivel dar inicio a pesquisa de campo. Comegcamos com
Misa, Livia, Aurora, Isaac, Kira, Nina, André, Caroline, Rodrigo e Vilma. Apés o
primeiro encontro, Vilma, Caroline e Rodrigo desistiram de continuar. Dessa forma,
continuamos com sete sujeitos. E foi o suficiente, segundo os objetivos da pesquisa
qualitativa realizadas por Experimentos de Ensino (STEFFE;THOMPSON, 2000;
BENEDETTI, 2003; BARBOSA, 2009).

5.5 A Coleta de Dados

Em setembro foi possivel implementar a pesquisa por meio de encontros que

ocorreram até dezembro. Esses encontros constituiram duas etapas:

Etapa 1 — Questionario Escrito, Atividade 1 e Atividade 2: levantamento das

possiveis concepcgdes sobre alguns conceitos fisicos e matematicos prévios;

Etapa 2 — Atividade 3, Atividade 4 e Entrevista Individual: Investigagéo de elementos
que constituem a imagem de conceito e definicAo de conceito referentes a Integral

de Linha de Campos Vetoriais quando interpretada fisicamente como trabalho
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realizado e suas possiveis relacdes com a producdo de respostas dadas a

entrevista;

Foi um total de dez encontros. Dois desses encontros foram para realizacdo de
um guestiondrio. Nesse questionario cada participante respondeu, individualmente e
em linguagem escrita, a nove questdes sobre conceitos prévios de Analise Vetorial e
sobre as impressdes acerca da definicdo formal do Integral de Linha transcrita de
um livro didatico. E oito encontros para a aplicacdo das tarefas totalizando 420
minutos videogravados.

Algumas dessas tarefas, Atividade 1 e Atividade 2, foram respondidas tanto
individual quanto em grupo. Nao havia condi¢cfes restritas para essas tarefas ja que
0 objetivo dessas era levantar dados relativos a algumas concepcdes sobre Campos
Vetoriais, Parametrizacdo de curvas, Forca e Trabalho, isto é, alguns conhecimentos
prévios.

As tarefas realizadas coletivamente, Atividade 3 e Atividade 4, caracterizaram um
experimento no qual cada grupo de participantes, em horarios exclusivos, interagiam
entre si e com o Maple. As interacbes foram motivadas por questdes relativas aos
conceitos afins do Integral de Linha. Além disso, registramos 95 minutos de
entrevistas realizadas individualmente com os sujeitos.

O material coletado para andlise esta presente:

_ Nas respostas escritas fornecidas por cada participante as questdes propostas nas
tarefas;

_ Nas respostas escritas fornecidas pelos grupos as questdes propostas nas tarefas;
_ Nas transcricfes das gravacfes em video do didlogo gerado entre os membros
dos grupos e;

_ Nas transcricbes das gravacdes em video fornecidas por cada participante as
guestdes propostas na entrevista final,

A elaboracdo das questbes das tarefas foi precedida por uma discussédo com
professores pesquisadores em Educacdo Matematica do ensino superior
pertencentes a Universidade Federal de Juiz de Fora no periodo de maio a julho. E a
versao final foi elaborada, de acordo com a literatura na area, das sugestdes
apresentadas pelos professores e, naturalmente, do meu desejo curioso como

pesquisador.
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O momento da realizagdo dos experimentos para alguns participantes foi
enriquecido por uma coincidéncia académica dos conteudos da disciplina na qual
estavam matriculados. Os estudantes que estavam assistindo as aulas de Calculo 11l
pela primeira vez tiveram a oportunidade de confrontar os conceitos vistos em sala
de aula com aqueles abordados nas nossas atividades. Isso porque diversas vezes
0s conceitos explorados em nossas atividades coincidiam com o conteudo
ministrado pelo professor da disciplina de Célculo Diferencial e Integral Il naquela
ocasido. Por algum momento fiquei surpreso e apreensivo. No entanto essa
experiéncia, ndo prevista, contribuiu para a geracdo de diversas compreensoes

matematicas enriquecendo assim nossos dados.
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6 — ANALISE DOS DADOS

Na definicdo de Integral de Linha de Campos Vetoriais estdo explicitos alguns
conceitos prévios como Campo Vetorial Continuo e Curva Lisa dada por uma fungéo
vetorial. Decidimos, dessa forma, desenvolver as tarefas 1 e 2, chamadas de
Atividade 1 e Atividade 2 que abordassem Curvas e Campos Vetoriais com 0
propdsito de obter concepcgdes referentes a esses conceitos. Essas tarefas visavam
explorar conceitos prévios e pertinentes ao conceito da Integral de Linha de Campos
Vetoriais. Entendemos que haveria a necessidade de levantar esses dados uma vez
gue na andlise dos elementos que compdem a imagem de conceito referente a
Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente como
trabalho pudéssemos confrontar com os elementos mobilizados para responder.
Portanto, as consideracdes dessa parte serdo discutidas de modo sucinto numa
primeira etapa e, eventualmente, analisadas ao realizar as inferéncias dos
elementos da imagem de conceito através das respostas dos sujeitos as tarefas 3 e
4, chamadas de Atividade 3 e Atividade 4.

As duas ultimas (Atividade 3 e Atividade 4) objetivaram-se em gerar elementos
da imagem de conceito e definicdo de conceito associados as respostas dos
sujeitos. O quantitativo de questdes por tarefas foi sugerido em razdo da
necessidade de geracdo do maximo de dados possiveis. Essa necessidade é
decorrente do numero reduzido de trabalhos em Educagcdo Matemética superior que
investigam esses objetos de ensino pertencentes as ementas de Célculo Diferencial
e Integral. Sobretudo das Integrais de Linha de Campos Vetoriais.

Cada tarefa foi composta por aproximadamente seis questdes. Pensavamos,
segundo Tall (1991), na necessidade de criacdo de dados suficientes para a geracao
de formas de conceber e expressar conceitos matematicos relativos a Integral de
Linha de Campos Vetoriais (VINNER, 1991, TALL e VINNER, 1981). Como nao ha
investigacdes anteriores em Educacdo Matematica com subsidios pedagogicos
relativos a Integral de Linha de Campos Vetoriais ou objetos matematicos que a
constituem, acreditavamos que, aumentando o quantitativo d questées analisados

poderiam facilitar a inferéncia de elementos da imagem de conceito referentes a
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Integral de Linha de Campos Vetoriais. Além disso, poderiamos contribuir para
futuras pesquisas através dos subsidios gerados e registrados.

Com base nessas referéncias, desenvolvemos uma analise destacando as
guestdes de mais interesse para essa pesquisa. E analisamos os dados priorizando
0S registros escritos. Quando necessario, recorriamos as transcricdes dos audios
tendo acesso assim a aspectos da imagem de conceito de alguns individuos o que,
possivelmente, ndo teriamos, caso nos restringissemos a analisar apenas
informacdes obtidas a partir das respostas escritas.

Procuramos obter elementos que compdem a imagem de conceito e definicdo de
conceito dos sujeitos envolvidos, evidenciando as interpretacbes dadas ao conceito
de Integral de Linha de Campos Vetoriais, bem como as propriedades e
procedimentos associados que foram mobilizados na formulacdo das respostas

analisadas.

6.1 Etapa 1: Analise e Discussdes

No questionario, as questdes de 1 a 3 visava a obtencdo de dados sobre a
relacdo entre trajetdria e curva parametrizada ou parametrizacao.

Analisando as respostas, entendemos que todos os estudantes concebem
trajetéria como caminho percorrido por uma particula. Quanto a representacdo
matematica, houve respostas diferentes. Alguns (André, Caroline) sugeriram a
representacdo por meio de um sistema de coordenadas definido e informacdes
referentes as posi¢cdes da particula. Outros (Aurora, Misa, Livia) escreveram a
formula do deslocamento s=s, + vt. Isaac e Vilmara responderam por meio de

desenho de uma curva. Veja:
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2) Como vocé representaria matematicamente a trajetéria de uma particula?
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Figura 4 — Resposta de Caroline a questdo 2, Questionario Escrito.

2) Como vocé representaria matematicamente a trajetéria de uma particula?
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Figura 5 — Resposta de André a questéo 2, Questionario Escrito.

2) Como vocé representaria matematicamente a trajetéria de uma particula?

VAR N

Figura 6 — Resposta de Isaac a questédo 2, Questionério Escrito.

De acordo com os conceitos envolvidos e definidos por Stewart, as definicbes
referentes as trajetérias ou curvas dadas pelos sujeitos estdo associadas, na maior
parte, a objetos da Cinematica, area da Fisica.

As questdes 4, 5 e 6 visava a obtencdo de concepcdes referentes a campos
vetoriais.

As respostas dadas pelos sujeitos tiveram aproximacgfes e descri¢cdes fisicas
como campo gravitacional ou campo elétrico. Alguns descreveram seus
entendimentos de campo de forca como area de influéncia de uma forca. Entretanto,
as definicbes de conceito relativas ao campo vetorial divergiram. Enquanto André,

Aurora, Misa e Livia relacionaram forga como grandeza vetorial e, portanto, campo
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vetorial podendo representar um campo de forga, outros como Isaac, Simone, Nina,
Luis e Kira ndo associaram campo de forca e campo vetorial demonstrando néo

compreender a relacao entre esses objetos. Veja algumas:

6) Em sua opinido qual a relagéo entre campo de forga e campo vetorial?
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Figura 7 — Resposta de André a questéo 6, Questionario Escrito.

6) Em sua opiniao qual a relagao entre campo de forga e campo vetorial?
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Figura 8 — Resposta de Nina a questao 6, Questionario Escrito.

Nas questbes 7, 8 e 9 propomos um levantamento prévio das relacbes que o0s
estudantes fazem da Integral de Linha de Campos Vetoriais e Trabalho realizado.

Ao descreverem o conceito trabalho realizado, todas as respostas continham
objetos fisicos da mecéanica ou termodinamica. Alguns recorreram a férmula de
Trabalho descrevendo as grandezas envolvidas no conceito. Outros utilizaram essa
formula para definir o conceito como um produto escalar entre Forca e
Deslocamento restringido a expressao matematica.

Para os entendimentos prévios sobre a Integral de Linha de Campos Vetoriais,
podemos destacar aqueles que definiram-na como “modelo matematico para o
calculo do Trabalho” ou “célculo do fluxo que passa pela superficie”. Alguns nao
responderam alegando “falta de conhecimento devido” para explicar. Entendemos
gue esses sujeitos enfrentaram questbes que nunca havia feito a eles. Isso é
evidenciado pelas audiogravagdes, nas quais € possivel identificar discussdes e até

mesmo choques quanto a necessidade de responder alguns conceitos.
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André: Acho que deve ser outra coisa...essa ai é a formula para encontrar a

grandeza forca.

Simone: Nao é a mesma coisa?

André: Acho que ndo. Devemos tentar descrever forca como um conceito fisico...

mas sem falar de férmula... ndo sei.

Simone: Eu nunca parei para pensar nessas coisas... E nunca fui questionado.

Na Atividade 1, a questdo 1-e seria nossa principal investigacdo sobre

concepcOes sobre parametrizagdo. Nove sujeitos realizaram essa tarefa. As

respostas, em geral, sugerem concepc¢des com referéncias a objetos matematicos.

Ocorreram, também, diversas referéncias a Fisica:

e) Expligue o que vocé entende sobre a representagdo paramétrica de uma curva e sua

relacdo com o conceito de trajetoria.
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Figura 9 — Resposta de André a questdo 1-e, Atividade 1.

e) Explique o que vocé entende sobre a representagio paramétrica de uma curva e sua

relac@o com o conceito de trajetaria.
A .

Figura 10 — Resposta de Aurora a questéo 1-e, Atividade 1.
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e) Explique o que vocé entende sobre a representagdo paramétrica de uma curva e sua
relacdo com o conceito de trajetéria.
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Figura 11 — Resposta de Livia a questao 1-e, Atividade 1.

Na Atividade 2, a questdo 1-c tinha o objetivo de obter por meio das respostas
dos sujeitos as relacdes entendidas por eles entre campos vetoriais e campo de
forca. Nove sujeitos participaram. As respostas dos sujeitos sugerem uma
compreensao razoavel da relacdo entre campo vetorial e campo de forca. A
referéncia, as vezes, apontava a representacdo de uma area de influéncia de uma

forca pelo campo vetorial.

c) Explique o que vocé entende sobre essa representa¢do matematica (campos vetoriais)
e sua relagdo com os significados fisicos do campo de forga.
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Figura 12 — Resposta de André a questéo 1-c, Atividade 2.

c) Explique o que vocé entende sobre essa representagdo matematica (campos veloriais)

e sya relagéo com os significados fisicos do campo de forga.
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Figura 13 — Resposta de Isaac a questdo 1-c, Atividade 2

b) O que representa o comprimento das flechas?
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Figura 14 — Resposta de Livia a questdo 1-c, Atividade 2

Nessa primeira etapa da realizacdo do questionario e as Atividades 1 e 2,
conseguimos estabelecer com o0s sujeitos uma direcdo quanto 0s objetivos da
pesquisa e propositos das proximas tarefas. Além disso, foi possivel obter dados

suficientes para o possivel confrontamento com as respostas das proximas tarefas.

6.2 Sintese da Analise dos Dados: Etapa 1

A partir da analise dos dados obtidos nessa etapa foi possivel levantar algumas

concepcBes sobre Campos Vetoriais e Curvas Parametrizadas:

1 - Trajetéria € um caminho descrito por uma particula;
2 — A parametrizagdo nado estd bem compreendida matematicamente;
3 — Campos Vetoriais podem ser campos de forga;

4 — O Campo Vetorial parece néo ser construtivo matematicamente por eles;

As informacdes obtidas nessa etapa possibilitaram levantar outras questdes que
fogem do interesse dessa pesquisa. O objetivo dessa etapa de obter dados sobre

algumas concepc¢des matematicas ou fisicas foi surpreendido pela geragdo de



90

regides de investigacdo para outras pesquisas nessa area. Muitos subsidios sobre
Curvas e Campos Vetoriais gerados nessa etapa podem servir para investigagoes
futuras e, portanto, ndo se mostra como interesse dessa pesquisa 0 Sseu

aprofundamento.

6.3 Etapa 2: Analise e Discussdes

A maior parte das questdes propostas na Atividade 3 estdo relacionadas a
exploracdo de conceitos ou descricdo desses conceitos. Algumas questfes estao
abordando procedimentos matematicos técnicos. Para essas questdes que
abordaram procedimentos mateméticos, adotamos o software Maple para agilizar a
resolucdo e gerar respostas rapidas. As sequéncias de comandos utilizadas foram
apresentadas e estéo registrados nas folhas de questdes das tarefas para serem
digitadas. Essa adocao visa a ampliacdo de estimulos para a mobilizacdo de
diferentes partes da imagem de conceito.

Pretendemos, por meio das respostas dadas, inferir elementos que constituem a
imagem de conceito e definicdo de conceito referente ao conceito de Integral de
Linha de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente como trabalho
realizado.

As questbes da Atividade 3 visam identificar as relagbes que possam ser
estabelecidas entre o Célculo do Trabalho realizado por uma forca e Integrais de
Linha de Campos Vetoriais. Ha uma proposta de passagem do trabalho como soma
dos produtos escalares entre Forca e Deslocamento estimulado visualmente por um
grafico com dois segmentos de retas ligando os pontos (1,2) a (9,8) o trabalho como
o limite da soma de Riemann dos produtos escalares entre a for¢ca (campo vetorial)
atuando pontualmente na linha e a componente tangencial unitaria do deslocamento.

Na questdo 1, a expectativa seria a de que os estudantes estimassem o trabalho
realizado por meio do célculo da soma dos produtos escalares entre a For¢a e a sua
componente tangencial vezes o deslocamento em sete segmentos tal que ds=2.
Lembrando que nesse caso o trabalho poderia ser calculado em relagcdo ao

comprimento do arco da componente tangencial da For¢ca. O estimulo visual
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proporcionado pela figura visava evocar elementos da imagem de conceito referente

a Integral de Linha em relagcdo ao comprimento do arco.

Figura 15 — Resposta da dupla Isaac e Kira a questao 1, Atividade 3

A resposta da dupla Isaac e Kira (figura 15) sugere a mobilizacdo de elementos
da imagem de conceito referente ao trabalho realizado por uma forca. Ele ndo se
referiu a Integral. Dessa forma entendemos que o0 sujeito ndo evocou elementos da
imagem de conceito referente a Integral de Linha quando interpretado fisicamente
como trabalho realizado.

A resposta da dupla Misa e Livia sugere uma mobilizacdo de elementos da
imagem de conceito referente a Integral de Linha em relacdo ao comprimento do
arco quando interpretado fisicamente como trabalho realizado. A representagcao
expressa na resposta sugere essa mobilizacdo. No entanto vemos uma manipulagao

do simbolo da Integral ndo vélida.
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Figura 16 — Resposta de Livia e Misa a questéo 1, Atividade 3

A resposta da dupla Aurora e André sugere a mobilizacdo de elementos da
imagem de conceito referente ao trabalho realizado por uma forca. Na resposta néo
ha referéncia a Integral. Dessa forma entendemos que 0 sujeito ndo evocou
elementos da imagem de conceito referente a Integral de Linha quando interpretado
fisicamente como trabalho realizado. E ainda vemos que o célculo realizado foi

invalido, uma vez que tomaram o deslocamento total vezes o somatdério das for¢as.
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Figura 17 — Resposta da dupla Aurora e André a questao 1, Atividade 3
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Porém no dialogo transcrito abaixo vemos que a fala de André sugere a mobilizacao
de elementos referente ao conceito de Integral. Veja o didlogo da dupla André e

Aurora:

André: Mdédulo é. Mas olha aqui. Se calcular a forca pra ir daqui até aqui vai ser a
integral de Fdr ou ds no caso. S6 que ai..um método mais pratico seria
calcular...porque a integral faz isso... é calcular essa forca somado com
essa...essa...essa. Mas se aqui € o tamanho total, o deslocamento, entéo faz o total
da forca vezes...

Aurora: E isso que néo to entendendo...

André: Ou vocé vai querer ir daqui até aqui? O deslocamento € 2, a forca raiz de
treze...ai faz esse...

Aurora: Porque o deslocamento total a gente sabe que é 10, ai no caso eu teria 10
e 0 somatorio dessas forcas?

André: Ndo sei... Ah! Pode ser sim. S& nédo sei se é certo.

Percebemos no didlogo que h& a evocacédo de elementos da imagem de conceito
referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente
como trabalho realizado. E quando André diz “...a Integral faz isso... € calcular essa
forca somado com essa...essa...essa...” isso sugere uma mobilizacdo de elementos
gue constituem a imagem de conceito referente a Integral de Linha como limite da
soma de Riemann.

Na questdo 2, apresentamos uma curva suave parametrizada sob a acdo de um
campo vetorial que denominamos de for¢ca. E propomos a reconstrucdo do calculo
do trabalho realizado por uma campo vetorial F para mover uma particula ao longo
de uma curva parametrizada por r(t) de t=a até t=b pela Integral ... As respostas
variaram bastante. Mas em todos os caso analisados houve uma mobilizacdo de
elementos da imagem de conceito referentes a Integral de Linha de Campos
Vetoriais quando interpretado fisicamente como trabalho realizado.

A Unica resposta que parece divergir um pouco é da dupla Misa e Livia. A resposta

dessa dupla foi o produto escalar. Veja:
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1) De acordo com esse processo, qual objeto matematico mais adequado para calcular o
rabalho realizado por um campo vetorial F para mover uma particula ao longo de uma
:urva parametrizada por r(t) de t=a até t=b?

Figura 18 — Resposta da dupla Misa e Livia a questao 1, Atividade 3

Essa resposta deixou-nos uma pouco surpreso. Sobretudo porque, de fato, o
calculo do trabalho realizado por uma forca constante é feito pelo produto escalar.
Como avaliar ou interpretar essa resposta de acordo com nosso referencial teérico?
Apesar de esperar que respondessem a Integral ou o limite da soma de Riemann
dos produtos escalares, pela construcéo realizada nas questdes anteriores, lemos
algo diferente.

O trabalho de uma forca constante pontual é calculado pelo produto escalar entre
os vetores forca e deslocamento. Portanto, as respostas sugerem uma evocacéao da
porcao das imagens de conceitos referentes ao conceito de trabalho realizado numa
particula por uma forca constante.

A questdo 3 da Atividade 3 era direta. Perguntamos: “O que vocé entende do

simbolo fg F - dr?” Desejavamos identificar as relagbes que os estudantes fazem do

Trabalho realizado e Integral de Linha por meio das respostas dadas as questdes 2
e 3. E nesse caso inferir possiveis elementos da imagem de conceito referentes a

Integral de Linha de Campos Vetoriais. Além disso, na questao 3, especificamente,

gueriamos saber que definicdbes de conceitos referentes ao simbolo fa F -dr os

estudantes expressam.
A resposta de Isaac sugere a mobilizacdo de elementos da imagem de conceito

referentes a Integral de Linha de Campos Vetoriais.

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr?

.'{'

< { -
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Figura 19 — Resposta de Isaac a questédo 3, Atividade 3

Nesse caso vemos uma falta de precisdo matematica em F ou dr apesar de uma
correta nogdo matematica do conceito do simbolo. De acordo com Tall & Vinner
(1981), é possivel afirmar que essa definicdo expressa na resposta da questdo 3
evoca alguns elementos da porcédo das imagens de conceitos do estudante relativos
ao conceito de Integral de Linha de Campos Vetoriais, apesar da imprecisdo
matematica. Vemos que o estudante expressa elementos como “pequenos’,
“‘campo”, “deslocamentos” e “soma” evidenciando uma mobilizagao feita na direcao
dos objetos que constituem a definicédo formal.

Kira e Isaac estavam realizando a tarefa juntos. No entanto Kira respondeu
diferente. Apesar de Kira, por meio de suas respostas, reconstruir o conceito de
Integral de Linha adequadamente favoravel a aceitagdo na comunidade matemaética,

nao estabelece a relacdo esperada entre as questdes 2 e 3.

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr?

Figura 20 — Resposta de Kira a questéo 3, Atividade 3

Vemos que o sujeito refere-se a Integral definida de uma funcao real de variavel
real. De acordo com o referencial, vemos que o sujeito evocou elementos de sua
imagem de conceito referente a Integral de uma funcéo real, quando interpretada
geometricamente com f(x)>0. Um caso especifico de Integral definida.

A dupla Livia e Misa ao responderem a questédo 3 expressaram uma definicdo de

conceito referente a simbolo fd F - dr mobilizada por elementos da imagem de

conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado

fisicamente como trabalho realizado. Veja:
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Figura 21 — Resposta da dupla Misa e Livia a questao 3, Atividade 3

Mas é possivel perceber uma falta de exposicdo das condicbes do Campo
Vetorial e da funcao vetorial. Na entrevista, Livia deixa claro a sua dificuldade em ler

definicbes matematicas formais e compreendé-las:

Pesquisador: A definicdo formal do Integral de Linha de Campos Vetoriais foi
apresentada antes e depois das atividades. Em que momento vocé compreendeu
melhor essa definicdo? Explique.

Livia: Eu tenho um problema muito grande com a matemética. O que é a
representacdo! Se eu pegar a Matematica e a Fisica, a Fisica tem um monte de
conta mas tem uma teoria que explica. Muitas vezes a teoria na Fisica ajuda. Na
matematica vocé vai estudar o Calculo, ele tem uma definicdo, tem uma funcéo,
escreve alguma coisa... mas eu ndo consigo abstrair. Por causa dessa dificuldade
que eu tenho. DefinicAo assim é problemético para mim. Em dupla era possivel
escrever alguma coisa mas eu sozinha ler e entender, era dificil. Esse tipo de

definicdo se néo tiver nada antes eu ndo consigo entender.

A definicdo de conceito expressa pela Aurora na questdao 3 demonstra uma
certa contradicdo com as imagens de conceitos evocadas nos itens das questdes
anteriores. No item d, questdo 2, a resposta foi de que a Integral de Linha seria o

objeto matematico mais adequado para calcular o trabalho realizado...
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d) De acordo com esse processo, qual objeto matematico mais adequado para calcular o
trabalho realizado por um campo vetorial F para mover uma particula ao longo de uma
curva parametrizada por r(t) de t=a até t=b?

Figura 22 — Resposta de Aurora a questao 2-d, Atividade 3

Ja na questédo 3, a definicdo de conceito referente ao simbolo fa F - dr expressa

na resposta da estudante revelou-se um pouco vaga:

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr?
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Figura 23 — Resposta de Aurora a questéo 3, Atividade 3

Por essa razdo e de acordo com nosso referencial, supomos que 0 sujeito tenha
evocado uma porc¢ao de elementos de sua imagem de conceito relativos ao Trabalho
realizado quando interpretado numericamente pela area do gréfico da Forca X
Deslocamento. Na questao 3, a resposta dada pelo sujeito faz referéncia a Integral
de Linha como sendo “uma grandeza fisica denominada deslocamento”. Nesse caso
nao conseguimos inferir elementos da imagem de conceito referentes ao conceito de
Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente. Na
entrevista ela ainda diz ter consultado a Lei de Gauss, evidenciando assim a
mobilizacdo de outra porcdo da imagem de conceito referente a Integral de Linha

para responder ao conceito de Integral de Linha de Campos Vetoriais:

Pesquisador: Quando, pela primeira vez nessas atividades, foi perguntado a vocé a

respeito do conceito do Integral de Linha de Campos Vetoriais, como elaborou sua
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resposta?

Aurora: Primeira coisa que pensei foi a lei de Gauss. Porque tava fresco na minha
cabeca. A lei de Gauss vai calcular o fluxo que passa por uma superficie fechada.
Integral de Linha também.

Na questdo 3, André expressa sua definicdo de conceito referente ao simbolo

fa F - dr como a Integral de linha de um campo vetorial.

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr? seheualds

’:‘.';'f O t-’wiﬂ'-ﬁr“.-h-: di  Qmdoe e . oo po dheellbe |, o ot
Lares -_.n:--'r*.*x.::- neavile S kg lbo e .-'-.;_J.'_.-_.i-;\,:;,c, cli IJ'I’J-*t Ly »_I'-v'~-ru'<‘«
"Lﬂqu.‘{L t_L. YuLrve  dlovcleg [+ ‘Ll.v’_w LAY LLATAD )

Figura 24 — Resposta de André a questédo 3, Atividade 3

Em seguida refere-se a essa Integral sendo interpretada como o trabalho
realizado por uma forga variavel num dado deslocamento. De acordo com nosso
referencial, essa resposta sugere a evocacdo de um recorte das imagens de
conceitos do estudante relativos a Integral de Linha de Campos ... quando
interpretada fisicamente como trabalho realizado.

Nina estabeleceu uma relacdo entre trabalho e integral de linha de forma curiosa.
No item b da questdo 2, a estudante descreve a Integral como ferramenta para

calcular um somatorio:

b) Suponha ser possivel dividir C em sub-arcos bem pequenos. Tomando um arco, com
vocé calcularia o trabalho? Registre seus passos.
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Figura 25 — Resposta de Nina a questédo 2-d, Atividade 3
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Nesse caso entendemos que Amorim evoca imagens de Conceitos referentes a
integral definida. J& para a primeira parte, na qual refere-se a F(x) e expressa “sub
espago”’, ndo conseguimos inferir elementos de imagem de conceito. Amorim na

entrevista constata essa evidéncia:

Pesquisador: Quando, pela primeira vez nessas atividades, foi perguntado a vocé a
respeito do conceito do Integral de Linha de Campos Vetoriais, como elaborou sua
resposta?

Nina: Integral de Linha?... Sai do campo elétrico e fui para a Geometria. Pensei na
Integral como soma. Fluxo. Questdo geométrica sabe! Area. Somar te da uma area.

Geometria. Somando os vetores.

Na questdo 3, Nina expressa seu entendimento do simbolo fa F -dr como “a

integracdo com a finalidade de conhecer o trajeto de uma particula sobre uma linha”

expressando assim uma definicdo de conceito.

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr?
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Figura 26 — Resposta de Nina a questéo 3, Atividade 3

Quando ela escreve “conhecer” a trajetéria entendemos que houve um conflito
entre porcoes diferentes da imagem de conceito. Nesse caso nado conseguimos
inferir elementos da imagem de conceito associados a sua definicdo. Ja na segunda
parte Amorim descreve o ato de integrar como um somatoério do “trabalho realizado
pela particula” expressando assim outra definicdo de conceito. Entende-se que a

estudante evoca elementos de uma imagem de conceito relativos ao trabalho
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realizado por uma forgca que atua numa particula para desloca-la. Vemos alguma
imprecisdo mateméatica ou até mesmo fisica ao escrever a expressao “trabalho

realizado pela particula”. Todavia entendemos que sua definicdo de conceito relativo

ao simbolo fa F - dr distancia-se do conceito de Integral de Linha. Sobretudo ao

expressar objetos como “somatorio” e “trabalho realizado pela particula”.

A questdo 4 propde ao aluno que registre seus entendimentos referentes a
definicdo formal da Integral de Linha transcrita do livro Calculo Diferencial e Integral
de Funcdes de Varias Variaveis, de Diomara Pinto (1997). Nesse caso desejavamos
obter registros escritos sobre referéncias gerais relativas a definicdo formal da
Integral de Linha de Campos Vetoriais dadas pelos sujeitos. E finalizamos
perguntando ao sujeito sobre possiveis duvidas sobre o conceito do Integral de
Linha de Linha de Campos Vetoriais. Pedimos que descrevesse as duvidas, caso
existisse.

Na questao 4 fica foi possivel inferir alguns elementos da imagem de conceito da
Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretada fisicamente.

Ao pedir para registrar os entendimentos da definicdo formal dada, Aurora
comeca a se expressar por meio do verbo “querer”’ sugerindo assim a definicao

matematica como uma ferramenta para o célculo.
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Figura 27 — Resposta de Aurora a questao 4, Atividade 3

Nesse caso, a resposta sugere que uma evocacdo das imagens de conceitos

referentes ao Trabalho como a area sob o grafico. No entanto ela ndo se refere ao
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Trabalho realizado. Mas refere-se ao célculo da area pelo produto escalar do campo
Vetorial pela derivada de s(t). Entendemos que a estudante evoca elementos de
uma porcao de imagens de conceito referentes a Integral definida e relaciona com a
Integral de Linha de campos vetoriais. Sua resposta a relacdo existente entre
trabalho e Integral de Linha na entrevista revela essa concepcao de integral como

ferramenta:

Pesquisador: Qual a relacdo que existe entre o Trabalho realizado por uma forca e
Integral de Linha de um Campo Vetorial?

Aurora: Trabalho é forca conservativa. O fluxo é igual a zero. Vocé usa a Integral de
Linha para calcular o trabalho assim como vocé pode utilizar para calcular o fluxo

elétrico.

A resposta de André sugere a evocacdo de alguns elementos da imagem de
conceito semelhantes aos de Aurora. A resposta sugere uma evocacao de
elementos da imagem de conceito relativos ao céalculo do trabalho realizado como a
area. No entanto identificamos somente um registro dessa referéncia no item b da

guestéo 2:

b) Suponha ser possivel dividir C em sub-arcos bem pequenos. Tomando um arco, como
vocé calcularia o trabalho? Registre seus passos.
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Figura 28 — Resposta de André a questéo 2-b, Atividade 3
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Figura 29 — Resposta de André a questéo 4, Atividade 3

A Atividade 4 objetiva investigar as relagdes entre os sinais do Integral calculada,
0 comportamento dos campos vetoriais e a direcao da trajetoria nesse campo. Para
evidenciar tais aspectos da imagem de conceitos utilizamos o software Maple para a
geracdo grafica dos campos vetoriais envolvidos e animacdo da particula em
movimento nesse campo tragando seu caminho. Buscamos, dessa forma, ampliar os
conhecimentos sobre elementos que constituem a imagem de conceito relativa ao
conceito de Integral de Linha de Campos Vetoriais quando contextualizado sob o
ponto de vista da mecéanica classica Fisico fisicamente.

Utilizamos na questdo 3 uma figura como meio de mobilizacdo nos sujeitos de
uma representacao visual do campo vetorial. O Maple também foi utilizado em
algumas questfes para o calculo de integrais de linha no auxilio aos procedimentos
de resolucéo.

A integracdo do Maple nas questdes se deu por meio da descricdo dos comandos
para execucdo. Isso porque a maioria dos sujeitos ndo conhecia o software. E
entendemos que o objetivo dessa pesquisa orienta nosso propoésito de ndo explorar
formas diferentes de abordar resolucées por meio da utilizacao livre de softwares.
Mas de integra-lo as questdes como forma de estimulo visual ou agilidade
procedimental segundo Barbosa (2009). Por essa razéao, decidimos explicitar os
comandos. ApoOs a execugcdo dos comandos realizados no item b da questdo 1,
pedimos no item ¢ que 0s estudantes descrevessem 0s comandos executados para
o Calculo do Trabalho. Isso porque desejavamos investigar quais as imagens de

conceitos poderiam ser mobilizados no ato de fazer a leitura dos comandos.

Na questédo 5 pedimos que o sujeito calculasse fa F - dr Nessa questdo deixamos

livre para escolha na utlizacdo ou ndo do Maple no calculo uma vez que eles
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haviam conhecido os comandos para esse procedimento. Todos realizaram o
calculo pelo Maple.

No item ¢ da questdo 1, a dupla Misa e Livia utiliza a expresséao “funcéo vetorial
que descreve a forga”. Nesse caso vemos a evocacdo de elementos invalidos do

ponto de vista matematico. Veja:

c) A partir das linhas de comando digitadas acima, descreva como foi calculado esse
Trabalho?

Figura 30 — Resposta de Livia e Misa a questéo 1-c, Atividade 4

Matematicamente esta inadequado a referéncia que elas fazem da funcéo vetorial
descrevendo a forca. A funcao vetorial representa a trajetéria e, portanto, descreve a
curva. Segundo Stewart (2010):

Funcéo vetorial, ou fungdo a valores vetoriais, € uma func¢ado cujo dominio é
um conjunto de nimeros reais e cuja imagem é um conjunto de vetores.

[...] estas fungBes sdo necessarias para descrever o movimento de objetos
no espaco. (Stewart, 2010)

Entendemos que houve a evocagédo de elementos que constituem a imagem de
conceito referente ao conceito de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente
como campo de forga. Entretanto, entendemos que houve um conflito na resposta
ao relacionar fungbes vetoriais com campos vetoriais. No texto da mesma resposta
dada pelo sujeito encontramos uma definicdo de conceito que sugere a mobilizagéao

de elementos que constituem uma porcdo da imagem de conceito referente a
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Integral de Linha de Campos Vetoriais relativo ao contexto fisico: “...como sabemos
que a Integral de Linha é igual ao Trabalho realizado...”. Veja que ela utiliza a
expressdo Integral de Linha sem especificar o Dominio da curva, como é
representada no contexto do trabalho e ndo descrevendo qual a funcdo que sera
matematicamente integrada, nos termos de Riemann. Nesse caso vemos uma
imprecisdo matematica quanto a definicAo de conceito da Integral de Linha. Na

entrevista Livia evidencia esse fato ao falar de campo vetorial:

Pesquisador: Quando, pela primeira vez nessas atividades, foi perguntado a vocé a
respeito do conceito de Campos Vetoriais, como (com base em que) elaborou sua
resposta?

Livia: A gente vem estudando campo desde o primeiro periodo. Campo
Gravitacional. Entdo... o que pedia na atividade a gente tentou relacionar com 0s
conceitos que a gente ja tinha. Apesar da gente ndo concordar com a representacao

gue estava mostrando.

A dupla Isaac e Aurora escrevem textos diferentes para essa questao 1, item c. A
resposta de Isaac sugere uma vacancia de dados gerais para inferéncia de

elementos da imagem de conceito referente a integral de linha de campos vetoriais..
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Figura 31 — Resposta de Isaac a questéo 1-c, Atividade 4

Além disso, achamos que faltaram paréametros mateméaticos na expressao “foi
aplicada a definicdo de Integral de Linha” para descrever o calculo realizado pelo

Maple. Novamente entendemos que houve registros na resposta que sugerem a
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mobilizacdo de elementos que constituem uma porcdo da imagem de conceito
referente a Integral de Linha da campos vetoriais quando interpretada fisicamente
como trabalho realizado por uma forca. Entretanto, vimos como sua definicdo de
conceito esta incompleta do ponto de vista matematico.

Ja Aurora utiliza-se de simbolos matematicos para descrever o que foi feito. Veja:
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Figura 32 — Resposta de Aurora a questao 1-c, Atividade 4

A resposta de Aurora sugere a mobilizacdo de elementos da imagem de conceito
referente a Integral de Linha de campos vetoriais no contexto de seus

procedimentos técnicos matematicos. Vemos, entretanto, que a estudante utiliza-se

do simbolo fa F -dr de modo vago. Pois estabelece equivocadamente uma

equivaléncia entre a integral de linha de uma funcéo f de trés variaveis em relacéo
ao comprimento de arco com a Integral de linha de um campo vetorial. E escreve a

letra W evocando imagens de conceito referentes ao trabalho realizado por uma
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forca. Em seguida iguala essa expressdo ao valor encontrado no célculo realizado
pelo Maple.

A resposta escrita de Aurora revela por meio das expressdes “aplicando a
definicdo” e “obtemos o trabalho” uma concepgao na qual a definicdo de Integral de
Linha de Campos Vetoriais pode ser utilizada para o calculo do trabalho realizado.
Nesse caso percebe-se uma mobilizacdo das imagens de conceitos referente a
Integral de Linha quando interpretada fisicamente como trabalho.

A resposta de Kira expressa no item c¢ da questdo 1 ndo possui elementos

suficientes para a inferéncia de elementos de sua imagem de conceito evocada.

c) A partir das linhas de comando digitadas acima, descreva como foi calculado esse
Trabalho?

Figura 33 — Resposta de Kira a questao 1-c, Atividade 4

No item e da questdo 1 verifica-se que as respostas de Misa e Livia sugerem uma
mobilizacdo das imagens de conceitos referentes ao trabalho realizado num campo

conservativo apesar delas ndo expressarem nitidamente.

e) Os valores dos trabalhos encontrados em b e d sdo iguais. Comparando os dois

calculos realizados, descreva seus entendimentos?
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Figura 34 — Resposta de Misa e Livia a questdo 1-e, Atividade 4

Expressbes como “trabalho realizado ndo depende da posi¢cao” evidencia esse
nosso entendimento.
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As respostas de Aurora e Isaac sugere uma mobilizacdo das imagens de
conceitos referentes a campos conservativos. E nesse caso aparece a expressao
campo conservativo. Por meio das expressdes “mesmo campo vetorial, porém,
trajetéria é diferente” revelam uma definicdo de conceito referente a campo

conservativo quando interpretado fisicamente.

e) Os valores dos trabalhos encontrados em b e d sdo iguais. Comparando os dois
calculos realizados, descreva seus entendimentos?
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Figura 35 — Resposta de Aurora e Isaac a questdo 1-e, Atividade 4

A resposta de Kira contém elementos conflitantes relativos ao trabalho realizado.
Segundo Kira e de acordo com nossa interpretacdo de sua resposta, o valor
numeérico encontrado ao resolver a Integral de Linha n&o equivale ao trabalho

realizado.

e) Os valores dos trabalhos encontrados em b e d sao iguais. Comparando os dois

calculos realizados, descreva seus entendimentos?

Figura 36 — Resposta de Kira a questao 1-e, Atividade 4

Entendemos que quando Kira expressa “trabalho realizado”, a resposta sugere
uma mobilizacdo da porcdo de imagens de conceitos referentes ao processo fisico
da realizagdo de trabalho. E quando expressa “mesmo valor do trabalho”

entendemos que a resposta sugere a evocacdo de imagens de conceito referentes
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ao Calculo do Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado
fisicamente. Dessa forma, a resposta sugere um processo de comparacdo entre
calcular o Integral de Linha e o processo de medir o trabalho realizado.

Na questdo 2, item b, Misa e Livia respondem como sinal negativo e justificam
apontando o “sentido do trabalho” como sendo contrario ao “sentido do campo”.
Nesse caso e de acordo com teoria fisica da mecéanica, trabalho € uma grandeza

escalar e, portanto, ndo possui sentido.

b) O valor de [ F - dr encontrado admite qual sinal? O que isso pode significar?

L pgnue po aiiidh ds

Figura 37 — Resposta de Misa e Livia a questao 2-b, Atividade 4

A resposta sugere, portanto, uma incompatibilidade com a teoria. No entanto, ha
uma mobilizacdo de elementos das imagens de conceitos referentes a relacdo entre
sentido do campo vetorial e sentido do deslocamento.

Observe a resposta de Aurora dada a mesma questao:

h;} O valor de j.f *dr encontrado admite qual sinal? O que isso pode significar?
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Figura 38 — Resposta de Aurora a questédo 2-b, Atividade 4

Nesse caso a resposta sugere a mobilizacdo de imagens de conceitos referentes
a conceito fisico de sistema termodinamico. Além disso, ha a evocacdo de
elementos da imagem de conceito referentes a relagao entre o sinal do Integral de

linha de campos vetoriais e 0s sentidos do campo e trajetéria.
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A resposta de Isaac sugere a evocacgao das imagens de conceitos referentes ao
conceito fisico de sistema termodinamico. E n&o registra outras respostas.
A resposta de Kira parece mobilizar a por¢do de imagens de conceitos referentes

a relacéo existente entre sentido do deslocamento e o sentido do campo vetorial.

b) O valor de [ F - dr encontrado admite qual sinal? O que isso pode significar?

Figura 39 — Resposta de Misa e Livia a questao 2-b, Atividade 4

Isto é, quando escreve “trabalho realizado esta contra o sentido”, consideramos
trabalho realizado para deslocar uma particula no sentido contrario ao campo
vetorial.

No item ¢ da questdo 2, sugerimos uma visualizacdo grafica do comportamento
do campo vetorial da questdo e a animacédo do deslocamento da particula num anico
quadro do Maple. Dessa forma a questdo visava o estimulo visual como auxilio na
mobilizacdo das imagens de conceito. Além disso, queriamos estimular a producao
de definicbes de conceitos referentes ao sinal da Integral e sua relacdo com os
sentidos do campo vetorial e o sentido do deslocamento.

As respostas de Misa e Livia nesse item (2-c) sugerem uma mobilizacdo das
imagens de conceitos referentes ao sinal da Integral e sua relagcdo com os sentidos
do campo vetorial e o sentido do deslocamento. H4, entretanto, alguns elementos
conflitantes como “naturalmente desloca”. De todo modo percebeu-se que o0s
sujeitos escreveram mais ou expressaram mais livremente diante do estimulo visual
gerado pelo quadro e animacg&o no Maple. N&o conseguimos inferir elementos da

imagem de conceito nesse caso.
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Figura 40 — Resposta de Misa e Livia a questdo 2-c, Atividade 4

No caso de Aurora e lIsaac, suas respostas sugerem uma mobilizacdo das
imagens de conceitos referentes ao sinal da Integral e sua relagdo com os sentidos
do campo vetorial e o sentido do deslocamento. E nesse caso percebe-se uma
aproximacdo com as definicbes de conceitos registradas no item anterior pelos
mesmos sujeitos.

A resposta de Kira sugere a mobilizagéo das imagens de conceitos referentes ao
sinal da Integral e sua relagdo com os sentidos do campo vetorial e o sentido do
deslocamento. No entanto, Kira expressa mais detalhadamente em relacdo aos

objetos matematicos envolvidos.

Figura 41 — Resposta de Kira a questao 2-c, Atividade 4

A questdo 3 objetiva a ampliacdo de conhecimentos sobre elementos que
constituem a imagem de conceito referentes a Integral de Linha de Campos
Vetoriais quando estimulado visualmente por uma figura. Segundo Tall e Vinner
(1981), diferentes estimulos podem ativar diferentes partes da imagem de conceito.

A resposta de Misa e Livia na questdo 3-a sugere uma mobilizacdo das imagens
de conceito referente ao conceito de Integral de Linha de Campos Vetoriais quando

interpretado fisicamente como trabalho.
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a) Se C é o segmento de reta que liga (-3,-3) a (-3,3), determine se [ F - dr é positiva ou
negativa? Justifique.
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Figura 42 — Resposta de Misa e Livia a questdo 3-a, Atividade 4

Vemos, nesse caso, que a resposta estd compativel com a interpretacéo fisica de
Integral de Linha de Campos Vetoriais.

No item b, a resposta da dupla sugere uma mobilizacdo de elementos da imagem
de conceito referentes ao conceito do Integral de linha de campos vetoriais quando
interpretado fisicamente. No entanto, esses elementos sugerem que ndo houve uma
interpretacdo do deslocamento da particula num caminho fechado sob a acdo de um

campo conservativo.

b) Descreva com suas palavras em qual situagéo [ F - dr sera zero.
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Figura 43 — Resposta de Misa e Livia a questéo 3-b, Atividade 4

A resposta de Aurora e Isaac ao item a da questdo 3 sugere uma mobilizacdo de
elementos da imagem de conceito referente a Integral de Linha de Campos vetoriais

guando interpretado fisicamente como trabalho.

a) Se C & o segmento de reta que liga (-3,-3) a (-3,3), determine se [ F - dr & positiva ou
negativa? Justifique. .- . r |
o s megatiya.  pon p Guitde A0 Lasuie -
{2 Qeauupald dy 10t o~ woudva pip 0 daq lmhao
de Joorn.
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Figura 44 — Resposta de Aurora e Isaac a questao 3-b, Atividade 4

Pela resposta entendemos que em momento algum foi evocado elementos da
imagem de conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando
interpretado fisicamente como trabalho. Isso € evidenciado nas expressdes “o
sentido do caminho” e “linhas de forga”.

No item b dessa mesma questdo, entendemos que a resposta também sugere
uma mobilizacédo de elementos da imagem de conceito referentes a Integral de Linha
de Campos Vetoriais quando interpretado fisicamente como trabalho. Porém a
descricdo exposta na resposta de Aurora e lIsaac esta incompativel com as
condi¢cdes matematicas pelas quais a integral € zero.

b) Descreva com suas palavras em qual situagéo [ F * dr sera zero.
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Figura 45 — Resposta de Aurora e Isaac a questao 3-b, Atividade 4

N&o conseguimos inferir elementos da imagem de conceito referentes a Integral
de Linha de Campos Vetoriais quando interpretada fisicamente como trabalho
realizado para a resposta de Kira.

A questao 4 visava ampliar os conhecimentos sobre os elementos da imagem de
conceito referentes a relacéo entre o sinal do Integral de linha de campos vetoriais e
os sentidos do campo e trajetéria por meio da visualizacdo mediada pelo Maple. E
confronta-las quando necessario com as respostas anteriores.

As respostas de Misa e Livia foram contraditorias as respostas anteriores.
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4) Seja F(x,y) = (x — ¥)i + xyj, C é o arco de circulo x? + y* = 4 percorrendo no sentido
anti-horario de (2,0) a (0,-2). Use o grafico do campo vetorial e a curva para dizer se a
integral de linha de F ao longo de C € positiva, negativa ou nula. Explique.
=Fr=fieldplot({x-vx*y|x=-2.2y=0.4):

>pr=animatecurve({2%*cos(t), 2% sin(t),t=0, Pi] frames=10()):

=displavi{Fr} axes =hoxed scaling=constrained title=Trajetoria  da particula sob
acdo do campol;
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Figura 46 — Resposta de Misa e Livia a questéo 4, Atividade 4

Vemos que elas evocam elementos da imagem de conceito referentes ao trabalho
realizado por uma forca. E a resposta esta incompativel com as condicdes
matematicas nas quais a Integral é nula.

A questdo 5 é livre para o calculo do Integral. A dupla opta pelo calculo no Maple
e coloca a resposta. Vemos que a resposta sugere uma mobilizacdo de elementos
da imagem de conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando
interpretado fisicamente como trabalho. Pelo valor numérico expresso com uma

grandeza:

5) Calcule [ F-dronde F(x,y) = xy% + 3x(xy® + 2)jer(t) = 2cos(t) i + sen(t)j,0 <t <
2pl.

FF‘J S~ T :!
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Figura 47 — Resposta de Misa e Livia a questéo 5, Atividade 4

E na questéo 6 a resposta evidencia essa hipétese.
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8) O que representa o valor encontrado em 57

= o i
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Figura 48 — Resposta de Misa e Livia & questao 6, Atividade 4

A questao 7 visava investigar a definicdo de conceito referente a Integral de Linha
de Campos Vetoriais dada pelos estudantes. A resposta de Misa e Livia revela como
o a Integral de Linha de Campos Vetoriais evoca uma porcao de elementos da
imagem de conceito referentes ao trabalho realizado por uma forca.

7) Explique o que vocé entende scbre a Integral de Linha de Campos Vetoriais?

Figura 49 — Resposta de Misa e Livia a questéo 7, Atividade 4

A resposta de Aurora e Isaac a questao 4 sugere uma mobilizacdo de elementos
da imagem de conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando

interpretado fisicamente como trabalho.

4) Seja F(x,y) = (x = )i + xyj, C & 0 arco de circulo x2 + ¥* = 4 percorrendo no sentido

anti-horario de (2,0) a (0,-2). Use o gréfico do campo vetorial e a curva para dizer se a

integral de linha de F ao longo de C & positiva, negativa ou nula. Explique.
=F:=fieldplot({x-yx*y]x=-2.2y=0..4):

=ri=animatecurve([2*cos(1), 2¥sin(t), 1= Pif frames=100):
>display({F.r},axes=baxed scaling=constrained. title=

Trajetoria da  particula  sob
agdo do campo),
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Figura 50 — Resposta de Aurora e Isaac a questéao 4, Atividade 4

Na questdo 5, a dupla expressa a resposta sem a unidade de trabalho. Essa
resposta também foi determinada pelo calculo realizado no Maple. Ja4 na questao 6,
a resposta sugere novamente uma mobilizacdo de elementos da imagem de
conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado

fisicamente como trabalho.

3) Caleule [F-dr onde F(x,y) = xy®i+3x(xy* + 2)jer(t) = 2 cos(t) i+ sen(t)j,0 <t <
2pi.

LT - 32 £99411¢/

Figura 51 — Resposta de Aurora e Isaac a questao 5, Atividade 4

6) O que representa o valor enco ntradu em 57 ,
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Figura 52 — Resposta de Aurora e Isaac a questao 6, Atividade 4

A resposta da questdo 7 expressa certo conflito entre elementos da definicdo
formal de Integral de Linha de campos vetoriais e elementos da imagem de conceito
referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretada fisicamente

como trabalho.
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7) Explique o que vocé entende sobre a Integral de Llnha de Campos Vetoriais?
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Figura 53 — Resposta de Isaac a questéo 7, Atividade 4

7} Explique o que vocé entende sobre a Inte
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Figura 54 — Resposta de Aurora a questao 7, Atividade 4
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A resposta de Kira a questéo 4 sugere uma mobilizacdo de elementos da imagem
de conceito referentes a relacdo entre o sinal do Integral de linha de campos
vetoriais e 0s sentidos do campo e trajetéria por meio da visualizacdo mediada pelo
Maple. Embora suas expressfes estejam um pouco vagas, entendemos que houve

a mobilizagao referida:

4) Seja F(x,v) = (x — ¥)i + xyj, C é o arco de circulo x? + y* = 4 percorrendo no sentido
anti-horario de (2,0} a (0,-2). Use o grafico do campo vetorial e a curva para dizer se a
integral de linha de F ao longo de C & positiva, negativa ou nula. Expligue.
=Fe=fieldplot({x-vx*v [ x=-2..2,y=0.4):

=pr=animatecurve([2¥cos(t), 2 *sin(t), 1=0. Pi] frames=100):

=displavi{Frl axes =boxed scaling=constrained title=Trajetoria  da  particula  sob
acdo do campo);

Figura 55 — Resposta de Kira a questao 4, Atividade 4
Na questdo 5, Kira expressa a resposta sem a unidade de trabalho. Em seguida

refere-se ao valor como o trabalho realizado:

5) Calcule [F-dr onde F(x,¥) = x¥% + 3x(xy® + 2)jer(t) = 2cos(t) i 4+ sen(t)j,0 <t <
2pi.

Figura 56 — Resposta de Kira a questéo 5, Atividade 4

Essa resposta também foi determinada pelo calculo realizado no Maple. Na
questao 6, a resposta sugere novamente uma mobilizacdo de elementos da imagem
de conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado

fisicamente como trabalho.
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6) O que representa o valor encontrado em 57

el .8 - e Ak

Figura 57 — Resposta de Kira a questao 6, Atividade 4

A resposta da questdo 7 sugere uma mobilizacdo de elementos da imagem de

conceito referente ao calculo matematico da integral.

7) Explique o que vocé entende sobre a Integral de Linha de Campos Vetoriais?
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Figura 58 — Resposta de Kira a questéo 7, Atividade 4

6.4 Sintese da Anédlise dos Dados: Etapa 2

A partir da andlise dos dados obtidos nessa etapa da pesquisa foi possivel inferir
elementos que compdem a imagem de conceito e definicdo de conceito relativas a
Integral de Linha de Campos Vetoriais, quando interpretada fisicamente como
trabalho realizado pelos sujeitos da pesquisa.

Sabe-se, entretanto, que sintetizar em algumas linhas de paragrafos as
conclusdes de uma investigagcdo como a que foi relatada nessa dissertacdo € uma
tarefa muito dificil. Aléem disso, qualquer sintese aqui descrita sobre a investigacao
ficara sujeita a interpretacdo de quem a |é. Sabendo dessas dificuldades, procurarei
aqui destacar, ao meu olhar e ancorado no nosso referencial, alguns pontos
principais que se apresentaram.

Esta pesquisa teve o objetivo de “ouvir’ as concepgodes e formas de conceber dos
estudantes sobre conceitos especificos do Calculo Integral. Dessa forma, o0s

resultados e analises apresentadas foram estruturadas como sugerem:
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- Elementos da imagem de conceito responsaveis por respostas invalidas, do ponto

de vista matematico;

1) A Integral de Linha de Campos Vetoriais € concebida como somatério do

Trabalho realizado por uma Forga;

2) As representacoes fa F-dre fa F - ds séo equivalentes;

3) A fungao vetorial descreve a Forga;

- Elementos da imagem de conceito incoerentes, do ponto de vista matematico;

1) O Calculo da Integral de Linha de Campos Vetoriais fornece o trabalho realizado;
2) A Integral de Linha € a Area ou Volume;

A analise relativa as respostas fornecidas a questdo 7 da Atividade 4, levantou
possiveis relacdes existentes entre a definicdo de conceito, referente a Integral de
Linha de Campos Vetoriais, quando interpretada fisicamente como trabalho
realizado, e elementos da imagem de conceito, relativas ao referido conceito,

inferidos a partir das respostas fornecidas. Neste sentido, encontramos:

1) A resposta do sujeito apresenta uma definicdo de conceito que difere da definicao
de Integral de Linha de Campos Vetoriais e, no entanto, esta coerente com 0s
elementos que compdem a imagem de conceito evocada, mobilizada por ele para

responder a maior parte das questdes propostas.

2) A resposta do sujeito apresenta uma formal definicdo de conceito que néo é
consultada para a formulagéo das respostas fornecidas por ele as demais questdes.
Esta definicdo inclui elementos que ndo estdo coerentemente relacionados com as

partes da imagem de conceito que sao evocadas para responder as questoes.
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Tendo-se em vista os dados obtidos nessa etapa, podemos considerar que as
guestbes propostas nas Atividades 3 e 4 permitiram-nos a inferéncia de uma
diversidade de elementos da imagem de conceito, referente a Integral de Linha de
Campos Vetoriais dos sujeitos pesquisados. Além disso, pudemos levantar algumas
consideracdes relativas a mobilizacdo de diferentes por¢des da imagem de conceito
evocadas para responder algumas questdes:

1) O campo Vetorial visualizado no Maple ndo € um campo de For¢a,

2) O sentido do Campo Vetorial e a trajetoria da particula visualizada no Maple

revelaosinaldo [ F-dr

3) A Integral de Linha pode ser uma ferramenta para calcular o Trabalho realizado

ou o Fluxo do Campo Elétrico;
4) A Integral de Linha de um Campo Vetorial conservativo independe do caminho;

Os resultados decorrentes das analises sugerem algumas considera¢des quanto
as concepcOes e formas de conceber de estudantes de Fisica sobre a Integral de
Linha de Campos Vetoriais. A partir dessas concepcdes € possivel sugerir alguns

encaminhamentos dentro da Educacdo Matematica Superior.

6.5 Algumas Conclusdes

Por meio da analise dos resultados podemos afirmar que todos 0s sujeitos
participantes mobilizaram diferentes por¢gbes que constituem a imagem de conceito
referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretada fisicamente
como trabalho realizado.

Analisando esses elementos e confrontando-os com as definicbes de conceito
referentes a Integral de Linha de Campos Vetoriais, observou-se, em alguns casos

certa incoeréncia. Corroborando com o sustentado por Vinner (1991), identificamos
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sujeitos que expressaram uma definicdo de conceito, referente a Integral de Linha
de Campos Vetoriais, quando interpretado fisicamente como trabalho realizado, que
nao foi consultada por esses sujeitos, ao responder as questdes propostas. ISso
evidencia o que, segundo Vinner (1991), em geral, os estudantes, mesmo inseridos
em um contexto técnico no qual ndo consultar definicbes pode leva-los a cometer
erros, ndo consultam sua definicdo de conceito relativo a um conceito. Mas, em
contrapartida, mobilizam elementos da imagem de conceito, referente a esse
conceito, para responder as questdes.

Os sujeitos pesquisados sdo estudantes de Fisica. Entendemos que, por esse
motivo, algumas respostas apresentaram uma imagem de conceito referente a
Integral de Linha que inclui uma associacao entre conceitos da Fisica, como fluxo do
campo elétrico. Como essa pesquisa ndo pretende investigar sobre as relacfes
estabelecidas entre esses elementos, adotamos procedimentos metodolégicos que
nao nos permitem identificar que tipo de associacéao foi estabelecida.

A visualizacdo proporcionada pela utilizacdo do Maple em algumas questbes
como estimulo visual parece ter contribuido para ativar outras partes da imagem de
conceito referente a Integral de Linha de Campos Vetoriais quando interpretado
fisicamente como trabalho realizado. Principalmente na questdo que propusera a
geracdo do campo vetorial e trajetéria da particula por meio de uma animacao. Na
entrevista final, ao perguntar o que significou a visualizacdo executada em algumas

guestdes, essa constatacao € evidenciada por um sujeito:

Pesquisador: Explique com suas palavras o que significou a visualizagdo ocorrida
em algumas atividades.

Aurora: Significou muita coisa. Na sala de aula ndo da para visualizar algumas
coisas. Por exemplo, o trabalho negativo. O que significa o trabalho negativo. Ai a
gente visualizou a trajetoria da particula, viu para onde o0s vetores estavam
seguindo. Falar do trabalho ou apresentar € facil. Mas visualizar o que esta
acontecendo ali... a trajetéria esta aqui... o vetor ta indo para outro lado... Eu entendi
melhor varios conceitos anteriores. Além de contribuir para conhecer um novo

programa. Essa questéo de visualizacao é facilitada.
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Em contrapartida observamos respostas que demonstraram a visualizagdo como
gerador de conflitos entre o comportamento de um campo de forca e a

representacao grafica de um campo vetorial:

Pesquisador: Explique com suas palavras o que significou a visualizacdo ocorrida
em algumas atividades.

Livia: Acho que para resolugdo das atividades até para entender melhor o que
estava sendo colocado foi bastante importante. Tendo parte da figura a gente ja
gerou uma série de discussdes... O que pedia na atividade a gente tentava
relacionar com 0s conceitos que a gente ja tinha. Apesar da gente ndo concordar

com a representacio que tava mostrando.

Assim, a proposta de integrar ferramentas que possam facilitar a visualizagcdo no
processo de ensino e aprendizagem €, no minimo, enriquecedora. A diversidade de
compreensdes matematicas de um conceito pode ser explorada por esse processo,
tendo em vista as possibilidades de geracado de conflitos e, portanto, ambiente fértil
para o conhecimento. Vemos, entretanto, a necessidade da disposi¢cédo do professor

em estabelecer e conduzir essas situacoes.
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CONSIDERACOES FINAIS

7

Uma dissertacdo em Educacdo Matematica é uma sintese linear de varios
momentos que ficaram desordenados durante o caminho. O caminho é a
investigacdo. E a investigacdo sdo as observacfes que foram registradas e as
percepcdes que ficaram de fora, sdo as anotacdes, os rascunhos das tarefas, as
diversas reelaboracfes de questdes, a leitura de textos de tedricos na area dentre
tantas outras coisas. Ela nasce com as primeiras angustias como professor atuante,
cresce com a elaboracao do projeto de pesquisa e se estrutura com as contribuicées
do orientador, colegas, dos sujeitos participantes e de muita leitura.

As contribuicbes de uma dissertacdo ndo se restringem ao resultado final ou
produto educacional gerado pela investigacdo, mas a um conjunto de assuntos
abordados na pesquisa. ToOpicos matematicos abordados, procedimentos
metodoldgicos e atividades propostas. Tudo como produto de um compartilhamento
para que outros professores possam adapta-las a sua sala de aula.

Nesse sentido, as atividades elaboradas no decorrer dessa dissertagdo podem
ser parte de um conjunto de sugestdes para apoiar mudancas das praticas
pedagogicas no Ensino Superior. Corroboramos com as ideias de Doerr e Wood
(2006, apud BARBOSA, 2009), ao defenderem que o ensino de matematica precisa
se desenvolver no sentido de compartilhar com as visées de aprendizagem, pois 0s

avancos direcionados as mudancgas no ensino sao muito lentas (Barbosa, 2006).

O desafio com que nos defrontamos enquanto investigadores é desenhar
pesquisas que levem em conta a multiplicidade de fatores que interagem
influenciando as praticas pedagogicas e que, a0 mesmo tempo, apoiem
mudancas nessas praticas e contribuam para o desenvolvimento de um
repertorio comum de conhecimento profissional para o ensino de
Matematica (DOERR; WOOD, 2006, p.114).

No nosso estudo, tivemos um objetivo especifico: investigar recortes possiveis da

porcdo das imagens de conceitos referentes a Integral de Linha de Campos
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Vetoriais quando interpretada fisicamente como trabalho realizado de estudantes de
um curso de Fisica. Tanto o planejamento das tarefas quanto nosso papel de
investigador foi orientado por esse objetivo. Nesse sentido, os resultados ndo sao
geneéricos, mas aplicaveis a contextos com caracteristicas semelhantes.

Entendemos que este estudo fornece subsidios para o planejamento de estratégia
de ensino nessa perspectiva. Abordagens com esta orientacdo podem atuar de
forma efetiva nas imagens de conceitos dos estudantes levando a desdobramentos
nas concepcoes da propria atividade de aprender matematica.

A estrutura formal da matematica precisa ser assimilada. Mas ao distinguir o
objeto matematico de ensino do objeto matematico técnico, a Teoria das Imagens de
Conceito (TALL & VINNER, 1981) sugere que essa assimilacdo néo seja suficiente.
Produzir mateméatica ndo é reproduzir sua organizacdo formal. Essa organizacéo
formal é um estado presente da Matemética. E no processo de aprendizagem, esse
estado deve ser desequilibrado no sentido de se movimentar rumo ao
guestionamento.

Considerando o exposto acima, entendemos que esta dissertacdo € um ponto de
partida. Desejamos estimular as discussbes sobre o ensino e aprendizagem do
conhecimento mateméatico no ensino superior, especificadamente, na Andlise
Vetorial. Em particular, pretendemos evidenciar a importancia da organizagao formal
no ensino superior ndo como suficiente para a aprendizagem dos conceitos. Por
outro lado ndo objetivamos estabelecer uma forma 6tima de aprender. Mas sugerir

novas possibilidades para a producao ou construgcédo do conhecimento.
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ANEXO A - Questionario Escrito

1) O que vocé entende sobre o conceito fisico de trajetéria?

2) Como vocé representaria matematicamente a trajetoria de uma particula?

3) Essa representacao poderia descrever outras trajetorias? Explique.

4) Explique, com suas palavras, o que vocé entende sobre o conceito de campo de

forga.
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5) Como vocé representaria matematicamente uma regido do espaco sob a acdo de um
campo de forca?

6) Em sua opinido qual a relagéo entre campo de forga e campo vetorial?

7) O que vocé entende sobre o trabalho realizado por uma forga?

8) Expliqgue, com suas palavras, o que vocé entende sobre o conceito do Integral de

Linha de Campos Vetoriais?
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9) Tome a definicdo de Integral de linha de um campo vetorial a seguir:
Leia. Em seguida registre seus entendimentos a respeito dessa definigéo.

Definicdo: Consideremos uma curva C em R3® parametrizada por
o(t) = (x(),y(),2z(1)),t € [a,b], onde o é de classe ct, e
F(x,y,z) = (F{(x,y,2),F,(x,y,2z),F3(x,y,z)) um campo vetorial continuo definido em C.

Definimos a Integral de Linha de F ao longo de C dada por:

[ Fdr= f b(F(a(t)). o'(t)) dt
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ANEXO B - Atividades
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B.1 - Atividade 1

Descricao de novas curvas: Trajetoria

1) Imagine que uma particula se mova ao longo de uma curva C como na figura:

Figura 1 - Stewart, p. 624.

a) E possivel descrever C como uma equago y = f(x)? Justifique.

b) Como as coordenadas x e y podem ser fun¢des do tempo, representaremos essa curva

como x = f(t) e y = g(t), sugerindo assim uma maneira conveniente de descrever C. Construa

uma curva representada por x=t e y=t?, 0<t<1
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¢) Como identificar uma posicao da particula nessa representacao?

d) E possivel identificar a direcdo do movimento nesse tipo de representagdo chamada

paramétrica? Por qué?

e) Expliqgue o que vocé entende sobre a representagdo paramétrica de uma curva e sua

relagcdo com o conceito de trajetoria.

2) Em geral, uma fungdo é uma regra que associa a cada elemento do dominio um elemento
de seu contradominio. Uma funcao vetorial € uma funcdo cujo dominio é um conjunto de

nameros reais e cuja imagem é um conjunto de vetores. Isso significa que, para todo t no
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dominio de r, existe um anico vetor, denotado por r(t), chamado de vetor-posicao e definido

pelas funcdes componentes de r. Escrevemos assim:

r=Ff(0)i + g(v)]

a) O que vocé entende sobre vetor-posicdo e como vocé descreveria seu comportamento?

b) O que vocé entende sobre dr/dt?

c) Descreva o comportamento do vetor-velocidade?

d) Represente q(t)=(t,t?) e s(t)=(t*,t*) graficamente no CAS. O que vocé observa comparando
essas duas representacbes?

>with(VectorCalculus):
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>with(plots):
>plot([t,t"2,t=0..1]);
>plot([t"2,t"4,t=0..1]);

e) O que vocé entende sobre d2r/dt?*?




B.2 - Atividade 2

Campos Vetoriais

1) Observe a representacdo do seguinte campo de forcas:
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Figura 2 — Stewart, p. 1033.

a) O que representam as flechas?

137

b) O que representa o comprimento das flechas?
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c¢) Expligue o que vocé entende sobre essa representacdo matematica (campos vetoriais) e
sua relagdo com os significados fisicos do campo de forca.

2) Esboce no CAS os seguintes campaos vetoriais:

a) F(x,y) =yi + xj.

>fieldplot([y,x] x=-2..2,y=-2..2);

b) F(x,y) = i + sen(y)j

>fieldplot([1,sen(y)] x=-2..2,y=-2..2);
C) F(x,y) =yi+ G)]

>fieldplot([y,1/x] x=-2..2,y=-2..2);

3) Com o auxilio de um CAS é possivel visualizar a maioria dos campos vetoriais de
modo mais preciso e rapido. Fale sobre o processo de visualizagcdo desse objeto e
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como ele poderia contribuir para a compreensdo do comportamento de um campo
vetorial.

4) Explique o que vocé entende sobre o processo matematico de geracédo grafica do
campo vetorial a partir da expresséao analitica.

5) Use o0 Maple para tracar o campo vetorial :

X . y . 4
- - - k
(XZ + yZ + Z2)3/2 L (XZ + yZ + 22)3/2] (XZ + y2 + 22)3/2

F(x,y,z) =

Explique sua aparéncia.
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B.3 - Atividade 3

Calculo do Trabalho realizado por uma forca e Integrais

de Linha de Campos Vetoriais.

1) (Stewart, p.1045) Um objeto se move sobre C, mostrada na figura, de (1,2) a (9,8). Os
comprimentos dos vetores do campo de forca F sdo medidos em newtons pela escala nos

eixos. Estime o trabalho realizado por F sobre o objeto.

1‘ -
(meters)
C ‘//1,
K’ﬁ Fal --"""-f-'.-’Ir
s
/ A
T =
_g'f f// ..’_____.-f F-____.-
| C
0 ! X
(meters)




141

2) Suponha agora que uma particula se mova ao longo de uma curva C parametrizada por

r(t) = (t,t?), sob acdo do campo de forga F (x,y) = x%i — xyj.

a) Represente a trajetéria e o campo de forca num mesmo plano no Maple.

>F:=fieldplot([x"2,-xy] ,x=0..1,y=0..1):
>r:=plot([t,t"2],t=0..1):

>display({F,r},axes=boxed,scaling=constrained,title=Trajetdria da particula
sob acdo do campo)

Registre suas observacdes prévias dessa imagem.

b) Suponha ser possivel dividir C em sub-arcos bem pequenos. Tomando um arco, como

vocé calcularia o trabalho? Registre seus passos.

¢) O que acontece se somarmos os trabalhos de todos os pequenos arcos?
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d) De acordo com esse processo, qual objeto matematico mais adequado para calcular o
trabalho realizado por um campo vetorial F para mover uma particula ao longo de uma curva

parametrizada por r(t) de t=a até t=b?

3) O que vocé entende do simbolo [ F - dr?

4) Tome a definicdo de Integral de linha de um campo vetorial a seguir:

Leia. Registre seus entendimentos a respeito dessa definigéo.

Definicdo: Consideremos uma curva C em R3 parametrizada por
o(t) = (x(©),y(®),z(t)), t € [a,b], onde o é de classe ct, e
F(x,y,z) = (F1(x,y,2),F,(x,y,2z),F3(x,y,z)) um campo vetorial continuo definido em C.

Definimos a Integral de Linha de F ao longo de C dada por:

b
[ Fdr= j (F(e®).0'(t)) at
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5) Caso vocés tenham alguma(s) duvida(s) sobre o conceito do Integral de Linha de
Campos Vetoriais, utilize esse espago para descrever essa(s) duvida(s).
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B.4 - Atividade 4

Integrais de Linha de Campos Vetoriais: Uma

exploracao do conceito

1) Considere o campo vetorial:

F(x,y) = [—xcos(2y),x?sen(2y)]

a) Visualize esse campo no CAS.
>fielplot([-x*cos(2y),x"2*sin(2y)] x=-1..1,y=-1..1);

Faca algumas observacdes prévias da imagem gréfica.

b) Determine o trabalho realizado por esse campo para deslocar uma particula no caminho
r(t) =ti++tj de t=0atét=1.Utilize o CAS.

> forga:=[-x*cos(2*y), x"2*sin(2*y)];
> X:=t

>y =sqrt(t):

>r:=[xy]:

Sv:=diff(r 1):

>print("velocidade =, v);
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>print("funcdo forca ao longo do caminho = ",forga);
>W:=int(linalg[dotprod](for¢a,v), t=0..1,inert);

>print(" Trabalho realizado ao longo de C =, value(W));

c) A partir das linhas de comando digitadas acima, descreva como foi calculado esse
Trabalho?

d) Determine o trabalho realizado pelo mesmo campo da letra a para deslocar uma patrticula

no caminho r(t) = ti + t3j de t=0 até t=1. Utilize o CAS.
>forca:=[-x*cos(2*y), x"2*sin(2*y)];

>x:=t:

>y =t"3:

>r:=[x,y]:

>v:=diff(r,t):

>print("velocidade =, v);

>print("funco forca ao longo do caminho = ",forca);
>W:=int(linalg[dotprod](for¢a,v), t=0..1,inert):

>print(" Trabalho realizado ao longo de C =, value(W));

e) Os valores dos trabalhos encontrados em b e d sao iguais. Comparando os dois calculos

realizados, descreva seus entendimentos?
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2) Considere campo vetorial:

F(x,y) = x%i — xyj

a) Suponha que seja um campo de forca. Determine o trabalho feito por esse campo ao se
mover uma particula ao longo de um quarto de circulo r(t) = cos(t) i + sen(t)j,0 <t < m/2.
Utilize o CAS.

>forca:=[x"2,-x*y];

>X:=cos(t):

>y:=sin(t):

>r:=[x,y]:

>v:=diff(r,t):

>print("velocidade =, v);

>print("funco forca ao longo do caminho = ",forca);
>W:=int(linalg[dotprod](for¢a,v), t=0..Pi/4,inert):
>print(" Trabalho realizado ao longo de C =, value(W));

b) O valor de [ F - dr encontrado admite qual sinal? O que isso pode significar?
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¢) Vamos visualizar o campo vetorial e o caminho da particula apresentados na letra a num
mesmo plano através do CAS. Faca uma animacédo e explique a relagdo do movimento da
particula e o campo confrontando sua resposta com a letra b.

>F:=fieldplot([x"2,-x*y] ,x=0..1,y=0..1):
>r:=animatecurve([cos(t),sin(t),t=0..Pi/2] ,frames=100):

>display({F,r},axes=boxed,scaling=constrained,title=Trajetéria da particula
sob acdo do campo);

3) Considere o campo vetorial F mostrado na figura.
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Figura 3 — Stewart, p. 1029

a) Se C é o segmento de reta que liga (-3,-3) a (-3,3), determine se [ F - dr é positiva ou
negativa? Justifique.
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b) Descreva com suas palavras em qual situagdo [ F - dr sera zero.

4) Seja F(x,y) = (x —y)i + xyj, C é o arco de circulo x? + y? = 4 percorrendo no sentido
anti-horario de (2,0) a (0,-2). Use o grafico do campo vetorial e a curva para dizer se a

integral de linha de F ao longo de C é positiva, negativa ou nula. Explique.
>F:=fieldplot([x-y,x*y],x=-2..2,y=0..4):
>r:=animatecurve([2*cos(t),2*sin(t),t=0..Pi],frames=100):

>display({F,r},axes=boxed,scaling=constrained,title=Trajetéria da particula
sob acéo do campo);

5) Calcule [F-dr onde F(x,y) = xy%i + 3x(xy®+2)jer(t) =2cos(t) i+ sen(t)),0<t<
2pi.
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6) O que representa o valor encontrado em 5?

7) Explique o que vocé entende sobre a Integral de Linha de Campos Vetoriais?




1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
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ANEXO C - Questdes da Entrevista

Quando, pela primeira vez nessas atividades, foi perguntado a vocé a respeito do
conceito de Campos Vetoriais, como (com base em que) elaborou sua resposta?

Quando, pela primeira vez nessas atividades, foi perguntado a vocé a respeito do
conceito do Integral de Linha de Campos Vetoriais, como elaborou sua resposta?

A definicdo formal do Integral de Linha de Campos Vetoriais foi apresentada antes e
depois das atividades. Em que momento vocé compreendeu melhor essa definicdo?
Explique.

Qual a relagdo que existe entre o Trabalho realizado por uma for¢ca e Integral de
Linha de um Campo Vetorial?

Explique com suas palavras o que significou a visualizagdo ocorrida em algumas
atividades.

O Maple influenciou nas atividades? Explique.

Como vocé descreveria a experiéncia de ter realizado essas atividades?



