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RESUMO

Apresentaremos nesta dissertação um estudo da aplicação de Gauss para fornecer
uma caracterização da A-equivalência entre aplicações de Gauss de variedades orientáveis
em termos da função altura. Para isso vamos desenvolver conceitos que serão necessários
para ver a aplicação de Gauss como uma aplicação Lagrangiana, aqui precisaremos definir
subvariedades Lagrangianas, aplicações Lagrangianas equivalentes, famílias geradoras e
as equivalências entre elas. Também temos que mostrar que a aplicação de Gauss é
uma aplicação catástrofe associada a funções altura, aqui precisaremos definir o que é
uma variedade catástrofe e aplicação catástrofe para depois concluir que duas aplicações
de Gauss são A-equivalentes se, e somente se, os germes de suas famílias geradoras são
R+-equivalentes.

Palavras-chave: Aplicação Lagrangiana. Família geradora. Aplicação catástrofe.
A-equivalência. Aplicação de Gauss. Função altura.



ABSTRACT

We will present in this dissertation a Gauss map study to provide a characterization
of the A-equivalence between Gauss maps of oriented manifolds in terms of height function.
For this we are going to develop concepts that will be necessary to see Gauss map as
a Lagrangian map, here we will need to define Lagrangian submanifolds, equivalent
Lagrangian maps, generating families and the equivalences between them. We also have
to show that the Gauss map is a catastrophe map associated with height functions, here
we will need to define what a catastrophe manifold and catastrophe map to later conclude
that two Gauss map are A-equivalent if and only if the germs of their generating families
are R+-equivalent.

Keywords: Lagrangian map. Generating family. Catastrophe map. Gauss map.
Height function.
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1 INTRODUÇÃO

A aplicação de Gauss tem sido objeto de estudo em diversos trabalhos recentes, veja
por exemplo em (1, 2, 3, 4, 5, 6). O principal objetivo deste trabalho é, utilizando literatura
diversa e atual, descrever uma caracterização para dizer quando duas aplicações de Gauss,
de uma variedade orientada, são A-equivalentes, para o qual daremos um abordagem do
ponto de vista das aplicações Lagrangianas já que, como será provado, a aplicação de
Gauss é uma aplicação Lagrangiana. Além disso, uma aplicação de Gauss pode ser vista
como uma aplicação catástrofe associada a uma família de funções altura. Precisaremos
desenvolver, de uma forma razoável, alguns conceitos e resultados de geometria simplética
como, por exemplo, variedades simpléticas e subvariedades Lagrangianas. Introduziremos
uma estrutura de variedade simplética no conjunto de todas as retas orientadas em espaços
Euclidianos e vamos provar que o conjunto de retas normais orientadas a uma hipersuper-
fície orientada é uma subvariedade Lagrangiana do espaço simplético das retas orientadas.
Definiremos aplicações Lagrangianas e família geradora, onde desenvolveremos os conceitos
de R+-equivalência e de R+-equivalência estável de famílias geradoras e de germes de
famílias geradoras, respectivamente. O principal resultado, neste sentido, é o Teorema 4.31
que assegura que os germes de aplicações Lagrangianas são Lagrangianos equivalentes se, e
somente se, os germes de suas famílias geradoras são R+-equivalentes estáveis. Finalmente,
veremos os conceitos de conjunto catástrofe, aplicação catástrofe e de função altura. O
objetivo aqui será provar que a aplicação de Gauss é, de fato, uma aplicação Lagrangiana
e uma aplicação catástrofe e, além disso, que duas aplicações de Gauss são A-equivalentes
se, e somente se, os germes das funções altura são R+-equivalentes. A seguir faremos uma
breve descrição dos capítulos da presente dissertação.

No Capítulo 2, desenvolveremos os preliminares para esta dissertação, conceitos
de variedades diferenciáveis serão apresentados e alguns teoremas clássicos como a regra
da cadeia e o Teorema da Função Inversa. Teremos interesse especial em fibrados pois,
em grande parte desta dissertação, trabalharemos com fibrados tangentes e cotangentes
de variedades e, em particular, do espaço Rn. Finalmente, será útil falar sobre formas
diferenciáveis, de pullback e suas propiedades.

No Capítulo 3, desenvolveremos conceitos de Geometria Simplética, sendo um
dos principais o conceito de aplicações Lagrangianas. Para tal, previamente, teremos
que desenvolver os tópicos de espaços vetoriais simpléticos, variedades simpléticas, sub-
variedades Lagrangianas onde falaremos de função geradora e teremos como resultado
importante o teorema 3.36, que nos diz que a variedade das retas orientadas normais a
uma hpersuperfície orientável no espaço euclideano Rn é uma subvariedade Lagrangiana do
espaço simplético de todas as retas orientadas em Rn, e fibrados lagrangianos equivalentes,
nesta seção vamos definir o que é uma aplicação Lagrangiana e a equivalência entre eles.
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No Capítulo 4, vamos enunciar e demonstrar o Teorema 4.31, que é um dos
resultados centrais para esta dissertação. Sua importância se baseia no fato de que nos dá
uma caracterização da equivalência Lagrangiana em termos de famílias geradoras, que nos
diz que, germes de aplicações Lagrangianas são Lagrangianos equivalentes se, e somente se,
suas famílias geradoras associadas são R+-equivalentes estáveis. Este teorema será usado
na prova do resultado principal desta dissertação.

E por fim, no Capítulo 5, faremos um estudo da aplicação de Gauss, mostrando
que ela pode ser vista como uma aplicação Lagrangiana e também como uma aplicação
catástrofe associada a uma função altura. Depois, vamos definir o que é uma A-equivalência
entre aplicações de Gauss e, por último, vamos concluir com o resultado central desta
dissertação que nos diz que duas aplicações de Gauss são A-equivalentes se, e somente se, os
germes de suas famílias geradoras (que, nesse caso, são funções altura) são R+-equivalentes,
o que nos permite caracterizar a A-equivalência entre duas aplicações de Gauss.
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2 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre variedades
diferenciáveis que serão utilizados ao longo deste trabalho. As principais referências
utilizadas são Lee (7), Lima ((8) e (9)), Hirsch (10), Do Carmo (11) e Lima (12). Além
destes também podem ser consultados Guillemin (13) e Warner (14).

Definição 2.1. Seja M um espaço topológico. Um sistema de coordenadas locais
ou carta local em M é um homeomorfismo x : U → x(U) de um subconjunto aberto
U ⊂ M sobre um aberto x(U) ⊂ Rm. Dizemos que m é a dimensão de x : U → x(U).
Para cada p ∈ U , tem-se x(p) = (x1(p), . . . , xm(p)). Os números xi = xi(p), i = 1, . . . ,m
são chamados as coordenadas do ponto p ∈ X no sistema x.

Se x : U → x(U) e y : V → x(V ) são sistemas de coordenadas locais em M , com
U ∩ V ̸= ∅, x(p) = (x1(p), . . . , xm(p)) e y(p) = (y1(p), . . . , ym(p)), então a correspondência

(x1(p), . . . , xm(p)) ↔ (y1(p), . . . , ym(p))

estabelece um homeomorfismo ϕxy = y ◦ x−1 : x(U ∩ V ) → y(U ∩ V ).

Definição 2.2. O homeomorfismo ϕxy = y◦x−1 : x(U ∩V ) → y(U ∩V ), acima, é chamado
mudança de coordenadas.

Definição 2.3. Um atlas de dimensão m sobre um espaço topológico M é uma coleção
A de sistemas de coordenadas locais x : U → Rm em M , cujos domínios U cobrem
M . Os domínios U dos sistemas de coordenadas x ∈ A são chamados as vizinhanças
coordenadas de x ∈ A.

Definição 2.4. Um espaço topológico M no qual existe um atlas de dimensão m chama-se
uma variedade topológica de dimensão m. Em outras palavras, M é uma variedade
topológica de dimensão m se, e somente se, cada ponto de M tem uma vizinhança
homeomorfa a um aberto do Rm.

Definição 2.5. Um atlas A sobre um espaço topológico M diz-se diferenciável, de
classe Ck(k ≥ 1), se todas as mudanças de coordenadas ϕxy, x, y ∈ A são aplicações de
classe Ck. Escreve-se então A ∈ Ck.

Definição 2.6. Seja A um atlas de dimensão m e classe Ck num espaço topológico M .
Um sistema de coordenadas locais z : W → Rm em M diz-se admissível relativamente
ao atlas A se, para todo sistema de coordenadas locais x : U → Rm, pertencente a A, com
U ∩W ̸= ∅, as mudanças de coordenadas ϕxz e ϕzx são de classe Ck. Em outras palavras,
se A ∪ z ainda é um atlas de classe Ck em M .
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Definição 2.7. Um atlas A, de dimensão m e classe Ck, sobre M , diz-se maximal
quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que são admissíveis em relação a
A.

Todo atlas de classe Ck em M pode ser ampliado, de modo único, até se tornar
um atlas maximal de classe Ck: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas
locais admissíveis.

Definição 2.8. Uma variedade diferenciável, de dimensão m e classe Ck é um par
ordenado (M,A), onde M é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável, e
A é um atlas maximal de dimensão m e classe Ck sobre M .

Definição 2.9. No caso ∂M = ∅, M uma variedade diferenciável no sentido estrito, é
chamada variedade sem bordo.

Neste trabalho, nosso objeto de estudo serão as variedades fechadas, ou seja, aquelas
que são compactas e sem bordo.

2.1 APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS ENTRE VARIEDADES

Definição 2.10. Sejam M , N variedades de classe Ck(k ≥ 1), com dimensões m e n,
respectivamente. Diz-se que uma aplicação f : M → N é diferenciável no ponto p ∈ M

se existem sistemas de coordenadas x : U → Rm em M , y : V → Rm em N , com p ∈ U e
f(U) ⊂ V tais que y ◦ f ◦ x−1 : x(U) → y(V ) ⊂ Rn é diferenciável no ponto x(p).

Definição 2.11. A aplicação fxy = y ◦ f ◦ x−1 é denominada a expressão de f nas
coordenadas locais x, y.

Observação 2.12. Como as mudanças de coordenadas em M e N são difeomorfismos de
classe Ck, a definição de diferenciabilidade independe dos sistemas de coordenadas x, y.

Definição 2.13. Nas condições da Definição 2.10, dizemos que f : M → N é diferen-
ciável se f for diferenciável em todos os pontos de M .

Os caminhos diferenciáveis são aplicações diferenciáveis λ : I → M , onde I
é um intervalo aberto da reta. A condição de diferenciabilidade de λ exige que λ seja
contínua e que, dado um sistema de coordenadas x : U → Rm em M , para todo subinter-
valo J tal que λ(J) ⊂ U , a composta x◦λ : J → x(U) seja um caminho diferenciável em Rm.

Seja M uma variedade de dimensão m e classe Ck e seja p um ponto de M .
Indicamos por Cp o conjunto de todos os caminhos λ : J → M , definidos num intervalo
aberto J , contendo 0, tais que λ(0) = p e λ é diferenciável em 0. Se λ ∈ Cp e x : U → Rm
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é um sistema de coordenadas em M , com p ∈ U , pode acontecer que a imagem λ(J) não
esteja inteiramente contida em U . Em vista disso, toda vez que escrevemos x ◦ λ, estamos
admitindo que o domínio de λ foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto menor
J ′, contendo 0, tal que λ(J ′) ∈ U .

Definição 2.14. Diremos que dois caminhos λ, µ ∈ Cp são equivalentes, e escreveremos
λ ∼ µ, quando existir um sistema de coordenadas locais x : U → Rm em M , com p ∈ U ,
tal que x ◦ λ : I → Rm e x ◦ µ : I → Rm têm o mesmo vetor-velocidade em t = 0, isto é,
(x ◦ λ)′(0) = (x ◦ µ)′(0).

Observação 2.15. A igualdade (x ◦ λ)′(0) = (x ◦ µ)′(0) é valida para todo sistema de
coordenadas, portanto a relação λ ∼ µ é uma relação de equivalência em Cp.

Definição 2.16. O vetor-velocidade λ̇ de um caminho λ ∈ Cp é a classe de equivalência
de λ. Ou seja, λ̇ = {µ ∈ Cp : µ ∼ λ}. Portanto, dado λ, µ ∈ Cp, tem-se λ̇ = µ̇ se, e
somente se, (x ◦ λ)′(0) = (x ◦µ)′(0) para algum sistema de coordenadas locais x : U → Rm

com p ∈ U .

Definição 2.17. O conjunto quociente Cp/ ∼ será indicado por TpM e será chamado o
espaço tangente à variedade M no ponto p.

Dado o sistema de coordenadas locais x : U → Rm em M e um ponto p ∈ U ,

o conjunto
{
∂

∂xi
(p), . . . , ∂

∂xm
(p)
}

é a base de TpM que é levada pelo isomorfismo f :

TpM → Rm sobre a base canônica {e1, . . . , em}. Escreveremos ∂

∂xi
em vez de ∂

∂xi
(p)

omitindo o ponto p. O vetor básico ∂

∂xi
∈ TpM é a classe de equivalência de qualquer

caminho λ ∈ Cp tal que (x ◦ λ)′(0) = ei.

Definição 2.18. O conjunto TM =
⋃
p∈M

TpM (união disjunta) é chamado o espaço

fibrado tangente a M . Podemos descrever tal conjunto como

TM =
⋃
p∈M

{p} × TpM = {(p, v) : p ∈ M, v ∈ TpM}

O conjunto TM tem estrutura de variedade diferenciável e sua dimensão é igual a
2 · dimM .

Definição 2.19. Para cada p ∈ M , denotemos por T ∗
pM o espaço dual de TpM , chamado

espaço cotangente em p. Os elementos α ∈ T ∗
pM são chamados covectores em p.

Consideremos a base coordenada B =
{
∂

∂xi
(p), . . . , ∂

∂xm
(p)
}

em TpM . A base de T ∗
pM

dual a B é {dx1(p), . . . , dxm(p)}.
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O fibrado cotangente de M é T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗
pM (união disjunta). Fazendo uma analogia

com a definição de espaço tangente, podemos escrever o espaço cotangente como

T ∗M =
⋃
p∈M

{p} × T ∗
pM = {(p, α) : p ∈ M,α ∈ T ∗

pM}

Exemplo 2.20. 1. TRn ≃ Rn × Rn.

2. TS1 ≃ S1 × R.

3. Considerando a esfera Sn ⊂ Rn+1, o fibrado tangente TSn é descrito por

TSn = {(p, v) : p ∈ Sn, v ∈ TpSn}

e o fibrado cotangente é descrito por

T ∗Sn = {(p, α) : p ∈ Sn, α ∈ T ∗
p Sn}.

Definição 2.21. Sejam M e N variedades diferenciáveis de dimensão m e n, respectiva-
mente,e f : M → N uma aplicação diferenciável no ponto p ∈ M . A derivada de f no
ponto p é a transformação linear dfp : TpM → Tf(p)N tal que para cada v ∈ TpM temos
dfp(v) ∈ Tf(p)N .

Teorema 2.22 (Regra da Cadeia). Sejam M,N,P variedades diferenciáveis, f : M → N

e g : N → P aplicações diferenciáveis nos pontos p ∈ M e f(p) ∈ N , respectivamente.
Então, g ◦ f : M → P é diferenciável no ponto p ∈ M e

d(g ◦ f)p = dgf (p) ◦ dfp : TpM → Tg(f(p))P.

Como caso particular temos a regra da cadeia que conhecemos dos cursos de
análise no Rn. Sejam U ⊂ Rm e V ⊂ Rn conjuntos abertos, f : U → Rn uma aplicação
diferenciável no ponto x ∈ U , com f(U) ⊂ V , e g : V → Rp uma aplicação diferenciável
no ponto y = f(x) ∈ V. Então a aplicação composta g ◦ f : U → Rp é diferenciável no
ponto M e d(g ◦ f)x = dgy ◦ dfx : Rm → Rp.

Considerando as matrizes jacobianas de f, g e g ◦ f obtemos a seguinte regra da
cadeia,

∂(gi ◦ f)
∂xj

(x) =
n∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(x)) · ∂fk
∂xj

(x)

onde 1 ≤ i ≤ p e 1 ≤ j ≤ m.

Definição 2.23. Sejam M e N variedades de classe C∞. Um difeomorfismo f : M → N

é uma aplicação bijetora de classe C∞, cuja inversa f−1 : N → M é também de classe C∞.

Definição 2.24. Sejam M e N variedades de classe C∞. Uma aplicação f : M → N é
um difeomorfismo local se todo ponto p ∈ X tem uma vizinhança U tal que f(U) é
aberto em N e f |U : U → f(U) é um difeomorfismo.
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Teorema 2.25 (Teorema da Função Inversa). Sejam M e N variedades de classe C∞

e f : M → N uma aplicação de classe C∞. Seja p ∈ M um ponto tal que dfp é
um isomorfismo. Então, existem vizinhanças conexas U0 de p e V0 de f(p), tais que
f |U0 : U0 → V0 é um difeomorfismo.

Definição 2.26. Um map-germe f : M → N em um ponto x de M é uma classe de
equivalência de aplicações ϕ : U → N , cada uma das quais definida em alguma vizinhança
U de x em M , não necessariamente a mesma para todo ϕ. Diremos que duas aplicações
são equivalentes se elas coincidem em alguma vizinhança do ponto x, esta vizinhança
pode ser menor que a interseção da vizinhança na qual as duas aplicações são definidos.
Diz-se que duas aplicações da mesma classe têm o mesmo germe no ponto x.

Um dos conceitos que serão utilizados será o de transversalidade, e daremos
sua definição a seguir. Sejam M e N variedades de classe C∞, e P uma subvariedade
mergulhada, f : M → N uma aplicação C∞ e p ∈ M . Dizemos que f é transversal a P
em p, se

f(p) /∈ P ou f(p) ∈ P e Tf(p)P + dfp(TpM) = Tf(p)N.

Definição 2.27. Sejam M,N ⊂ R tal que para cada ponto p ∈ M ∪N satisfaz

TpM + TpN = TpR

Então M e N são chamadas subvariedades transversais e usamos a notação M ⋔ N .

2.2 FIBRADOS

Definição 2.28. Um fibrado é uma tripla (E, p,B), onde

1. E é chamado espaço total,

2. B é e chamado espaço base,

3. p : E → B é uma aplicação sobrejectora chamada projeção do fibrado,

Para cada b ∈ B, o espaço p−1(b) é chamado a fibra do fibrado em b ∈ B.

Definição 2.29. Um fibrado vetorial real de posto d e classe C∞ é uma quádrupla
ξ = (E,B, π, F ) onde

1. E e B são variedades C∞,

2. π : E → B é uma aplicação sobrejectora e de classe C∞,

3. F é um espaço vetorial de dimensão d,
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com as seguintes propiedades:

1. para cada p ∈ M , a fibra Ep = π−1(p) sobre p tem uma estrutura de espaço vetorial
real de dimensão d,

2. para cada p ∈ M , existe um aberto U ⊆ M , com p ∈ U , e um difeomorfismo
ϕ : π−1(U) → U × F (chamado trivialização de ξ sobre U ou trivialização local
de ξ), tal que

a) πU = π1 ◦ ϕ, onde πU = π|π−1(U) e π1 : U × F → V é a projeção na primeira
coordenada.

b) para cada q ∈ U , a restrição ϕ|Eq : Eq → {q} × F ≃ F é um isomorfismo linear.

Num fibrado vetorial (E,B, π, F ),

1. E é chamado espaço total.

2. B é chamada base.

3. π é chamada projeção.

4. F é chamada fibra típica.

Algumas vezes nos referimos a um fibrado vetorial ξ = (E,B, π, F ), simplesmente
dizendo que E é um fibrado sobre B ou que π : E → B é um fibrado sobre B.

Exemplo 2.30. Seja M é uma variedade de dimensão n, TM o fibrado tangente e
π : TM → M a projeção de TM sobre M , então ξ = (TM,M, π,Rn) é um fibrado
vetorial.

Exemplo 2.31. Seja M é uma variedade de dimensão n, T ∗M o fibrado cotangente de
M e denotemos por π∗ : T ∗M → M a aplicação, sobrejetora, definida por π∗(p, ω) = p,
chamada projeção de T ∗M sobre M . Temos que ξ = (T ∗M,M, π∗,Rn) é um fibrado
vetorial.

A seção a seguir é baseada nas referências Do Carmo (11) e Lima (12).

2.3 FORMAS DIFERENCIAIS

2.3.1 FORMAS ALTERNADAS

Definição 2.32. Seja E um espaço vetorial real. Uma forma alternada de grau r em
E é uma aplicação

ω : E × · · · × E → R

tal que
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1. ω é r-linear (linear em cada coordenada).

2. ω(v1, . . . , vn) = 0 sempre que vi = vj, i ̸= j.

Da parte 2 na definição anterior temos que

ω(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vr) = −ω(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vr).

Denotemos por Ar(E) o conjunto de todas as formas r-lineares alternadas de grau r em
E. Convencionamos que A0(E) = R.

O conjunto Ar(E) é um espaço vetorial com as seguintes operações

1. (ω1 + ω2)(v1, . . . , vr) = ω1(v1, . . . , vr) + ω2(v1, . . . , vr).

2. (λω)(v1, . . . , vr) = λω(v1, . . . , vr).

Sejam ω1, . . . , ωr formas alternadas de grau 1, em E definimos ω1 ∧ · · · ∧ ωr por

ω1 ∧ · · · ∧ ωr(v1, . . . , vr) = det[ωi(vj)] = det


ω1(v1) · · · ω1(vr)
ω2(v1) · · · ω2(vr)
...

. . .
...

ωr(v1) · · · ωr(vr)

 .

Assim definida é uma forma r-linear alternada em E, chamada produto exterior
de ω1, . . . , ωr. Seja agora {ω1, . . . , ωn} uma base de E∗. Dado I = {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , n},
consideremos ωI = ω1 ∧ · · · ∧ ωir a forma r-linear alternada induzida pela base e por I
com as propriedades

1. ωI = 0, se algum dos elementos da lista de índices for repetido;

2. ωI = ±ωJ , se I e J diferem somente na ordem dos índices.

Vamos considerar I = {i1 < i2 < · · · < ir} uma r-lista, assim o número de r-listas de n
elementos é n!

r!(n− r)! .

Teorema 2.33. Se {ω1, . . . , ωn} é uma base de E∗ e 1 ≤ r ≤ n, então o conjunto
{ωI : I é uma r − lista} é uma base de Ar(E). Em particular,

dimAr(E) = n!
r!(n− r)! e dimAn(E) = 1
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2.3.2 FORMAS DIFERENCIAIS

Seja U ⊂ Rn, uma r-forma é uma aplicação ω,

ω : U → Ar(Rn)

tal que para p ∈ U temos ωp = ω(p) : Rn × · · · × Rn → Rn é alternada. Fixemos
a base canônica B = {e1, . . . , en} de Rn e denotemos a base de (Rn)∗, dual a B, por
B∗ = {dx1, . . . , dxn} onde para todo (α1, . . . , αn) ∈ Rn temos dxj(α1, . . . , αn) = αj. Se
U ⊂ Rn é um aberto e f : U → R é uma função diferenciável, então a diferencial de f ,
df : U → (Rn)∗ é uma forma diferencial de grau 1 dada por

df(a) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi,

para cada a ∈ U . Além disso, se ω é uma forma diferencial de grau 1 em U , então existem
funções a1, . . . , an : U → R tal que

ω(a) =
n∑
i=1

ai(a)dxi

para todo a ∈ U . De um modo mais geral, se ω é uma forma diferencial de grau r em U ,
então para cada r-lista I = (i1, . . . , ir) de elementos de I, existe uma função aI : U → R
tal que

ω(a) =
∑
I

aI(a)dxI ,

para todo a ∈ U , onde a soma esta sobre todas as r-listas I de elementos em Ik e
dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxir . Dizemos que ω é continua, diferenciável ou C∞ se as coordenadas
aI é continua, diferenciável ou C∞.

Denotemos o conjunto de todas as formas diferenciais de grau r por Ωr(M).
Consideremos em Ωr(M) as seguintes operações: ω, ω1, ω2 ∈ Ωr(M), λ ∈ R e f : M → R
definimos

1. (ω1 + ω2)(p) = ω1(p) + ω2(p), para todo p ∈ M.

2. (λω)(p) = λω(p), para todo p ∈ M.

3. (fω)(p) = f(p)ω(p), para todo p ∈ M.

Assim, Ωr(M) é um espaço vetorial. Dados ω1 ∈ Ωr(M) e ω2 ∈ Ωs(M), definimos ω1 ∧ ω2

por
(ω1 ∧ ω2)(p) = ω1(p) ∧ ω2(p).

Temos que ω1 ∧ ω2 ∈ Ωr+s(M) e é chamado producto exterior de ω1 e ω2.
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Sejam Mk
1 ⊂ Rn, M l

2 ⊂ Rm variedades e f : M1 → M2 aplicação diferenciável.
Dada uma forma diferencial de grau r, ω em M2, r ≥ 1, f e ω induzem uma forma
diferencial de grau r em M1, denotada por

(f ∗ω)(p)(u1, . . . , ur) = ω(f(p))(dfp(u1), . . . , dfp(ur)).

No caso em que g é uma 0-forma, isto é, g : V → R é uma função, definimos

f ∗g = g ◦ f.

A forma f ∗ω é chamada induzida por ω e f ou pull-back de ω para M1 por meio de f .

2.3.3 DIFERENCIAL EXTERIOR

Seja U ⊂ Rk um aberto. A ideia aqui é generalizar a diferencial de uma função
f : U → R. Lembremos que f é uma 0-forma e a sua diferencial é uma 1-forma. Comecemos
com uma 1-forma em U . Existem funções a1, . . . , ak : U → R tal que

ω(a) =
k∑
i=1

ai(a)dxi,

para todo a ∈ U . Definimos a diferencial exterior de ω por

dω(a) =
k∑
i=1

dai ∧ dxi.

De um modo geral, seja ω uma r-forma em U,

ω(a) =
∑
I

aI(a)dxI ,

onde aI : U → R são funções diferenciáveis. Definimos a diferencial exterior de ω por

dω(a) =
∑
I

daI ∧ dxI .

Definição 2.34. A diferencial exterior de uma r-forma ω ∈ Ωr(M) é a (r + 1)-forma
em M , denotada por dω, tal que dω(p) = dφω(p), p ∈ M , onde φ é uma parametrização
qualquer com imagem numa vizinhança de p.

Proposição 2.35. Sejam M e N variedades, ω, ω1, ω2 ∈ Ωr(M) e ω3 ∈ Ωs(N), então

1. d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

2. d(ω1 ∧ ω3) = dω1 ∧ dω3 + (−1)rω1 ∧ ω3.

3. d2ω = d(dω) = 0.

4. d(f ∗ω) = f ∗(dω), onde M1 é variedade e f : M1 → M é diferenciável.
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3 GEOMETRIA SIMPLÉTICA

Neste capítulo, vamos fazer alguns conceitos e resultados de Geometria Simplética,
que serão utilizados nos próximos capítulos. Um dos conceitos centrais é o de aplicações
Lagrangianas. Para cumprir nosso objetivo definiremos espaços vetoriais simpléticos,
variedades simpléticas, etc., levando em consideração que não nos aprofundaremos nestes
tópicos. As referências principais são Arnold-Gusein-Zade-Varchenko (15), Da Silva (16) e
(17) e McDuff-Salamon (18).

3.1 ESPAÇOS VETORIAIS SIMPLÉTICOS

Nesta seção estudaremos espaços vetoriais simpléticos mostrando definições e
propriedades importantes para definir variedades simpléticas. Observe que consideraremos
apenas espaços vetoriais de dimensão finita.

3.1.1 FORMAS BILINEARES ANTISSIMÉTRICAS

Definição 3.1. Seja V um espaço vetorial n-dimensional sobre R. Uma função
f : V × V → R é uma forma bilinear sobre V se e só se satisfaz

1. f(λu1 + u2, v) = λf(u1, v) + f(u2, v), ∀u1, u2, v ∈ V e ∀λ ∈ R;

2. f(u, λv1 + v2) = λf(u, v1) + f(u, v2), ∀u, v1, v2 ∈ V e ∀λ ∈ R.

Por definição, uma forma bilinear é linear em cada umas das entradas quando a
outra é deixada fixa.

Exemplo 3.2. Seja ⟨·, ·⟩ : V × V → R um produto interno sobre V . Então ⟨·, ·⟩ define
uma forma bilinear. Em particular, o produto interno usual sobre Rn,

⟨(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)⟩ =
n∑
k=1

xkyk

é uma forma bilinear sobre o Rn.

Exemplo 3.3. A função f : R2 × R2 → R definida por

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1 + 2x1y2 − 5x2y2

é uma forma bilinear sobre o R2.

Definição 3.4. Seja V um espaço vetorial n-dimensional sobre R, e seja f : V × V → R
uma forma bilinear. A forma f é antissimétrica se f(u, v) = −f(v, u), para todo
u, v ∈ V .
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Exemplo 3.5. A função h : R2 × R2 → R definida por

h((x1, x2), (y1, y2)) = x1y2 − x2y1

é uma forma bilinear antissimétrica sobre o R2.

3.1.2 ESPAÇOS VETORIAIS SIMPLÉTICOS

Definição 3.6. Sejam V um espaço vetorial sobre R e ω : V × V → R uma forma bilinear
antissimétrica. Dizemos que

• ω é não degenerada se

ω(u, v) = 0, ∀v ∈ V ⇒ u = 0.

• ω é uma forma simplética se é antissimétrica e não degenerada.

Definição 3.7. Um espaço vetorial simplético é um par (V, ω) onde V é um espaço
vetorial com uma forma (ou estrutura) simplética ω.

Exemplo 3.8. Seja V = R2 e considere a forma bilinear dada por

ω0((u1, u2), (v1, v2)) = u1v2 − u2v1

pelo Exemplo 3.5 temos que ω0 é uma forma bilinear antissimétrica. Além disso, ω0 é não
degenerada. De fato, se

ω0((u1, u2), (v1, v2)) = 0,∀(v1, v2) ∈ R2

então u1v2 − u2v1 = 0, para todo v1, v2 ∈ R. Considerando v1 = −u2 e v2 = u1 temos
u2

1 + u2
2 = 0. Logo, u1 = u2 = 0. Portanto, ω0 é uma forma simplética sobre R2.

Definição 3.9. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético e W ⊂ V um subespaço vetorial.
O ortogonal simplético de W é o conjunto definido como

W⊥ = {v ∈ V : ω(v, u) = 0, ∀u ∈ W}.

Temos que W⊥ é um subespaço vetorial de V .

Definição 3.10. Um subespaço W será chamado

1. Isotrópico se W ⊂ W⊥.

2. Coisotrópico se W⊥ ⊂ W .

3. Lagrangiano se for isotrópico e coisotrópico, ou seja, W = W⊥.

4. Simplético se ω é não degenerado em W , ou seja, (W,ω) é um espaço vetorial
simplético.
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3.2 VARIEDADES SIMPLÉTICAS

Seja M uma variedade suave, e ω ∈ Ω2(M) uma 2-forma em M . Lembre-se de que,
por definição, isso significa que para qualquer p ∈ M

ωp : TpM × TpM → R

é uma forma bilinear antissimétrica.

Definição 3.11. Uma 2-forma ω é chamada simplética em M se

1. ω é fechada, ou seja, dω = 0, e

2. ω é não degenerada, ou seja, ∀p ∈ M ωp : TpM × TpM → R é não degenerada.

Observação 3.12. A condição 2 diz que (TpM,ωp) é um espaço vetorial simplético para
cada p ∈ M.

Definição 3.13. Uma variedade simplética é um par (M,ω), sendo M uma variedade
e ω é uma forma simplética em M .

Observação 3.14. Como dimM = dimTpM , as variedades simpléticas são de dimensão
par.

Exemplo 3.15. Sejam S2 ⊂ R3 a esfera e p ∈ S2. Definimos a 2-forma em S2 como

ωp(u, v) = ⟨u× v, p⟩

onde u, v ∈ TpS2. Assim (S2, ω) é uma variedade simplética.

Exemplo 3.16. Seja M = R2n com coordenadas locais x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. M tem a
estrutura simplética padrão ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi. De fato, para ver que é fechada, repare que

dω = d

(
n∑
i=1

dxi ∧ dyi

)
= d2

(
n∑
i=1

xi ∧ dyi

)
= 0.

Portanto ω é fechada.

Agora vamos provar que ω é não degenerada. Seja u =
n∑
i=1

ai ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ bi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p


um vetor em TpM , o espaço tangente a M em p. A forma ω é não degenerada em p se

ωp(u, v) = 0 para todo v =
n∑
i=1

fi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ gi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

 em TpM, então u = 0. Assim, temos

ωp(u, v) =
n∑
i=1

dxi
ai ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ bi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

 dyi
fi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ gi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p


−

n∑
i=1

dyi
ai ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ bi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

 dxi
fi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

+ gi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p


=

n∑
i=1

(aigi − bifi) .
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Assim,
n∑
i=1

(aigi − bifi) = 0 para todos fi, gi. Se gi = ai e fi = −bi, então
n∑
i=1

(
a2
i + b2

i

)
= 0.

Logo, ai = bi = 0 e, portanto, u = 0.

Exemplo 3.17. Seja M uma variedade n-dimensional. Vamos definir uma estrutura
simplética sobre o espaço 2n-dimensional T ∗M . Sejam p = (x, ξ) ∈ T ∗M , ξ ∈ T ∗

xM ,
π : T ∗M → M o fibrado cotangente tal que π(x, ξ) = x,

dπp : Tp(T ∗M) → TxM

e
(dπp)∗ : T ∗

xM → T ∗
p (T ∗M)

a transposta de dπp. Consideremos a 1-forma, em T ∗M ,

α : T ∗M → T ∗(T ∗M), p 7→ (p, αp)

definida pontualmente por

αp = (dπp)∗ξ : Tp(T ∗M) → R.

Como (dπp)∗ é a transposta de dπp temos

αp(v) = ξ ((dπp(v)) ,

para todo v ∈ Tp(T ∗M). A forma α será chamada 1-forma tautológica ou também
1-forma de Liouville em T ∗M . A 2-forma simplética tautológica sobre T ∗M é
definida por

ω = dα.

Observação 3.18. Seja (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) as coordenadas locais em T ∗M. Então a

1-forma tautológica em termos de coordenadas é dada por α =
n∑
i=1

pidqi. Daí se segue que

a 2-forma ω = dα é fechada e não degenerada.

Teorema 3.19 (Darboux). Sejam (M,ω) uma variedade simplética 2n-dimensional e
r ∈ M. Então existe uma carta local (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) com centro em r tal que em
U temos

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

A carta (U, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) é chamada a Carta de Darboux.

Observação 3.20. O teorema anterior nos diz que numa vizinhança de cada ponto, toda
estrutura simplética pode ser expressa, em coordenadas apropriadas, na forma

ω =
∑

dpi ∧ dqi.
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Definição 3.21. Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas. Um simplec-
tomorfismo entre (M1, ω1) e (M2, ω2) é um difeomorfismo φ : M1 → M2 que envia a
estrutura simplética ω1 em ω2, ou seja, φ∗ω2 = ω1, sendo φ∗ω2 o pull back de ω2 por meio
de φ, definido no Capítulo 2.

Teorema 3.22. Sejam M um conjunto e (N, η) uma variedade simplética. Se f : M → N

é uma aplicação bijetora, então existe uma única estrutura de variedade diferenciável e
uma única forma simplética ω em M tal que f é um simplectomorfismo.

Demonstração: Seja T = {V ⊂ M : f(V ) é aberto}. Usando propriedades de imagem
de união de conjuntos e as igualdades V = f−1(f(V )) e U = f(f−1(U)), para todos
V ⊂ M e U ⊂ N , temos que

• T é uma topologia em M .

• f : M → N é homeomorfismo, considerando em M a topologia T .

• T é a única topologia em M tal que f : M → N é homeomorfismo.

Seja D = {(Ui, ϕi) : i ∈ I} uma estrutura diferenciável em N . Consideremos o
conjunto

C = {(f−1(Ui), ϕi ◦ f) : i ∈ I}.

Notemos que

• Se p ∈ M , então existe i ∈ I tal que f(p) ∈ Ui, isto é, p ∈ f−1(Ui). Logo, (f−1(Ui))i∈I
é uma cobertura aberta de M .

• Cada aplicação ϕi ◦ f : f−1(Ui) → ϕi(Ui) é um homeomorfismo, já que é composta
de homeomorfismos.

• Se i, j ∈ I são tais que f−1(Ui) ∩ f−1(Uj) ̸= ∅, então Ui ∩ Uj ̸= ∅, já que

f−1(Ui) ∩ f−1(Uj) = f−1(Ui ∩ Uj).

Além disso, a mudança de coordenadas de ϕi ◦ f para ϕj ◦ f é dada por

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj),

já que (ϕi ◦ f)(f−1(Ui ∩ Uj)) = ϕi(Ui ∩ Uj), (ϕj ◦ f)(f−1(Ui ∩ Uj)) = ϕj(Ui ∩ Uj) e
(ϕj ◦ f) ◦ (ϕi ◦ f)−1 = ϕj ◦ ϕ−1

i .

Logo, C é um atlas em M . Para cada p ∈ M , existe i ∈ I com a seguinte propriedade:

• p ∈ f−1(Ui).
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• f(f−1(Ui)) = Ui.

• A representação local de f nas cartas (f−1(Ui), ϕi ◦ f) e (Ui, ϕi) é dada por

Id = ϕi ◦ f ◦ (ϕi ◦ f)−1 : ϕ(Ui) → ϕ(Ui)

e, assim, um difeomorfismo.

Logo, f é diferenciável. Como a representação local de f−1 é a inversa da representação
local de f , segue que f é um difeomorfismo.

Seja E = {(Vj, ψj) : j ∈ J} uma estrutura diferenciável em M tal que f é um
difeomorfismo, em relação ao par (E ,D). Sejam i ∈ I e j ∈ J tais que f−1(Ui) ∩ Vj ̸= ∅.
A mudança de coordenadas de (Vj, ψj) para (f−1(Ui), ϕi ◦ f) é dada por

ϕi ◦ f ◦ ψ−1
j : ψj(f−1(Ui) ∩ Vj) → (ϕi ◦ f)(f−1(Ui) ∩ Vj) = ϕi(Ui ∩ f(Vj)),

que é uma restrição da representação local de f nas cartas locais (Vj, ψj) e (Ui, ϕi). Como
f é um difeomorfismo, em relação ao par (E ,D) segue que a mudança de coordenadas
de (Vj, ψj) para (f−1(Ui), ϕi ◦ f) é difeomorfismo. Portanto, E é a estrutura diferenciável
determinada por C, mostrando a unicidade da estrutura diferencial.

Seja ω = f ∗η. Lembremos que para todos p ∈ M e u, v ∈ TpM ,

ωp(u, v) = (f ∗ω)p(u, v) = ηf(p)(dfp(u), dfp(v)).

Daí,

• ωp(v, u) = ηf(p)(dfp(v), dfp(u)) = −ηf(p)(dfp(u), dfp(v)) = −ωp(u, v), isto é, ωp é
antissimétrica.

• Se u ∈ TpM é tal que ωp(u, v) = 0, para todo v ∈ TpM , então

ηf(p)(dfp(u), dfp(v)) = ωp(u, v) = 0,

para todo v ∈ TpM . Como dfp é isomorfismo e η é não degenerada segue que u = 0,
mostrando que ωp é não degenerada.

• dω = d(f ∗η) = f ∗(dη) = 0, já que η é fechada.

Logo, ω é uma forma simplética em M e, portanto, f é um simplectomorfismo.

Uma reta orientada em Rn é um par

({v + tu : t ∈ R}, u), onde u ∈ Sn−1 e v ∈ Rn,
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sendo que Sn−1 denota a esfera em Rn de centro 0 e raio 1. Neste caso, u é a orientação
ou direção da reta. Denotemos por R o conjunto de todas as retas orientadas em Rn,
isto é,

R =
{
({v + tu : t ∈ R}, u) : u ∈ Sn−1 e v ∈ Rn

}
.

A ideia é introduzir em R uma estrutura de variedade simplética de tal forma que R se
identifique ao fibrado cotangente da esfera T ∗Sn−1. Para isso, consideremos as aplicações

h : TSn−1 → T ∗Sn−1 e h̃ : T ∗Sn−1 → TSn−1, (3.1)

definidas, respectivamente, por h(u, v) = (u, v♭) e h̃(u, ϕ) = (u, ϕ♯), onde v♭ : TuSn−1 → R
é o funcional linear dado por

v♭(w) = ⟨w, v⟩,

sendo que ⟨·, ·⟩ denota o produto interno canônico de Rn, e ϕ♯ ∈ TuSn−1 é o único vetor
tal que

ϕ(w) = ⟨w, ϕ♯⟩,

para todo w ∈ TuSn−1. Notemos que para cada u ∈ TSn−1,

(v♭)♯ = v e (ϕ♯)♭ = ϕ,

para todos v ∈ TuSn−1 e ϕ ∈ T ∗
uSn−1. Logo,

h ◦ h̃ = Id e h̃ ◦ h = Id,

o que implica que a aplicação h é bijetora. Notemos, ainda, que o fibrado tangente TSn−1

pode ser descrito como

TSn−1 =
{
(u, v) ∈ Rn × Rn : u ∈ Sn−1 e ⟨u, v⟩ = 0

}
.

A partir disso, podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado que está baseado em
(15) pag. 290.

Teorema 3.23. Existe uma estrutura de variedade simplética em R tal que as variedades
R e T ∗Sn−1 são difeomorfas e, além disso, esse difeomorfismo é um simplectomorfismo.

Demonstração: Consideremos as aplicações

g : R → TSn−1 e g̃ : TSn−1 → R (3.2)

definidas, respectivamente, por

g({v + tu : t ∈ R}, u) = (u, v − ⟨v, u⟩u) e g̃(u, v) = ({v + tu : t ∈ R}, u).

Notemos que

g ◦ g̃(u, v) = g(g̃(u, v)) = g({v + tu : t ∈ R}, u) = (u, v − ⟨v, u⟩u) = (u, v),
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para todo (u, v) ∈ TSn−1, e

g̃ ◦ g({v + tu : t ∈ R}, u) = g̃(g({v + tu : t ∈ R}, u)) = g̃(u, v − ⟨v, u⟩u)
= ({v − ⟨v, u⟩u+ tu : t ∈ R}, u) = ({v + ru : r ∈ R}, u),

para todo ({v + tu : t ∈ R}, u) ∈ R, onde r = t− ⟨v, u⟩. Logo,

g ◦ g̃ = Id e g̃ ◦ g = Id

e, assim, g é bijetora. Consideremos a aplicação

f : R → T ∗Sn−1

dada por f = h ◦ g, sendo h a aplicação em (3.1). Temos que f é bijetora, já que é a
composta de duas aplicações bijetoras. Portanto, pelo Teorema 3.22, existe uma única
estrutura de variedade simplética em R tal que f é um simplectomorfismo.

As seguintes subseções 3.3 e 3.4 são baseadas nas referência (15), nosso objetivo
aqui é deixar as demonstrações mais claras para o leitor, para isso tivemos como apoio as
referencias (16), (17) e (18).

3.3 SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

Definição 3.24. Seja (M,ω) uma variedade simplética. Uma subvariedade U é chamada
isotrópica se ∀p ∈ U , TpU é um subespaço isotrópico de (TpM,ωp).

Exemplo 3.25. No espaço R2n com a estrutura simplética padrão ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi o

plano p = k, onde k é uma constante, é isotrópico.

Exemplo 3.26. Qualquer curva no espaço simplético 2-dimensional R2 é uma subvariedade
isotrópica.

Observação 3.27. Se U é uma subvariedade isotrópica então dim U ≤ 1
2dimM .

Definição 3.28. Seja (M,ω) uma variedade simplética. Uma subvariedade L é chamada
Lagrangiana se ∀p ∈ M , TpL é um subespaço Lagrangiano de (TpM,ωp), ou seja,
TpL = TpL

⊥ e portanto dim L = 1
2dimM .

Exemplo 3.29. Consideremos o espaço R2 com coordenadas (p, q) e a estrutura simplética
ω dada por

ω = dp ∧ dq.

Nesse caso, os dois eixos coordenados p e q são subvariedades Lagrangianas. De fato,
qualquer curva diferenciável em R2 é uma subvariedade Lagrangiana.
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Exemplo 3.30. Consideremos o espaço R4 com coordenadas (p1, p2, q1, q2) e a estrutura
simplética ω dada por

ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Nesse caso, existem 6 planos coordenados de dimensão 2, a saber,

• P1 = {(p1, p2, 0, 0) : p1, p2 ∈ R},

• P2 = {(0, p2, q1, 0) : p2, q1 ∈ R},

• P3 = {(p1, 0, 0, q2) : p1, q2 ∈ R},

• P4 = {(0, 0, q1, q2) : q1, q2 ∈ R},

• P5 = {(p1, 0, q1, 0) : p1, q1 ∈ R}, e

• P6 = {(0, p2, 0, q2) : p2, q2 ∈ R}.

Notemos que a restrição de ω a Pi, i ∈ {1, 2, 3, 4}, é nula e assim para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}
temos que Pi é uma subvariedade Lagrangiana. Por outro lado,

ω((1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)) = 1 e ω((0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1)) = 1,

o que mostra que P5 e P6 não são subvariedades Lagrangianas, isto é, em R4 existem
exatamente 4 planos coordenados que são subvariedades Lagrangianas.

Consideremos as aplicações R1, R2 : R4 → R4 definidas por

R1(p1, p2, q1, q2) = (q1, p2,−p1, q2) e R2(p1, p2, q1, q2) = (p1, q2, q1,−p2).

Notemos que R1 e R2 são rotações de 90◦ nos planos P5 e P6, respectivamente. Assim, R1

e R2 preservam a forma simplética ω, já que são rotações. Além disso, podemos obter os
planos Pi, i ∈ {2, 3, 4}, a partir de P1 e das rotações R1 e R2. De fato,

P2 = R1(P1), P3 = R2(P1) e P4 = R2 ◦R1(P1).

Uma maneira alternativa de obter os planos Pi, i ∈ {1, 2, 3, 4}, é a seguinte: sejam I e J
subconjuntos de {1, 2} tais que I ∩ J = ∅ e I ∪ J = {1, 2}. Os planos Pi, i ∈ {1, 2, 3, 4},
são gerados pelos 2 eixos coordenados pi e qj, com i ∈ I e j ∈ J . De fato, considerando

• I = {1, 2} e J = ∅,

• I = {2} e J = {1},

• I = {1} e J = {2},

• I = ∅ e J = {1, 2},
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obtemos os planos P1, P2, P3 e P4, respectivamente.

Exemplo 3.31. As subvariedades Rn × 0 e 0 × Rn são subvariedades Lagrangianas de
R2n.

Observação 3.32. Entre os
(

2n
n

)
planos coordenados n-dimensionais no espaço simplético

padrão R2n existem 2n planos Lagrangianos. Esses planos são obtidos da seguinte forma:
sejam I e J subconjuntos do conjunto {1, . . . , n} tais que I ∩ J = ∅ e I ∪ J = {1, . . . , n}.
Consideremos os n eixos coordenados pi, i ∈ I e qj, j ∈ J . O plano gerado por esses eixos
é Lagrangiano.

Em outras palavras, todos os planos coordenados Lagrangianos podem ser obtidos
pelo plano gerado por (p1, . . . , pn), por uma rotação de 90◦ em algum dos planos bidimen-
sionais (pj, qj) (tal rotação (pj, qj) 7→ (qj,−pj) preserva a estrutura simplética e, portanto,
envia um plano Lagrangiano para outro plano de Lagrangiano). Para obter mais detalhes
sobre esta afirmação ver a referencia (15).

Proposição 3.33. Se f : Rn → Rn é diferenciável, então

L = {(f(q), q) : q ∈ Rn} ⊂ R2n,

é uma subvariedade Lagrangiana de (R2n, dp ∧ dq).

Demonstração: Como f é diferenciável temos que L é uma variedade diferenciável de
dimensão n. Além disso, em L temos que pdq = f(q)dq. Daí, em L, dp∧dq = 0, mostrando
que L é Lagrangiana.

Proposição 3.34. Um germe de uma subvariedade Lagrangiana do espaço simplético
padrão é o gráfico de uma aplicação p = f(q) se e só se é transversal a algum plano
Lagrangiano q = cte.

Demonstração: Seja L um germe de uma subvariedade Lagrangiana. Se L é o gráfico de
uma aplicação f : Rn → Rn, isto é,

L = {(f(q), q) : q ∈ Rn} ⊂ R2n,

então para cada x = (f(q0), q0) ∈ L temos que

TxL = {(dfq0(v), v) : v ∈ Rn}.

Daí, TxL e {(u, 0) :∈ Rn} são transversais em R2n e, portanto, L e o plano q = q0 são
transversais em x = (f(q0), q0).
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Reciprocamente, suponhamos que L é transversal ao plano q = q0 no ponto
x = (f(q0), q0) ∈ L. Seja ϕ : U → V uma carta local de L tal que x ∈ U e

ϕ(x) = 0 ∈ V ⊆ Rn.

Denotemos por π : R2n → Rn a projeção na segunda coordenada π(p, q) = q. Como L é
transversal a q = q0 segue que π|TxL : TxL → Rn é um isomorfismo linear. Consideremos a
aplicação

h = π ◦ ϕ−1 : V → Rn.

Temos que h é diferenciável e

dh0 = dπx ◦ dϕ−1
0 = π ◦ dϕ−1

0 : Rn → Rn

é um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, existem abertos V0 ⊂ V e W0 ⊂ Rn

tais que 0 ∈ V0, q0 ∈ W0 e h : V0 → W0 é difeomorfismo. Sejam U0 = ϕ−1(V0) ⊂ U ⊂ L e

ψ = h ◦ (ϕ|U0) : U0 → W0.

Temos que (U0, ψ) é uma carta local de L, com x ∈ U0. Notemos que, para cada q ∈ W0,
temos

ψ−1(q) = (f(q), g(q)) ∈ U0 ⊂ L,

com f, g : W0 → Rn. Além disso,

g(q) = π ◦ ψ−1(q) = π ◦ (h ◦ (ϕ|U0))−1(q) = (π ◦ (ϕ|U0)) ◦
(
(π ◦ (ϕ|U0))−1

)
(q) = q,

para todo q ∈ W0. Portanto, U0 é o gráfico da aplicação f , concluindo a demonstração.

Uma maneira alternativa de descrever uma subvariedade Lagrangiana é a partir de
uma função, com valores reais, conforme os resultados seguintes.

Proposição 3.35. Seja S : Rn → R uma função diferenciável. Se L ⊂ R2n é o subconjunto
definido por

L =
{(

∂S

∂q
, q

)
: q ∈ Rn

}
,

então L é uma subvariedade Lagrangiana de (R2n, dp ∧ dq).

Demonstração: Notemos que, em L,

pdq = ∂S

∂q
dq = dS.

Portanto, a restrição de dp ∧ dq a L é zero, mostrando que L é Lagrangiana.

A função S, na Proposição 3.35, é chamada função geradora da subvariedade
Lagrangiana L.
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Proposição 3.36. Toda subvariedade Lagrangiana do espaço simplético padrão R2n, que
é o gráfico de uma aplicação p = f(q), é definida localmente por uma função geradora.

Demonstração: Veja a referência (15), pag 291.

Nem todo germe Lagrangiano em R2n é transversal a um plano Lagrangiano da
forma q = cte. Entretanto, todo germe Lagrangiano em R2n é transversal a um dos 2n

planos Lagrangianos mencionados na Observação 3.32, veja a referência (15).

Se um germe Lagrangiano L é transversal ao plano n-dimensional gerado pelos eixos
pi, i ∈ I, e qj, j ∈ J , então este germe é o gráfico de uma aplicação germe f : Rn → Rn,
dada por f(qI , pJ) = (pI , qJ). Neste caso, o germe L pode ser descrito por meio de uma
função geradora S(qI , pJ) pelas fórmulas

pI = ∂S

∂qI
, qJ = − ∂S

∂pJ
.

Essas fórmulas são obtidas pelas fórmulas da Observação 3.32, por uma rotação de 90◦ nos
planos coordenados (pj, qj), j ∈ J . Chamaremos as coordenadas qj e pj com índices em J

(aqueles para os quais há um sinal de menos na fórmula) de patológicas. Se a interseção
entre L e o plano q = cte tem dimensão k, então podemos escolher uma função geradora
com k argumentos patológicos.

Seja H uma hipersuperfície orientável no espaço Euclidiano Rn. Fixemos um
campo de vetores normais e unitários n : H → Rn, isto é, para cada x ∈ H temos que
n(x) é unitário e normal a H. Seja N a variedade das retas orientadas normais a H, cuja
orientação é dada pelo campo n, isto é,

N = {({x+ tn(x) : t ∈ R}, n(x)) : x ∈ H}.

Notemos que N é um subconjunto de R, o espaço de todas as retas orientadas. Além
disso, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.37. Com a notação acima, H e N são variedades difeomorfas. Além disso,
N é uma subvariedade Lagrangiana do espaço simplético de todas as retas orientadas R
em Rn

Demonstração: Um difeomorfismo entre H e N é dado por

f : H → N , f(x) = ({x+ tn(x) : t ∈ R}, n(x)).

Em particular, dim N = dim H = n− 1. Assim, para mostrar que N é Lagrangiana basta
mostrar que é isotrópica. Notemos, do Teorema 3.23, que o espaço das retas orientadas em
Rn é simplectomorfo a T ∗Sn−1 com estrutura simplética dp∧dq onde q ∈ Sn−1 e p ∈ T ∗

q Sn−1.
Utilizando a identificação entre R e o fibrado tangente TSn−1, definida em (3.2), podemos
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identificar cada elemento ({x+ tn(x) : t ∈ R}, n(x)) de N com (x− ⟨x, n(x)⟩n(x), n(x)),
isto é, podemos descrever N por meio das equações

q = n(x) e p = x− ⟨x, n(x)⟩n(x), x ∈ H.

Daí,

pdq = xdn(x) − ⟨x, n(x)⟩n(x)dn(x) = xdn(x) = d⟨x, n(x)⟩ − n(x)dx = d⟨x, n(x)⟩.

Logo, dp ∧ dq = 0 em N e, portanto, N é Lagrangiana.

3.4 FIBRADOS LAGRANGIANOS EQUIVALENTES

Definição 3.38. Um fibrado π : E2n → Bn é chamado Lagrangiano se o espaço E é
uma variedade simplética e as fibras são subvariedades Lagrangianas.

Exemplo 3.39. Seja R2n o espaço simplético linear, e seja π : R2n → Rn dada por
π(p, q) = q. Então π é um fibrado Lagrangiano, chamado fibrado Lagrangiano padrão.

Exemplo 3.40. O fibrado cotangente ρ : T ∗B → B de qualquer variedade B é Lagrangiano.
De fato, a 1-forma α = pdq é zero ao longo das fibras, portanto também seu diferencial
ω = dα é zero ao longo das fibras.

Definição 3.41. Dois fibrados Lagrangianos são Lagrangianos equivalentes se existe
um simplectomorfismo dos espaços fibrados tal que leva as fibras do primeiro fibrado para
as fibras do segundo fibrado.

E1
π1 //

f
��

B1

��
E2 π2

// B2

Aqui f é o simplectomorfismo que leva as fibras do primeiro fibrado para as fibras do
segundo fibrado.

Proposição 3.42. Sejam π1 : E1 → B1 e π2 : E2 → B2 dois fibrados Lagrangianos.
Se f : E1 → E2 é um simplectomorfismo que leva fibra em fibra, então existe um único
difeomorfismo g : B1 → B2 tal que g ◦ π1 = π2 ◦ f , isto é, que faz o diagrama

E1
π1 //

f
��

B1

g

��
E2 π2

// B2

comutar.
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Demonstração: Seja ξ : B1 → E1 uma seção do fibrado π1 : E1 → B1. Basta definir
g = π2 ◦ f ◦ ξ.

Exemplo 3.43. Vamos considerar o fibrado cotangente padrão π : R2n → Rn com
π(p, q) = q. Então para toda função S : Rn → R, a aplicação h : R2n → R2n dado por
h(p, q) = (p+ ∂S

∂q
, q) é uma equivalência Lagrangiana.

R2n π //

h
��

Rn

��
R2n

π
// Rn

Sejam B uma variedade e g : B → B um difeomorfismo. A aplicação
g∗ : T ∗B → T ∗B definida por

g∗(x, ϕ) = (g(x), ϕ ◦ (dgx)−1)

é chamada induzida por g.

Proposição 3.44. Se B é uma variedade e g : B → B é um difeomorfismo, então a
aplicação induzida g∗ : T ∗B → T ∗B é uma equivalência Lagrangiana.

Demonstração: Notemos que se π : T ∗B → B é a projeção usual, então, por definição
de g∗, temos

π ◦ g∗(x, ξ) = π(g(x), ξ ◦ (dgx)−1) = g(x) = g ◦ π(x, ξ),

para todo (x, ξ) ∈ T ∗B, isto é,
π ◦ g∗ = g ◦ π. (3.3)

Em particular, g∗ leva a fibra sobre x na fibra sobre g(x), isto é, g∗ é um difeomorfismo de
fibrado.

Seja p = (x, ξ) ∈ T ∗B. Assim, g∗(p) = (g(x), ξ ◦ (dgx)−1). Usando a igualdade em
(3.3) e a notação do Exemplo 3.17, temos que

((g∗)∗α)p (u) = αg∗(p)
(
dg∗

p(u)
)

= ξ ◦ (dgx)−1
(
dπg∗(p)

(
dg∗

p(u)
))

= ξ
(
dg−1

g(x) ◦ dπg∗(p) ◦ dg∗
p(u)

)
= ξ

(
d
(
g−1 ◦ π ◦ g∗

)
p

(u)
)

= ξ
(
d
(
g−1 ◦ g ◦ π

)
p

(u)
)

= ξ (dπp(u))
= αp(u),



34

para todo u ∈ Tp(T ∗B), isto é,
(g∗)∗α = α.

Como a forma simplética ω, em T ∗B, é dada por ω = dα temos, pela Proposição 2.35,

(g∗)∗ω = (g∗)∗dα = d(g∗)∗α = dα = ω,

concluindo a demonstração.

Proposição 3.45. Se B é uma variedade e S : B → R é uma função diferenciável, então
a aplicação Φ : T ∗B → T ∗B dada por

Φ(x, ξ) = (x, ξ + dSx) ,

é uma equivalência Lagrangiana do fibrado cotangente π : T ∗B → B nele mesmo.

Demonstração: Notemos que

π ◦ Φ(x, ξ) = π (x, ξ + dSx) = x = π(x, ξ),

para todo (x, ξ) ∈ T ∗B, isto é,
π ◦ Φ = π. (3.4)

Em particular, Φ deixa cada fibra de T ∗B invariante e, assim, Φ é um difeomorfismo de
fibrado.

Seja p = (x, ξ) ∈ T ∗B. Assim, Φ(p) = (x, ξ + dSx). Usando a igualdade em (3.4) e
a notação do Exemplo 3.17, temos que

(Φ∗α)p (u) = αΦ(p)(dΦp(u))
= (ξ + dSx)

(
dπΦ(p) (dΦp(u))

)
= (ξ + dSx) (d(π ◦ Φ)p(u))
= (ξ + dSx) (dπp(u))
= ξ (dπp(u)) + dSx (dπp(u))
= αp(u) + d(S ◦ π)p(u)
= (α + d(S ◦ π))p(u),

para todo u ∈ Tp(T ∗B), isto é,

Φ∗α = α + d(S ◦ π).

Como a forma simplética ω, em T ∗B, é dada por ω = dα temos, pela Proposição 2.35,

Φ∗ω = Φ∗dα = d(Φ∗α) = d(α + d(S ◦ π)) = dα + d2(S ◦ π) = ω,

concluindo a demonstração.
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Teorema 3.46. Seja B uma variedade. Se Θ é uma equivalência Lagrangiana de um
germe do fibrado π : T ∗B → B em si mesmo, então existem um germe de um difeomorfismo
g : B → B e um germe de uma função diferenciável S : B → R tal que

Θ(x, ξ) =
(
g(x), ξ ◦ (dgx)−1 + dSg(x)

)
.

Demonstração: Veja a referência (15), pag 294.

Consideremos a ação de uma equivalência Lagrangiana Θ, como Teorema 3.46, sobre
o germe L de uma variedade Lagrangiana definida por uma seção do fibrado cotangente.
Então podemos escrever o germe L em termos de uma função geradora F pela fórmula

p = ∂F

∂q
.

O germe Θ(L) também é uma seção. Pelo Teorema 3.46, a equivalência Θ é escrita em
termos de um difeomorfismo da base g e de uma função na base S, pela fórmula

Θ(x, ξ) =
(
g(x), ξ ◦ (dgx)−1 + dSg(x)

)
.

Teorema 3.47. A função geradora F̃ do germe Θ(L) é obtido a partir da função geradora
do germe L por um difeomorfismo da base e a adição de uma função na base:

F̃ = F ◦ g−1 + S.

Demonstração: Como F é função geradora para L, se r ∈ L ⇒ r =
(
q,
∂F

∂q

)
, logo temos

que para r ∈ L, Θ(r) é expresso como

Θ

(
q,
∂F

∂q

)
=
(
g(q), ∂F

∂q
◦ (dgq)−1 + dSg(q)

)

=
(
g(q), ∂F

∂q
◦ d(g−1)g(q) + dSg(q)

)

=
(
g(q), ∂

∂q

(
F ◦ g−1 + S

))

Assim
Θ(L) =

{(
g(q), ∂

∂q

(
F ◦ g−1 + S

))
: q ∈ Rn

}
,

portanto considerando F̃ = F ◦g−1+S, temos que F̃ é uma função geradora para Θ(L).

Definição 3.48. Sejam π : E → B um fibrado Lagrangiano, L uma subvariedade
Lagrangiana de E e i : L → E a inclusão de L em E. A restrição da projeção π a L, ou
seja, π ◦ i : L → B, é chamada aplicação Lagraniana.
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Definição 3.49. Duas aplicações Lagrangianas L1 : L1 → B1 e L2 : L2 → B2 são
chamados Lagrangianos equivalentes se existe uma equivalência Lagrangiana de seus
fibrados Φ : E1 → E2 que envia o domínio da primeira aplicação para o domínio da
segunda aplicação, ou seja, Φ(L1) = L2.

L1
i1 //

��

E1
π1 //

Φ
��

B1

��
L2 i2

// E2 π2
// B2
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4 EQUIVALÊNCIAS LAGRANGIANA E DE FAMÍLIAS GERADORAS

Neste capítulo, vamos caracterizar equivalência Lagrangiana (definida no Capítulo
3) em termos de famílias geradoras, o que será feito no Teorema 4.31, que é o principal
resultado deste capítulo e um dos resultados centrais do presente trabalho. O Teorema 4.31
será usado no próximo capítulo para o estudo da aplicação de Gauss de uma variedade.
Antes, porém, precisaremos definir e obter alguns resultados de famílias geradoras e de
R+-equivalência de famílias geradoras. Todos os resultados deste capítulo se encontra em
Arnold-Gusein-Zade-Varchenko (15) que será nossa referência principal. Nosso objetivo
é deixar os conceitos e demonstrações mais claras, para isso vamos usar como apoio as
referencias Izumiya-Romero-Del Carmen (28), Petters-Levine-Wambsganss (29) e Craizer-
Domitrz-Rios (30).

4.1 FAMÍLIAS GERADORAS

Queremos estudar subvariedades Lagrangianas num fibrado cotangente T ∗Rl. Nesse
sentido, consideraremos um fibrado do tipo ρ : Rk+l → Rl dado por

ρ(x, λ) = λ,

chamado fibrado auxiliar . Notemos que dado λ0 ∈ Rl temos que a fibra de ρ sobre λ0 é
dada por

Rk × {λ0}.

Definição 4.1. O espaço misto para ρ é o conjunto de todos os vetores cotangentes a
Rk+l, isto é, de todos os vetores em T ∗Rk+l, que anulam vetores tangentes às fibras do
fibrado ρ.

Denotemos o espaço misto para ρ pela letra A. Explicitamente, A é escrito como

A = {(x, λ, y, κ) ∈ T ∗Rk+l : y = 0}

e, a partir daí, temos que A é uma subvariedade de T ∗Rk+l.

Definição 4.2. Uma subvariedade Lagrangiana M de T ∗Rk+l é chamada ρ-regular se
M é transversal ao espaço misto A para ρ.

Seja (p, ξ) ∈ A. Notemos que, escrevendo p = (x, λ), temos (p, ξ) ∈ T ∗Rk+l e
ξ(TxRk) = {0}. Assim,

ξ0 = ξ|TλRl : TλRl → R

é bem definida e identifica-se a ξ. Consideremos a projeção

π∗ρ : A → T ∗Rl, (p, ξ) 7→ (λ, ξ0).
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Alternativamente, denotando um elemento de A por (x, λ, 0, κ), segue que

π∗ρ(x, λ, 0, κ) = (λ, κ).

Temos que π∗ρ : A → T ∗Rl é um fibrado e as fibras de π∗ρ são isomorfas às fibras do
fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl, já que para (λ0, κ0) ∈ T ∗Rl temos que a fibra sobre (λ0, κ0)
é dada por

Rk × {(λ0, 0, κ0)}.

Dado um ponto ξ = (x, λ, y, κ) ∈ T ∗Rk+l e U um subespaço vetorial de T ∗
ξ Rk+l,

denotemos por U⊥ o ortogonal a U , em relação a forma simplética de T ∗
ξ Rk+l.

Lema 4.3. Se ξ = (x0, λ0, y0, κ0) ∈ A e U = TξA ⊂ T ∗
ξ Rk+l, então

U⊥ = Rk × {(λ0, 0, κ0)},

isto é, U⊥ é uma fibra do fibrado π∗ρ.

Demonstração: A forma simplética em T ∗
ξ Rk+l é dada por

ω =
∑

dy ∧ dx+
∑

dκ ∧ dλ.

e o subespaço U é definido pela equação

y = 0.

Logo, U⊥ é o espaço Rk × {(λ0, 0, κ0)} que é uma fibra do fibrado π∗ρ.

Teorema 4.4. Se M ⊂ T ∗Rk+l é uma subvariedade Lagrangiana ρ-regular, então a imagem
π∗ρ(M ∩ A) ⊂ T ∗Rl é uma subvariedade Lagrangiana imersa.

Demonstração: Sejam ξ = (x0, λ0, y0, κ0) ∈ M ∩ A, U = TξA e V = TξM . Como M é
ρ-regular,

U + V = T ∗
ξ Rk+l.

Daí, e do fato que uma forma simplética é não degenerada, segue que

U⊥ ∩ V ⊥ = {0}.

Mas V ⊥ = V , já que V é um subespaço Lagrangiano e, assim, U⊥ ∩ V = {0}. Logo, a
interseção do núcleo de d(π∗ρ)ξ com Tξ(M ∩ A) é trivial e, assim, a restrição da projeção
π∗ρ a M ∩ A é uma imersão, o que implica que π∗ρ(M ∩ A) é uma subvariedade imersa
de T ∗Rl, de dimensão l.



39

Para ver que π∗ρ(M∩A) é Lagrangiana, basta mostrar que π∗ρ(M∩A) é isotrópica,
já que é de dimensão l. Como A é dada pela equação

y = 0,

segue que a forma simplética, em A, é da forma

ω =
∑

dy ∧ dx+
∑

dκ ∧ dλ =
∑

dκ ∧ dλ.

Como M é Lagrangiana, ω anula V e, assim, ω = ∑
dκ ∧ dλ é nula em U ∩ V , mostrando

que π∗ρ(M ∩ A) é isotrópica, o que conclui a demonstração.

Na verdade, toda subvariedade Lagrangiana em T ∗Rl, localmente, é imagem de
alguma projeção π∗ρ : A → T ∗Rl, como é afirmado no seguinte resultado.

Teorema 4.5. Se L ⊂ T ∗Rl é o germe de uma subvariedade Lagrangiana, então existem
k ∈ N e germe de uma subvariedade Lagrangiana M ⊂ T ∗Rk+l, ρ-regular, tal que

L = π∗ρ(M ∩ A).

Demonstração: Seja S uma função geradora para L, isto é, L pode ser descrito por meio
de uma função geradora S(λI , κJ) pela igualdade

L =
{

(λ, κ) : κI = ∂S

∂λI
e λJ = − ∂S

∂κJ

}
, (4.1)

sendo que (I, J) é uma partição do conjunto {1, . . . , l} (veja comentário na Página 31).
Seja k o número de elementos de J (o número de argumentos patológicos da função S).
Consideremos a família F : Rk+l → R, definida por

F (x, λ) = S(λI , x) + ⟨λJ , x⟩, (4.2)

sendo ⟨·, ·⟩ o produto interno canônico em Rk. A família F define uma seção Lagrangiana
M do fibrado cotangente T ∗Rk+l dada por

M =
{

(x, λ, y, κ) : y = ∂F

∂x
e κ = ∂F

∂λ

}
.

Mostremos que M é ρ-regular, onde ρ : Rk+l → Rl é o fibrado auxiliar usual. Da
igualdade em (4.2) temos, em M ,

y = ∂F

∂x
= ∂S

∂x
+ λJ , κI = ∂F

∂λI
= ∂S

∂λI
e κJ = ∂F

∂λJ
= x. (4.3)

Assim, em M , det
(
∂y

∂λJ

)
̸= 0, o que mostra que o conjunto de formas {dy1, . . . , dyk} é

linearmente independente em M . Consequentemente, M é transversal a A, já que A é
dada pela equação

y = 0,
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o que significa que M é ρ-regular.

Em M ∩ A, com y = 0, temos, de (4.3),

λJ = −∂S

∂x
, κI = ∂S

∂λI
e x = κJ .

Como a projeção π∗ρ é dada por

π∗ρ(x, λ, 0, κ) = (λ, κ),

segue que a imagem de M ∩ A por π∗ρ é o conjunto{
(λ, κ) : κI = ∂S

∂λI
e λJ = − ∂S

∂κJ

}
.

Portanto, de (4.1), L = π∗ρ(M ∩ A).

Observação 4.6. Seja F : Rk+l → R uma função diferenciável. Aqui e a partir de agora
usaremos as notações

∂F

∂x
(x, λ) e ∂F

∂λ
(x, λ),

sendo (x, λ) = (x1, . . . , xk, λ1, . . . , λl), para denotar, respectivamente, os vetores(
∂F

∂x1
(x, λ), . . . , ∂F

∂xk
(x, λ)

)
e

(
∂F

∂λ1
(x, λ), . . . , ∂F

∂λl
(x, λ)

)
.

Em particular, podemos pensar nos símbolos ∂F
∂x

e ∂F
∂λ

como aplicações

∂F

∂x
: Rk+l → Rk e ∂F

∂λ
: Rk+l → Rl.

Uma função diferenciável F : Rk+l → R é uma função geradora de uma seção
Lagrangiana M de T ∗Rk+l quando M pode ser descrita como segue

M =
{

(x, λ; y, κ) ∈ T ∗Rk+l : y = ∂F

∂x
(x, λ), κ = ∂F

∂λ
(x, λ)

}
.

Definição 4.7. Seja L um germe Lagrangiano em T ∗Rl. Uma família geradora para L
é uma função germe F : Rk+l → R, que é uma função geradora para um germe de uma
subvariedade Lagrangiana M ⊂ T ∗Rk+l, ρ-regular, definida por

M =
{

(x, λ; y, κ) : y = ∂F

∂x
(x, λ), κ = ∂F

∂λ
(x, λ)

}

tal que L = π∗ρ(M ∩ A), sendo A o espaço misto do fibrado auxiliar ρ(x, λ) = λ.
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Em outras palavras, L pode-se expressar em termos de F como

L =
{

(λ, κ) ∈ T ∗Rl : ∃x : ∂F
∂x

(x, λ) = 0, κ = ∂F

∂λ
(x, λ)

}
,

isto é, L é obtido intersectando M com A e depois projetando em T ∗Rl.

Exemplo 4.8. Vamos encontrar a subvariedade Lagrangiana correspondente à família
geradora F : R1+2 → R definida por

F (x, λ) = x4 + λ1x
2 + λ2x, λ = (λ1, λ2) ∈ R2.

Por definição, temos que

L =
{

(λ, κ) ∈ T ∗R2 : ∃x : ∂F
∂x

(x, λ) = 0, κ = ∂F

∂λ
(x, λ)

}
.

Notemos que

∂F

∂x
(x, λ) = 4x3 + 2λ1x+ λ2 ⇒ 4x3 + 2λ1x+ λ2 = 0, e

(κ1, κ2) = κ = ∂F

∂λ
(x, λ) =

(
∂F

∂λ1
,
∂F

∂λ2

)
= (x2, x) ⇒ κ1 = x2 e κ2 = x.

Portanto,
L =

{
(λ, κ) ∈ T ∗R2 : λ2 = −4x3 − 2λ1x, k1 = k2

2

}
.

Proposição 4.9. Sejam M ⊂ T ∗Rk+l uma subvariedade Lagrangiana e F : Rk+l → R
uma função geradora para M , isto é,

M =
{

(x, λ; y, κ) ∈ T ∗Rk+l : y = ∂F

∂x
(x, λ), κ = ∂F

∂λ
(x, λ)

}
.

Temos que M é ρ-regular se, e somente se,

posto

[
∂2F

∂x2 ,
∂2F

∂λ∂x

]
= k em (x, λ) onde ∂F

∂x
(x, λ) = 0.

Aqui
[
∂2F

∂x2 ,
∂2F

∂λ∂x

]
denota a matriz Jacobiana da aplicação ∂F

∂x
: Rk+l → Rk.

Demonstração: Se (x, λ; y, κ) é um ponto em M , então para cada j ∈ {1, . . . , k} temos

yj = ∂F

∂xj
(x, λ).

Daí, nos pontos de M ,

dyj =
∑
i

(
∂2F

∂xi∂xj

)
dxi +

∑
m

(
∂2F

∂λm∂xj

)
dλm,
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isto é, a matriz de dy é a transposta da matriz
[
∂2F

∂x2 ,
∂2F

∂λ∂x

]
. Agora, a ρ-regularidade

de M significa a independência linear das restrições das formas dyj a M , nos pontos de

M ∩ A, que é equivalente a matriz
[
∂2F

∂x2 ,
∂2F

∂λ∂x

]
ter posto máximo.

Sejam L ⊂ T ∗Rl uma subvariedade Lagrangiana, F : Rk+l → R uma família
geradora para L e L : L → Rl a aplicação Lagrangiana associada a L, isto é, L = π ◦ i,
sendo i : L → T ∗Rl a inclusão e π : T ∗Rl → Rl a projeção canônica.

Dado (λ0, κ0) ∈ L, seja x0 ∈ Rk tal que

∂F

∂x
(x0, λ0) = 0 e κ0 = ∂F

∂λ
(x0, λ0).

Denotemos por
[
∂2F

∂x2

]
e
[
∂2F

∂λ∂x

]
as matrizes das derivadas parciais da aplicação

∂F

∂x
: Rk+l → Rk,

em relação a x e a λ, respectivamente, calculadas no ponto (λ0, κ0), e por
[
∂2F

∂x∂λ

]
a matriz

da derivada parcial da aplicação

∂F

∂λ
: Rk+l → Rl,

em relação a x, calculada no ponto (λ0, κ0). Essas matrizes são de ordem k × k, k × l e
l × k, respectivamente. Assim, induzem, de forma natural, aplicações

∂2F

∂x2 : Rk → Rk,
∂2F

∂λ∂x
: Rl → Rk e ∂2F

∂x∂λ
: Rk → Rl,

respectivamente. Como F é uma família geradora de L segue que

y = ∂F

∂x
e κ = ∂F

∂λ
,

e, consequentemente,

dy =
(
∂2F

∂x2

)
dx+

(
∂2F

∂λ∂x

)
dλ e dκ =

(
∂2F

∂x∂λ

)
dx+

(
∂2F

∂λ2

)
dλ. (4.4)

Seja η um vetor no núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana L, no ponto
(λ0, κ0). Vamos denotar o vetor com componentes dui(η), dependendo de η, por du(η)
(aqui u pode denotar x ou y ou κ). Com esta notação,

dy(η) = 0 e dλ(η) = 0.

Logo, pelas igualdades em (4.4), temos que(
∂2F

∂x2

)
dx(η) = 0 e dκ(η) =

(
∂2F

∂x∂λ

)
dx(η).
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Isso mostra que o núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana L, no ponto (λ0, κ0),
pode ser expresso em termos de uma família geradora, como é resumido na seguinte
proposição.

Proposição 4.10. Considerando a notação acima, temos

1. se η está no núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana L, então

dx(η) ∈ Ker

(
∂2F

∂x2

)
e dκ(η) =

(
∂2F

∂x∂λ

)
dx(η),

2. a aplicação η 7→ dκ(η) é um isomorfismo entre o núcleo da derivada da aplicação

Lagrangiana L e o espaço
(
∂2F

∂x∂λ

)
Ker

(
∂2F

∂x2

)
,

sendo F uma família geradora para a subvariedade Lagrangiana L.

Demonstração: O item 1. é o argumento acima e o item 2. segue da ρ-regularidade da
subvariedade Lagrangiana que define L, uma vez que L está imerso em T ∗Rl.

Corolário 4.11. A dimensão do núcleo da derivada de L não excede min(k, l), sendo k a
dimensão da fibra e l a dimensão da base do fibrado auxiliar.

Demonstração: Como a aplicação linear ∂2F

∂x∂λ
é de Rk em Rl segue, da Proposição 4.10,

que a dimensão do núcleo da derivada de L é menor ou igual do que min(k, l).

Corolário 4.12. Em um ponto onde a fibra do fibrado auxiliar para o germe da família
geradora tem a menor dimensão possível, ∂

2F

∂x2 = 0.

Demonstração: Se a dimensão k da fibra do fibrado auxiliar é a menor possível, então
a dimensão do núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana é k. Pela Proposição 4.10,
devemos ter

dimKer

(
∂2F

∂x2

)
= k,

o que significa que ∂
2F

∂x2 = 0.

4.2 EQUIVALÊNCIAS DE FAMÍLIAS GERADORAS

Definição 4.13. Sejam π1 : E1 → B1 e π2 : E2 → B2 dois fibrados diferenciáveis. Um
difeomorfismo de fibrados, entre E1 e E2, é um difeomorfismo Θ : E1 → E2 que leva
fibras de E1 em fibras de E2.
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Proposição 4.14. Sejam π1 : E1 → B1 e π2 : E2 → B2 dois fibrados diferenciáveis e
Θ : E1 → E2 um difeomorfismo. Temos que Θ é um difeomorfismo de fibrados se, e
somente se, existe um difeomorfismo f : B1 → B2 tal que π2 ◦Θ = f ◦ π1, isto é, que faz o
seguinte diagrama

E1
Θ //

π1
��

E2

π2
��

B1 f
// B2

comutar.

Demonstração: Suponhamos que Θ é um difeomorfismo de fibrados. Seja ξ : B1 → E1

uma seção do fibrado π1 : E1 → B1. Definindo f = π2 ◦ Θ ◦ ξ temos que f é um
difeomorfismo e faz o diagrama comutar.

Reciprocamente, se f : B1 → B2 é um difeomorfismo tal que π2 ◦Θ = f ◦ π1, então
dados x ∈ B1 e ξ ∈ π−1

1 (x), temos

π2(Θ(ξ)) = π2 ◦Θ(ξ) = f ◦ π1(ξ) = f(π1(x)) = f(x).

Logo, Θ(ξ) ∈ π−1
2 (f(x)), mostrando que Θ leva a fibra π−1

1 (x) na fibra π−1
2 (f(x)).

Definição 4.15. Sejam F1, F2 : Rk+l → R duas famílias de funções, definidas sobre o
espaço do fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl. Dizemos que

1. F1 é R-equivalente a F2 se existe um difeomorfismo de fibrados Θ : Rk+l → Rk+l,
na forma Θ(x, λ) = (h(x, λ), φ(λ)) com h : Rk+l → Rk e φ : Rl → Rl, tal que
F1 = F2 ◦Θ, isto é,

F1(x, λ) = F2(Θ(x, λ)) = F2(h(x, λ), φ(λ)).

2. F1 é R+-equivalente a F2 se existe um difeomorfismo de fibrados Θ : Rk+l → Rk+l,
como no item 1., e uma função diferenciável Φ : Rl → R tal que

F1(x, λ) = F2(Θ(x, λ)) + Φ(λ) = F2(h(x, λ), φ(λ)) + Φ(λ).

No caso que considerarmos germes, temos definições análogas.

Definição 4.16. Dois germes de famílias de funções F1 : Rk1+l → R e F2 : Rk2+l → R são
chamados R+-equivalentes estáveis se existem

• m1,m2 ∈ N tais que k = k1 +m1 = k2 +m2,
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• um difeomorfismo de fibrados Θ : Rk+l → Rk+l, na forma

Θ(x1, z1, λ) = (h(x1, z1, λ), g(x1, z1, λ), φ(λ))

com x1 ∈ Rk1 , z1 ∈ Rm1 , h : Rk+l → Rk2 , g : Rk+l → Rm2 e φ : Rl → Rl,

• formas quadráticas não degeneradas Qi : Rmi → R, e

• uma função diferenciável Φ : Rl → R

tais que

F1(x1, λ) +Q1(z1) = F2(h(x1, z1, λ), φ(λ)) +Q2(g(x1, z1, λ)) + Φ(λ).

Observação 4.17. No caso em que as dimensões dos espaços das variáveis são iguais,
podemos substituir R+-equivalente estável por R+-equivalente (ver a referência (28), pag.
103).

Lembremos, do Teorema 3.46, que se Θ é uma equivalência Lagrangiana de um
germe do fibrado cotangente π : T ∗Rk+l → Rk+l em si mesmo, então existem um germe de
difeomorfismo g : Rk+l → Rk+l e um germe de função diferenciável S : Rk+l → R tais que

Θ(x, ξ) =
(
g(x), ξ ◦ (dgx)−1 + dSg(x)

)
.

Com esta notação, temos a seguinte definição.

Definição 4.18. Uma equivalência LagrangianaΘ do fibrado cotangente T ∗Rk+l é chamada
fibrada se o difeomorfismo correspondente g : Rk+l → Rk+l é um difeomorfismo de
fibrados, isto é, leva fibra em fibra do fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl, enquanto que a
função correspondente S : Rk+l → R é constante ao longo das fibras do fibrado auxiliar.

T ∗Rk+l π //

Θ
��

Rk+l

g
��

T ∗Rk+l
π
// Rk+l

Proposição 4.19. Uma equivalência Lagrangiana de T ∗Rk+l é fibrada se, e somente se
mapea o espaço misto A nele mesmo.

Demonstração: Veja a referência (15), pag. 305.

Proposição 4.20. Sejam F1, F2 : Rk+l → R duas funções. Se F1 é uma família geradora e
é R+-equivalente a F2, então F2 também é uma família geradora e, além disso, os germes
das aplicações Lagrangianas determinadas por F1 e F2 são Lagrangianos equivalentes.
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Demonstração: Sejam Θ : Rk+l → Rk+l um difeomorfismo de fibrados, do fibrado auxiliar
ρ : Rk+l → Rl, na forma Θ(x, λ) = (h(x, λ), ϕ(λ)), com h : Rk+l → Rk e ϕ : Rl → Rl, e
Φ : Rl → R uma função diferenciável tais que

F1(x, λ) = F2(Θ(x, λ)) + Φ(λ) = F2(h(x, λ), ϕ(λ)) + Φ(λ). (4.5)

Pela Proposição 3.44, a aplicação induzida Θ∗ : T ∗Rk+l → T ∗Rk+l é uma equivalência
Lagrangiana, isto é, Θ∗ é um difeomorfismo que faz o seguinte diagrama

T ∗Rk+l π //

Θ∗
��

Rk+l

Θ
��

T ∗Rk+l
π
// Rk+l

comutar. Consideremos a função Φ̃ : Rk+l → R, definida por Φ̃(x, λ) = Φ(λ). Como as
fibras do fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl são da forma Rk × {λ}, com λ ∈ Rl, temos que Φ̃
é constante ao longo das fibras de ρ. Daí, a aplicação Θ̃ : T ∗Rk+l → T ∗Rk+l, definida por

Θ̃(x, ξ) = Θ∗(x, ξ) − dΦ̃g(x),

é uma equivalência Lagrangiana fibrada (veja as Proposições 3.44 e 3.45).

Sejam M1 ⊂ T ∗Rk+l uma seção Lagrangiana dada pela função geradora F1 e
M2 = Θ̃(M1). Temos que M2 é uma seção Lagrangiana e, pelo Teorema 3.47, M2 é dada
por uma função geradora F̃ , tal que F̃ = F1 ◦ Θ−1 − Φ̃. Daí, e da igualdade em (4.5),
temos

F̃ (x, λ) = F1(Θ−1(x, λ)) − Φ̃(x, λ) = F2(x, λ) + Φ(λ) − Φ(λ) = F2(x, λ),

isto é, M2 é dada pela função geradora F2. A partir disso, segue-se que M2 é transversal a
A e isso significa que F2 é uma família geradora.

Como Θ : Rk+l → Rk+l, construído acima, é um difeomorfismo de fibrados, do
fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl temos, da Proposição 4.14, que existe um difeomorfismo
g : Rl → Rl que faz o diagrama

Rk+l ρ //

Θ
��

Rl

g
��

Rk+l
ρ
// Rl

(4.6)

comutar, ou seja, g◦ρ = ρ◦Θ. Pela Proposição 3.44, g induz uma equivalência Lagrangiana
g∗ : T ∗Rl → T ∗Rl tal que g ◦ π = π ◦ g∗, isto é, que faz o diagrama

T ∗Rl π //

g∗

��

Rl

g
��

T ∗Rl
π
// Rl
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comutar. Notemos que se (x, λ, 0, κ) ∈ A, então (veja as notações na Seção 4.1)

(π∗ρ) ◦ Θ̃(x, λ, 0, κ) = π∗ρ
(
h(x, y), ϕ(λ), 0, κ ◦ (dϕλ)−1

)
=

(
ϕ(λ), κ ◦ (dϕλ)−1

)
,

já que Φ̃ é constante ao longo das fibras de ρ. Por outro lado,

g∗ ◦ (π∗ρ)(x, λ, 0, κ) = g∗(λ, κ) =
(
g(λ), κ ◦ (dgλ)−1

)
.

Como o diagrama em (4.6) comuta segue que

(π∗ρ) ◦ Θ̃(x, λ, 0, κ) = g∗ ◦ (π∗ρ)(x, λ, 0, κ),

para todo (x, λ, 0, κ) ∈ A. Daí, denotando por L1, L2 ⊂ T ∗Rl os germes das subvariedades
Lagrangianas definidas por F1 e F2, respectivamente, temos, da Proposição 4.19,

L2 = π∗ρ(M2 ∩ A) = π∗ρ(Θ̃(M1) ∩ A)
= π∗ρ(Θ̃(M1 ∩ A)) = g∗(π∗ρ(M1 ∩ A))
= g∗(L1).

Portanto, os germes das aplicações Lagrangianas

L1
i1 //

g∗

��

T ∗Rl π //

g∗

��

Rl

g

��
L2 i2

// T ∗Rl
π
// Rl

são Lagrangianos equivalentes.

Proposição 4.21. Sejam Θ : T ∗Rl → T ∗Rl uma equivalência Lagrangiana e L1 ⊂ T ∗Rl

um germe de uma subvariedade Lagrangiana. Se L1 é dado por uma família geradora F1,
então L2 = Θ(L1) é definido por uma família geradora F2 que é R+-equivalente a F1.

Demonstração: Consideremos o produto direto de Θ com a transformação identidade
Id : T ∗Rk → T ∗Rk. Assim, obtemos uma equivalência Lagrangiana do fibrado cotangente
de Rk+l,

T ∗Rk+l //

(Id,Θ)
��

Rk+l

g
��

T ∗Rk+l // Rk+l.

Pelo Teorema 3.46, existem um germe de difeomorfismo g : Rk+l → Rk+l e um germe de
função diferenciável S : Rk+l → R tais que

(Id, Θ)(x, ξ) =
(
g(x), ξ ◦ (dgx)−1 + dSg(x)

)
.
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Seja M1 ⊂ T ∗Rk+l o germe de uma seção Lagrangiana M1 dada pela função geradora F1.
Pelo Teorema 3.47, o germe da seção Lagrangiana M2 = (Id, Θ)(M1) é dado pela função
geradora F2, com

F2 = F1 ◦ g−1 + S,

que é uma família geradora para L2 e é R+-equivalente a F1.

Proposição 4.22. Se F : Rn+l → R é uma família geradora de um germe Lagrangiano
L ⊂ T ∗Rl, então existe uma função F1 nas variáveis (u, λ) com as seguintes propriedades:

• F é R+-equivalente estável a F1.

• F1 determina o germe Lagrangiano L.

• ∂2F1

∂u2 = 0.

Demonstração: Pelo lema generalizado de Morse (ver a referência (35)), existe um
difeomorfismo-germe Θ : Rn+l → Rn+l, na forma

Θ(x, λ) = (u, v, λ),

com u = h(x, λ) e v = g(x, λ), sendo h : Rn+l → Rk e g : Rn+l → Rm, n = k +m, tal que

F (x, λ) = F1(u, λ) +Q(v), (4.7)

sendo Q : Rm → R uma forma quadrática não degenerada, e

∂2F1

∂u2 (u, λ) = 0.

Da igualdade em (4.7) temos que F é R+-equivalente estável a F1. Assim, para concluir
basta mostrar que F e F1 determinam o mesmo germe Lagrangiano. Para isso, notemos,
da igualdade em (4.7), que

∂F

∂x
= ∂F1

∂u

∂h

∂x
+ ∂F1

∂λ

∂λ

∂x
+ ∂Q

∂v

∂g

∂x

= ∂F1

∂u

∂h

∂x
+ ∂Q

∂v

∂g

∂x
,

já que ∂λ
∂x

= 0. Notemos que no ponto v = 0, temos ∂Q
∂v

= 0. Além disso, como para cada

λ ∈ Rl, a aplicação x 7→ h(x, λ) é um difeomorfismo segue que ∂F

∂x
= 0 se, e somente se,

∂F1

∂u
= 0. Logo,

L =
{

(λ, κ) : ∃x : ∂F
∂x

= 0, κ = ∂F

∂λ

}
=
{

(λ, κ) : ∃u, v : ∂F1

∂u
= 0, v = 0, κ = ∂F1

∂λ

}
,
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concluindo a demonstração.

Pelo Corolário 4.12, a família geradora F1 : Rk+l → R, na Proposição 4.29, é tal que
a dimensão da fibra do fibrado auxiliar ρ : Rk+l → Rl é a menor possível (igual à dimensão
do núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana). Uma família com essa propriedade é
chamada família geradora minimal.

Sabemos que todo germe Lagrangiano admite uma função geradora com um número
minimal de argumentos patológicos κj, j ∈ J (igual à dimensão k do núcleo da aplicação
Lagrangiana):

κI = ∂S

∂λI
(λI , κJ), λJ = − ∂S

∂κJ
(λI , κJ)

(veja o comentário na Página 31). Aqui (λ, κ) → λ é o fibrado cotangente do espaço Rl.
Fixaremos este conjunto de k argumentos patológicos.

Proposição 4.23. Se L ⊂ T ∗Rl é um germe de uma subvariedade Lagrangiana e
F : Rk+l → R é uma família geradora minimal de L, então

det

(
∂2F

∂x∂λJ

)
̸= 0.

Demonstração: Seja M ⊂ T ∗Rk+l uma subvariedade Lagrangiana, ρ-regular, tal que
F : Rk+l → R é uma função geradora para M . Pela Proposição 4.9, o posto da matriz[

∂2F

∂x2 ,
∂2F

∂λ∂x

]

é k. Como F é uma família geradora minimal temos que ∂2F

∂x2 = 0. Daí, que o posto da
matriz [

∂2F

∂λ∂x

]
é k. Por outro lado,

κJ = ∂F

∂λJ
(veja o comentário após a Proposição 4.9) e, assim,

dκJ = ∂2F

∂x∂λJ
dx+ ∂2F

∂2λJ
dλJ .

Dado η no núcleo da derivada da aplicação Lagrangiana, temos que dλJ(η) = 0 e, assim,

dκJ(η) = ∂2F

∂x∂λJ
dx(η).

Pela condição de transversalidade, segue que o conjunto de formas {dκj : j ∈ J} é
linearmente independente. Logo, a matriz[

∂2F

∂x∂λJ

]
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é inversível e, portanto, det
(

∂2F

∂x∂λJ

)
̸= 0.

Nosso objetivo agora será mostrar que famílias geradoras minimais que determinam
o mesmo germe Lagrangiano são R+-equivalentes. Para isso, primeiro vamos definir o
que é uma família geradora especial e fazer alguns resultados com respeito a este tipo de
famílias, para posteriormente reduzir a este caso.

Definição 4.24. Uma família geradora minimal F diz-se especial se para ∂F

∂x
= 0 temos

a condição x = ∂F

∂λJ
.

Proposição 4.25. O germe de uma família geradora minimal é R+-equivalente ao germe
de uma família geradora especial determinando o mesmo germe Lagrangiano.

Demonstração: Sejam F : Rk+l → R uma família geradora minimal e κJ : Rk+l → Rk

dado por
κJ(x, λ) = ∂F

∂λJ
.

A aplicação Θ : Rk+l → Rk+l definida por

Θ(x, λ) = (κJ(x, λ), λ)

é um difeomorfismo. De fato, como F é minimal temos, da Proposição 4.23, que

det

(
∂2F

∂x∂λJ

)
̸= 0.

Pelo Teorema da Aplicação Inversa, Θ é um difeomorfismo local. Além disso, Θ é bijetora e,
portanto, um difeomorfismo. Pela Proposição 3.44, Θ induz uma equivalência Lagrangiana
Θ∗ : T ∗Rk+l → T ∗Rk+l. Se M é a seção Lagrangiana determinada por F , então Θ∗(M) é
uma nova seção Lagrangiana que, pelo Teorema 3.47, é determinada pela família geradora
F1 : Rk+l → R, dada por

F1 = F ◦Θ−1.

Denotando Θ−1 : Rk+l → Rk+l por

Θ−1(x, λ) = (u(x, λ), λ)

temos que para todo (x, λ) vale a igualdade

(x, λ) = Θ ◦Θ−1(x, λ) = Θ(u(x, λ), λ) = (κJ(u(x, λ)), λ)

e, daí,
x = κJ(u(x, λ)).
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Além disso, F1 se escreve como

F1(x, λ) = F ◦Θ−1(x, λ) = F (u(x, λ), λ).

Por definição, a família F1 é R+-equivalente a F e como F é minimal segue que F1 também
é minimal.

Notemos, pela Regra da Cadeia, que
∂F1

∂x
= ∂F

∂x

∂u

∂x
+ ∂F

∂λ

∂λ

∂x
= ∂F

∂x

∂u

∂x

e
∂F1

∂λ
= ∂F

∂x

∂u

∂λ
+ ∂F

∂λ

∂λ

∂λ
= ∂F

∂x

∂u

∂λ
+ ∂F

∂λ
.

Como para cada λ ∈ Rl, a aplicação x 7→ u(x, λ) é um difeomorfismo segue que

∂F1

∂x
= 0 se, e somente se, ∂F

∂x
= 0.

Em particular, vale a igualdade{
(λ, κ) : ∃x : ∂F1

∂x
= 0, κ = ∂F1

∂λ

}
=
{

(λ, κ) : ∃x : ∂F
∂x

= 0, κ = ∂F

∂λ

}
,

isto é, F1 e F determinam o mesmo germe Lagrangiano em T ∗Rl. Além disso, se ∂F1

∂x
= 0,

então ∂F

∂x
= 0 e, consequentemente,

∂F1

∂λJ
(x, λ) = ∂F

∂λJ
(u(x, λ), λ) = κJ(u(x, λ), λ) = x,

mostrando que F1 é especial e isto conclui a demonstração.

Seja F : Rk+l → R uma família geradora de um germe Lagrangiano L ⊂ T ∗Rl. O
conjunto de pontos críticos N da família F é dado por

N =
{

(x, λ) ∈ Rk+l : ∂F
∂x

(x, λ) = 0
}
.

Proposição 4.26. Se L é um germe Lagrangiano e F é uma família geradora especial
para L, então o conjunto de pontos críticos N da família F é difeomorfo a L.

Demonstração: Sejam F : Rk+l → R uma família geradora especial para L,

κJ : Rk+l → Rk e ϕ : L → Rk+l

definidas por
κJ(x, λ) = ∂F

∂λJ
e ϕ(κ, λ) = (κJ , λ).

Como F é especial segue que ϕ(L) = N e, de forma análoga ao que foi feito na demonstra-
ção da Proposição 4.25, temos que ϕ : L → N é um difeomorfismo.
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Proposição 4.27. Se F0 e F1 são duas famílias geradoras especiais do mesmo germe
Lagrangiano, então:

1. Seus conjuntos de pontos críticos coincidem: N0 = N1 = N .

2. A diferencial total de F0 − F1 é igual a 0, no conjunto N .

3. As restrições de F0 e F1 a N coincidem, a menos de uma constante aditiva.

Demonstração: Sejam L o germe Lagrangiano determinado por F0 e F1 e ϕ : L → Rk+l

a aplicação definida por
ϕ(κ, λ) = (κJ , λ).

Como Fi é especial, segue, da Proposição 4.26, que

N0 = ϕ(L) = N1,

mostrando o item 1.

Os pontos de L são parametrizados por λI e κJ . Em particular, κ é definido por λI
e x. Isso significa que, nos pontos de N , ∂Fi

∂λ
é determinado apenas por L e não depende

de i e, assim, ∂F0

∂λ
= ∂F1

∂λ
. Logo se (x, λ) ∈ N , então

D(F0(x, λ) − F1(x, λ)) = ∂F0

∂x
(x, λ)dx+ ∂F0

∂λ
(x, λ)dλ− ∂F1

∂x
(x, λ)dx− ∂F1

∂λ
(x, λ)dλ = 0,

o que mostra o item 2. A afirmação em 3. é consequência imediata de 2.

Proposição 4.28. Os germes de famílias geradoras especiais, determinando o mesmo
germe Lagrangiano, são R+-equivalentes.

Demonstração: Sejam F0 e F1 duas famílias geradoras especiais do mesmo germe
Lagrangiano L tal que os valores de F0 e F1 coincidem na origem. Pela Proposição 4.27,
F0 − F1 tem um zero não menor do que segunda ordem em N .

Seja Ft a homotopia entre F0 e F1 dada por

Ft = F0 + t(F1 − F0).

Temos que Ft é uma família geradora especial de L. Procuremos uma família de difeomor-
fismos Gt, na forma

Gt(x, λ) = (g(x, λ, t), λ),

dependendo suavemente de t ∈ [0, 1] tal que

Ft ◦Gt = F0.
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Para isso, consideremos as aplicações

F̃ : Rk+l × [0, 1] → R e G̃ : Rk+l × [0, 1] → Rk+l × [0, 1],

definidas por

F̃ (x, λ, t) = Ft(x, λ) e G̃(x, λ, t) = (Gt(x, λ), t) = (g(x, λ, t), λ, t).

Notemos que

F̃ ◦ G̃(x, λ, t) = F̃ (G̃(x, λ, t)) = F̃ ((Gt(x, λ), t)) = Ft ◦Gt(x, λ)

e, por outro lado, escrevendo g = (g1, . . . , gk),

F̃ ◦ G̃(x, λ, t) = F̃ (G̃(x, λ, t)) = F̃ (g(x, λ, t), λ, t)
= Ft(g1(x, λ, t), . . . , gk(x, λ, t), λ1, . . . , λl).

Daí, diferenciando a igualdade
Ft ◦Gt = F0,

em relação a t, e aplicando a regra da cadeia obtemos

0 = ∂

∂t
(Ft ◦Gt) = ∂

∂t
(F̃ ◦ G̃)

=
k∑
i=1

∂Ft
∂xi

∂gi
∂t

+
l∑

j=1

∂Ft
∂λj

∂λj
∂t

+ ∂Ft
∂t

∂t

∂t

=
k∑
i=1

∂Ft
∂xi

∂gi
∂t

+ F1 − F0,

já que λ não depende de t. Assim, temos a equação

(F1 − F0) +
k∑
i=1

ξi

(
∂Ft
∂xi

)
= 0 (4.8)

nas incógnitas ξi, que são as componentes do campo vetorial

ξ =
k∑
i=1

ξi(x, λ, t)
∂

∂xi
,

dependendo de t, da família dos difeomorfismos Gt.

Consideremos a variedade N ′ = N × {t} no espaço com coordenadas (x, λ, t). As
equações ∂Ft

∂xi
= 0, (i = 1, . . . , k) formam um sistema de equações independentes nesta

variedade. Logo, pelo Lema de Hadamard (ver a referência (46)), cada função que assume
o valor zero nesta variedade é representável como uma combinação linear de ∂Ft

∂xi
(com

funções coeficiente). Portanto, toda função Φ, que tem um zero de segunda ordem em N

tem uma representação na forma

Φ(x, λ, t) =
k∑
i=1

ξi(x, λ, t)
∂Ft
∂xi

, com ξi|N ′ = 0.
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Em particular, colocando Φ = F0 − F1, vemos que a equação em (4.8) tem solução e, além
disso, ξi|N ′ = 0.

O campo vetorial ξ, assim obtido, dependendo de t, é nulo em N e, portanto, induz
um difeomorfismo Gt em uma vizinhança do ponto em discussão, para todo t ∈ [0, 1]. O
difeomorfismo G1 é fibrado (tem a forma G1(x, λ) = (H(x, λ), λ)) e F1 ◦G1 = F0. Portanto
F1 é R-equivalente a F0, concluindo a demonstração.

Com o que foi desenvolvido, vamos demonstrar as proposições 4.29 e 4.30.

Proposição 4.29. Duas famílias geradoras minimais do mesmo germe Lagrangiano são
R+-equivalentes.

Demonstração: Sejam F1 e F2 duas famílias geradoras minimais de um mesmo germe
Lagrangiano L ⊂ T ∗Rl. Pela Proposição 4.25, F1 e F2 são R+-equivalentes às famílias
especiais, que denotamos por F e

1 e F e
2 , respectivamente, e, além disso, F e

1 e F e
2 geram o

mesmo germe Lagrangiano L. Logo, pela Proposição 4.28, F e
1 e F e

2 são R+-equivalentes.
Portanto, F1 é R+-equivalente a F2, concluindo a demonstração.

Proposição 4.30. Duas famílias geradoras quaisquer do mesmo germe Lagrangiano são
R+-equivalentes estáveis.

Demonstração: Sejam F1 e F2 duas famílias geradoras de um mesmo germe Lagrangiano
L. Pela Proposição 4.22, para cada i ∈ {1, 2}, existe uma família geradora minimal Fm

i

tal que Fm
i gera o germe Lagrangiano L e Fi é R+-equivalente estável a Fm

i . Segue da
Proposição 4.29 que Fm

1 é R+-equivalente a Fm
2 . Portanto, F1 é R+-equivalente a F2.

Com tudo desenvolvido até agora estamos prontos para apresentar uma demons-
tração do resultado principal deste capítulo que, como já foi dito antes, será de grande
importância no próximo capítulo.

Teorema 4.31. Sejam

• L1, L2 ⊂ T ∗Rl dois germes de subvariedades Lagrangianas;

• L1 : L1 → Rl e L2 : L2 → Rl germes de aplicações Lagrangianas; e

• Fi : Rki+l → R família geradora de Li, i ∈ {1, 2}.

As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Os germes L1 e L2 são Lagrangianos equivalentes.
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2. Os germes F1 e F2 são R+-equivalentes estáveis.

Demonstração: Suponhamos que os germes L1 e L2 são Lagrangianos equivalentes e seja
Θ : T ∗Rl → T ∗Rl uma equivalência Lagrangiana tal que L2 = Θ(L1). Pela Proposição 4.22,
existe uma família geradora minimal Fm

1 tal que Fm
1 gera o germe Lagrangiano L1 e F1 é

R+-equivalente estável a Fm
1 . Segue da Proposição 4.25 que existe uma família geradora

especial F e
1 tal que Fm

1 é R+-equivalente a F e
1 e F e

1 determina o germe Lagrangiano L1.
Pela Proposição 4.30, F1 é R+-equivalente estável a F e

1 . Pela Proposição 4.21, existe
uma família geradora F̃2 tal que F̃2 determina L2 e é R+-equivalente a F e

1 e utilizando,
novamente, a Proposição 4.30 concluímos que F̃2 é R+-equivalente estável a F2. Portanto,
F1 é R+-equivalente estável a F2.

Reciprocamente, suponhamos que F1 é R+-equivalente estável a F2. Pela Proposição
4.22, para cada i ∈ {1, 2}, existe uma família geradora minimal Fm

i tal que Fm
i gera o germe

Lagrangiano Li e Fi é R+-equivalente estável a Fm
i . Daí, Fm

1 é R+-equivalente estável
a Fm

2 e, assim, da Observação 4.17, Fm
1 é R+-equivalente a Fm

2 . Portanto, da Proposi-
ção 4.20, os germes L1 e L2 são Lagrangianos equivalentes, concluindo a demonstração.
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5 EQUIVALÊNCIAS DE APLICAÇÕES DE GAUSS

O principal objetivo neste capítulo é fazer um estudo de aplicação de Gauss, no
seguinte sentido: vamos definir aplicação de Gauss de uma variedade fechada e mostrar
que uma aplicação de Gauss pode ser vista como aplicação Lagrangiana ou como aplicação
catástrofe. Depois disso, definiremos A-equivalência entre duas aplicações de Gauss de
uma mesma variedade e como resultado central vamos caracterizar, no Teorema 5.5,
A-equivalência em termos de função altura. O conceito de A-equivalência de aplicações de
Gauss é tratado em diversos trabalhos, veja, por exemplo, (1, 2, 3, 4, 5, 6). As principais
referências utilizadas são Banchoff-Gaffney-Mccrory (1) e Arnold-Gusein-Zade-Varchenko
(15).

5.1 APLICAÇÃO DE GAUSS

Dizemos que uma variedade diferenciável M é fechada quando é compacta e
sem bordo. Sejam M uma variedade fechada, orientada e conexa, de dimensão n e
f : M → Rn+1 um mergulho de M no espaço Euclidiano de dimensão n + 1. Assim, a
imagem f(M) é uma hipersuperfície orientável em Rn+1. Seja nf um campo diferenciável
de vetores normais e unitários em f(M). Por definição, a aplicação de Gauss de M ,
associada a f e a nf , é a aplicação

Gf : M → Sn,

onde Sn ⊂ Rn+1 denota a esfera unitária de centro na origem, definida da seguinte maneira:
para cada p ∈ M , Gf (p) é o vetor em Sn, normal a f(M), em f(p), apontando no sentido
de nf (p). Notemos que Gf é a composta entre a aplicação de Gauss de f(M) e f . Quando
n = 2, obtemos a aplicação de Gauss usual de uma superfície imersa no espaço Euclidiano
R3.

Para obter o resultado principal deste capítulo, precisamos descrever uma aplica-
ção de Gauss como aplicação Lagrangiana e como aplicação catástrofe. Nesse sentido,
comecemos com a demonstração do seguinte resultado que está na referência (15) pag.
296.

Teorema 5.1. A aplicação de Gauss de M é uma aplicação Lagrangiana.

Demonstração: Denotemos por Nf o conjunto das retas orientadas e normais a f(M),
definida por nf . Pelo Teorema 3.37, Nf é uma subvariedade Lagrangiana da variedade
simplética das retas orientadas R, em Rn+1, e, além disso, Nf é difeomorfo a f(M). Pelo
Teorema 3.23, o espaço R é difeomorfo ao fibrado cotangente da esfera T ∗Sn. Assim,
denotando por i : Nf → R a aplicação inclusão e por π : T ∗Sn → Sn a projeção canônica,
temos o seguinte diagrama

M
f−−→ f(M) ≈ Nf

i−−→ R ≈ T ∗Sn π−−→ Sn.
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Portanto, Gf é uma aplicação Lagrangiana, já que Gf = π ◦ i ◦ f : M → Sn.

Passemos, agora, a descrever a aplicação de Gauss como aplicação catástrofe, para
isso nesta parte do trabalho será utilizada como referência (1) de onde são extraídos os
resultados a seguir, parte do nosso objetivo foi esclarecer tais resultados.
Sejam Q uma outra variedade diferenciável e F : Q×M → Q× R uma família de funções
diferenciáveis, parametrizadas por Q. O conjunto catástrofe C de F é, por definição, o
conjunto de pontos críticos de F , isto é,

C =
{

(u, x) ∈ Q×M : ∂F
∂x

(u, x) = 0
}
.

No caso em que 0 ∈ Rn é valor regular de ∂F
∂x

, temos que C é uma variedade diferenciável

de dimensão dimQ, já que C é a imagem inversa de 0 por ∂F
∂x

. Nesse caso, o conjunto
dos pontos críticos C é chamado variedade catástrofe da família F .

Seja π : Q×M → Q a projeção natural sobre Q. A restrição X de π a C,

X := π|C : C → Q,

é chamada aplicação catástrofe da família de funções F .

Para cada vetor unitário v ∈ Rn+1, seja Hv
f : M → R a função altura na direção de

v, definida por
Hv
f (p) = ⟨f(p), v⟩,

sendo ⟨·, ·⟩ o produto interno canônico de Rn+1. Considerando essas funções como uma
família parametrizada pela esfera unitária Sn, temos a aplicação

Hf : Sn ×M → Sn × R,

dada por
Hf (v, p) = (v,Hv

f (p)) = (v, ⟨f(p), v⟩).

Fixemos v ∈ Sn. Notemos que,

∂Hf

∂p
(v, p) =

(
0,
∂Hv

f

∂p

)
=
(
0, d(Hv

f )p
)
.

Além disso, para cada u ∈ TpM ,

d(Hv
f )p(u) = ⟨dfp(u), v⟩.

Daí, dado (v, p) ∈ Sn ×M , as seguintes condições são equivalentes

1. ∂Hf

∂p
(v, p) = 0.
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2. d(Hv
f )p(u) = 0, para todo u ∈ TpM .

3. ⟨dfp(u), v⟩ = 0, para todo u ∈ TpM .

4. v é ortogonal a f(M), em f(p).

Denotando por Cf o conjunto catástrofe da família Hf , temos que a condição
(v, p) ∈ Cf é equivalente a qualquer uma das condições de 1. a 5., acima. Logo, 0 é valor
regular de ∂Hf

∂p
e, além disso, vale o seguinte resultado.

Proposição 5.2. A variedade catástrofe Cf da família Hf se identifica ao fibrado normal
e unitário de f(M).

A variedade catástrofe Cf tem duas componentes conexas, que podem ser descritas
pelo campo nf de vetores normais e unitários a f(M). De fato, o conjunto C0

f formado
pelos pontos (v, p) ∈ Cf tais que v tem o mesmo sentido do vetor nf (p) é uma componente
conexa de Cf . A outra componente é dada pelos pontos (v, p) ∈ Cf tais que v tem sentido
oposto ao vetor nf (p). Notemos que C0

f pode ser descrita como

C0
f = {(Gf (p), p) : p ∈ M},

sendo Gf a aplicação de Gauss de M , associada a f e nf . Notemos, ainda, que a variedade
das retas orientadas normais a f(M), em Rn+1, cuja orientação é dada pelo campo nf é
descrita como

Nf = {({f(p) + tGf (p) : t ∈ R},Gf (p)) : p ∈ M}.

Considerando essa notação, temos o seguinte resultado.

Proposição 5.3. A componente conexa C0
f da variedade catástrofe Cf se identifica a cada

um dos espaços:

1. Variedade M .

2. Hipersuperfície f(M).

3. Nf , a variedade das retas orientadas normais a f(M), cuja orientação é dada pelo
campo nf .

Em particular, C0
f pode ser vista como uma subvariedade Lagrangiana de T ∗Sn e Hf é

uma família geradora de C0
f .

Demonstração: As aplicações

ζf : M → C0
f , ηf : f(M) → C0

f e θf : C0
f → Nf ,

definidas por
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• ζf (p) = (Gf (p), p),

• ηf (f(p)) = (Gf (p), p), e

• θf (Gf (p), p) = ({f(p) + tGf (p) : t ∈ R},Gf (p)),

fornecem as identificações afirmadas.

Seja X : Cf → Sn a aplicação catástrofe da família de funções altura Hf . Denotemos
por Xf a restrição de X a C0

f ,

Xf := X |C0
f

: C0
f → Sn.

Considerando a aplicação ζf : M → C0
f definida na demonstração da Proprosição 5.3,

temos que
Xf ◦ ζf = Gf

e, assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.4. A aplicação Xf ◦ ζf é a aplicação de Gauss da variedade M .

5.2 APLICAÇÃO DE GAUSS E FUNÇÃO ALTURA

Consideremos, agora, um outro mergulho g : M → Rn+1 de M em Rn+1 e as
notações correspondentes a g, da seção anterior. Dizemos que as aplicações de Gauss

Gf ,Gg : M → Sn

são A-equivalentes quando existem difeomorfismos ψ : M → M e φ : Sn → Sn tais que

φ ◦ Gf = Gg ◦ ψ,

isto é, que fazem o diagrama
M

Gf //

ψ
��

Sn

φ
��

M
Gg

// Sn

comutar.

Usando como inspiração uma afirmação dada em (2) pag. 91, vamos caracterizar a
A-equivalência entre Gf e Gg utilizando as funções alturas (que são famílias geradoras) Hf

e Hg, é assim que vamos enunciar e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 5.5. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Gf e Gg são A-equivalentes.
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2. Gf e Gg são Lagrangianos equivalentes.

3. Hf e Hg são R+-equivalentes.

Demonstração: As afirmações em 2. e em 3. são equivalentes, pelo Teorema 4.31 e pela
Observação 4.17. Para concluir, mostremos que 1. implica 2. e 3. implica 1.

Suponhamos que Gf e Gg são A-equivalentes. Assim, existem difeomorfismos
ψ : M → M e φ : Sn → Sn tais que Gg ◦ ψ = φ ◦ Gf , isto é, que fazem o diagrama

M
Gf //

ψ
��

Sn

φ
��

M
Gg

// Sn

comutar. Utilizando a notação da Proposição 5.3 e o comentário após a sua demonstração,
obtemos o diagrama

M
ζf //

ψ

��

C0
f

Xf //

ψ0
��

Sn

φ

��
M

ζg

// C0
g Xg

// Sn

comutativo, sendo ψ0 : C0
f → C0

g definida por

ψ0(Gf (p), p) = (Gg(ψ(p)), ψ(p)).

Consideremos a equivalência Lagrangiana φ∗ : T ∗Sn → T ∗Sn induzida por φ (veja a
Proposição 3.44), definida por

φ∗(v, φ) = (φ(v), φ ◦ (dφv)−1),

que, pela identificação entre T ∗Sn e o espaço de todas as retas orientadas R, em Rn+1

(veja o Teorema 3.23), pode ser reescrita na forma

φ∗({v + tu : t ∈ R}, u) =
({(

(v − ⟨v, u⟩u)♭ ◦ (dφu)−1
)♯

+ tφ(u) : t ∈ R
}
, φ(u)

)
.

Daí,

φ∗ ({f(p) + tGf (p) : t ∈ R},Gf (p)) =
({
ϕ♯ + tφ(Gf (p)) : t ∈ R

}
, φ(Gf (p))

)
= ({g(ψ(p)) + tGg(ψ(p)) : t ∈ R},Gg(ψ(p))) ,

sendo ϕ = (f(p) − ⟨f(p),Gf (p)⟩Gf (p))♭ ◦ (dφGf (p))−1. Logo,

φ∗(C0
f ) = C0

g

e, portanto, φ∗ é uma equivalência Lagrangiana entre Gf e Gg.
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Suponhamos, agora, que Hf e Hg são R+-equivalentes. Assim, existe um difeomor-
fismo fibrado Θ : Sn × M → Sn × M , na forma Θ = (φ, h), e uma função diferenciável
Φ : Sn → R tais que

Hg(v, p) = Hf (φ(v), h(v, p)) + Φ(v),

onde h : Sn ×M → M e φ : Sn → Sn. Diferenciando em relação a p temos

∂Hg

∂p
(v, p) = ∂Hf

∂p
(Θ(v, p))∂h

∂p
(v, p).

Como, para cada v ∈ Sn, a aplicação p 7→ h(v, p) é um difeomorfismo, temos que

∂Hg

∂p
(v, p) = 0 ⇐⇒ ∂Hf

∂p
(Θ(v, p)) = 0.

Logo, (v, p) ∈ C0
g se, e somente se, Θ(v, p) ∈ C0

f e, portanto, Θ(C0
g ) = C0

f . Daí, para cada
p ∈ M ,

(φ(Gg(p)), h(Gg(p), p)) = Θ(Gg(p), p) ∈ C0
f ,

o que implica que
φ(Gg(p)) = Gf (h(Gg(p), p)).

Assim, considerando h0 : M → M definida por

h0(p) = h(Gg(p), p),

temos que h0 é um difeomorfismo e

Gf ◦ h0(p) = Gf (h(Gg(p), p))
= φ(Gg(p))
= φ ◦ Gg(p),

para todo p ∈ M , isto é,
Gf ◦ h0 = φ ◦ Gg,

mostrando que Gf e Gg são A-equivalentes e isto conclui a demonstração.
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6 CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho foi caracterizar a A-equivalência entre aplicações de Gauss
com a proposta de identificar tais aplicações como aplicações Lagrangianas e aplicações
catástrofe associados a funções altura. Foi assim que temos os seguintes resultados,
no Capítulo 4 o Teorema 4.31 que nos diz que, germes de aplicações Lagrangianas são
Lagrangianos equivalentes se, e somente se, suas famílias geradoras associadas são R+-
equivalentes estáveis e no Capítulo 5 primeiro o Teorema 5.1 que prova que a aplicação
de Gauss de M , uma variedade orientável, é uma aplicação Lagrangiana e segundo o
Teorema 5.4 que identifica a aplicação de Gauss da variedade M como uma aplicação
catástrofe. É assim que concluímos que tal caracterização é possível, tendo como resultado
final o Teorema 5.5 que diz: Dadas as aplicações de Gauss Gf e Gg e sendo suas funções
alturas (que são famílias geradoras) asociadas Hf e Hg respectivamente, então as seguintes
afirmações são equivalentes:

1. Gf e Gg são A-equivalentes.

2. Gf e Gg são Lagrangianos equivalentes.

3. Hf e Hg são R+-equivalentes.
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