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RESUMO

Apresentaremos nesta dissertagao um estudo da aplicagdo de Gauss para fornecer
uma caracterizacao da A-equivaléncia entre aplicagoes de Gauss de variedades orientaveis
em termos da funcao altura. Para isso vamos desenvolver conceitos que serao necessarios

para ver a aplicagdo de Gauss como uma aplicacao Lagrangiana, aqui precisaremos definir

@

subvariedades Lagrangianas, aplicacdes Lagrangianas equivalentes, familias geradoras
as equivaléncias entre elas. Também temos que mostrar que a aplicagao de Gauss é
uma aplicagao catastrofe associada a funcgoes altura, aqui precisaremos definir o que é
uma variedade catastrofe e aplicacao catastrofe para depois concluir que duas aplicacgoes
de Gauss sdo A-equivalentes se, e somente se, os germes de suas familias geradoras sao

R*-equivalentes.

Palavras-chave: Aplicagao Lagrangiana. Familia geradora. Aplicacao catastrofe.

A-equivaléncia. Aplicagdo de Gauss. Fungao altura.



ABSTRACT

We will present in this dissertation a Gauss map study to provide a characterization
of the A-equivalence between Gauss maps of oriented manifolds in terms of height function.
For this we are going to develop concepts that will be necessary to see Gauss map as
a Lagrangian map, here we will need to define Lagrangian submanifolds, equivalent
Lagrangian maps, generating families and the equivalences between them. We also have
to show that the Gauss map is a catastrophe map associated with height functions, here
we will need to define what a catastrophe manifold and catastrophe map to later conclude
that two Gauss map are A-equivalent if and only if the germs of their generating families

are Rt-equivalent.

Keywords: Lagrangian map. Generating family. Catastrophe map. Gauss map.

Height function.
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1 INTRODUCAO

A aplicagao de Gauss tem sido objeto de estudo em diversos trabalhos recentes, veja
por exemplo em (1, 2, 3, 4, 5, 6). O principal objetivo deste trabalho é, utilizando literatura
diversa e atual, descrever uma caracterizagdo para dizer quando duas aplica¢oes de Gauss,
de uma variedade orientada, sdo A-equivalentes, para o qual daremos um abordagem do
ponto de vista das aplicagoes Lagrangianas ja que, como serd provado, a aplicacao de
Gauss é uma aplicacao Lagrangiana. Além disso, uma aplicagdo de Gauss pode ser vista
como uma aplicagao catastrofe associada a uma familia de fungoes altura. Precisaremos
desenvolver, de uma forma razodavel, alguns conceitos e resultados de geometria simplética
como, por exemplo, variedades simpléticas e subvariedades Lagrangianas. Introduziremos
uma estrutura de variedade simplética no conjunto de todas as retas orientadas em espagos
Euclidianos e vamos provar que o conjunto de retas normais orientadas a uma hipersuper-
ficie orientada é uma subvariedade Lagrangiana do espaco simplético das retas orientadas.
Definiremos aplicacoes Lagrangianas e familia geradora, onde desenvolveremos os conceitos
de RT-equivaléncia e de R*-equivaléncia estavel de familias geradoras e de germes de
familias geradoras, respectivamente. O principal resultado, neste sentido, é o Teorema 4.31
que assegura que os germes de aplicacoes Lagrangianas sao Lagrangianos equivalentes se, e
somente se, os germes de suas familias geradoras sdo RT-equivalentes estdveis. Finalmente,
veremos os conceitos de conjunto catéastrofe, aplicacao catastrofe e de fungao altura. O
objetivo aqui serd provar que a aplicacao de Gauss é, de fato, uma aplicacdo Lagrangiana
e uma aplicagao catastrofe e, além disso, que duas aplicacoes de Gauss sao A-equivalentes
se, e somente se, os germes das fungoes altura saio R -equivalentes. A seguir faremos uma

breve descricao dos capitulos da presente dissertacao.

No Capitulo 2, desenvolveremos os preliminares para esta dissertagao, conceitos
de variedades diferenciaveis serao apresentados e alguns teoremas classicos como a regra
da cadeia e o Teorema da Func¢ao Inversa. Teremos interesse especial em fibrados pois,
em grande parte desta dissertacao, trabalharemos com fibrados tangentes e cotangentes
de variedades e, em particular, do espago R". Finalmente, sera tutil falar sobre formas

diferenciaveis, de pullback e suas propiedades.

No Capitulo 3, desenvolveremos conceitos de Geometria Simplética, sendo um
dos principais o conceito de aplicagoes Lagrangianas. Para tal, previamente, teremos
que desenvolver os tépicos de espacos vetoriais simpléticos, variedades simpléticas, sub-
variedades Lagrangianas onde falaremos de funcao geradora e teremos como resultado
importante o teorema 3.36, que nos diz que a variedade das retas orientadas normais a
uma hpersuperficie orientavel no espago euclideano R™ é uma subvariedade Lagrangiana do
espaco simplético de todas as retas orientadas em R", e fibrados lagrangianos equivalentes,

nesta se¢ao vamos definir o que é uma aplicacdo Lagrangiana e a equivaléncia entre eles.
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No Capitulo 4, vamos enunciar e demonstrar o Teorema 4.31, que é um dos
resultados centrais para esta dissertacdo. Sua importancia se baseia no fato de que nos da
uma caracterizacao da equivaléncia Lagrangiana em termos de familias geradoras, que nos
diz que, germes de aplicagoes Lagrangianas sao Lagrangianos equivalentes se, e somente se,
suas familias geradoras associadas sao RT-equivalentes estaveis. Este teorema serd usado

na prova do resultado principal desta dissertacao.

E por fim, no Capitulo 5, faremos um estudo da aplicagao de Gauss, mostrando
que ela pode ser vista como uma aplicacao Lagrangiana e também como uma aplicacao
catastrofe associada a uma funcao altura. Depois, vamos definir o que é uma A-equivaléncia
entre aplicagoes de Gauss e, por ultimo, vamos concluir com o resultado central desta
dissertacao que nos diz que duas aplicagoes de Gauss sao A-equivalentes se, e somente se, os
germes de suas familias geradoras (que, nesse caso, sdo fungoes altura) sao R*-equivalentes,

0 que nos permite caracterizar a A-equivaléncia entre duas aplica¢oes de Gauss.
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2  VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre variedades
diferenciaveis que serao utilizados ao longo deste trabalho. As principais referéncias
utilizadas sdo Lee (7), Lima ((8) e (9)), Hirsch (10), Do Carmo (11) e Lima (12). Além

destes também podem ser consultados Guillemin (13) e Warner (14).

Definicao 2.1. Seja M um espaco topolégico. Um sistema de coordenadas locais
ou carta local em M é um homeomorfismo z : U — z(U) de um subconjunto aberto
U C M sobre um aberto z(U) C R™. Dizemos que m é a dimensao de z : U — z(U).
Para cada p € U, tem-se z(p) = (2'(p),...,2™(p)). Os niimeros z° = z¢(p), i = 1,...,m

sao chamados as coordenadas do ponto p € X no sistema x.

Sex:U —x(U) ey:V — (V) sdo sistemas de coordenadas locais em M, com

UnvV #0, z(p) = (z4(p),...,z™([p)) e y(p) = (W (p),...,y™(p)), entdo a correspondéncia

(' (p),....2™(p)) < W' (0),. ...y (p))

estabelece um homeomorfismo ¢,, =yoaz™': z(UNV) = y(UNV).

Definigao 2.2. O homeomorfismo ¢, = yoz™" : 2(UNV) = y(UNV), acima, é chamado

mudanca de coordenadas.

Definicao 2.3. Um atlas de dimensdao m sobre um espago topolégico M é uma colecao
A de sistemas de coordenadas locais z : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem
M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas = € A sao chamados as vizinhancas

coordenadas de x € A.

Definicao 2.4. Um espago topologico M no qual existe um atlas de dimensao m chama-se
uma variedade topologica de dimensao m. Em outras palavras, M ¢é uma variedade
topoldgica de dimensdo m se, e somente se, cada ponto de M tem uma vizinhancga

homeomorfa a um aberto do R™.

Definicao 2.5. Um atlas A sobre um espago topolégico M diz-se diferencidvel, de
classe C*(k > 1), se todas as mudancas de coordenadas G2y, T,y € A sdo aplicagoes de

classe C*. Escreve-se entao A € CF.

Definicdo 2.6. Seja A um atlas de dimensdo m e classe C* num espaco topolégico M.
Um sistema de coordenadas locais z : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente
ao atlas A se, para todo sistema de coordenadas locais x : U — R™, pertencente a A, com
UNW # (), as mudancas de coordenadas ¢, e ¢., sio de classe C*. Em outras palavras,

se AU z ainda é um atlas de classe C* em M.
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Definicdo 2.7. Um atlas A, de dimensdo m e classe C*, sobre M, diz-se mazximal

quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relagao a

A.

Todo atlas de classe C* em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar
um atlas maximal de classe C*: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas

locais admissiveis.

Definiciao 2.8. Uma variedade diferencidvel, de dimensdao m e classe C* é um par
ordenado (M, .A), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerével, e

A é um atlas maximal de dimensao m e classe C* sobre M.

Defini¢ao 2.9. No caso OM = (), M uma variedade diferencidvel no sentido estrito, é

chamada variedade sem bordo.

Neste trabalho, nosso objeto de estudo serao as variedades fechadas, ou seja, aquelas

que sao compactas e sem bordo.

2.1 APLICACOES DIFERENCIAVEIS ENTRE VARIEDADES

Definigao 2.10. Sejam M, N variedades de classe C*(k > 1), com dimensdes m e n,
respectivamente. Diz-se que uma aplicacao f : M — N é diferencidvel no ponto p € M
se existem sistemas de coordenadas z : U - R™ em M, y:V — R™ em N,comp e U e
f(U)CV tais que yo fox':z(U) — y(V) C R™ é diferencidvel no ponto x(p).

1

Definicao 2.11. A aplicagao fyy = yo foxz™" é denominada a expressdo de f nas

coordenadas locais z, y.

Observagao 2.12. Como as mudancgas de coordenadas em M e N sao difeomorfismos de

classe C*, a definicdo de diferenciabilidade independe dos sistemas de coordenadas z, y.

Definicao 2.13. Nas condigoes da Defini¢ao 2.10, dizemos que f : M — N ¢é diferen-

cidvel se f for diferencidvel em todos os pontos de M.

Os caminhos diferencidveis sao aplicacoes diferenciaveis A : I — M, onde [
é um intervalo aberto da reta. A condicao de diferenciabilidade de A\ exige que \ seja
continua e que, dado um sistema de coordenadas x : U — R em M, para todo subinter-

valo J tal que A\(J) C U, a composta zo\ : J — x(U) seja um caminho diferencidvel em R™.

Seja M uma variedade de dimensdo m e classe C* e seja p um ponto de M.
Indicamos por C), o conjunto de todos os caminhos A : J — M, definidos num intervalo

aberto J, contendo 0, tais que A(0) = p e A é diferencidvel em 0. Se A€ Cp,ex: U — R™



13

é um sistema de coordenadas em M, com p € U, pode acontecer que a imagem A(J) nao
esteja inteiramente contida em U. Em vista disso, toda vez que escrevemos x o A\, estamos
admitindo que o dominio de \ foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto menor
J', contendo 0, tal que A(J') € U.

Defini¢ao 2.14. Diremos que dois caminhos A, i € C, sao equivalentes, e escreveremos
A ~ 1, quando existir um sistema de coordenadas locais z : U — R™ em M, com p € U,

talque xoA: I - R™exopu: I — R™tém o mesmo vetor-velocidade em t = 0, isto é,
(0 A)'(0) = (z o p)'(0).

Observagao 2.15. A igualdade (z o \)'(0) = (z o u)’(0) é valida para todo sistema de

coordenadas, portanto a relacao A ~ u é uma relacao de equivaléncia em C),.

Definigdo 2.16. O vetor-velocidade \ de um caminho A € C, é a classe de equivaléncia
de \. Ou seja, A = {p € C, : p ~ A}. Portanto, dado A\, u € C,, tem-se A= jise, e
somente se, (x o A)(0) = (zou)’(0) para algum sistema de coordenadas locais x : U — R™

com p € U.

Definigao 2.17. O conjunto quociente C),/ ~ sera indicado por T,M e serd chamado o

espaco tangente a variedade M no ponto p.

Dado o sistema de coordenadas locais x : U — R"™ em M e um ponto p € U,

0 conjunto {681,'@(29)’ o 8:?’”(19)} ¢ a base de T,M que ¢ levada pelo isomorfismo f :
T,M — R™ sobre a base candnica {ey,...,en,}. Escreveremos 5t €T vez de %(p)
omitindo o ponto p. O vetor basico iz € T,M ¢ a classe de equivaléncia de qualquer
caminho X € C,, tal que (z o \)'(0) = e;.

Definicao 2.18. O conjunto TM = U T,M (unido disjunta) é chamado o espago

peEM
fibrado tangente a M. Podemos descrever tal conjunto como

™™ = |J {p} x T,M ={(p,v) :p€ M,v e T,M}

peM

O conjunto T'M tem estrutura de variedade diferenciavel e sua dimensao ¢ igual a

2 -dimM.

Defini¢ao 2.19. Para cada p € M, denotemos por T M o espago dual de T),M, chamado

espago cotangente em p. Os elementos o € T M sao chamados covectores em p.

Consideremos a base coordenada B = {aa(p), ce aa(p)} em T,M. A base de Ty M
xr ™

dual a B ¢é {dz'(p),...,dz™(p)}.
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O fibrado cotangente de M é T*M = | J T;M (unido disjunta). Fazendo uma analogia
peM
com a definicao de espaco tangente, podemos escrever o espaco cotangente como

peM

Exemplo 2.20. 1. TR™ ~ R™ x R".
2. TS' ~ S! x R.
3. Considerando a esfera S® C R"*!, o fibrado tangente T'S™ é descrito por
TS" ={(p,v) :pe S",v e T,S"}
e o fibrado cotangente é descrito por
T°S" ={(p,a) : p€S",a € T,;S"}.

Definicao 2.21. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensao m e n, respectiva-
mente,e f: M — N uma aplicacao diferenciavel no ponto p € M. A derivada de f no
ponto p é a transformacao linear df, : T,M — T, N tal que para cada v € T,,M temos
dfp(v) € Ty N

Teorema 2.22 (Regra da Cadeia). Sejam M, N, P variedades diferencidveis, f: M — N
e g: N — P aplicagoes diferencidveis nos pontos p € M e f(p) € N, respectivamente.
Entao, go f: M — P ¢ diferencidvel no pontop € M e

d(go fp=dg,p) o dfy : TyM — Ty(sp)) P

Como caso particular temos a regra da cadeia que conhecemos dos cursos de
analise no R". Sejam U C R™ e V C R” conjuntos abertos, f : U — R"™ uma aplicacao
diferenciavel no ponto x € U, com f(U) C V, e g: V — RP uma aplicacao diferenciavel
no ponto y = f(x) € V. Entao a aplicagdo composta go f : U — RP é diferencidvel no
ponto M e d(go f), = dg, o df, : R™ — RP.

Considerando as matrizes jacobianas de f,g e g o f obtemos a seguinte regra da

cadeia,
= 0y Ofr
) - 5 (@)

a(gzof)<x>:

Ox; k=1

onde 1 <i<pel<j<m.

Definigao 2.23. Sejam M e N variedades de classe C*°. Um difeomorfismo f : M — N

¢ uma aplicacio bijetora de classe C, cuja inversa f~!: N — M é também de classe C*°.

Definicao 2.24. Sejam M e N variedades de classe C*°. Uma aplicagdo f: M — N é
um difeomorfismo local se todo ponto p € X tem uma vizinhanga U tal que f(U) é

aberto em N e f|y : U — f(U) é um difeomorfismo.
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Teorema 2.25 (Teorema da Fungao Inversa). Sejam M e N wariedades de classe C™
e f: M — N uma aplicacio de classe C*. Seja p € M um ponto tal que df, €
um isomorfismo. Entdo, existem wvizinhangas conexas Uy de p e Vo de f(p), tais que

floy : Up = Voo € um difeomorfismo.

Definicao 2.26. Um map-germe f : M — N em um ponto x de M é uma classe de
equivaléncia de aplicagoes ¢ : U — N, cada uma das quais definida em alguma vizinhanca
U de z em M, nao necessariamente a mesma para todo ¢. Diremos que duas aplicagoes
sao equivalentes se elas coincidem em alguma vizinhanca do ponto z, esta vizinhanca
pode ser menor que a interse¢ao da vizinhanca na qual as duas aplicagoes sao definidos.

Diz-se que duas aplicagoes da mesma classe tém o mesmo germe no ponto .

Um dos conceitos que serao utilizados sera o de transversalidade, e daremos
sua definicao a seguir. Sejam M e N variedades de classe C*°, e P uma subvariedade
mergulhada, f: M — N uma aplicacao C*° e p € M. Dizemos que f é transversal a P
em p, se

fp) ¢ P ou f(p)€P e TypP +dfy,(T,M) =Ty N.

Definicao 2.27. Sejam M, N C R tal que para cada ponto p € M U N satisfaz
T,M+T,N =T,R

Entao M e N sao chamadas subvariedades transversais e usamos a notagao M mh N.

2.2 FIBRADOS

Definigao 2.28. Um fibrado é uma tripla (E, p, B), onde

1. E é chamado espaco total,
2. B é e chamado espaco base,

3. p: EF— B é uma aplicagao sobrejectora chamada projecao do fibrado,

Para cada b € B, o espaco p~1(b) é chamado a fibra do fibrado em b € B.

Definicao 2.29. Um fibrado vetorial real de posto d e classe C* é uma quadrupla
¢=(FE,B,n, F) onde

1. FE e B sao variedades C*,
2. m: F — B é uma aplicacdo sobrejectora e de classe C*°,

3. ' é um espacgo vetorial de dimensao d,
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com as seguintes propiedades:

. para cada p € M, a fibra E, = 7~ '(p) sobre p tem uma estrutura de espago vetorial

real de dimensao d,

. para cada p € M, existe um aberto U C M, com p € U, e um difeomorfismo

¢: 71 (U) = U x F (chamado trivializacdo de £ sobre U ou trivializacdo local
de &), tal que

a) my = m 0 ¢, onde my = |1y em : U x F =V éa projecao na primeira

coordenada.

b) para cada g € U, a restricao ¢|g, : £, — {q} x F' ~ F é um isomorfismo linear.

Num fibrado vetorial (E, B, 7, F),

. F é chamado espaco total.

B é chamada base.
m ¢ chamada projegdo.

I é chamada fibra tipica.

Algumas vezes nos referimos a um fibrado vetorial £ = (F, B, 7, F'), simplesmente

dizendo que F é um fibrado sobre B ou que 7 : ' — B é um fibrado sobre B.

Exemplo 2.30. Seja M ¢ uma variedade de dimensao n, T'M o fibrado tangente e
m: TM — M a projecao de T'M sobre M, entdao & = (T'M,M,n,R") é um fibrado

vetorial.

Exemplo 2.31. Seja M é uma variedade de dimensao n, T*M o fibrado cotangente de
M e denotemos por 7 : T*M — M a aplicac¢do, sobrejetora, definida por 7*(p,w) = p,
chamada projegdo de T*M sobre M. Temos que { = (T*M, M, 7*,R") é um fibrado

vetorial.

A segdo a seguir é baseada nas referéncias Do Carmo (11) e Lima (12).

2.3 FORMAS DIFERENCIAIS
2.3.1 FORMAS ALTERNADAS

Definicao 2.32. Seja E um espago vetorial real. Uma forma alternada de grau r em

FE é uma aplicacao

w:Ex---xFE—=R

tal que
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1. w é r-linear (linear em cada coordenada).
2. w(vy,...,v,) = 0 sempre que v; = vj, i # j.
Da parte 2 na definicdo anterior temos que
W15 ooy Uy ey Uy ooy Up) = —w(V1, ooy Uy e Uy e, Uy ).

Denotemos por A"(E) o conjunto de todas as formas r-lineares alternadas de grau r em

E. Convencionamos que A°(F) = R.

O conjunto A"(F) é um espago vetorial com as seguintes operagoes

L (wy +wo)(vy, ..y 0p) =wi(v1, -0, 00) + wa(vg, ..oy o).

2. (Aw)(vg,...,00) = Aw(vy, ..., 0p).

Sejam wq, ..., w, formas alternadas de grau 1, em E definimos w; A - -+ A w, por
wi(vr) - wi(vy)
wa(v1) -+ wa(vy)

wi A Awp (v, .., 0n) = detw;i(vy)] = det
wr(v) -+ we(vy)

Assim definida é uma forma r-linear alternada em E, chamada produto exterior
de wy, ..., w,. Seja agora {wi, . ..,w,} uma base de E*. Dado I = {i1,...,i,} C{1,...,n},
consideremos w; = w; A -+ - Aw;, a forma r-linear alternada induzida pela base e por

com as propriedades

1. wr =0, se algum dos elementos da lista de indices for repetido;

2. w; = twy, se I e J diferem somente na ordem dos indices.

Vamos considerar I = {i; < iy < --- < i,} uma r-lista, assim o nimero de r-listas de n
i n!
elementos é .
ri(n —r)!

Teorema 2.33. Se {wi,...,w,} € uma base de E* e 1 < r < n, entdo o conjunto

{wr : I é uma r —lista} € uma base de A"(E). Em particular,

|
dim A7 (E) = 'r'(nn—r)' e dimA™(E) =1
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2.3.2 FORMAS DIFERENCIAIS

Seja U C R™, uma r-forma é uma aplicacao w,
w:U— A"(R")

tal que para p € U temos w, = w(p) : R* x --- x R* — R™ ¢ alternada. Fixemos
a base canoénica B = {ej,...,e,} de R" e denotemos a base de (R™)*, dual a B, por
B* = {dx,...,dz,} onde para todo (ai,...,a,) € R" temos dz;(aq,...,a,) = ;. Se
U C R” é um aberto e f : U — R é uma funcao diferenciavel, entdo a diferencial de f,

df : U — (R")* é uma forma diferencial de grau 1 dada por

para cada a € U. Além disso, se w é uma forma diferencial de grau 1 em U, entao existem
funcgoes aq,...,a, : U — R tal que
n

w(a) =Y a;(a)dz;

i=1

para todo a € U. De um modo mais geral, se w é uma forma diferencial de grau r em U,
entao para cada r-lista I = (i1,...,4,) de elementos de I, existe uma fungao a; : U — R

tal que

w(a) = ; ar(a)dry,

para todo a € U, onde a soma esta sobre todas as r-listas I de elementos em [ e
dry = dz;, N --- Ndx;, . Dizemos que w é continua, diferenciavel ou C'*™ se as coordenadas

ay é continua, diferenciavel ou C*°.

Denotemos o conjunto de todas as formas diferenciais de grau r por 2"(M).
Consideremos em (2"(M) as seguintes operagoes: w,wi,wy € 2" (M), A€ Re f: M — R
definimos

L. (w1 4+ w)(p) = wi(p) +w2(p), para todo p € M.

2. (Aw)(p) = Aw(p), para todo p € M.
3. (fw)(p) = f(p)w(p), para todo p € M.

Assim, 27(M) é um espago vetorial. Dados w; € 27(M) e wy € 2°(M), definimos w;y A wsy
por

(w1 Awa)(p) = wi(p) A wa(p).

Temos que wy Awy € 277%(M) e é chamado producto exterior de w; e ws.
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Sejam MF C R", M) C R™ variedades e f : M; — M, aplicagao diferenciavel.
Dada uma forma diferencial de grau r, w em My, » > 1, f e w induzem uma forma

diferencial de grau r em M, denotada por

(f*w)P)(ur, - ur) = w(F(P))dfp(wa), - -, dfy(ur)).

No caso em que g é uma 0-forma, isto é, g : V' — R é uma fungao, definimos
ffg=gof.

A forma f*w é chamada induzida por w e f ou pull-back de w para M; por meio de f.

2.3.3 DIFERENCIAL EXTERIOR

Seja U C R*¥ um aberto. A ideia aqui é generalizar a diferencial de uma funcéo
f U — R. Lembremos que f é uma 0-forma e a sua diferencial é uma 1-forma. Comecemos

com uma l-forma em U. Existem fungoes aq,...,a; : U — R tal que

k

w(a) =Y a;(a)dz;,

=1

para todo a € U. Definimos a diferencial exterior de w por

k
dw(a) = da; A du;.

=1

De um modo geral, seja w uma r-forma em U,
w(a) = ar(a)dey,
T
onde a; : U — R sdo fungoes diferenciaveis. Definimos a diferencial exterior de w por

dw(a) = da; Adzxy.
T

Definicao 2.34. A diferencial exterior de uma r-forma w € 2"(M) é a (r + 1)-forma
em M, denotada por dw, tal que dw(p) = d,w(p), p € M, onde ¢ é uma parametrizagao

qualquer com imagem numa vizinhanca de p.

Proposicao 2.35. Sejam M e N wvariedades, w,wy,wy € 27(M) e w3 € 2°(N), entdo

1. d(tdl + WQ) = dw1 + dLUQ.
2. d(wi Aws) = dwy Adws + (—1)"wy A ws.
3. d*w = d(dw) = 0.

4. d(f*w) = f*(dw), onde M, € variedade e f : My — M ¢é diferencidvel.
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3 GEOMETRIA SIMPLETICA

Neste capitulo, vamos fazer alguns conceitos e resultados de Geometria Simplética,
que serao utilizados nos préximos capitulos. Um dos conceitos centrais é o de aplicacoes
Lagrangianas. Para cumprir nosso objetivo definiremos espacos vetoriais simpléticos,
variedades simpléticas, etc., levando em consideracao que nao nos aprofundaremos nestes
tépicos. As referéncias principais sdo Arnold-Gusein-Zade-Varchenko (15), Da Silva (16) e
(17) e McDuff-Salamon (18).

3.1 ESPACOS VETORIAIS SIMPLETICOS

Nesta secao estudaremos espacos vetoriais simpléticos mostrando definigoes e
propriedades importantes para definir variedades simpléticas. Observe que consideraremos

apenas espacos vetoriais de dimensao finita.

3.1.1 FORMAS BILINEARES ANTISSIMETRICAS

Definicao 3.1. Seja V' um espaco vetorial n-dimensional sobre R. Uma funcao

f:V xV —Réuma forma bilinear sobre V se e s6 se satisfaz

L. f(Auy 4 ug,v) = Af(ug,v) + f(ug,v), Vuy,ug,v € Ve VA € R;

2. f(u, Ay +vg) = Af(u,v1) + fu,v2), Yu,v1,09 € Ve VA € R.

Por definicdo, uma forma bilinear é linear em cada umas das entradas quando a

outra é deixada fixa.

Exemplo 3.2. Seja (-,-) : V x V — R um produto interno sobre V. Entao (-,-) define

uma forma bilinear. Em particular, o produto interno usual sobre R",

<($1, cee 71'71)7 (yla ce 7yn)> = zi:l‘kyk

é uma forma bilinear sobre o R". O

Exemplo 3.3. A funcio f : R? x R? — R definida por

f((il?b 952)7 (3/17 3/2)) = 211 + 221Y2 — Dx2Ys
é uma forma bilinear sobre o R2.

Definicao 3.4. Seja V' um espaco vetorial n-dimensional sobre R, e seja f: V x V' — R
uma forma bilinear. A forma f é antissimétrica se f(u,v) = —f(v,u), para todo
u,v e V.
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Exemplo 3.5. A funcido h : R? x R? — R definida por

h((z1,22), (y1,y2)) = T1y2 — T2l

é uma forma bilinear antissimétrica sobre o R?.

3.1.2 ESPACOS VETORIAIS SIMPLETICOS

Definigao 3.6. Sejam V' um espago vetorial sobre R e w : V x V' — R uma forma bilinear

antissimétrica. Dizemos que

e w é nao degenerada se

w(u,v) =0, YveV =u=0.

o w é uma forma simplética se é antissimétrica e nao degenerada.

Defini¢ao 3.7. Um espacgo vetorial simplético é um par (V,w) onde V é um espago

vetorial com uma forma (ou estrutura) simplética w.
Exemplo 3.8. Seja V = R? e considere a forma bilinear dada por
wo((u1,uz), (vi,v2)) = ur1vs — Uz

pelo Exemplo 3.5 temos que wy é uma forma bilinear antissimétrica. Além disso, wy é nao

degenerada. De fato, se
wo((u, uz), (v1,v2)) = 0,¥(vy,v2) € R?

entdo u1vy — usv; = 0, para todo vy,v9 € R. Considerando v = —uy e v5 = uy temos

u? +u3 = 0. Logo, u; = up = 0. Portanto, wy é uma forma simplética sobre R.

Definigao 3.9. Seja (V,w) um espago vetorial simplético e W C V' um subespago vetorial.

O ortogonal simplético de W é o conjunto definido como
Wr={veV: wlu) =0, Yuec W}
Temos que W+ é um subespaco vetorial de V.

Definicao 3.10. Um subespaco W serd chamado

1. Isotrépico se W C W+.
2. Coisotrépico se W+ C W.
3. Lagrangiano se for isotrépico e coisotrépico, ou seja, W = W+,

4. Simplético se w é nao degenerado em W, ou seja, (W,w) é um espago vetorial

simplético.
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3.2 VARIEDADES SIMPLETICAS

Seja M uma variedade suave, e w € 2?(M) uma 2-forma em M. Lembre-se de que,
por definicao, isso significa que para qualquer p € M
wy : TyM x T,M — R
¢ uma forma bilinear antissimétrica.

Definicao 3.11. Uma 2-forma w é chamada simplética em M se
1. w é fechada, ou seja, dw =0, e
2. w € nao degenerada, ou seja, Vp € M w, : T,M x T,M — R ¢é nao degenerada.

Observagao 3.12. A condicao 2 diz que (7,M, w,) é um espago vetorial simplético para
cada p € M.

Defini¢ao 3.13. Uma variedade simplética é um par (M,w), sendo M uma variedade

e w ¢ uma forma simplética em M.

Observacao 3.14. Como dimM = dimT,M, as variedades simpléticas sao de dimensao

par.
Exemplo 3.15. Sejam S? C R? a esfera e p € S?. Definimos a 2-forma em S? como

wy(u,v) = (u X v,p)

onde u,v € T,S?. Assim (S?,w) ¢ uma variedade simplética.

Exemplo 3.16. Seja M = R?" com coordenadas locais z1, ..., ZTn, Y1, .., Yn. M tem a

estrutura simplética padrao w = Z dx; A\ dy;. De fato, para ver que é fechada, repare que
i=1

dw=d <Z dx; N dyi> = d? (Z T; N\ dyi> =0.
i—1 i=1
Portanto w é fechada.

" 0 0
Agora vamos provar que w é nao degenerada. Seja u = Z (ai —| + b

i=1 aajl P 67% p)

um vetor em T,M, o espaco tangente a M em p. A forma w é nao degenerada em p se

wp(u,v) = 0 para todo v = Z (fl ai

i=1 tp

LoD
rn

) em T,M, entdo u = 0. Assim, temos

L 0 0 0 0
wp(u,v) = ; (dl’i (az 871_2 + b; aT/z p) dy; (fi 87331 , + gi 90; p))
L 0 0 0 0
— d i | Qg -+ bz - dl‘l - + i
;(y ( Oz ayip) (f 8%17 ! 3y¢p))
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Assim, Z (a;9; — bi f;) = 0 para todos f;, g;. Se g; = a; e f; = —b;, entdo Z (af + bf) = 0.
i=1 i=1

Logo, a; = b; = 0 e, portanto, u = 0.

Exemplo 3.17. Seja M uma variedade n-dimensional. Vamos definir uma estrutura

simplética sobre o espago 2n-dimensional T*M. Sejam p = (z,§) € T*M, £ € T M,

7w :T*M — M o fibrado cotangente tal que 7(z,§) = x,

dm, : T,(T*M) — T,M

(dmp)* : Ty M — T3 (T M)

a transposta de dm,. Consideremos a 1-forma, em 7™M,
a:T"M —T(T*M), pw~ (p,ay)
definida pontualmente por
a, = (dm,)*¢ : T,(T"M) — R.
Como (dm,)* é a transposta de dm, temos

ap(v) = & ((dmy(v)),

para todo v € T,(T*M). A forma « serda chamada 1-forma tautolégica ou também
1-forma de Liouville em T*M. A 2-forma simplética tautologica sobre T*M é
definida por

w = dao.

Observacgao 3.18. Seja (g1, .-, qn, D1, ---,Pn) as coordenadas locais em T*M. Entao a

1-forma tautoldgica em termos de coordenadas é dada por o = Z pidg;. Dai se segue que
i=1

a 2-forma w = da é fechada e ndo degenerada.

Teorema 3.19 (Darboux). Sejam (M,w) uma variedade simplética 2n-dimensional e

r € M. Entao existe uma carta local (U, qy,...,qn,P1,---,Pn) com centro em 1 tal que em

U temos

w = qui A dp;.

i=1

A carta (U, q1, ... qn,P1,---,Pn) € chamada a Carta de Darbouz.

Observacao 3.20. O teorema anterior nos diz que numa vizinhancga de cada ponto, toda

estrutura simplética pode ser expressa, em coordenadas apropriadas, na forma

w = dei A dg;.
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Definigao 3.21. Sejam (M;,w;) e (M, wsy) duas variedades simpléticas. Um simplec-
tomorfismo entre (My,w;) e (M, ws) é um difeomorfismo ¢ : M; — M, que envia a
estrutura simplética wy; em ws, ou seja, p*ws = wq, sendo p*ws o pull back de wy por meio

de ¢, definido no Capitulo 2.

Teorema 3.22. Sejam M um conjunto e (N,n) uma variedade simplética. Se f: M — N
¢ uma aplicacao bijetora, entao existe uma unica estrutura de variedade diferencidavel e

uma unica forma simplética w em M tal que f é um simplectomorfismo.

Demonstragao: Seja 7 ={V C M : f(V) é aberto}. Usando propriedades de imagem

de unido de conjuntos e as igualdades V = f~'(f(V)) e U = f(f~'(U)), para todos
VCcMeUC N, temos que

e 7 é uma topologia em M.
e f: M — N é homeomorfismo, considerando em M a topologia 7.

e T é a tnica topologia em M tal que f: M — N é homeomorfismo.

Seja D = {(U;, ¢;) : i € I} uma estrutura diferencidvel em N. Consideremos o

conjunto
C={(f""(Ui), ¢piof):iel}

Notemos que

e Sep € M, entdo existe i € I tal que f(p) € Uy, isto é, p € f~1(U;). Logo, (f~(U;))ier

é uma cobertura aberta de M.

« Cada aplicagao ¢; o f : f~1(U;) — ¢;(U;) é um homeomorfismo, ja que é composta

de homeomorfismos.
e Sei,j €1 sdo tais que f~HU;) N f71(U;) # 0, entdao U; NU; # 0, ja que
U N Uy = U Ty).
Além disso, a mudanca de coordenadas de ¢; o f para ¢; o f é dada por
¢j0 i ¢i(U;NU;) — d;(UiNTy),

ja que (¢ 0 /)(fTH U NU;)) = ¢i(Ui N Uj), (b0 N)(fT(UiN V) = ¢;(UiNUj) e
(pjof)o(piof)™ =g¢joe; "

Logo, C é um atlas em M. Para cada p € M, existe ¢ € I com a seguinte propriedade:

« p€ 1)
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- f(fHU)) = Ui
o A representacgio local de f nas cartas (f~1(U;), ¢; o f) e (U, ¢;) é dada por
Id=¢;ofo(piof)":oU;) = ¢(Us)

e, assim, um difeomorfismo.

Logo, f é diferencidvel. Como a representacio local de f~! é a inversa da representacio

local de f, segue que f é um difeomorfismo.

Seja € = {(V;,v¢;) : j € J} uma estrutura diferenciavel em M tal que f é um
difeomorfismo, em relagao ao par (€,D). Sejam i € I e j € J tais que f~1(U;) N'V; # 0.
A mudanca de coordenadas de (V;, ;) para (f~1(U;), ¢; o f) é dada por

gio foi t(fTHU)NVy) = (g0 H)(fTHT) N V) = ¢u(Us N (V7))

que é uma restrigao da representacio local de f nas cartas locais (V},v,) e (U;, ¢;). Como
f é um difeomorfismo, em relagao ao par (£, D) segue que a mudanga de coordenadas
de (V},4;) para (f~1(U;), ¢; o f) é difeomorfismo. Portanto, £ é a estrutura diferencidvel

determinada por C, mostrando a unicidade da estrutura diferencial.

Seja w = f*n. Lembremos que para todos p € M e u,v € T,M,

wp(u,v) = (f*w)p(u, v) = 0y (dfp(w), dfp(v))-

Dai,

o wy(v,u) = npp(dfp(v), dfp(w)) = =05 (dfp(u), dfp(v)) = —wy(u,v), isto &, w, &

antissimétrica.
e SeueT,M étal que wy(u,v) =0, para todo v € T,M, entao
nf(p)(dfp(u)v dfp(v)) - wp(u7 U) =0,

para todo v € T,M. Como df, é isomorfismo e 7 é nao degenerada segue que u = 0,

mostrando que w, ¢ nao degenerada.

e dw=d(f*n)= f*(dn) =0, ja que n é fechada.

Logo, w é uma forma simplética em M e, portanto, f é um simplectomorfismo. n

Uma reta orientada em R" é um par

({v+tu:t€R},u), onde u€ S e veR,
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sendo que S"! denota a esfera em R" de centro 0 e raio 1. Neste caso, u é a orientacdo
ou direcdo da reta. Denotemos por R o conjunto de todas as retas orientadas em R",
isto é,

R = {({v%—tu:teR},u):uES’“l eveR”}.

A ideia é introduzir em R uma estrutura de variedade simplética de tal forma que R se

identifique ao fibrado cotangente da esfera T*S"~!. Para isso, consideremos as aplicacoes
h:TS" ' T*s" ' e h:T*S"!'— TS, (3.1)

definidas, respectivamente, por h(u,v) = (u,v") e E(u, ¢) = (u, ¢*), onde v’ : T,S" ' — R
é o funcional linear dado por

v (w) = (w,v),

sendo que (-, ) denota o produto interno canénico de R", e ¢* € T,S"! é o tinico vetor

tal que
o(w) = (w, ¢F),
para todo w € T,S*!. Notemos que para cada u € TS" !,
(@) =v e (¢") = ¢,
para todos v € T,S"! e ¢ € T*S"!. Logo,

hoh=1d e hoh=1d,

o que implica que a aplicacao h é bijetora. Notemos, ainda, que o fibrado tangente T'S™"~!

pode ser descrito como
TS™ ! = {(u,v) ER"XR":ueS" e (uv)= O}.

A partir disso, podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado que estd baseado em
(15) pag. 290.

Teorema 3.23. Ezxiste uma estrutura de variedade simplética em R tal que as variedades

R e T*S™ ! sio difeomorfas e, além disso, esse difeomorfismo é um simplectomorfismo.

Demonstracao: Consideremos as aplicagoes
g:R—=TS" ! e §g:TS" ' >R (3.2)
definidas, respectivamente, por
g{v+tu:t e R} u) = (u,v— (v,u)u) e glu,v) = {v+tu:te R} u).
Notemos que

gog(u,v) =g(g(u,v)) =g{v+tu:t e R} u)=(u,v— (v,uyu) = (u,v),



27

para todo (u,v) € TS" ! e
gog{v+tu:te R} u)=g(g{v+tu:teR})u))=glu,v— (v,u)u)
={v—(wuu+tu:teR}u)={v+ru:reR}u),
para todo ({v+tu:t € R}, u) € R, onde r =t — (v, u). Logo,
gog=1d ¢ gog=1d
e, assim, ¢ ¢é bijetora. Consideremos a aplicacao
f:R =TS

dada por f = ho g, sendo h a aplicagdo em (3.1). Temos que f é bijetora, ja que é a
composta de duas aplicagoes bijetoras. Portanto, pelo Teorema 3.22, existe uma tnica

estrutura de variedade simplética em R tal que f é um simplectomorfismo. O

As seguintes subsecoes 3.3 e 3.4 sdo baseadas nas referéncia (15), nosso objetivo
aqui é deixar as demonstragoes mais claras para o leitor, para isso tivemos como apoio as
referencias (16), (17) e (18).

3.3 SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

Defini¢ao 3.24. Seja (M,w) uma variedade simplética. Uma subvariedade U é chamada

isotrépica se Vp € U, T,U é um subespaco isotrépico de (1,M,w,).

Exemplo 3.25. No espaco R?" com a estrutura simplética padriao w = Z dp; N\ dg; o
i=1

plano p = k, onde k é uma constante, é isotropico.

Exemplo 3.26. Qualquer curva no espaco simplético 2-dimensional R? é uma subvariedade

isotrépica.
Observagao 3.27. Se U é uma subvariedade isotropica entao dim U < %dim M.

Definicao 3.28. Seja (M, w) uma variedade simplética. Uma subvariedade L é chamada
Lagrangiana se Vp € M, T,L é um subespago Lagrangiano de (T,M,w,), ou seja,
T,L = T,L* e portanto dim L = Ldim M.

Exemplo 3.29. Consideremos o espaco R? com coordenadas (p, q) e a estrutura simplética
w dada por
w=dpAdgq.

Nesse caso, os dois eixos coordenados p e ¢ sao subvariedades Lagrangianas. De fato,

qualquer curva diferencidvel em R? é uma subvariedade Lagrangiana.
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Exemplo 3.30. Consideremos o espaco R* com coordenadas (p1, ps, q1,¢2) € a estrutura
simplética w dada por
w = dpy Ndqy + dps N dgs.

Nesse caso, existem 6 planos coordenados de dimensao 2, a saber,
o Pr={(p1,02,0,0) : p1,p2 € R},
e Py ={(0,p2,41,0) : p2, 1 € R},
o P3s={(1,0,0,q2) : p1,q2 € R},
e Py=1{(0,0,q1,4) : ¢1,9 € R},
« Ps={(p1,0,¢1,0) : pr,q1 €R}, e

o Ps={(0,p2,0,¢2) : p2,q2 € R}.

Notemos que a restrigao de w a P;, i € {1,2,3,4}, é nula e assim para cada i € {1,2,3,4}

temos que P; é uma subvariedade Lagrangiana. Por outro lado,
w((1,0,0,0),(0,0,1,0)) =1 e w((0,1,0,0),(0,0,0,1)) =1,

o que mostra que Ps e Pg ndo sdo subvariedades Lagrangianas, isto ¢, em R* existem

exatamente 4 planos coordenados que sao subvariedades Lagrangianas.

Consideremos as aplicacdes Ry, Ry : R* — R* definidas por

R1(P17P2>Q17Q2) = (Q17p27 _p17QQ) € Rz(P17P27Q1,Q2) = (thZ;(JIa —pz)-

Notemos que R; e Ry sao rotagoes de 90° nos planos Ps e Pg, respectivamente. Assim, Ry
e Ry preservam a forma simplética w, ja que sdo rotagoes. Além disso, podemos obter os
planos P;, i € {2,3,4}, a partir de P; e das rotagdes R; e Ry. De fato,

7)2 == Rl(Pl), Pg == RQ(Pl) (§] 734 == RQ O R1<P1)

Uma maneira alternativa de obter os planos P;, i € {1,2,3,4}, é a seguinte: sejam [ e J
subconjuntos de {1,2} taisque INJ=0e IUJ = {1,2}. Os planos P;, i € {1,2,3,4},

sao gerados pelos 2 eixos coordenados p; e ¢;, com ¢ € [ e j € J. De fato, considerando

e I={1,2}eJ=0,

I'=A{2} e J={1},

e I={1}eJ={2},

I=0eJ=1{1,2},
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obtemos os planos Py, P, P3 e Py, respectivamente.

Exemplo 3.31. As subvariedades R" x 0 e 0 x R"™ sao subvariedades Lagrangianas de
R2",

n
Observacao 3.32. Entre os ( ) planos coordenados n-dimensionais no espago simplético
n

padrao R?" existem 2" planos Lagrangianos. Esses planos sao obtidos da seguinte forma:
sejam [ e J subconjuntos do conjunto {1,...,n} taisque INJ=0e IUJ={1,...,n}.
Consideremos os n eixos coordenados p;,7 € I e ¢;,j € J. O plano gerado por esses eixos
¢ Lagrangiano.

Em outras palavras, todos os planos coordenados Lagrangianos podem ser obtidos
pelo plano gerado por (py,...,p,), por uma rotacdo de 90° em algum dos planos bidimen-
sionais (p;,q;) (tal rotacao (p;,q;) — (¢;, —p;) preserva a estrutura simplética e, portanto,
envia um plano Lagrangiano para outro plano de Lagrangiano). Para obter mais detalhes

sobre esta afirmacao ver a referencia (15).

Proposicao 3.33. Se f: R" — R" é diferencidvel, entao

L={(f(q),q) : g € R"} C R*",

¢ uma subvariedade Lagrangiana de (R*",dp A dq).

Demonstracgao: Como f ¢é diferenciavel temos que L é uma variedade diferencidvel de
dimensao n. Além disso, em L temos que pdq = f(q)dgq. Dai, em L, dpAdq = 0, mostrando
que L é Lagrangiana. O

Proposicao 3.34. Um germe de uma subvariedade Lagrangiana do espaco simplético
padrdo é o grdafico de uma aplicagio p = f(q) se e sé se é transversal a algum plano

Lagrangiano q = cte.

Demonstracao: Seja L um germe de uma subvariedade Lagrangiana. Se L é o grafico de

uma aplicacao f : R®™ — R", isto é,

L={(f(q),q) : ¢ € R"} CR™",
entao para cada x = (f(qo), q) € L temos que

T.L = {(dfy(v),v) : v € R"}.

Dai, T,.L e {(u,0) :€ R"} sdo transversais em R*" e, portanto, L e o plano ¢ = ¢y sao

transversais em = = (f(qo), qo)-
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Reciprocamente, suponhamos que L é transversal ao plano ¢ = ¢y no ponto
= (f(q),q) € L. Seja ¢ : U — V uma carta local de L tal que z € U e
o(r) =0€V CR™

Denotemos por 7 : R?" — R" a projecao na segunda coordenada 7(p, q) = q. Como L ¢é
transversal a ¢ = qo segue que 7|z, : T, L — R™ é um isomorfismo linear. Consideremos a
aplicacao

h=mo¢p ' :V = R"

Temos que h é diferenciavel e
dhy = dr, 0o dgy' = wodpy* : R* — R"

¢ um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existem abertos Vo C V e Wy C R”

tais que 0 € Vj, qo € Wy e h : Vo — Wy é difeomorfismo. Sejam Uy = ¢~ (Vo) CU C L e
Y =ho(9ly,): Uy — Wo.

Temos que (Up, ) é uma carta local de L, com = € Uy. Notemos que, para cada ¢ € Wy,

temos
v~ (a) = (f(9),9(q)) € U C L,
com f,g: Wy — R™ Além disso,
g(q) = 7oy (q) =mo (ho (dlu)) " (g) = (mo (Sluy)) o ((mo (Bl1y) ") (@) =4,

para todo ¢ € Wy. Portanto, Uy é o grafico da aplicacao f, concluindo a demonstracao. [

Uma maneira alternativa de descrever uma subvariedade Lagrangiana é a partir de

uma funcgdo, com valores reais, conforme os resultados seguintes.

Proposicao 3.35. Seja S : R™ — R uma funcgio diferencidvel. Se L C R*™ ¢ o subconjunto

oS .
L_{<aq,q>.q€R }

entdo L é uma subvariedade Lagrangiana de (R*" dp A dq).

definido por

Demonstracao: Notemos que, em L,

oS
pdqg = —dq = dS.
dq
Portanto, a restricao de dp A dq a L é zero, mostrando que L ¢é Lagrangiana. O

A fungao S, na Proposicao 3.35, é chamada fungdo geradora da subvariedade

Lagrangiana L.
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Proposicao 3.36. Toda subvariedade Lagrangiana do espago simplético padriao R*", que

¢ o grifico de uma aplicagio p = f(q), é definida localmente por uma fungao geradora.

Demonstragao: Veja a referéncia (15), pag 291. [

Nem todo germe Lagrangiano em R?*" é transversal a um plano Lagrangiano da
forma ¢ = cte. Entretanto, todo germe Lagrangiano em R?" é transversal a um dos 2"

planos Lagrangianos mencionados na Observacao 3.32, veja a referéncia (15).

Se um germe Lagrangiano L é transversal ao plano n-dimensional gerado pelos eixos
pi,t €1, eq;, j€ J, entao este germe é o grafico de uma aplicagao germe f : R" — R",
dada por f(qr,ps) = (pr,qs). Neste caso, o germe L pode ser descrito por meio de uma

fungao geradora S(qr, ps) pelas férmulas

_o9s ~__0S
br 36]17 q7 8pJ'

Essas formulas sao obtidas pelas formulas da Observagao 3.32, por uma rotagao de 90° nos
planos coordenados (pj, ¢;),j € J. Chamaremos as coordenadas g; e p; com indices em J
(aqueles para os quais hd um sinal de menos na férmula) de patoldgicas. Se a interse¢ao
entre L e o plano ¢ = cte tem dimensao k, entdao podemos escolher uma funcao geradora

com k argumentos patologicos.

Seja H uma hipersuperficie orientavel no espago Euclidiano R". Fixemos um
campo de vetores normais e unitarios n : H — R”, isto é, para cada x € H temos que
n(x) é unitrio e normal a H. Seja N a variedade das retas orientadas normais a H, cuja

orientacao é dada pelo campo n, isto é,
N ={{z+tn(z):t e R} n(x)):xeH}

Notemos que N é um subconjunto de R, o espaco de todas as retas orientadas. Além

disso, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.37. Com a notacio acima, H e N sdo variedades difeomorfas. Além disso,
N é uma subvariedade Lagrangiana do espago simplético de todas as retas orientadas R

em R™

Demonstragao: Um difeomorfismo entre H e N é dado por
FiH N, f@) = ({o+ () t € R}, n(x).

Em particular, dim N = dimH = n — 1. Assim, para mostrar que N é Lagrangiana basta
mostrar que é isotrépica. Notemos, do Teorema 3.23, que o espaco das retas orientadas em
R™ é simplectomorfo a T*S"~! com estrutura simplética dpAdq onde g € S" ' ep € TrS" 1.
Utilizando a identificagdo entre R e o fibrado tangente T'S"~!, definida em (3.2), podemos
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identificar cada elemento ({x + tn(x) : t € R}, n(x)) de N com (z — (z,n(z))n(z),n(x)),

isto 6, podemos descrever V' por meio das equagdes
g=n(z) e p=a— (x,n(z))n(z), x € H.
Dat,
pdq = xdn(z) — (x,n(x))n(z)dn(z) = zdn(x) = d(z,n(z)) — n(z)dx = d{z,n(zx)).

Logo, dp A dq = 0 em N e, portanto, N é Lagrangiana. O

3.4 FIBRADOS LAGRANGIANOS EQUIVALENTES

Definicao 3.38. Um fibrado 7 : E*® — B" ¢ chamado Lagrangiano se o espaco E &

uma variedade simplética e as fibras sao subvariedades Lagrangianas.

Exemplo 3.39. Seja R?" o espaco simplético linear, e seja 7 : R*® — R" dada por

7(p,q) = q. Entao 7 é um fibrado Lagrangiano, chamado fibrado Lagrangiano padrao.

Exemplo 3.40. O fibrado cotangente p : T*B — B de qualquer variedade B ¢ Lagrangiano.
De fato, a 1-forma o = pdq é zero ao longo das fibras, portanto também seu diferencial

w = da é zero ao longo das fibras.

Definicao 3.41. Dois fibrados Lagrangianos sao Lagrangianos equivalentes se existe
um simplectomorfismo dos espacos fibrados tal que leva as fibras do primeiro fibrado para
as fibras do segundo fibrado.

B, —> DB,

o

E2T2>BQ

Aqui f é o simplectomorfismo que leva as fibras do primeiro fibrado para as fibras do

segundo fibrado.

Proposicao 3.42. Sejam 7 : By — By e my : Es — By dois fibrados Lagrangianos.
Se f: Ey — Ey é um simplectomorfismo que leva fibra em fibra, entdo existe um unico

difeomorfismo g : By — Bs tal que gom = mg o f, isto é, que faz o diagrama

E1L>Bl

i

EQ?BQ

comutar.
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Demonstracgao: Seja £ : By — FE; uma sec¢ao do fibrado 7 : F; — B;. Basta definir
g=ma0 fok. O

Exemplo 3.43. Vamos considerar o fibrado cotangente padrao 7 : R?*" — R" com

7(p,q) = q. Entdo para toda funcao S : R® — R, a aplicagdo h : R?® — R?" dado por

h(p,q) = (p+ ,q) é uma equivaléncia Lagrangiana.

dq
RQn 7" R™

|

RQn R R™

Sejam B uma variedade e ¢ : B — B um difeomorfismo. A aplicacao
g* :T*B — T* B definida por

" (x,6) = (9(2), 0 (dgz) ™)
¢é chamada induzida por g.

Proposicao 3.44. Se B € uma variedade e g : B — B € um difeomorfismo, entdo a

aplicacao induzida g* : T*B — T*B ¢é uma equivaléncia Lagrangiana.

Demonstracao: Notemos que se 7 : T*B — B é a projecao usual, entao, por defini¢ao

de g*, temos
mog*(x,§) = m(g(x),§ 0 (dg,)™") = g(x) = g o m(w,§),
para todo (x,§) € T*B, isto é,
Tog-=gom. (3.3)
Em particular, g* leva a fibra sobre x na fibra sobre g(x), isto é, ¢g* é um difeomorfismo de

fibrado.
Seja p = (z,€) € T*B. Assim, g*(p) = (g9(2),€ o (dg,)™'). Usando a igualdade em

(3.3) e a notagdo do Exemplo 3.17, temos que
(g @), () = g (dg;(w)
o (dg,)”! (dwg«p) (dgp(u)))
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para todo u € T,(T*B), isto é,
(9")'a=a.

Como a forma simplética w, em T*B, é dada por w = da temos, pela Proposicao 2.35,

concluindo a demonstracao. O]

Proposicao 3.45. Se B é uma variedade ¢ S : B — R € uma funcao diferencidvel, entao
a aplica¢io @ : T*B — T*B dada por

¢ uma equivaléncia Lagrangiana do fibrado cotangente m : T*B — B nele mesmo.

Demonstragao: Notemos que
mo®(x,§) =7 (2,6 +dS;) = v = 7(x,§),
para todo (z,§) € T*B, isto é,
Tod =m. (3.4)

Em particular, ¢ deixa cada fibra de 7" B invariante e, assim, ¢ é um difeomorfismo de
fibrado.

Seja p = (z,§) € T*B. Assim, ¢(p) = (x,& + dS,). Usando a igualdade em (3.4) e
a notacao do Exemplo 3.17, temos que
(@*&)p (u) = app)(dPy(u))
= (§+dS,) (dmag (dDy(u)))
= (§+dS:) (d(m o P)y(u))
= (§+dS:) (dmp(u))
= &(dmp(u)) 4 dSy (dmy(u))
— ay(u) +d(S 0 7)y(u)
= (a+d(Som))p(u),
para todo u € T,(T*B), isto é,
P*'a=a+d(Som).
Como a forma simplética w, em T*B, é dada por w = da temos, pela Proposicao 2.35,

P*w = d*da = d(P*a) =d(a+d(Sorm)) =da+d*(Son) =w,

concluindo a demonstracao. O]
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Teorema 3.46. Seja B uma variedade. Se © ¢é uma equivaléncia Lagrangiana de um
germe do fibrado m : T*B — B em si mesmo, entdao existem um germe de um difeomorfismo

g: B — B e um germe de uma fun¢do diferenciavel S : B — R tal que
@(ﬂf,f) = (g(x)>€o (dgx)_l + ng(x)) .

Demonstracao: Veja a referéncia (15), pag 294. O

Consideremos a agao de uma equivaléncia Lagrangiana @, como Teorema 3.46, sobre
o germe L de uma variedade Lagrangiana definida por uma se¢ao do fibrado cotangente.

Entao podemos escrever o germe L em termos de uma funcao geradora F pela formula

OF

p:afq-

O germe O(L) também é uma se¢do. Pelo Teorema 3.46, a equivaléncia © ¢é escrita em

termos de um difeomorfismo da base g e de uma fun¢ao na base S, pela formula

O(x,€) = (9(x). € (dga) ™" +dSya)

Teorema 3.47. A funcio geradora F do germe O(L) € obtido a partir da funcgao geradora

do germe L por um difeomorfismo da base e a adi¢io de uma funcao na base:

F:Fog_l—i-S.

F
Demonstracao: Como F' é funcao geradora para L,ser € L = r = (q, >7 logo temos

dq

que para r € L, O(r) é expresso como
oF oF _
o (q, 8q> = (9(Q)> 57 © (dgg) ™" + d59<q>>
= (9(61), 9 ° d(g ™ )gq) + dsg(@)
— (g0, 2 (Fog™+38)
78q
Assim

O(L) = {(9(% aaq (Fog™ + S)) 1q € R"} :

portanto considerando F' = Fo g '+S, temos que F' é uma funcio geradora para ©(L). O

Definicao 3.48. Sejam 7 : ' — B um fibrado Lagrangiano, L uma subvariedade
Lagrangiana de F e i : L — E a inclusdo de L em E. A restricao da projecao 7w a L, ou

seja, mot : L - B, é chamada aplicagcao Lagraniana.



36

Definicao 3.49. Duas aplicagoes Lagrangianas £, : L1 — By e Ly : Ly — By sdo
chamados Lagrangianos equivalentes se existe uma equivaléncia Lagrangiana de seus
fibrados @ : £y — F5 que envia o dominio da primeira aplicacdo para o dominio da

segunda aplicagdo, ou seja, @(Ly) = Lo.

i1 st
L1 _— E1 —_— Bl

Lo

2 27 n 2
12 2
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4 EQUIVALENCIAS LAGRANGIANA E DE FAMILIAS GERADORAS

Neste capitulo, vamos caracterizar equivaléncia Lagrangiana (definida no Capitulo
3) em termos de familias geradoras, o que serd feito no Teorema 4.31, que é o principal
resultado deste capitulo e um dos resultados centrais do presente trabalho. O Teorema 4.31
sera usado no proximo capitulo para o estudo da aplicagao de Gauss de uma variedade.
Antes, porém, precisaremos definir e obter alguns resultados de familias geradoras e de
RT-equivaléncia de familias geradoras. Todos os resultados deste capitulo se encontra em
Arnold-Gusein-Zade-Varchenko (15) que sera nossa referéncia principal. Nosso objetivo
¢ deixar os conceitos e demonstracoes mais claras, para isso vamos usar como apoio as
referencias Izumiya-Romero-Del Carmen (28), Petters-Levine-Wambsganss (29) e Craizer-
Domitrz-Rios (30).

4.1 FAMILIAS GERADORAS

Queremos estudar subvariedades Lagrangianas num fibrado cotangente T*R’. Nesse

sentido, consideraremos um fibrado do tipo p : R¥* — R! dado por
p(x,A) = A,

chamado fibrado auziliar. Notemos que dado Ay € R! temos que a fibra de p sobre \q é
dada por
Rk X {)\0}

Definigao 4.1. O espago misto para p é o conjunto de todos os vetores cotangentes a

R+ isto é, de todos os vetores em T*RF*! que anulam vetores tangentes as fibras do
fibrado p.

Denotemos o espaco misto para p pela letra A. Explicitamente, A é escrito como
A={(z,\y, k) € TR . 4 =0}
e, a partir dai, temos que A é uma subvariedade de T*R*¥+,

Definicdo 4.2. Uma subvariedade Lagrangiana M de T*R¥! é chamada p-regular se

M é transversal ao espago misto A para p.

Seja (p,€) € A. Notemos que, escrevendo p = (z,)), temos (p,&) € T*R*! e
E(T,R*) = {0}. Assim,
& =Elpr : THR' - R

¢ bem definida e identifica-se a £. Consideremos a projegao

™p: A= TR, (p,&) = (N &).
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Alternativamente, denotando um elemento de A por (z, A, 0, k), segue que
™ p(z, N, 0, k) = (A, K).

Temos que 7p : A — T*R! é um fibrado e as fibras de 7*p sdo isomorfas as fibras do
fibrado auxiliar p : R¥ — R!, j& que para (N, ko) € T*R! temos que a fibra sobre (g, ko)
¢é dada por

R* x {(Xo, 0, ko) }-

Dado um ponto £ = (z,\,y, k) € T*R*! e U um subespaco vetorial de Tng“,

denotemos por U+ o ortogonal a U, em relacio a forma simplética de Tng+l.
Lema 4.3. Se & = (9, Ao, Yo, ko) € A e U = Te A C T¢RM, entdo
Ut =RF x {(Xo,0, ko) },
isto é, UL é uma fibra do fibrado m* p.
Demonstracgao: A forma simplética em Tng” é dada por
w:ZdyAd:B+Zd/i/\d)\.
e o subespaco U é definido pela equacgao
y=0.

Logo, U+ é o espago R* x {()\, 0, kg)} que é uma fibra do fibrado 7*p. ]

Teorema 4.4. Se M C T*R*! ¢ uma subvariedade Lagrangiana p-reqular, entio a imagem

m*p(M N A) C T*R! é uma subvariedade Lagrangiana imersa.

Demonstracao: Sejam & = (g, Ao, Yo, ko) € M NA, U =TeAeV =TM. Como M é
p-regular,

U+V =TR"

Dai, e do fato que uma forma simplética é nao degenerada, segue que
Utnv+t={o0}.

Mas V+ =V, ja que V é um subespaco Lagrangiano e, assim, Ut NV = {0}. Logo, a
intersecao do nicleo de d(7*p)e com Te(M N A) é trivial e, assim, a restricdo da projecao
m™pa M N A éuma imersao, o que implica que 7*p(M N A) é uma subvariedade imersa
de T*R!, de dimenséo .
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Para ver que 7*p(M N.A) é Lagrangiana, basta mostrar que 7*p(M N.A) é isotrépica,

ja que é de dimensao [. Como A é dada pela equacao
y=0,
segue que a forma simplética, em A, é da forma
w:Zdy/\dx—l—Zd/i/\dA:de/\d)\.

Como M ¢é Lagrangiana, w anula V' e, assim, w = Y dx A dX é nula em U NV, mostrando

que T p(M N A) é isotrépica, o que conclui a demonstragao. O

Na verdade, toda subvariedade Lagrangiana em T*R!, localmente, é imagem de

alguma projecio 7*p : A — T*R!, como é afirmado no seguinte resultado.

Teorema 4.5. Se L C T*R! € o germe de uma subvariedade Lagrangiana, entdo existem

k € N e germe de uma subvariedade Lagrangiana M C T*RF*, p-reqular, tal que

L=7*p(MNA).

Demonstracao: Seja S uma funcao geradora para L, isto é, L pode ser descrito por meio

de uma fungao geradora S(A;, k) pela igualdade

0S oS
{( 7"{’) KI aA[ € J aﬁj}’ ( )
sendo que (I, J) é uma partigdo do conjunto {1,...,l} (veja comentario na Pagina 31).

Seja k o nimero de elementos de J (o nimero de argumentos patoldgicos da funcao S).

Consideremos a familia F' : R¥* — R, definida por
F(ZE,)\) ZS()\],I)+</\J,$>, (42)

sendo (-, -) o produto interno candnico em R*. A familia F' define uma secdo Lagrangiana
M do fibrado cotangente T*R**! dada por

M:{(x,)\,y,rﬁ):y:ar e m:m\}.

Mostremos que M ¢é p-regular, onde p : R¥ — R! ¢ o fibrado auxiliar usual. Da

igualdade em (4.2) temos, em M,

yiaxi&c b 178)\178/\1 Jﬁa>\‘]7 . ’
Assim, em M, det 83/3 # 0, 0 que mostra que o conjunto de formas {dy;,...,dyx} é
J

linearmente independente em M. Consequentemente, M é transversal a A, ja que A é
dada pela equagao

y =0,



o que significa que M é p-regular.

Em M N A, com y =0, temos, de (4.3),

N, o 05 08

= ——= Rf==— € I =RKj.
81’7 8)\1

Como a projecao m*p é dada por

™ p(x,\,0,Kk) = (A K),

segue que a imagem de M N A por 7p é o conjunto

oS oS
{(}\,/ﬁ}) [ a)\[ € )\J——gﬁlj}

Portanto, de (4.1), L = m*p(M N A).

Observacao 4.6. Seja F : R¥*! — R uma funcdo diferencidvel. Aqui e a partir de agora
usaremos as notacoes

oF oF
%(i’,)\) € a)\(

, A1), para denotar, respectivamente, os vetores

»A);
sendo (z, \)

:(Jfl,...,xk,/\l,...

. , OF OF .
Em particular, podemos pensar nos simbolos e e BN como aplicagdes
T

?:N“%N egiwﬂéw
i

Uma funcdo diferenciavel F : R¥* — R é uma func¢do geradora de uma secio
Lagrangiana M de T*R**! quando M pode ser descrita como segue

oF oF
M = A T*RF gy A A
e e =S, w= G}
Definicdo 4.7. Seja L um germe Lagrangiano em T*R!. Uma familia geradora para L

¢ uma funcdo germe F : RF — R, que é uma funcdo geradora para um germe de uma
subvariedade Lagrangiana M C T*R**! p-regular, definida por

M = {(w,)\;y,/{): Yy = gi(x A), kK= gi(x )\)}

tal que L = 7*p(M N A), sendo A o espago misto do fibrado auxiliar p(z, A) = .

40
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Em outras palavras, L pode-se expressar em termos de F' como

oF oF
L= {()\,Ii) e T"R': 3z : e (x,\) =0, K a)\(ac,)\)},

isto é, L é obtido intersectando M com A e depois projetando em T*R'.

Exemplo 4.8. Vamos encontrar a subvariedade Lagrangiana correspondente a familia
geradora F : R1*2 — R definida por

F(x,\) = 2" + Ma? + Az, A= (A, \p) € R%

Por defini¢ao, temos que

oF OF
= * 2. . — = = —
L—{(/\,/{)GTR c dr: ax(x,)\) 0, K a)\(:p,)\)}.

Notemos que

oF
87(93’ A) = 42" + 20w + Ay = 4o’ + 20w + A =0, e
x

(K1, ke) = Kk = 8—F(x,/\) = (gf,gf) =@r) =k =12° € kg =1.
1 O0A

Portanto,

L={(\r) €TR*: Ny = —42® — 2Nz, ky = k3}.

Proposicao 4.9. Sejam M C T*R¥* uma subvariedade Lagrangiana e F : RF* — R

uma fungao geradora para M, isto €,

M = {(x,)\;y,fﬁ) e T*RF . ¢ = ZF(:U,)\), K = oF :c,)\)}.
x

Temos que M ¢ p-reqular se, e somente se,

or
0x2’ ONOx

F
]:k‘ em (x,\) onde a—(:E,)\):O.

osto
P [ ox

Ao | OF O°F
522 ordx

F
] denota a matriz Jacobiana da aplicacao s : R 5 RF,
x

Demonstragao: Se (z, \;y, k) é um ponto em M, entdo para cada j € {1,...,k} temos

OF

yj = ang@J\)-

Dai, nos pontos de M,
O*F

dy; =Y do; +) L P
yj - (%z(%] ! m 8/\m8xj m

i
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O?F 0°F
D2’ ONOx
de M significa a independéncia linear das restri¢oes das formas dy; a M, nos pontos de
O’F 0°F
dx2’ I\

isto é, a matriz de dy é a transposta da matriz . Agora, a p-regularidade

M N A, que é equivalente a matriz l 1 ter posto maximo. O]

Sejam L C T*R! uma subvariedade Lagrangiana, F' : R¥* — R uma familia
geradora para L e £ : L — R! a aplicacdo Lagrangiana associada a L, isto é, £L = 7 o i,
sendo 7 : L — T*R! a inclusdo e 7 : T*R! — R! a projecdo canonica.

Dado (A, ko) € L, seja zo € R¥ tal que

OF oF
87([)’}0, )\0) =0 e Ro = a([[‘o, /\0)

2F1 [ 9*F
022 | ¢ | orox

Denotemos por l 1 as matrizes das derivadas parciais da aplicacao

gF R R,

x

0°F
OxON

em relagdo a x e a A, respectivamente, calculadas no ponto (A, ko), € por [ ] a matriz

da derivada parcial da aplicacao

gf R S R,

em relacdo a x, calculada no ponto (Ao, ko). Essas matrizes sdo de ordem k X k, k x [ e

[ X k, respectivamente. Assim, induzem, de forma natural, aplica¢oes

0?F 0’F 0*F
— RF 5 RF R — RF :RY 5 R
0 " ONOx © OwoN ’
respectivamente. Como F' é uma familia geradora de L segue que
oF oF

=— e K= ——
Y= e o\’
e, consequentemente,

O°F O°F O°F O°F
dy = (8352) dxr + <8)\8x> d\ e drk= <8x8)\> dz + (8)\2> dA. (4.4)

Seja n um vetor no nucleo da derivada da aplicagdo Lagrangiana £, no ponto
(Ao, ko). Vamos denotar o vetor com componentes du;(n), dependendo de 7, por du(n)

(aqui u pode denotar x ou y ou k). Com esta notagao,
dy(n) =0 e dA(n) =0.

Logo, pelas igualdades em (4.4), temos que

<?92;§> dz(n) =0 e dk(n) = (;j;;) dz(n).
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Isso mostra que o nicleo da derivada da aplicagdo Lagrangiana £, no ponto (g, ko),
pode ser expresso em termos de uma familia geradora, como é resumido na seguinte

proposicao.

Proposicao 4.10. Considerando a notac¢ao acima, temos

1. se n estd no nicleo da derivada da aplicagdo Lagrangiana L, entdo

dz(n) € Ker (g;;) e dr(n) = (88:6(5)\) dx(n),

2. a aplicagao n — dk(n) é um isomorfismo entre o nicleo da derivada da aplicagio

0’F O*F
Lagrangiana L e o espaco ( ) Ker (),

Oxo\ 0x?

sendo ' uma familia geradora para a subvariedade Lagrangiana L.

Demonstracao: O item 1. é o argumento acima e o item 2. segue da p-regularidade da

subvariedade Lagrangiana que define L, uma vez que L estd imerso em T*R'. O

Corolario 4.11. A dimensao do nicleo da derivada de £ ndo excede min(k, 1), sendo k a

dimensao da fibra e l a dimensdo da base do fibrado auziliar.

2

OxO\

que a dimensao do nicleo da derivada de £ é menor ou igual do que min(k, (). O]

¢ de R* em R! segue, da Proposicao 4.10,

Demonstracao: Como a aplicacao linear

Corolario 4.12. Em um ponto onde a fibra do fibrado auxiliar para o germe da familia
2

geradora tem a menor dimensao possivel, — = 0.

0x?

Demonstragao: Se a dimensao k da fibra do fibrado auxiliar é a menor possivel, entao

a dimensao do nucleo da derivada da aplicacao Lagrangiana é k. Pela Proposicao 4.10,

2R
dim Ker (%) =k,

devemos ter

O*F
o que significa que — = 0. O

ox?

4.2 EQUIVALENCIAS DE FAMILIAS GERADORAS

Definicao 4.13. Sejam 7 : Fy — B; e my : EFy — By dois fibrados diferenciaveis. Um
difeomorfismo de fibrados, entre Fy e E5, é¢ um difeomorfismo © : Fy — Fy que leva
fibras de E, em fibras de FEj.
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Proposicao 4.14. Sejam 7 : E1 — By e w1y : EFy — By dois fibrados diferencidveis e
O : Ey — E, um difeomorfismo. Temos que © é um difeomorfismo de fibrados se, e
somente se, existe um difeomorfismo f : By — Bsy tal que mo 0@ = f oy, isto é, que faz o
sequinte diagrama

E -2~ E,

Bl?BQ

comutar.

Demonstragao: Suponhamos que @ é um difeomorfismo de fibrados. Seja € : By — F;
uma secao do fibrado m; : Ey — B;. Definindo f = m 0 © o  temos que f é um

difeomorfismo e faz o diagrama comutar.

Reciprocamente, se f : By — By é um difeomorfismo tal que 75 0 @ = f o7y, entao
dados x € By e £ € m; *(z), temos

m2(0(8)) =m0 O(8) = fom(§) = f(m(x)) = f(x).

Logo, O(¢) € 7y '(f(x)), mostrando que O leva a fibra 71 ' (z) na fibra w5 *(f(z)). O

Definicdo 4.15. Sejam Fy, F; : R¥! — R duas familias de funcdes, definidas sobre o

espaco do fibrado auxiliar p : R¥*! — R!. Dizemos que

1. F} é R-equivalente a F, se existe um difeomorfismo de fibrados © : Rt — R+
na forma O(z,\) = (h(z,\),¢(N\)) com h : R*¥ — RF ¢ ¢ : R — R/, tal que
Fl = F2 o @, isto é,

Fi(,)) = Fy(O(2, V) = Fy(h(z, A), (V).

2. Fy é RT-equivalente a F, se existe um difeomorfismo de fibrados © : R¥+! — Rk,

como no item 1., e uma funcdo diferencidvel @ : R — R tal que

Fi(z, A) = F5(0(x,A)) + P(A) = Fy(h(z, A), 0(A) + P(A).

No caso que considerarmos germes, temos defini¢oes analogas.

Definicio 4.16. Dois germes de familias de funcdes F) : R+ — R e F, : RF2*H — R sdo

chamados R'-equivalentes estdveis se existem

e my,mo € N tais que k = k; +mq = ko + mo,
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« um difeomorfismo de fibrados @ : R¥*! — R**! na forma
Oz', 2", \) = (h(z', 2", \), g(a', 21, A), o(N))
com z' € RF, 2t ¢ R™ h: R 5 RF2 g RFM 3 R™ e p: R — R,
o formas quadraticas nao degeneradas @); : R™ — R, e

« uma funcdo diferencidvel @ : R' — R
tais que
Fl(xla )‘) + Ql(zl) - F2(h(‘r1’ Zla )‘)a 90()‘)) + QQ(g(J’J? 217 /\)) + @(A)

Observacao 4.17. No caso em que as dimensoes dos espagos das variaveis sao iguais,
podemos substituir R*-equivalente estével por R*-equivalente (ver a referéncia (28), pag.

103).

Lembremos, do Teorema 3.46, que se © é uma equivaléncia Lagrangiana de um
germe do fibrado cotangente 7 : T*R** — R*+! em si mesmo, entdo existem um germe de

difeomorfismo g : R¥+! — R¥+! ¢ um germe de funcdo diferenciavel S : R¥*! — R tais que

@(xvg) = (g(x)>€o (dgx)_l + ng(x)) .
Com esta notagao, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.18. Uma equivaléncia Lagrangiana © do fibrado cotangente T*R*+! ¢ chamada
fibrada se o difeomorfismo correspondente g : R¥! — R*¥ ¢ um difeomorfismo de
fibrados, isto é, leva fibra em fibra do fibrado auxiliar p : R* — R!, enquanto que a

funcdo correspondente S : R¥*! — R ¢ constante ao longo das fibras do fibrado auxiliar.

T*RkH 7T RkJrl

o E

* T k+1 k+l1
T*RF — =R

Proposicao 4.19. Uma equivaléncia Lagrangiana de T*R** ¢ fibrada se, e somente se

mapea o espaco misto A nele mesmo.
Demonstragao: Veja a referéncia (15), pag. 305. O
Proposicio 4.20. Sejam Fy, F, : R¥ — R duas fungdes. Se Fy é uma familia geradora e

é R -equivalente a Fy, entdo Fy também é uma familia geradora e, além disso, os germes

das aplicagoes Lagrangianas determinadas por Fy e Fy sao Lagrangianos equivalentes.
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Demonstracio: Sejam O : R¥+ — R um difeomorfismo de fibrados, do fibrado auxiliar
p: R¥ — R na forma O(z, \) = (h(x,\), ¢(N)), com h : R - RF ¢ ¢ : Rl — R e

@ : R — R uma funcdo diferencidvel tais que
Fi(z,A) = F2(0(x, M) + D(A) = Fa(h(z, A), o(A)) + D(A). (4.5)

Pela Proposicao 3.44, a aplicacdo induzida ©* : T*R¥! — T*RF ¢ uma equivaléncia

Lagrangiana, isto é, ©* é um difeomorfismo que faz o seguinte diagrama

T*RkJrl 77 RkJrl

)

T*Rk—i—l Rk—H
™

comutar. Consideremos a funcao @ : R¥ — R, definida por &(z,\) = &()\). Como as
fibras do fibrado auxiliar p : R¥! — R! sdo da forma R¥ x {A}, com A € R!, temos que ¢
é constante ao longo das fibras de p. Dai, a aplicacdo © : T*R¥! — T*R*+ definida por

O(x,€) = 0" (x,£) — dBy(r),

é uma equivaléncia Lagrangiana fibrada (veja as Proposigoes 3.44 e 3.45).

Sejam M; C T*R**' uma secio Lagrangiana dada pela funcdao geradora F e
M, = O(M,). Temos que M, é uma secdo Lagrangiana e, pelo Teorema 3.47, M, ¢ dada
por uma fungao geradora F, tal que F=FoO!—a, Dai, e da igualdade em (4.5),

temos
F(z,\) = FL (07 (x,\) — B(x, \) = Fo(z,\) + P(\) — B\) = Fy(z, \),

isto é, M, é dada pela funcao geradora F,. A partir disso, segue-se que M é transversal a

A e isso significa que F, é uma familia geradora.

Como O : Rkl — R*¥! construido acima, é um difeomorfismo de fibrados, do
fibrado auxiliar p : R¥*! — R’ temos, da Proposicio 4.14, que existe um difeomorfismo
g : R — R! que faz o diagrama

RFH 2 LRI (4.6)
of s

RkJrl > Rl

comutar, ou seja, gop = po@. Pela Proposigao 3.44, g induz uma equivaléncia Lagrangiana

g" : T*R! — T*R! tal que g o™ = 7o g*, isto é, que faz o diagrama

T*R! T~ R!

|

T*Rl T> Rl
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comutar. Notemos que se (z, A, 0, k) € A, entdo (veja as notagoes na Segao 4.1)
(7°p) 0 O(w,1,0,5) = 7 p(h(z,y),$(A),0, k0 (dpy) ")
= (6(N), w0 (dpy) ),

j4 que @ é constante ao longo das fibras de p. Por outro lado,

g o (7 p)(w,X,0,8) = g"(\, k) = (9(\), 0 (dga) ") .

Como o diagrama em (4.6) comuta segue que
(7*p) 0 O(x,\,0,K) = g* o (*p)(x, \, 0, K),

para todo (z, \,0, k) € A. Dai, denotando por L, L, C T*R! os germes das subvariedades

Lagrangianas definidas por F} e Fj, respectivamente, temos, da Proposi¢ao 4.19,

Ly = mp(MsnA) = *p(O(M) N A)

= 7 p(O(MNA))=g" (7" p(M N .A))
= g (L1).

Portanto, os germes das aplicagoes Lagrangianas

L, —% TR~ ~R!

1)

Ly ——=T*R! R!

@92 ™

sao Lagrangianos equivalentes. O]

Proposicao 4.21. Sejam O : T*R! — T*R! uma equivaléncia Lagrangiana e Ly C T*R!
um germe de uma subvariedade Lagrangiana. Se Ly é dado por uma familia geradora Fi,

entdo Ly = O(Ly) € definido por uma familia geradora Fy que é R -equivalente a F.

Demonstragao: Consideremos o produto direto de © com a transformagao identidade
I;: T*RF — T*R*. Assim, obtemos uma equivaléncia Lagrangiana do fibrado cotangente
de RkJrl’
T*Rk+l Rk—i—l
(Ich@)i lg
T*Rk—f—l - Rk‘—i—l'
Pelo Teorema 3.46, existem um germe de difeomorfismo g : R¥*" — R*+! ¢ um germe de

funcdo diferencidvel S : R¥+! — R tais que

(I, ©)(,€) = (9(x).€ 0 (dgs) ™" + Sy ) -
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Seja M, C T*R**! 0 germe de uma secdo Lagrangiana M; dada pela funcdo geradora Fj.
Pelo Teorema 3.47, o germe da se¢ao Lagrangiana M, = (14, ©)(M;) é dado pela funcao
geradora Fy, com

Fo=Fog'+5,

que é uma familia geradora para L, e é R*-equivalente a Fj. O]

Proposicao 4.22. Se F : R"" — R é uma familia geradora de wm germe Lagrangiano

L C T*R, entdo existe uma fun¢ao Fy nas varidveis (u, \) com as sequintes propriedades:

e F ¢ RT-equivalente estdvel a F;.

o F) determina o germe Lagrangiano L.

0*F,
ou?

=0.

Demonstracao: Pelo lema generalizado de Morse (ver a referéncia (35)), existe um

difeomorfismo-germe © : R"* — R"*! na forma
Oz, A) = (u,v,\),
com u = h(x,\) e v = g(x,\), sendo h: R"" — RF e g: R"™ — R™ n =k +m, tal que
F(x,\) = Fi(u,\) + Q(v), (4.7)

sendo () : R™ — R uma forma quadratica nao degenerada, e

0*F,
ou?

(u,\) =0.

Da igualdade em (4.7) temos que F' é R*-equivalente estdvel a Fj. Assim, para concluir
basta mostrar que F' e F; determinam o mesmo germe Lagrangiano. Para isso, notemos,

da igualdade em (4.7), que

OF _ OR Oh | 0RO\ | 0Q 0
ox ou Ox o\ Ox ov Oz
OF: 0L, 0Q 0y
ou Oz ov Oz’

o\ 0
ja que — = 0. Notemos que no ponto v = 0, temos —Q = 0. Além disso, como para cada

Ox v
OF
A € RY a aplicacdo  — h(x, \) é um difeomorfismo segue que T 0 se, e somente se,
x
OF
—l_o. Logo,
ou

L:{<)\’H):3x:MZO’K:W}:{(Ayﬁ):HU,U:aE:0,'0:0,/43:8}71}7
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concluindo a demonstracao. O]

Pelo Corolario 4.12, a familia geradora F; : R¥*! — R, na Proposicao 4.29, é tal que
a dimensdo da fibra do fibrado auxiliar p : R*! — R’ é a menor possivel (igual & dimensio
do ntcleo da derivada da aplicagdo Lagrangiana). Uma familia com essa propriedade é

chamada familia geradora minimal.

Sabemos que todo germe Lagrangiano admite uma fungao geradora com um ntimero
minimal de argumentos patolégicos «;, j € J (igual a dimensao &k do niicleo da aplicagao

Lagrangiana):

oS oS
Ry = 87)\[(/\1,'@7), Aj = _TI{J()\I)/{J)

(veja o comentario na Pdgina 31). Aqui (A, k) — )\ é o fibrado cotangente do espaco R'.

Fixaremos este conjunto de k& argumentos patologicos.

Proposicao 4.23. Se L C T*R' é um germe de uma subvariedade Lagrangiana e
F : R 5 R é uma familia geradora minimal de L, entdo

O*F
det (axﬂ)\,]> £ 0.

Demonstracao: Seja M C T*R*! uma subvariedade Lagrangiana, p-regular, tal que

F : R & R é uma funcdo geradora para M. Pela Proposicao 4.9, o posto da matriz

*F O’°F
2
é k. Como F é uma familia geradora minimal temos que Froi 0. Dai, que o posto da
matriz
O*F
v
é k. Por outro lado,
oF
KJZZEX;
(veja o comentério apés a Proposigao 4.9) e, assim,
O*F O*F
d/ij = axa)\Jdl’ + aQAJd)\J.
Dado 1 no ntcleo da derivada da aplicagdo Lagrangiana, temos que dA;(n) = 0 e, assim,
2
dry(n) = ai ;;J da(n).

Pela condicao de transversalidade, segue que o conjunto de formas {dk; : j € J} é

linearmente independente. Logo, a matriz

0*F
8x8AJ
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S inversivel o, portanto, det {2~ ) £0 =
€ 1nversivel e ortanto e .
P » N Dwon,

Nosso objetivo agora sera mostrar que familias geradoras minimais que determinam
o mesmo germe Lagrangiano sio R*-equivalentes. Para isso, primeiro vamos definir o
que é uma familia geradora especial e fazer alguns resultados com respeito a este tipo de

familias, para posteriormente reduzir a este caso.

OF
Definigao 4.24. Uma familia geradora minimal F' diz-se especial se para — = 0 temos

ox
dica OF
ndi =,
a condicao x Y

Proposigao 4.25. O germe de uma familia geradora minimal é R -equivalente ao germe

de uma familia geradora especial determinando o mesmo germe Lagrangiano.

Demonstracao: Sejam F : R¥*! — R uma familia geradora minimal e x; : R¥ — RF
dado por
oF
ki, \) = —.
@A =55,

A aplicacdo © : Rt — R¥*! definida por
Oz, A) = (ky(x, ), \)

¢ um difeomorfismo. De fato, como F' é minimal temos, da Proposicao 4.23, que

O*F
det <am3)\J> £ 0.

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, @ é um difeomorfismo local. Além disso, © é bijetora e,
portanto, um difeomorfismo. Pela Proposicao 3.44, © induz uma equivaléncia Lagrangiana
O* : T*Rk — T*Rk+! Se M ¢é a secdo Lagrangiana determinada por F', entdo ©*(M) é
uma nova se¢ao Lagrangiana que, pelo Teorema 3.47, é determinada pela familia geradora
Fy : R 5 R, dada por

Fi=FoO™

Denotando ©~! : R¥! — R* por
Oz, \) = (u(x, ), \)
temos que para todo (z, \) vale a igualdade
(,\) =000z, \) = Ou(z,\),\) = (ks(u(x, ), \)

e, dai,

x = ry(u(z,\)).
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Além disso, F} se escreve como
Fi(z,)\) = FoO Yz, \) = F(u(z,\),\).

Por definicao, a familia F; é RT-equivalente a F' e como F' é minimal segue que F; também
¢ minimal.
Notemos, pela Regra da Cadeia, que
oF, OF Ou OF 0O\ OF Ou

9r  0r 9x T Ox9r Oz 0x

0F, OF Ou OF O\ OF Ou oF

DA oz ox T axox  ar ox | ox
Como para cada A € R', a aplicacio x + u(x, \) é um difeomorfismo segue que

OF F
—l—9 se, e somente se, 8— =0.
Ox

ox

Em particular, vale a igualdade

RSN P ) g 2 OF
{()\,H).Hl‘. 5 =0,k = a)\}—{()\,/@).ﬂx.ax—(),/-i—a)\},

oF
isto é, F} e F' determinam o mesmo germe Lagrangiano em T*R!. Além disso, se a—l =0,
x
entao — = 0 e, consequentemente,
ox
oF OF
— (2, ) = —(u(x, \), \) = ky(u(x, \),\) =z,
S N) = S (u(e, ), ) = ke ). )
mostrando que Fj é especial e isto conclui a demonstracao. O

Seja F : R¥! — R uma familia geradora de um germe Lagrangiano L C T*R'. O

conjunto de pontos criticos N da familia F' é dado por

" Ox

Proposicao 4.26. Se L ¢ um germe Lagrangiano e F' € uma familia geradora especial

N = {(x,)\) c R . a—F(x,)\) = O}.

para L, entao o conjunto de pontos criticos N da familia F é difeomorfo a L.

Demonstracao: Sejam F : R¥! — R uma familia geradora especial para L,
ky R S RE e ¢: L — RFF

definidas por

KN = T e 9N = (ks A)

Como F é especial segue que ¢(L) = N e, de forma andloga ao que foi feito na demonstra-

cao da Proposicao 4.25, temos que ¢ : L — N é um difeomorfismo. O]
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Proposicao 4.27. Se Fy e F| sdo duas familias geradoras especiais do mesmo germe

Lagrangiano, entao:

1. Seus conjuntos de pontos criticos coincidem: Ny = N7 = N.
2. A diferencial total de Fy — Fy € igual a 0, no conjunto N.

3. As restrigoes de Fy e Fy a N coincidem, a menos de uma constante aditiva.

Demonstracdo: Sejam L o germe Lagrangiano determinado por Fy e Fy e ¢ : L — RFH!
a aplicacao definida por

d(RyA) = (K, A).

Como F; é especial, segue, da Proposicao 4.26, que
No = ¢(L) = N,

mostrando o item 1.

Os pontos de L sdao parametrizados por \; e ;. Em particular, x é definido por A;

OF;
e x. Isso significa que, nos pontos de NV, N ¢é determinado apenas por L e nao depende
OF OF,
de 7 e, assim, a—; = 87)\1 Logo se (z,\) € N, entao
OF, o0F, or oF

D(F, ) — F A)) = —(x,\)d —(z, N)d\N — — (., N)dx — —=(x, \)d\ =

( 0(1’, ) 1(1’, )) O ("L‘a ) T+ O\ (l’, ) o (ZE, ) X O\ (fL’, ) 07
o que mostra o item 2. A afirmacdo em 3. é consequéncia imediata de 2. O

Proposicao 4.28. Os germes de familias geradoras especiais, determinando o mesmo

germe Lagrangiano, sio R™-equivalentes.

Demonstracao: Sejam Fy e F; duas familias geradoras especiais do mesmo germe
Lagrangiano L tal que os valores de Fjy e F; coincidem na origem. Pela Proposicao 4.27,

Fy — F} tem um zero nao menor do que segunda ordem em N.

Seja F; a homotopia entre Fy e F; dada por
Ft - FO + t(Fl - F(])

Temos que F; é uma familia geradora especial de L. Procuremos uma familia de difeomor-
fismos Gy, na forma

Gt(xa )‘) = (g(a:, Aat)» )\),

dependendo suavemente de ¢ € [0, 1] tal que

FtOGt :Fo.
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Para isso, consideremos as aplicagoes
FoRM 0,1 =R e G:R* x[0,1] = R¥! x [0,1],
definidas por
F(z, M\t) = F(z,)\) e Gz, \t) = (Gy(x, \),t) = (9(z, \, 1), \, 1).

Notemos que

FoG(z,\t)=F(G(x,\t) = F(Gy(z,\),1)) = Fy 0 Gy(x, \)

e, por outro lado, escrevendo g = (g1, - ., gk),

FoG(z,\t) = F(G(z,\t) = F(g(z, A\ 1),\ 1)
= Fi(gi(z, \t), .. gu(z, A1), A,y A,

Dai, diferenciando a igualdade

F;ﬁ % Gt = F07
em relacao a t, e aplicando a regra da cadeia obtemos
0 0
0 = at(FtOGt) = g(FOG)
k OF, Oy OF, O\ OF, ot

25z, ot j;mj o o o

ja que X nao depende de t. Assim, temos a equacao

(Fy — F) +Z& (aFt> =0 (4.8)

i
nas incégnitas &;, que sao as componentes do campo vetorial

k 0
f = Z&(l’, )\,t)ai,
i=1 ¢

dependendo de t, da familia dos difeomorfismos G;.

Consideremos a variedade N' = N x {t} no espaco com coordenadas (x, \,t). As

OF;
equacoes —- = 0, (1 =1,...,k) formam um sistema de equagdes independentes nesta

ox;

variedade. Logo, pelo Lema de Hadamard (ver a referéncia (46)), cada funcao que assume

L (com
Gmi

fungoes coeficiente). Portanto, toda funcao @, que tem um zero de segunda ordem em N

o valor zero nesta variedade ¢é representavel como uma combinacao linear de

tem uma representacao na forma

D(z, A\ t) Z@ gF., com &y =0.
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Em particular, colocando @ = F, — F}, vemos que a equacao em (4.8) tem solugao e, além
disso, &y = 0.

O campo vetorial £, assim obtido, dependendo de ¢, é nulo em N e, portanto, induz
um difeomorfismo G; em uma vizinhanga do ponto em discussdo, para todo t € [0,1]. O
difeomorfismo G, ¢ fibrado (tem a forma Gy (z, \) = (H(z,A), \)) e F1 oG = F,. Portanto

F} é R-equivalente a Fj, concluindo a demonstracao. O

Com o que foi desenvolvido, vamos demonstrar as proposi¢oes 4.29 e 4.30.

Proposicao 4.29. Duas familias geradoras minimais do mesmo germe Lagrangiano sao

R -equivalentes.

Demonstracao: Sejam Fi e F5y duas familias geradoras minimais de um mesmo germe
Lagrangiano L C T*R!. Pela Proposicio 4.25, I e F, sio R -equivalentes as familias
especiais, que denotamos por Fy e Fy, respectivamente, e, além disso, I} e Fy geram o
mesmo germe Lagrangiano L. Logo, pela Proposicao 4.28, Ff e Fy sdo R*-equivalentes.

Portanto, F; é RT-equivalente a F,, concluindo a demonstracao. O

Proposicao 4.30. Duas familias geradoras quaisquer do mesmo germe Lagrangiano sao

R -equivalentes estdveis.

Demonstragao: Sejam F} e F; duas familias geradoras de um mesmo germe Lagrangiano
L. Pela Proposicao 4.22, para cada i € {1, 2}, existe uma familia geradora minimal F™
tal que F/™ gera o germe Lagrangiano L e F; é RT-equivalente estavel a /™. Segue da

Proposicao 4.29 que F{" é R™-equivalente a F}". Portanto, F} é RT-equivalente a Fy. [

Com tudo desenvolvido até agora estamos prontos para apresentar uma demons-
tragao do resultado principal deste capitulo que, como ja foi dito antes, serd de grande

importancia no proximo capitulo.

Teorema 4.31. Sejam

e L1, Ly C T*R! dois germes de subvariedades Lagrangianas;
e L1: L1 - R eLy: Ly — R germes de aplicacoes Lagrangianas; e

o Fy: RN R familia geradora de L;, i € {1,2}.
As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1. Os germes Ly e Ly sao Lagrangianos equivalentes.
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2. Os germes Fy e Fy sao R -equivalentes estdveis.

Demonstragao: Suponhamos que os germes £ e L5 sao Lagrangianos equivalentes e seja
O : T*R! — T*R! uma equivaléncia Lagrangiana tal que Ly = ©(L;). Pela Proposicio 4.22,
existe uma familia geradora minimal F|" tal que F|" gera o germe Lagrangiano L; e Fj €
RT-equivalente estavel a F". Segue da Proposicao 4.25 que existe uma familia geradora
especial Ff tal que F" é RT-equivalente a Ff e FY determina o germe Lagrangiano L.
Pela Proposicao 4.30, Fy é Rt-equivalente estavel a Ff. Pela Proposicao 4.21, existe
uma familia geradora I} tal que F, determina Ly e é Rt-equivalente a FY e utilizando,
novamente, a Proposicao 4.30 concluimos que Fy é Rt-equivalente estdvel a Fy. Portanto,

F, é Rt-equivalente estavel a Fy.

Reciprocamente, suponhamos que F; é RT-equivalente estavel a F5. Pela Proposicao
4.22, para cada i € {1,2}, existe uma familia geradora minimal F™ tal que F™ gera o germe
Lagrangiano L; e F; é RT-equivalente estavel a F/™. Dai, F|™ é RT-equivalente estavel
a FI" e, assim, da Observacao 4.17, F" é RT-equivalente a Fj". Portanto, da Proposi-

¢ao 4.20, os germes L1 e Ly sdo Lagrangianos equivalentes, concluindo a demonstracao. [
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5 EQUIVALENCIAS DE APLICACOES DE GAUSS

O principal objetivo neste capitulo é fazer um estudo de aplicagao de Gauss, no
seguinte sentido: vamos definir aplicacdo de Gauss de uma variedade fechada e mostrar
que uma aplicacao de Gauss pode ser vista como aplicacao Lagrangiana ou como aplica¢ao
catastrofe. Depois disso, definiremos A-equivaléncia entre duas aplicagoes de Gauss de
uma mesma variedade e como resultado central vamos caracterizar, no Teorema 5.5,
A-equivaléncia em termos de funcao altura. O conceito de A-equivaléncia de aplicacoes de
Gauss ¢ tratado em diversos trabalhos, veja, por exemplo, (1, 2, 3, 4, 5, 6). As principais
referéncias utilizadas sao Banchoff-Gaffney-Mccrory (1) e Arnold-Gusein-Zade-Varchenko
(15).

51 APLICACAO DE GAUSS

Dizemos que uma variedade diferenciavel M é fechada quando é compacta e
sem bordo. Sejam M uma variedade fechada, orientada e conexa, de dimensao n e
f: M — R um mergulho de M no espaco Euclidiano de dimensao n + 1. Assim, a
imagem f(M) é uma hipersuperficie orientdvel em R"*!. Seja n; um campo diferencidvel
de vetores normais e unitérios em f(M). Por defini¢ao, a aplicagcdo de Gauss de M,

associada a f e a ny, é a aplicagao

g fe M — Sn,
onde S* C R™*! denota a esfera unitdria de centro na origem, definida da seguinte maneira:
para cada p € M, G¢(p) é o vetor em S™, normal a f(M), em f(p), apontando no sentido
de ng(p). Notemos que Gy é a composta entre a aplicacao de Gauss de f(M) e f. Quando
n = 2, obtemos a aplicacao de Gauss usual de uma superficie imersa no espaco Euclidiano
R3.

Para obter o resultado principal deste capitulo, precisamos descrever uma aplica-
¢do de Gauss como aplicacdo Lagrangiana e como aplicacao catastrofe. Nesse sentido,
comecemos com a demonstragao do seguinte resultado que esté na referéncia (15) pag.
296.

Teorema 5.1. A aplicacio de Gauss de M é uma aplicacao Lagrangiana.

Demonstragao: Denotemos por Ny o conjunto das retas orientadas e normais a f(M),
definida por ns. Pelo Teorema 3.37, Ny é uma subvariedade Lagrangiana da variedade
simplética das retas orientadas R, em R"*! e, além disso, Ny é difeomorfo a f(M). Pelo
Teorema 3.23, o espago R ¢é difeomorfo ao fibrado cotangente da esfera T*S™. Assim,
denotando por i : Ny — R a aplicagdo inclusao e por 7 : T*S™ — S™ a proje¢ao candnica,

temos o seguinte diagrama

ML f(M) =~ Ny -5 R~ TS” 5 S™.
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Portanto, Gy ¢ uma aplicagao Lagrangiana, ja que Gy =moio f: M — S". n

Passemos, agora, a descrever a aplicacdo de Gauss como aplicacao catastrofe, para
isso nesta parte do trabalho serd utilizada como referéncia (1) de onde sao extraidos os
resultados a seguir, parte do nosso objetivo foi esclarecer tais resultados.

Sejam () uma outra variedade diferenciavel e F': Q x M — ) x R uma familia de fun¢oes
diferencidveis, parametrizadas por Q). O conjunto catdstrofe C' de F' é, por defini¢do, o

conjunto de pontos criticos de F', isto é,

Cz{(u,x)é@XM:%i(u,x)zO}.

oF
No caso em que 0 € R™ ¢ valor regular de —, temos que C' é uma variedade diferenciavel

ox
de dimensao dim @, ja que C' é a imagem inversa de 0 por —. Nesse caso, o conjunto

dos pontos criticos C' é chamado variedade catdstrofe da familia F'.

Seja m: Q x M — @ a projecao natural sobre (). A restricio X de m a C,
Xi=7|lc:C—Q,

é chamada aplicagdo catdstrofe da familia de fungoes F'.

Para cada vetor unitario v € R"*!, seja Hj: M — R a funcdo altura na diregao de
v, definida por
Hi(p) = (f(p),v),

sendo (-, ) o produto interno candnico de R"*!. Considerando essas fungdes como uma

familia parametrizada pela esfera unitaria S™, temos a aplicagao
Hp:S"x M — S" xR,

dada por
Hy(v,p) = (v, Hy(p)) = (v, {f(p), v)).

Fixemos v € S”. Notemos que,
OHy OHY Y
87]?(1}7]9) - < JTp - (Oad(%f)P) :
Além disso, para cada u € T,M,

d(H3)p(u) = (dfy(u), v).

Dai, dado (v,p) € S" x M, as seguintes condigoes sao equivalentes
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2. d(H})p(u) = 0, para todo u € T, M.
3. (dfp(u),v) = 0, para todo u € T,,M.

4. v é ortogonal a f(M), em f(p).

Denotando por Uy o conjunto catdstrofe da familia Hy, temos que a condicao

(v,p) € Cf é equivalente a qualquer uma das condicoes de 1. a 5., acima. Logo, 0 é valor
Hy
dp

Proposicao 5.2. A wvariedade catdstrofe Cy da familia Hy se identifica ao fibrado normal

e, além disso, vale o seguinte resultado.

regular de

e unitdrio de f(M).

A variedade catastrofe C'y tem duas componentes conexas, que podem ser descritas
pelo campo ny de vetores normais e unitarios a f(M). De fato, o conjunto C’? formado
pelos pontos (v, p) € C tais que v tem o mesmo sentido do vetor ns(p) é uma componente
conexa de Cy. A outra componente é dada pelos pontos (v, p) € C tais que v tem sentido

oposto ao vetor ny(p). Notemos que C’}) pode ser descrita como

C ={(Gs(p),p) : p € M},

sendo G a aplicacao de Gauss de M, associada a f e ny. Notemos, ainda, que a variedade
das retas orientadas normais a f(M), em R"™! cuja orientacio é dada pelo campo n; é

descrita como
Ny ={{f() +1G;(p) : t € R}, G;(p)) : p € M}.

Considerando essa notacgao, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.3. A componente conexa CJQ da variedade catdstrofe Cy se identifica a cada

um dos espagos:
1. Variedade M.
2. Hipersuperficie f(M).

3. N¢, a variedade das retas orientadas normais a f(M), cuja orientagio é dada pelo

campo ny.

Em particular, C’J? pode ser vista como uma subvariedade Lagrangiana de T*S" e Hy €

uma familia geradora de CJQ.
Demonstracao: As aplicacoes
CftM-)C?, Ufif(M)%C](c) e QfZC](c)—L/\[f,

definidas por
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« (r(p) = (G¢(p),p),
« n;(f(p)) = (Gs(p);p), e
o 0:(Gr(p);p) = ({f(p) +tGs(p) : t € R}, Gs(p)),

fornecem as identificagoes afirmadas. O

Seja X : C'y — S™ a aplicacao catastrofe da familia de fungoes altura H ;. Denotemos

por Xy a restricio de X a C,
Xy = X|C? : CJQ — S".

Considerando a aplicagao (5 : M — C’}) definida na demonstracao da Proprosicao 5.3,
temos que
Xpolr =Gy

e, assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.4. A aplicacio Xy o (y € a aplicagao de Gauss da variedade M.

5.2 APLICACAO DE GAUSS E FUNCAO ALTURA

Consideremos, agora, um outro mergulho g : M — R""! de M em R""! e as

notagoes correspondentes a g, da secao anterior. Dizemos que as aplicagoes de Gauss
Gr,Gg: M — S”

sao A-equivalentes quando existem difeomorfismos ¢ : M — M e ¢ : S™ — S” tais que
poGy=Ggou,

isto é, que fazem o diagrama

comutar.

Usando como inspira¢do uma afirmacao dada em (2) pag. 91, vamos caracterizar a
A-equivaléncia entre Gy e G, utilizando as fun¢oes alturas (que sdo familias geradoras)

e H,4, € assim que vamos enunciar e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 5.5. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

1. Gy e G, sao A-equivalentes.
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2. Gy e G, sao Lagrangianos equivalentes.

3. Hy e H, sio RT-equivalentes.

Demonstracgao: As afirmagoes em 2. e em 3. sao equivalentes, pelo Teorema 4.31 e pela

Observagao 4.17. Para concluir, mostremos que 1. implica 2. e 3. implica 1.

Suponhamos que Gy e G, sao A-equivalentes. Assim, existem difeomorfismos

v M— Mep:S"— S" tais que G, 09 = p o Gy, isto ¢, que fazem o diagrama

MiS"

of e

M ——S"

g

comutar. Utilizando a notacdo da Proposi¢ao 5.3 e o comentario apds a sua demonstracao,
obtemos o diagrama

X
M09 g

37

M —— 04>n
Cg Cg Xy S

comutativo, sendo 1o : C} — CY definida por

Yo(Gr(p),p) = (Gg(¥(p)), ¥ (p))-

Consideremos a equivaléncia Lagrangiana ¢* : T*S" — T*S" induzida por ¢ (veja a

Proposigao 3.44), definida por

P (v,0) = (p(v), ¢ o (dp,) ),

que, pela identificacdo entre T*S™ e o espaco de todas as retas orientadas R, em R"H!

(veja o Teorema 3.23), pode ser reescrita na forma
o' {v+tu:teR}u) = <{((v — (v,u)u)’ o (dgou)_l)u +tp(u) : t € R} : gp(u)) :
Dai,

o ({f () +1Gs(p) : t € R}, Gy(p) = ({&" +10(Gs () : t € R}, p(G4(p)))
= ({9(¥(p) +1G,(¢(p)) : t € R}, Gy((p)))

sendo ¢ = (f(p) = (f(9), Gs(n))Gr ()’ © (dipg, ). Logo,
p'(CY) =Cy

e, portanto, ¢* é uma equivaléncia Lagrangiana entre Gy e G,.
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Suponhamos, agora, que H; e H, sdo RT-equivalentes. Assim, existe um difeomor-
fismo fibrado © : §" x M — S™ x M, na forma © = (¢, h), e uma fungao diferenciavel
@ : S"™ — R tais que

Hg(v,p) = Hs(e(v), h(v,p)) + D(v),

onde h:S" x M — M e ¢ : S* — S". Diferenciando em relacao a p temos

My o Oy o 0D
8]9 (U7p) - 8p (@(U7p))ap(v7p)

Como, para cada v € S™, a aplicacdo p — h(v,p) é um difeomorfismo, temos que

OH,
dp

(0.0) =0 = P4 00.p) = 0.

Logo, (v,p) € Cf se, e somente se, O(v, p) € C} e, portanto, O(CY) = CY. Dai, para cada
peM,

(0(Gg(p)); M(Gy(p), 1)) = O(Gy(p). p) € CY,
o que implica que

#(Gg(0)) = Gr(h(Gy(P), p))-

Assim, considerando hg : M — M definida por

ho(p) = h(Gy(p), p),

temos que hg é um difeomorfismo e

Groho(p) = Gr(h(Gy(p),p))
= ¢(G(p))
= poGy(p),
para todo p € M, isto é,
gf o hO =@o gg7

mostrando que Gy e G, sao A-equivalentes e isto conclui a demonstragao. O
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6 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi caracterizar a A-equivaléncia entre aplicagdes de Gauss
com a proposta de identificar tais aplicagoes como aplicagoes Lagrangianas e aplica¢oes
catastrofe associados a funcgoes altura. Foi assim que temos os seguintes resultados,
no Capitulo 4 o Teorema 4.31 que nos diz que, germes de aplicagoes Lagrangianas sao
Lagrangianos equivalentes se, e somente se, suas familias geradoras associadas sao R*-
equivalentes estaveis e no Capitulo 5 primeiro o Teorema 5.1 que prova que a aplicacao
de Gauss de M, uma variedade orientavel, ¢ uma aplicacdo Lagrangiana e segundo o
Teorema 5.4 que identifica a aplicagao de Gauss da variedade M como uma aplicagao
catdstrofe. E assim que concluimos que tal caracterizacao é possivel, tendo como resultado
final o Teorema 5.5 que diz: Dadas as aplicacoes de Gauss Gy e G, e sendo suas funcoes
alturas (que sao familias geradoras) asociadas Hy e H, respectivamente, entdo as seguintes

afirmagdes sao equivalentes:

1. G; e G, sdo A-equivalentes.
2. Gy e G, sao Lagrangianos equivalentes.

3. "y e H, sdo Rt-equivalentes.
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