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RESUMO

Neste trabalho, analisaremos a existência, unicidade e comportamento assintótico
para um sistema de Timoshenko com distintos tipos de dissipação, empregando a técnica
de semigrupos de operadores lineares. Ao longo do trabalho, estudaremos a boa colocação
para três tipos de dissipação na fronteira e vamos impor condições sobre o sistema
para garantir estabilidade exponencial. Para existência e unicidade, vamos fazer uma
abordagem estudando o sistema como um problema de Cauchy Abstrato na teoria de
semigrupos de operadores, fazendo uso de ferramentas como: espaços de Sobolev, Espaços
de Hilbert e análise funcional, isto para cada um dos casos estudados. Para a estabilidade
exponencial das soluções do Problema abstrato de Cauchy, vamos utilizar distintas técnicas
incluindo: imersões nos espaços de Sobolev, teoria espectral de operadores lineares e
algumas desigualdades clássicas da análise funcional.

Palavras-chave: 1. Sistemas de Timoshenko. 2. Dissipação na fronteira. 3. Existência e
unicidade 4. Decaimento exponencial.



ABSTRACT

In this work, we will analyze the existence, uniqueness and asymptotic behavior
for a Timoshenko System with distinct types of dissipation, employing the technique of
semigroups of linear operators. Throughout the work, we will study well-posedness for
three types of dissipation on the boundary and we will impose conditions on the system
to ensure exponential stability. For existence and uniqueness, we will take an approach by
studying the system as an Abstract Cauchy problem in the semigroup theory of operators,
making use of tools such as: Sobolev spaces, Hilbert spaces and functional analysis, this
for each case studied. For the exponential stability of the solutions of the Abstract Cauchy
Problem, we will use different techniques included: immersions in Sobolev spaces, spectral
theory of linear operators and some classical inequalities of functional analysis.

Keywords: 1. Timoshenko Systems. 2. Dissipation. 3. Existence and uniqueness 4.
Exponential decay.
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho, vamos estudar o comportamento assintótico de um sistema de
Timoshenko, o qual modela as vibrações de uma corda de comprimento finito, e que é objeto
de pesquisa principalmente por: engenheiros, físicos e matemáticos, porque tem aplicações
em áreas como: aeronáutica, robótica, estruturas, entre outras. Mais especificamente,
trabalharemos no estudo qualitativo do sistema de Timosheko a seguir:

ρ1φtt + κ(φx + ψ)x = 0
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) = 0,

onde ρ1 = ρA, ρ2 = ρ, b = EI e κ = kAG, são contantes positivas dadas pelo fenômeno.
As especificações deste sistema, vamos estudá-las no capítulo 2, na seção 2.5, onde iremos
fazer uma abordagem breve sobre este modelo. O modelo de acima foi desenvolvido no
ano 1921, por Stephen Prokfievich Timosheko (ver [1]) e desde então foram estudados
uma grande quantidade de casos para o mesmo sistema, sejam em casos de dissipação da
energia ou outras propriedades associadas ao estudo das vigas, dentre estas referências
podemos citar: casos de dissipação do tipo friccional ver [2], casos de dissipações do tipo
térmico ver [3], elásticos e combinações destes ver [4], ou para efeito de memória parcial ver
[5]. Para o estudo do sistema, vamos fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupo,
estudando o problema, desde um problema abstrato de Cauchy associado (ver [6]);

dV

dt
= AV (t) t > 0

V (0) = V0,

onde V0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1) e A : D(A) ⊂ H → H é um operador associado ao sistema,
não necessariamente limitado e definido em H, um espaço de Hilbert. Então, em virtude
de: o método da energia, ferramentas da análise funcional na teoria de operadores, teoria
de semigrupos de operadores, baseado em teoremas como: o Teorema de Hille-Yosida e
o Teorema de Lummer-Phillips, podemos obter, resultados de existência e unicidade de
soluções. Adicionalmente, o estudo da estabilidade das soluções do sistema de Timoshenko,
também é equivalente ao estudo da estabilidade da solução do problema abstrato de
Cauchy, então, dependendo do tipo de dissipação, podem ser usadas distintas técnicas, no
estudo do comportamento assintótico.

A estrutura deste trabalho é a seguinte: No capítulo 2, vamos dar noções das
ferramentas usadas para desenvolver o problema abordado, dividido em 5 seções: espaços
normados e operadores lineares, espaços Lp, espaços de Sobolev, semigrupos de operadores
e sobre o modelo de Timoshenko, isto para conduzir a uma compreensão sequencial com
definições, propriedades e teoremas, enquadrado em uma estrutura completa, mas sem
demonstrações.
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No capítulo 3, estudaremos o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com
dissipação na fronteira: Dirichlet num extremo da viga e dissipação do tipo Neumman no
outro, ou seja:

φ(0, t) = ψ(0, t) = 0
κ(φx + ψ)(L, t) = αφt(L, t)

bψx(L, t) = βψt(L, t).

Aqui, vamos abordar o sistema desde a teoria de semigrupos, isto é, estudaremos o problema
de Cauchy equivalente na teoria de semigrupos, veremos que o operador A associado ao
sistema, verifica as condições para o teorema de existência e unicidade para o problema
Abstrato de Cauchy, vamos fazer isso, a partir de técnicas da análise funcional, mais
especificamente, propriedades de operadores lineares e espaços de Hilbert. Neste caso,
para a estabilidade exponencial das soluções, vamos proceder de forma direta, seguindo
as ideias apresentadas em [7], esta prova será dada de forma geral (isto é, para qualquer
relação entre os coeficientes do sistema) servindo de exemplo e motivação para o seguinte
caso de dissipação no próximo capítulo, onde não é possível mostrar em geral o decaimento
exponencial.

No capítulo 4, vamos estudar o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com um
segundo caso de dissipação na fronteira: Num dos extremos da viga Dirichlet, e no outro
extremos Neumman apenas na função ψ e Dirichlet em φ, ou seja;

bψx(L, t) = γψt(L, t)
φ(0, ·) = 0, φ(L, ·) = 0, ψ(0, ·) = 0.

Neste caso, vamos estudar o problema baseado em [8], com a diferença que a dissipação
trabalhada neste artigo é no outro extremo da viga. Além disso, diferentemente do caso
anterior, temos que impor a condição

b

ρ2
= κ

ρ1
,

para garantir a estabilidade exponencial, porque no caso geral é apenas possível mostrar
estabilidade polinomial, ver [9]. Vamos provar estabilidade exponencial por a caracterização
dada pelo Teorema de Prüss, ver Teorema 2.4.6. Assim, analisaremos propriedades do
conjunto resolvente e do operador resolvente da A. Os resultados expõem em detalhes as
condições para que o sistema possua decaimento.

Para finalizar, no capítulo 5, consideramos sistema de Timoshenko do capítulo
anterior e introduzimos um efeito térmico, aumentando o grau de dificuldade com respeito
a sua abordagem. Vamos impor condições nas constantes do sistema, para que tenha
energia associada dissipativa e assim garantir a existência e unicidade a partir da teoria
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de semigrupo. O sistema é,

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) + βθx = 0

aϑtt − κ0ϑxx + βψxt = 0,

onde a temperatura θ e o deslocamento térmico ϑ estão relacionados pela equação

ϑt(t, x) = θ(t, x) ,

com as condições iniciais (Timosheko)

φ(0, ·) = φ0, φt(0, ·) = φ1 ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1

e (efeito térmico)

ϑ(0, ·) = ϑ0(x), ϑt(0, ·) = θ0(x),

considerando a dissipação

bψx(t, L) = −γψt(t, L),

onde γ é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condições de contorno:

φ(·, 0) = 0, φ(·, L) = 0, ψ(·, 0) = 0, .

e (Dirichlet) para θ, ou seja,

θ(·, 0) = 0, θ(·, L) = 0.

Na última seção, vamos mencionar os problemas encontrados no desenvolvimento do
trabalho, possíveis abordagens a problemas que surgem a partir dos apresentados aqui e
mencionamos, uma breve análise e comparação sobre os resultados obtidos.
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2 PRELIMINARES

A seguir apresentaremos definições e resultados básicos, que serão úteis no desen-
volvimento deste trabalho. Introduziremos conceitos como: espaços Lp, distribuição e
espaços de Sobolev. Também apresentaremos uma parte fundamental da teoria básica de
semigrupos, conceitos da análise funcional e alguns exemplos simples.

2.1 ANÁLISE FUNCIONAL

Nesta seção, vamos introduzir o conceito de espaço de Banach, propriedades de
operadores lineares e bilineares, e algumas desigualdades clássicas, esses conceitos vamos
usar posteriormente na seção da teoria de semigrupos de operadores.

Definição 2.1.1. Seja X um K-espaço vetorial. Uma norma em X é uma função
∥ · ∥X : X → R+

0 tal que:

1. ∥x∥X = 0 se, e somente se, x = 0

2. ∥λx∥X = |λ|∥x∥X para todos λ ∈ K e todo x ∈ X

3. ∥x+ y∥X ≤ ∥x∥X + ∥y∥X para todos x, y ∈ X.

Observação 2.1.1. Ao par (X, ∥ · ∥X) chamamos de espaço normado. Usualmente chamare-
mos só de X.

Definição 2.1.2. Seja X um espaço normado. Dizemos que X é um espaço de Banach se
toda sequência de Cauchy em X é convergente, na métrica induzida pela norma.

Definição 2.1.3. Seja X um espaço vetorial normado e ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 duas normas em X.

Vamos dizer que a norma ∥ · ∥1 é equivalente à norma ∥ · ∥2 quando existem constantes
a > 0 e b > 0, tais que:

a∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ b∥x∥1 para todos x, y ∈ X.

Definição 2.1.4. Sejam X um espaço vetorial normado e (xn)n uma sequência em X.

Considere sn =
n∑
i=1

xi a sequência de somas parciais da série sn =
∞∑
i=1

xi. Se existir o limite

lim
n→∞

(sn) = s, dizemos que a série sn =
∞∑
i=1

xi é convergente e s o chamamos soma da

série. Se (sn)n não convergir, vamos dizer que a série sn =
∞∑
i=1

xi é divergente e dizemos

que uma série sn =
∞∑
i=1

xi é absolutamente convergente, se a série numérica sn =
∞∑
i=1

∥xi∥X
converge.
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Proposição 2.1.1. Seja (xn)n um sequência em X tal que para todo n ∈ N existe um

número real Mn ≥ 0 satisfazendo ∥xn∥X ≤ Mn. Se
∞∑
i=1

Mn é convergente, então sn =
∞∑
i=1

xi

é absolutamente convergente.

Demonstração. Ver [10] seção 12 página 175.

Proposição 2.1.2. Suponha que (fn : A → X)n é uma sequência de funções definidas em
um conjunto A e que exista uma sequência de números positivos (Mn)n satisfazendo que

para todo n ∈ N cumpre para todo x ∈ A, ∥fn(x)∥X ≤ Mn. Se
∞∑
i=1

Mn é convergente, então
∞∑
i=1

fn(x) converge absolutamente e uniformemente.

Demonstração. Ver [10] pagina 179, Teorema 5.

Vamos introduzir noções sobre operadores lineares e bilineares.

Definição 2.1.5. Sejam X e Y dois K-espaços vetoriais normados. vamos dizer que um
operador T : D(T ) ⊂ X → Y é linear quando:

T (x+ λy) = T (x) + λT (y) para todo λ ∈ K e todos x, y ∈ D(T ).

Definição 2.1.6. (Forma Sesquilinear). Seja V um espaço vetorial complexo. Uma forma
sesquilinear de V é uma aplicação

a : V × V → C

(u, v) 7→ a(u, v)

que satisfaz as seguintes condições:

1. a(u+ v, w) = a(u,w) + a(v, w) para todo u, v, w ∈ V.

2. a(λu,w) = λa(u,w) para todos u,w ∈ V e todo λ ∈ C

3. a(u, v + w) = a(u, v) + a(u,w) dados u,w ∈ V. para todo

4. a(u, λw) = λ̄a(u,w) para todo λ ∈ C.

Definição 2.1.7. Uma forma sesquilinear sobre um espaço normado X. a(·, ·) é denomi-
nada limitada, se existe uma constante c > 0 tal que:

|a(u, v)| ≤ c∥u∥X∥v∥X , para todo u, v ∈ X.

Definição 2.1.8. Uma forma sesquilinear sobre um espaço normado X. a(·, ·) chamaremos
de coerciva, se existe uma constante c > 0 tal que:

Re(a(u, v)) ≥ c∥v∥2
X , para todo v ∈ X.
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Definição 2.1.9. Sejam X e Y espaços normados. Chamaremos uma transformação
linear T : X → Y de limitada, se existe uma constante c > 0 tal que:

∥T (v)∥ ≤ c∥v∥X para todo u ∈ X.

Definição 2.1.10. Seja V um espaço vetorial complexo. chamamos de antilinear um
funcional T : V → C se:

1. T (u+ v) = T (u) + T (v) para todo u, v, w ∈ V.

2. T (λu) = λ̄T (u) para todo u ∈ V e todo λ ∈ C.

Definição 2.1.11. Se X é um espaço vetorial normado, denotamos por X ′ o espaço de
Banach L(X,C) = {T : X → C|T é um operador linear e limitado} e vamos chamá-lo
dual topológico de X.

Teorema 2.1.1. (Lax-Milgran). Sejam H um espaço de Hilbert e

a : H × H → C

uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Então, para todo funcional antilinear limitado
T : H → C existe um único u ∈ H. tal que

a(u, v) = T (v) para todo v ∈ H.

Demonstração. Ver [11], Corolário 6.6.2, página 529.

Observação 2.1.2. Este teorema será uma ferramenta muito útil na busca de soluções fracas
de sistemas de equações parciais elípticas.

Definição 2.1.12. Seja X ̸= {0} um espaço vetorial normado complexo e T : D(T ) ⊂
X → X um operador linear. Um valor regular λ de T é um número complexo tal que:

1 Existe o operador (T − λI)−1

2 (T − λI)−1 é um operador limitado

3 O domínio de (T − λI)−1 é denso em X.

Definição 2.1.13. Definimos o conjunto resolvente de T como o conjunto de todos os
valores regulares de T e escrevemos

ρ(T ) = {λ ∈ C : λ é um valor regular }.

Ao conjunto complementar o denotamos por σ(T ) = C \ ρ(T ) e chamamos de espectro T .

Observação 2.1.3. O espectro de um operador T pode ser decomposto em três partes
disjuntas:
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1. Espectro pontual, representado por σp(T ), são formados por todos os valores λ ∈ C
tais que λI − T não é injetor. Os valores em σp(T ) são chamados de autovalores.

2. Espectro contínuo, representado por σc(T ) formado por todos os valores λ ∈ C tais
que λI − T é injetor, tem imagem densa e não é sobrejetor.

3. Espectro residual, representado por σr(T ) formado por todos os valores λ ∈ C tais
que λI − T é injetor, não é sobrejetor e tem imagem que não é densa.

Definição 2.1.14. Um operador T ∈ L(X, Y ) é compacto se para cada sequência (xn)n
limitada em X, a sequência (T (xn))n tem uma subsequência convergente em Y.

Definição 2.1.15. (Operador com resolvente compacto). Seja X um espaço de Banach e
A : D(A) ⊂ X → X um operador linear com resolvente não vazio. Dizemos que, A possui
resolvente compacto, se existe λ ∈ ρ(A) tal que o operador (λI − A)−1 é compacto.

Definição 2.1.16. Sejam X e Y espaços de Banach com Y ⊂ X. Dizemos que Y está
imerso compactamente em X quando a aplicação inclusão i : Y → X é compacta em Y .

Definição 2.1.17. Sejam X um espaço vetorial e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear. Dizemos que 0 ̸= x ∈ D(A) é autovetor de A quando existe λ ∈ C tal que Ax = λx.
Nesse caso dizemos que λ é autovalor de A associado a x.

Proposição 2.1.3. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear com resolvente compacto. Então, σ(A) é composto apenas por autovalores de A.

Demonstração. Ver [12] , Corolário 1.15.

Lema 2.1.1. Sejam X um espaço de Banach e S : X → X um operador linear contínuo
com inversa contínua. Se B ∈ L(X) satisfaz

∥B∥L ≤ 1
∥S−1∥L

,

então S +B é um operador linear inversível, com inversa contínua.

Demonstração. Ver [6] , página 90, Lema 2.12.1.

Lema 2.1.2. Se 0 ∈ ρ(A), então existe λ > 0, tal que λ ∈ ρ(A).

Demonstração. Temos que mostrar (λI − A) é invertível e sua inversa é contínua, ou seja,
o operador (λI − A)−1 existe e é contínuo.
Então, como 0 ∈ ρ(A), temos que λI − A = A(λA−1 − I), no domionio de A. Mais ainda,
λ = 1

2∥(A)−1∥H
> 0. Logo, escrevemos S = −I e B = λA−1, então, notamos que

∥B∥H = ∥λA−1∥H = 1
2 <

1
∥S∥H

.
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Além disso, em virtude de que S + B = λA−1 − I, então, do Lema 2.1.1, temos que
λA−1 − I é invertível e com sua inversa contínua, novamente, como 0 ∈ ρ(A), então
A(λA−1 − I) é invertível, portanto λI−A é invertível, com inversa contínua (λI − A)−1 =
(A(λA−1 − I))−1.

Definição 2.1.18. Operador dissipativo. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que
um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo, se para todo x ∈ A existe
x∗ ∈ {x∗ ∈ X∗ |⟨x∗, x⟩ = ∥x∥2 = ∥x∗∥∗}, tal que Re⟨x∗, x⟩ ≤ 0.

Teorema 2.1.2. Seja X um espaço de Banach. Considere A um operador dissipativo em
H. Se para algum λ0 > 0 se cumpre que im(λ0I − A) = H, então im(Iλ− A) = H para
todo λ > 0.

Demonstração. Ver teorema 4.5, página 15, em [13].

Teorema 2.1.3. Considere A um operador dissipativo em H cumpre que im(I −A) = H.
Se H é reflexivo então D(A) = H.

Demonstração. Ver teorema 4.6, página 16 em [13].

As seguintes desigualdades são fundamentais, para construção dos espaços Lp e o
cálculo de estimativas.

Proposição 2.1.4. Sejam números reais a, b ≥ 0 e p ≥ 1. Então

(a+ b)p ≤ 2p(ap + bp)

Demonstração. Ver [14], página 87, Lema 5.2.3.

Proposição 2.1.5. Sejam números reais a, b ≥ 0 e p, q > 1. São tais que 1
p

+ 1
q

= 1 então

ab ≤ ap

p
+ bp

q
.

Demonstração. Ver [14], página 171, Lema 8.2.12.

Lema 2.1.3. Sejam a e b números reais não negativos e 0 < λ < 1 Então,

aλb1−λ ≤ λa+ (1 − λ)b

Demonstração. Ver [14], página 171, Lema 8.2.12.

Proposição 2.1.6. Sejam números reais a, b ≥ 0 e p, q > 1. São tais que 1
p

+ 1
q

= 1 e
dado ε > 0 temos que

ab ≤ c(ε)ap + εbq.

Demonstração. Ver [14], página 171, Lema 8.2.12.
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2.2 ESPAÇOS Lp

Nesta seção, vamos apresentar conceitos básicos e propriedades, sobre os espaços Lp,
estes serão fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, devido a que estaremos
trabalhando tanto nestes espaços, como em subespaços deles.

Definição 2.2.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto e seja 0 < p < ∞. Seja Lp(Ω) o conjunto de todas
as funções mensuráveis f : Ω → R tais que |f |p é integrável (no sentido Lebesgue ) em
Ω. vamos dizer que duas funções f, g ∈ Lp(Ω) são equivalentes (f ∼ g), se f = g quase
sempre em Ω. Indicamos por Lp o conjunto Lp = Lp(Ω)/ ∼.

Observação 2.2.1. Seja Ω ⊂ Rn e seja 1 < p < ∞.
Então Lp(Ω) é um espaço vetorial.
Lp(Ω) é um espaço de Banach, com norma

∥f∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

. (2.2.1)

Ver [15].

Teorema 2.2.1. (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ Rn aberto e sejam p e q expoentes
conjugados, se 1 ≤ p ≤ ∞. Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) , então fg ∈ L1(Ω) e

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) ∥g∥Lq(Ω) .

Demonstração. Ver [15], página 92, Teorema 4.6.

Teorema 2.2.2. (Desigualdade de Minkowski). Sejam f, g ∈ Lp(Ω) e, 1 ≤ p ≤ ∞ então

∥f + g∥Lp(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) + ∥g∥Lp(Ω) .

Demonstração. Ver [16], páginas 13-15.

Definição 2.2.2. Seja X um espaço vetorial sobre K. Um produto interno sobre X é uma
aplicação (·, ·) : X ×X → K que cumpre com

1. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) para todo x, y, z ∈ X.

2. (λx, y) = λ(x, y) dados x, y ∈ X. para todos λ ∈ C.

3. (z, y) = (y, z) para todos z, y ∈ X.

4. (x, x) > 0 se x ∈ X\{0}.

Definição 2.2.3. Seja H um espaço vetorial sobre um corpo K (reais ou complexos) e
(·, ·)H um produto interno, então H é um espaço de Hilbert se for completo (Espaço de
Banach) com a norma induzida pelo produto interno:

∥x∥2
H = (x, x)H
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Teorema 2.2.3. O espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert, com produto interno dado por:

(f, g) =
∫

Ω
f(x)g(x) dx, para qualquer f, g ∈ L2(Ω).

Demonstração. Ver [17], Corolário 2.18, página 31.

Observação 2.2.2. A norma usual em L2 é a norma que provem do produto interno
apresentado aqui, mais precisamente a norma na equação (2.2.1).

Definição 2.2.4. Seja Ω ⊂ Rn aberto e φ : Ω → R uma função continua. O Suporte de φ
é o conjunto

supp(φ) = {x ∈ Ω : φ(x) ̸= 0}

Denota-se por C0(Ω) = {φ ∈ C(Ω) : supp(φ) é um conjunto compacto }.

Observação 2.2.3. Denotamos por C∞
0 (Ω), ao espaço das funções infinitamente diferenciáveis

com suporte compacto.

Proposição 2.2.1. Se Ω ⊂ Rn é aberto e 1 ≤ p < ∞, então C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω).

Demonstração. Ver [17], Teorema 2.30, página 38.

Teorema 2.2.4. (Du Bois Raymond) Seja f ∈ Lp(Ω) tal que:∫
Ω
f(x)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (Ω).

Então f = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Ver [18], Proposição 4, página 20.

2.3 ESPAÇOS DE SOBOLEV

Nesta seção, vamos a dar noções sobre: espaço das distribuições, derivada fraca,
espaços de Sobolev, imersões contínuas nos espaços de Sobolev e algumas desigualdades
importantes. Esta seção é fundamental, pois as soluções dos sistemas que abordaremos,
serão soluções fracas nos espaços de Sobolev.

Agora, se num sistemas equações diferencias parciais os dados inicias ou as condições
de fronteira, não tem suficiente regularidade, podemos ter dificuldades na busca de soluções,
o que nos leva a dar um novo conceito de derivada, que permita a abordagem desses
problemas. Então, vamos introduzir algumas definições preliminares a este conceito.

Definição 2.3.1. Seja (φµ)µ ⊂ C∞
0 . Dizemos que (φµ)µ é convergente a φ ∈ C∞

0 se
satisfaz as seguintes condições:

1. Existe um compacto K, tal que supp(φµ − φ) ⊂ K
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2. Para cada α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn, e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, a sequencia Dαφµ

converge uniformemente para Dαφ em K, onde Dα representa o operador derivação

de ordem α dado por Dαφ = ∂|α|φ
∂

α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂

αn
xn
, com |α| =

n∑
i=1

αi.

Observação 2.3.1. O espaço C∞
0 com esta noção de convergência o chamaremos de espaço

das funções teste e o denotamos por D(Ω).

Definemos distribuição sobre Ω, a toda transformação linear T sobre D(Ω) que
é contínua no sentido da convergência definida sobre D(Ω). O conjunto de todas as
distribuições sobre Ω é um espaço vetorial, o qual o representamos por D′(Ω). Dizemos
que uma sucessão (Tµ)µ ⊂ D′(Ω), é convergente para T ∈ D′(Ω), quando a sucessão
numérica (⟨Tµ, φ⟩)µ∈N converge para ⟨T, φ⟩ ∈ R, para toda φ ∈ D(Ω), onde ⟨T, φ⟩ = T (φ)
e ⟨Tµ, φ⟩ = Tµ(φ).

Observação 2.3.2. Se consideramos uma distribuição T, sobre D(Ω) e α ∈ Nn, a derivada
de ordem α de T no sentido das distribuições, a definimos por,

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T,Dαφ⟩ para toda φ ∈ D′(Ω).

Além disso, podemos verificar que a aplicação D′(Ω) → D′(Ω) definida por T 7→ DαT, é
linear e contínua no sentido da convergência definida em D′(Ω).

Definição 2.3.2. (Derivada fraca). Sejam Ω ∈ Rn, um multi-índice α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
Nn, 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ L1

loc(Ω). vamos dizer que uma função g ∈ L1
loc(Ω) é a derivada

parcial fraca de ordem α de f quando∫
Ω
f(x)Dαφ(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω
g(x)φ(x) dx, ∀φ ∈ C∞

0 (Ω).

Observação 2.3.3. Se f ∈ Ck(Ω), então f possui derivada parcial fraca de ordem α e esta
coincide com sua derivada parcial clássica de ordem α, para todo α satisfazendo |α| ≤ k.

Ver [19].

Definição 2.3.3. (Espaços de Sobolev Wm,p). Sejam Ω um conjunto aberto do Rn,
1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. O espaço Wm,p(Ω) é um subespaço de Lp(Ω) formado pelas classes
de funções f ∈ Lp(Ω) tais que, para todo multi-índice α com |α| ≤ m, Dαf existe (no
sentido fraco) e está em Lp(Ω).

Observação 2.3.4. Se f ∈ Wm,p(Ω), então f possui derivada distribucional de ordem α e
esta coincide com sua derivada parcial fraca de ordem α, para todo α satisfazendo |α| ≤ m.

No espaço Wm,p(Ω) definimos ∥ · ∥Wm,p por

∥f∥Wm,p =
∑

|α|≤m
∥Dαf∥Lp ,

então, podemos mostrar que ∥ · ∥Wm,p , define uma norma em Wm,p(Ω).
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Teorema 2.3.1. Wm,p(Ω) com a norma ∥ · ∥Wm,p é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [17], Teorema 3.3.

Observação 2.3.5. O espaço Wm,2(Ω) munido com a norma ∥·∥Wm,2 é um espaço de Hilbert,
denotado por Hm(Ω) e no qual o produto interno é dado por

(f, g)Hm =
∑

|α|≤m
(Dαf,Dαg)L2 .

Observação 2.3.6. Notemos que ∥ · ∥Wm,2 provem de (f, g)Hm .

Definição 2.3.4. (Espaço Wm,p
0 (Ω)). Sejam Ω um conjunto aberto do Rn e 1 ≤ p ≤ ∞.

O espaço Wm,p
0 (Ω) é o espaço vetorial formado pelo fecho de C∞

0 em Wm,p(Ω).

Observação 2.3.7. Da definição de Wm,p
0 (Ω), temos que (Wm,p

0 (Ω), ∥ · ∥Wm,p) é um espaço
de Banach. Denotamos Wm,2

0 (Ω) por Hm
0 (Ω).

Observação 2.3.8. Agora, vamos introduzir um teorema que é muito útil e vamos usar
neste trabalho diversas vezes no momento de fazer estimativas que estão relacionadas com
a função e sua derivada.

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Poincaré) Sejam Ω um conjunto aberto limitado do Rn

e 1 ≤ p ≤ ∞, então existe uma constante Cp > 0, tal que

∥f∥Lp ≤ Cp∥∇f∥Lp para todo f ∈ Wm,p
0 (Ω)

Demonstração. Ver [19], Teorema 1. pagina 275.

Teorema 2.3.3. Seja Ω um conjunto aberto conexo e limitado de Rn. Se a identidade de
H1(Ω) em L2(Ω) é compacta, então temos que para todo u ∈ H1(Ω), se cumpre

∥u∥2
L2 − 1

med(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω
u(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ C
n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥

2

L2

,

onde C = C(Ω) > 0 é uma constante positiva dependente de Ω.

Demonstração. Ver [20] , página 127, proposição 2.

Corolario 2.3.1. Vamos supor que Ω é um conjunto aberto conexo e limitado com fronteira
Γ clase C1, onde Γ = Γ1 ∪ Γ2 e Γ2 têm medida positiva, além disso, se cumpre que

VΓ2 = {u ∈ H1(Ω) : u
∣∣∣∣
Γ2

= 0}

é fechado no espaço H1(Ω), então

∥u∥VΓ2
=

n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
L2

é uma norma equivalente à norma usual de H1(Ω).
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Demonstração. Ver [20], página 129, Remark 4.

Teorema 2.3.4. (Integração por partes). Sejam Ω ⊂ R um intervalo e 1 ≤ p ≤ ∞. Se

u, v ∈ W 1,p, então u v ∈ W 1,p. Além disso ∂(u v)
∂x

= ∂u

∂x
v + u

∂v

∂x
e

∫ β

α

∂u

∂x
(x) v(x) dx = u(β) v(β) − u(α) v(α) −

∫ β

α
u(x) ∂v

∂x
(x) dx

quaisquer sejam α, β ∈ Ω.

Demonstração. Ver Lema 8.2. em [15]

Observação 2.3.9. Este teorema é muito útil para conseguir a derivada fraca quando
conhecemos condições de anulação nos limites da integral.

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES

Nesta seção, apresentaremos, a teoria básica de semigrupos de operadores, na qual
será baseada a abordagem dos problemas apresentados neste trabalho. Vamos introduzir
um exemplo de motivação, para destacar as propriedades que eles tem em operadores
limitados e estenderemos estes conceitos a operadores não necessariamente limitados. Esta
teoria é bem utilizada em problemas de equações diferenciais parciais, entre os exemplos
mas famosos podemos citar, equação do calor, equação da onda e mistura destas.

Definição 2.4.1. Seja X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos operadores lineares
limitados de X. Dizemos que uma aplicação S : R+ → L(X) é um semigrupo de operadores
lineares limitados se:

(i) S(0) = I.

(ii) S(s+ t) = S(s)S(t) para todos s,t ∈ R+.

e chamaremos de semicontínuo ou classe C0, se

(iii) lim
t→0+

(∥(S(t) − I)x∥X) = 0. ∀x ∈ X

Definição 2.4.2. (Gerador Infinitesimal). Considere

D(A) = {x ∈ X : lim
t→0+

(
S(t) − I

t
x

)
existe }.

O operador A definido por

Ax = lim
t→0+

(
S(t) − I

t
x

)
chamamos de gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Exemplo 2.4.1. Se A é um operador limitado, então T (t) = eAt é um semigrupo, onde

eAt =
∞∑
n=0

tnAn

n! = t0A0

0! + t1A1

1! + . . .

Demonstração. ver [21], Teorema 1.57, página 43.

Proposição 2.4.1. Sejam X um espaço de Banach e A ∈ L(X), para todo t > 0 definimos

T (t) = eAt = IX +
∞∑
n=1

tnA
n

n! .

Então

1. T (t) ∈ L(X) e ∥T (t)∥LX
≤ et∥A∥LX .

2. lim
t→0

(∥T (t) − I∥LX
) = 0.

3. lim
t→0

∥∥∥T (t)−I
t

− A
∥∥∥

LX

= 0.

Demonstração. Para provar 1. Primeiramente, lembremos que, se A,B ∈ L(X), então se
cumpre que AoB ∈ L(X) e ∥AoB∥LX

≤ ∥A∥LX
∥B∥LX

, portanto para n ∈ N, temos que

∥tnAn∥LX

n! ≤ tn

n!∥A∥nLX
:= Mn.

Agora, como a serie
∞∑
i=1

Mn converge para et∥A∥LX , em virtude da Proposição 2.1.1, obtemos

que
∞∑
i=1

tnAn

n! é absolutamente convergente e

∥T (t)∥LX
=
∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

tnA
n

n!

∥∥∥∥∥
LX

= lim
N→∞

∥∥∥∥∥
N∑
n=0

tnA
n

n!

∥∥∥∥∥
LX

≤ lim
N→∞

N∑
n=0

tn

n!∥A∥nLX

= et∥A∥LX .

Provemos 2.
Notamos que,

T (t) − IX =
∞∑
n=0

tnA
n

n! − IX =
∞∑
n=1

tnA
n

n! .

Logo, como tomaremos limite de t para 0, sem perda de generalidade podemos considerar
t ≤ 1 e definimos para cada n a função fn : [0, 1] → L(X) por

fn(t) = tnAn

n! ,
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logo, para t ∈ [0, 1], podemos ver que

∥fn(t)∥LX
= ∥t

nAn

n! ∥LX
≤

∥A∥nLX

n! = Mn,

daí, como a serie ∑∞
i=1 Mn é convergente, em virtude da Proposição 2.1.2, concluimos que∑∞

i=1 fn(x) converge absolutamente e uniformemente. Por outro lado, fixado n ∈ N , temos
que

lim
t→0

tn∥An∥LX

n! = 0,

mais ainda

0 ≤ ∥T (t) − IX∥LX
=
∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

tnA
n

n!

∥∥∥∥∥
LX

≤ lim
N→∞

N∑
n=1

tn

n!∥A∥nLX
. (2.4.1)

Logo, tendo em conta que a serie é convergente, podemos observar que

lim
t→0

lim
N→∞

N∑
n=1

tn

n!∥A∥nLX
= lim

N→∞

N∑
n=1

lim
t→0

tn

n!∥A∥nLX
= 0.

Então, tomando limite e substituindo igualdad acima em (2.4.1), podemos concluir que

lim
t→0

∥T (t) − IX∥LX
= 0.

Finalmente, mostremos 3.
Notamos que

lim
t→0

∥∥∥∥∥T (t) − I

t
− A

∥∥∥∥∥
LX

 =
∥∥∥∥∥

∞∑
n=2

tnA
n−1

n!

∥∥∥∥∥
LX

.

Então, é somente útilizar um argumento análogo ao que usamos em 2.

Esta proposição é motivação para o seguinte teorema e proposição, onde A é um
operador arbitrário.

Teorema 2.4.1. Se (S(t))t≥0 é um semigrupo de classe C0, então existe uma constante
ω ≥ 0 e M ≥ 0, tal que, ∥S(t)∥X ≤ Meω para todo 0 ≤ t < ∞.

Demonstração. Ver [13] Teorema 2.2. pagina 4.

Corolario 2.4.1. Se (S(t))t≥0 é um semigrupo classe C0, então para todo x ∈ X ,
t 7→ S(t)x é uma função contínua de R+

0 (os reais não negativos) em X.

Demonstração. Ver [13] Corolário 2.3. pagina 4.

Lema 2.4.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S classe C0 dado por
S(t) = eAt, então é valida a contenção

eσ(S(t)) ⊂ σ(S(t)).
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Demonstração. Ver [22] Lema 2.3.1. pagina 21.

Proposição 2.4.2. Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 com gerador infinitesimal
A

(i) Se x ∈ D(A), então S(t)x ∈ D(A) para t ≥ 0 e

Ax = d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(ii) Se x ∈ D(A), então

S(t)x− S(s)x =
∫ t

s
AS(τ)xdτ =

∫ t

s
S(τ)Axdτ.

(iii) Se x ∈ D(A), então
∫ t

0
S(τ)xdτ ∈ D(A) e

S(t)x− x = A
∫ t

0
S(τ)xdτ.

Demonstração. [13] página 4, Teorema 2.4.

Proposição 2.4.3. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 é um
operador linear fechado e seu domínio é denso em X.

(ii) Um operador linear A, fechado e com domínio denso em X, é o gerador infinitesimal
de, no máximo um semigrupo de classe C0.

Demonstração. Ver [13] pagina 5, Corollary 2.5.

Agora apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais
caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe C0 e dos semigrupos de
contrações.

Teorema 2.4.2. (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido no subespaço
vetorial D(A) ⊆ X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
S(t)t≥0 de classe C0 tal que ∥S(t)∥X ≤ 1, t > 0 é necessário e suficiente que:

(i) A seja fechado e seu domínio seja denso em X.

(ii) Que o conjunto resolvente contenha os reais positivos, R+ ⊆ ρ(A), e cumpra com a
estimativa
∥R(A : λ)∥X ≤ 1

λ
, ∀λ ∈ R+.

Demonstração. Ver [13] página 8, Theorem 3.1.
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Lema 2.4.2. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no teorema anterior e seja
R(λ : A) = (λI − A)−1 , então

lim
λ→∞

R(λ : A)x = x para todo x ∈ X.

Demonstração. Ver [13] página 9, Lema 3.2.

Agora, definimos para todo λ > 0, a Aproximação de Yosida de A por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A) − λI.

Esta família de operadores é muito importante, pois cumpre propriedades, que vão permitir
aproximar o operador A. Segue o seguinte lema,

Lema 2.4.3. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no Teorema 2.4.2 Se Aλ é a
aproximação de Yosida de A, então

lim
λ→∞

Aλx = Ax para todo x ∈ D(A).

Demonstração. Ver [13] página 10, Lema 3.3.

Segue do Teorema 2.4.2 o seguinte corolário.

Corolario 2.4.2. Seja A o operador infinitesimal de um semigrupo de contrações T (t) de
classe C0. Se Aλ é a Aproximação de Yosida de A, então

lim
λ→∞

etAλx = T (t)x ∀x ∈ X.

Demonstração. Ver [13] página 11, Lema 3.5.

Lema 2.4.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) atuando num espaço
de Hilbert H e seja B um operador linear e contínuo de H. Então, A + B é o gerador
infinitesimal do semigrupo S(t)eBt.

Demonstração. Ver [13] seção 1.5. página 17-22.

Definição 2.4.3. Dizemos que o operador A : D(A) ⊆ X → X é dissipativo num espaço
de Hilbert X, se Re(Au, u) ≤ 0, ∀u ∈ D(A).

Agora, apresentamos um importante resultado, que estabelece quais são as condições
para que um operador linear, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações
de classe C0. Este resultado o vamos usar na prova da existência e unicidade de soluções,
de todos os problemas deste trabalho.

Teorema 2.4.3. (Lummer-Phillips). Um operador linear A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo {S(t)}t≥0 de classe C0 com ∥S(t)∥X ≤ 1 se, e somente se,
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(i) o operador A é dissipativo,

(ii) o operador λ0I − A é um operador sobrejetor, para algum λ0 > 0,

(iii) o operador A é densamente definido.

Demonstração. Ver [13] página 14, Theorem 4.2.

Teorema 2.4.4. (Existência e unicidade) Seja H um espaço de Hilbert e o operador
linear A : D(A) ⊆ H → H o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0.
Considere o problema de Cauchy abstrato

dU

dt
= AU(t) t > 0

U(0) = U0

(2.4.2)

(i) se U0 ∈ D(A), então o problema (2.4.2) tem uma única solução U(t) = S(t)U0,

satisfazendo
U ∈ C1([0,∞); H) ∩ C([0,∞);D(A))

(ii) se U0 ∈ H, então o problema (2.4.2) tem uma única solução U(t) = S(t)U0 satisfa-
zendo

U ∈ C((0,∞); H).

Demonstração. Ver Teorema 2.2.2. em [23].

Teorema 2.4.5. Seja H um espaço de Hilbert e A o gerador infinitesimal do semigrupo
S(t) = eAt. Então S(t) é de contrações se, e somente se A é dissipativo.

Demonstração. Suponha que S(t) é de contrações. notamos que, em virtude da desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, temos,

(S(t)U,U) ≤ ∥S(t)U∥H∥U∥H = ∥S(t)∥H∥U∥2
H,

daí, como S(t) é de contrações, obtemos que

(S(t)U,U) ≤ ∥U∥2
H,

então,
(S(t)U,U) ≤ (U,U),

portanto, temos que
((S(t) − I)U,U) = (S(t)U − U,U) ≤ 0,

logo, tomado limite, obtemos

lim
t→0

(
(S(t) − I)U

t
, U

)
≤ 0,
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ou seja,
(AU,U) ≤ 0,

para todo U ∈ D(A). Reciprocamente, Seja U = S(t)w; w ∈ D(A), então

dU

dt
= dS(t)w

dt
,

assim, em vista do Teorema 2.4.4, segue que

dU

dt
= AS(t)w

dt
; U0 = w.

Além disso, como sabemos que
(
dU

dt
, U

)
= (AU,U). e d

dt
(U(t), U(t)) = 2

(
dU

dt
, U(t)

)
,

mais ainda, pelo fato de A ser dissipativo, obtemos

d

dt
∥U(t)∥2

H ≤ 0,

portanto, podemos concluir∫ t

0

d

ds
∥U(s)∥2

H ds = ∥U(t)∥2
H − ∥U(0)∥2

H ≤ 0,

ou equivalente
∥U(t)∥2

H ≤ ∥U(0)∥2
H,

ou seja,
∥S(t)w∥2

H ≤ ∥w∥2
H.

Agora, vamos introduzir conceitos, que vamos usar ao longo do trabalho, no estudo
do comportamento assintótico para o sistema de Timoshenko em questão.

Definição 2.4.4. (Semigrupo exponencialmente estável.) Um semigrupo S(t)t≥0 dizemos
que é exponencialmente estável, quando existem constantes α > 0 e M ≥ 1 satisfazendo

∥S(t)∥L(X ) < Me−αt ∀t ≥ 0.

Lema 2.4.5. Seja S(t)t≥0 um semigrupo definido sobre um espaço de Hilbert H, tal que

∥S(t0)U∥H < 1,

para algum t0 ∈ R, então o semigrupo S(t)t≥0 decai exponencialmente para zero.

Demonstração. Assumimos que existe t0 > 0 , tal que

α = ∥S(t0)U∥H < 1,
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então, aplicamos o algoritmo da divisão em t > 0 fixo, ou seja,

t = t0m+ r

onde m ∈ N e 0 ≤ r < t0, agora, como o operador S(t) é continuo em intervalos limitados,
então, existe M, tal que

∥S(t0)∥L(H) ≤ M para todo t ∈ [0, t0].

Logo, em virtude de que S(t)t≥0 é semigrupo, temos que

∥S(t)∥L(H) = ∥S(t0m+ r)∥L(H) = ∥S(t0m)S(r)∥L(H) = ∥S(t0)mS(r)∥L(H),

daí, como S(t) é contínuo, segue que

∥S(t)∥L(H) ≤ M∥S(t0)m∥L(H),

isto é,
∥S(t)∥L(H) ≤ Mαm

então, como temos que m = t− r

t0
, podemos concluir

∥S(t)∥L(H) ≤ Mα
t−r
t0 := Mα

−r
t0 αtγ

onde γ = 1
t0
. Logo, lembramos que

αγ = eγln(α) = e−β onde β > 0,

porque, se α < 1, então ln(α) < 0. portanto

∥S(t)∥L(H) ≤ M1e
−β,

isto é, o semigrupo S(t)t≥0 decai exponencialmente para zero.

Corolario 2.4.3. Se S(t)t≥0 decai uniformente para zero em H, então decai exponencial-
mente para zero, isto é, S(t)t≥0 é exponencialmente estável.

Demonstração. Como S(t)≥0 decai uniformemente para zero em H, temos que

lim
t→0

∥S(t)∥L(H) = 0

então, existe t0, tal que
∥S(t0)∥L(H) < 1.

Logo, do Lema 2.4.5, segue que S(t)t≥0 é exponencialmente estável.
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Observação 2.4.1. No corolário anterior foi possível conseguir decaimento exponencial por-
que o limite era uniforme em L(H), porém em [9] a estabilidade se estuda em L(D(Aα),H))
com α > 0 e o resultado de decaimento que obtemos e do tipo

∥S(t)U∥H ≤ C

t
∥U∥D(Aα)

e neste caso não conseguimos o limite uniforme em L(H) e assim não é possivél usar o
colorario anterior, mais ainda, se prova que não tem decaimento exponencial.

Agora, introduziremos condições necessárias e suficientes para garantir estabilidade
exponencial de um semigrupo classe C0. Usaremos essa caracterização no capítulo 4, para
provar a estabilidade exponencial da solução do problema apresentado.

Teorema 2.4.6. (Prüss) Seja S(t) = eAt um semigrupo de contrações classe C0 num
espacio de Hilbert H. Então S(t) é exponencialmente estável se, e somente se ocorrem as
seguintes duas condições:

(i) iR ⊂ ϱ(A),

(ii) lim
λ→∞

∥(iλI − A)−1∥H < ∞.

Demonstração. Ver Teorema em [24] ou ver Teorema 3.5.5. em [6].

2.5 MODELO TIMOSHENKO

A teoria da viga de Timoshenko, foi desenvolvida pelo engenheiro ucraniano-
americano Stephen Timoshenko, estabelecendo-se como um modelo matemático rigoroso
amplamente utilizado para descrever a vibração transversal de vigas, foi apresentado no
ano 1921, ver [1]. Historicamente, o primeiro modelo de viga importante foi a Teoria
de Vigas de Euler-Bernoulli, criada no ano de 1744. Timoshenko propôs uma melhoria
adicionando o efeito de deformação por cisalhamento. Ele mostrou, através do exemplo de
uma viga simples apoiada, que a correção de cisalhamento é quatro vezes mais importante
devido à inércia rotacional em comparação com a teoria de Euler-Bernoulli. Ver [25].

Modelo de Timoshenko: A vibração transversal da viga depende da sua geometria
e das propriedades do seu material assim como da aplicação de forças externas e torque.
Entre a propriedades geométricas usuais consideradas, temos: o comprimento da viga L,
área da secção transversal A, o momento de inércia da secção transversal I, com respeito
ao eixo central de torção, e coeficiente laminar de Timoshenko k que é um fator mudança
(k < 1) que influi na distribuição do estresse laminar de tal forma que a área efetiva da
lâmina é igual a kA. Por outro lado, as propriedades do material consideradas são: a
densidade da massa do material ρ, o módulo de rigidez G e o Módulo de Young ou Módulo
de elasticidade E. Assumimos que ρ, E,G, k, A e I são todos definidos positivos, e de
classe C2.
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– Figura 1:Viga Timosheko

Para a formulação, definimos φ o deslocamento transversal do eixo central numa
distância x do extremo esquerdo da barra num instante t. Devido ao efeito da lâmina, o
elemento originalmente retangular muda sua forma para algo parecido com um paralelo-
gramo com lados ligeiramente curvados. O ângulo de inclinação laminar ϑ é agora igual à
inclinação da curvatura ψ menos a inclinação do eixo central φx na forma

ϑ = ψ − φx

e a força de cisalhamento Q é inversa à força na lâmina interna na forma

Q = −kAGϑ = −kAG(ψ − φx).

De forma semelhante, o momento de torção M é inverso à inércia elástica interna na forma

M = −EIψx.

além disso, en vista à Figura 1, podemos descrever a força transversal e a inércia rotacional
do elemento diferencial da barra através das seguintes equações diferenciais parciais:

M + EIψx = 0 (2.5.1)
Q+ kAG(ψ − φx) = 0 (2.5.2)
Mx −Q+ ρIψtt = 0 (2.5.3)

Qx − ρAφtt = 0. (2.5.4)

Assim, as equações (2.5.1) e (2.5.3) envolvem movimento rotacional enquanto as equações
(2.5.2) e (2.5.4) envolvem deslocamento transversal do elemento diferencial da viga. Elimi-
nando M e Q das equações (2.5.1)-(2.5.4) obtemos duas equações diferenciais simultâneas
em φ e ψ:

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0 (2.5.5)
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) = 0, (2.5.6)
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onde ρ1 = ρA, ρ2 = ρ, b = EI e κ = kAG.

A equação (2.5.5) descreve o equilíbrio da força transversal por unidade de comprimento
junto com o gradiente da força na lâmina interna, enquanto a equação (2.5.6) descreve o
equilíbrio do torque rotacional por unidade de comprimento transformando-a em momento
de torção interna junto com a força laminar interna. Este formulação é conveniente para
encontrar o modo normal e a frequência de vibrações livres, cuja solução é dada na forma
de (φ, ψ). Ver detalhes em [26, 1, 27].
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3 TIMOSHENKO COM DUAS DISSIPAÇÕES NA FRONTEIRA

Neste capítulo, vamos apresentar um sistema de Timoshenko com condições, Di-
richlet num extremo da viga e dissipação tipo Neumann no outro. Vamos dividir este
capítulo em duas seções, numa vamos mostrar a boa colocação do sistema e na outra
provaremos a estabilidade do sistema.

Consideramos um efeito de vibração de uma viga homogênea de Timoshenko de
comprimento L > 0, ou seja,

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0 em (0, L) × (0,∞) (3.0.1)
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) = 0 em (0, L) × (0,∞), (3.0.2)

onde ρ1, ρ2, b, κ, são constantes positivas dadas pelo fenômeno estudado neste problema,
com condições iniciais

φ(·, 0) = φ0, φt(·, 0) = φ1, ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1 em (0, L). (3.0.3)

Assumimos efeito de dissipação em x = L para ψ e φ do tipo Neumann

bψx(L, t) = −γψt(L, t) t ∈ (0,∞) (3.0.4)
κ(φx + ψ)(L, t) = −αφt(L, t) t ∈ (0,∞), (3.0.5)

onde γ e α, são constantes positivas. E as condições de contorno

φ(0, ·) = 0, φ(L, ·) = 0, ψ(0, ·) = 0, em (0,∞). (3.0.6)

3.1 BOA COLOCAÇÃO

Vamos estudar a boa colocação do problema (3.0.1)-(3.0.6), via o Teorema 2.4.4,
então, precisamos considerar um problema equivalente na teoria de semigrupos. Este
problema equivalente tem a forma:

dV

dt
= AV (t) t > 0

V (0) = V0,
(3.1.1)

onde V0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1) e A : D(A) ⊂ H → H é um operador associado ao sistema, não
necessariamente limitado e definido em H um espaço de Hilbert. Agora, para conseguir
o candidato para A, trabalharemos formalmente. Considere o vetor V = (φ, φt, ψ, ψt)T ,
então, temos que dV

dt
= (φt, φtt, ψt, ψtt)T , logo, em virtude do sistema (3.0.1) − (3.0.2), ao

fazer manipulações algébricas, obtemos que

dV

dt
= ( φt ,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ψt ,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ))T .
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Daí, denotemos V = (φ , ϕ1, ψ, ϕ2)T , onde ϕ1 = φt e ϕ2 = ψt, então, em vista a igualdade
acima, temos que

dV

dt
=


0 I 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0
0 0 0 I

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2
∂2

∂2
x

− κ
ρ2
I 0




φ

ϕ1

ψ

ϕ2

 .

Portanto, dV
dt

= AV (t), onde A vem dado por:

A =


0 I 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0
0 0 0 I

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2
∂2

∂2
x

− κ
ρ2
I 0

 .

A ideia que vamos seguir, é a seguinte, decompomos A, como a soma de duas expressões,
(A1 e A2) específicas (que mostraremos em breve), ou seja, A = A1 +A2, e provaremos que
A2, é um operador contínuo e que A1 o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
C0 num espaço de Hilbert H. Logo, do Lema 2.4.4, vamos concluir que A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe C0. Então, escrevemos

A = A1 + A2,

onde

A1 =


0 I 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 0 0
0 0 0 I

0 0 b
ρ2
∂2

∂2
x

0

 e A2 =


0 0 0 0
0 0 κ

ρ1
∂
∂x

0
0 0 0 0

− κ
ρ2

∂
∂x

0 − κ
ρ2
I 0

 .

Agora, para definir o domínio de A, para isso, vamos utilizar o método da energia, no
problema (3.0.1)-(3.0.5). Então, multiplicando a equação (3.0.1) por φt e integramos com
respeito à variável espacial em (0, L), obtemos formalmente que

∫ L

0
(ρ1φttφt − κ(φx + ψ)xφt)dx = 0.

Em virtude da regra da cadeia, integração por partes, podemos ver que

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ1φ

2
t dx− κ(φx + ψ)(L, t)φt(L, t) +

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx = 0,

Assim, em vista de (3.0.5), temos

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ1φ

2
t dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx = −αφ2

t (L, t). (3.1.2)

Logo, multiplicamos em (3.0.2) por ψt e integrando em (0, L), ou seja,∫ L

0
(ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ))ψtdx = 0,
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então, na igualdade anterior, integramos por parte, e usamos d

dt

1
2ψ

2
t = ψttψt e d

dt

1
2ψ

2
x =

ψxtψx, portanto, podemos conclir

d

dt

1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t ) dx− bψx(L, t)ψt(L, t) + κ

∫ L

0
(ψ + φx)ψtdx = 0,

além disso, em virtude de (3.0.4), segue que

d

dt

1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t )dx+ κ

∫ L

0
(ψ + φx)ψt dx = −γ|ψt(L, t)|2. (3.1.3)

Portanto, somando (3.1.2) e (3.1.3), obtemos

d

dt

1
2

∫ L

0
bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t +

∫ L

0
κ(ψ + φx)(ψt + φtx) dx+ dx = −γψt(L, t)2 − αφ2

t (L, t),

daí, em vista de d

dt

1
2(ψ + φx)2 = (ψ + φx)(ψt + φtx), e da igualdade anterior, segue que

d

dt

1
2

∫ L

0
bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(ψ + φx)2 dx = −γψt(L, t)2 − αφ2

t (L, t).

Portanto, a energia associada ao sistema é dada por

E(t) = 1
2

∫ L

0
((bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(φx + ψ)2)) dx.

Agora, vamos impor condições para que todas as operações feitas façam sentido, ou seja,
temos que pedir que

ψx ∈ L2(0, L), ψt ∈ L2(0, L), φt ∈ L2(0, L) e φx + ψ ∈ L2(0, L). (3.1.4)

Logo, consideremos
V 1

0 (0, L) = {u ∈ H1(0, L) : u(0) = 0}.

Tomando em conta as condições de contorno (3.0.3) − (3.0.5) e (3.1.4), basta pedir que

φ ∈ V 1
0 (0, L) , φt ∈ L2(0, L) , ψ ∈ V 1

0 (0, L) e ψt ∈ L2(0, L).

Então, definimos o espaço H por

H = V 1
0 (0, L) × L2(0, L) × V 1

0 (0, L) × L2(0, L).

Logo, precisamos definir um produto interno, este é sugerido pela energia. Então, sejam
U = (u1, u2, u3, u4) e V = (v1, v2, v3, v4) ∈ H. Definimos

(·, ·) : H × H → C

por
(U, V ) =

∫ L

0
(ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3xv3x + κ(u1x + u3)(v1x + v3))dx.

Vamos ver que de fato é um produto interno em H.
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Proposição 3.1.1. (·, ·) é um produto interno em H.

Demonstração. Vejamos que cumpre as quatro condições na Definição 2.1.6.

1. Sejam U, V,W ∈ H, notamos que

(U +W,V ) =
∫ L

0
(ρ1(u2 + w2)v2 + ρ2(u4 + w4)v4 + b(u3x + w3x)v3x

+κ(u1x + u3 + w1x + w3)(v1x + v3)) dx

=
∫ L

0
ρ1w2v2 + ρ2w4v4 + bw3xv3x + κ(w1x + z3)(v1x + v3)) dx

+
∫ L

0
ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3xv3x + κ(u1x + u3)(v1x + v3)) dx

= (W,V ) + (U, V ).

2. Seja λ ∈ C, então

(λU, V ) =
∫ L

0
ρ1λu2v2 + ρ2λu4v4 + bλu3xv3x + κλ(u1x + u3)(v1x + v3)) dx

= λ
∫ L

0
ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3xv3x + κ(u1x + u3)(v1x + v3)) dx

= λ(U, V ).

3. Análogo a 1. e usar λZ1 + Z2 = λ̄Z1 + Z2, para Z1, Z2 ∈ C.

4. Suponha que (U,U) = 0, vamos ver que U = 0. De fato, tenhamos em conta que
se

(U,U) =
∫ L

0
ρ1u

2
2 + ρ2u

2
4 + bu2

3x + κ(u1x + u3)2 dx = 0,

portanto u2, u4 = 0, u3x = 0 e u1x + u3 = 0. Então, primeiramente notamos que, como
u3x = 0, segue u3 = c, em que c é uma constante, além disso, como u3 ∈ L2, exite
(un3 (0))n∈N que converge q.t.p para c, ou seja, un3 (0) → c q.t.p, em virtude de que u3 ∈ V 1

0

(u3(0) = 0) e pela unicidade do limite, concluimos que u3 = 0. Finalmente, em virtude de
u1x = −u3, obtemos u1 = c, mas como u1 ∈ V 1

0 , podemos concluir que u1 = 0, portanto
U = 0.

Logo, consideremos

∥U∥2
H = (U,U) = κ∥φx + ψ∥2

L2 + b∥ψx∥2
L2 + ρ1∥ϕ1∥2

L2 + ρ2∥ϕ2∥2
L2 ,

onde U = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2) ∈ H. Levamos em conta que ∥ · ∥2
H é a norma em H que provém

de (·, ·). Agora, vamos mostrar que (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert. Para isso vamos
ver que ∥U∥H é equivalente à norma natural ∥ · ∥∗ em H, dada por

∥U∥∗ = ∥φx∥L2 + ∥ψx∥L2 + ∥ϕ1∥L2 + ∥ϕ2∥L2 .
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Proposição 3.1.2. (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Similar à demostração da Proposição 4.1.2 do seguinte capítulo.

Agora, vamos definir o domínio de A, notamos que, se U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T ∈
D(A) ⊂ H, então U ∈ H, ou seja,

φ ∈ H1
0 (0, L), ϕ1 ∈ L2(0, L), ψ ∈ V 1

0 (0, L) e ϕ2 ∈ L2(0, L).

Da definição 2.4.2, precisamos que AU ∈ H, que é equivalente a resolver, dado (f1, f2, f3, f4)T ∈
H, o problema

ϕ1 = f1 ∈ H1
0 (0, L), ϕ2 = f3 ∈ V 1

0 (0, L)

e

κ

ρ1
(φx + ψ)x = f2 ∈ L2(0, L) (3.1.5)

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) = f1 ∈ L2(0, L), (3.1.6)

Junto as condições (3.0.4)-(3.0.6), para isto usaremos o Teorema de 2.1.1 e propriedades
de regularidade do espaço das distribuições. De fato, sejam Ψ e Φ em V 1

0 (0, L). Logo,
multiplicamos por Φ e Ψ em (3.1.5) e (3.1.6) respectivamente e integrado em (0, L),
portanto, obtemos ∫ L

0
κ(φx + ψ)xΦ dx =

∫ L

0
f̂2Φ dx (3.1.7)

e ∫ L

0
(bψxx − κ(φx + ψ))Ψ dx =

∫ L

0
f̂4Ψ dx, (3.1.8)

onde f̂2 = ρ1f2 e f̂4 = ρ1f4. Agora, tenhamos em conta que∫ L

0
(φx + ψ)xΦ dx = (φx + ψ)Φ

∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0
(φx + ψ)Φx dx,

em vista que Φ ∈ V 1
0 , temos que∫ L

0
κ(φx + ψ)xΦ dx = −κ(φx + ψ)(L)Φ(L) −

∫ L

0
κ(φx + ψ)Φx dx.

Logo, em virtude (3.0.5), obtemos∫ L

0
κ(φx + ψ)xΦ dx = αf1(L)Φ(L) −

∫ L

0
(φx + ψ)Φx dx. (3.1.9)

Por outro lado Ψ ∈ V 1
0 , assim,∫ L

0
bφxxΨ dx = −bψx(L)Ψ(L) −

∫ L

0
ψxΨx dx.
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Além disso, como bψx(L) = −γϕ2(L) = −γf3(L), segue∫ L

0
bψxxΨ dx = γf3(L)Ψ(L) − b

∫ L

0
ψxΨx dx. (3.1.10)

Logo, somando (3.1.7) e (3.1.8), substituindo (3.1.9) e (3.1.10), podemos concluir∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Ψ + Φx) dx =

∫ L

0
(f̂4Ψ + f̂2Φ) dx+ γf3(L, t)Ψ(L)

+αf1(L)Φ(L).
(3.1.11)

Então, escrevemos a(W,V ) = T1(V ) +N(V ) onde W = (φ, ψ), V = (Φ,Ψ) e

a(W,V ) =
∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ) dx , N(V ) = γf3(L, t)Ψ(L, t) + αf1(L)Φ(L)

e
T1(V ) =

∫ L

0
(f̂4Ψ + f̂2Φ) dx.

Logo, escrevemos T (V ) = T1(V )+N(V ), portanto, o problema (3.1.5)-(3.1.6) é equivalente
a resolver

a(W,V ) = T (V ). (3.1.12)

Agora, consideremos
F = V 1

0 (0, L) × V 1
0 (0, L),

podemos mostrar que
a(·, ·) : F × F → C

dada por
a(W,V ) =

∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ),

é um produto interno em F , mais ainda, contínua e coerciva e que T : F → C dada por

T (V ) =
∫ L

0
(f̂4Ψ + f̂2Φ) + γf3(L, t)Ψ(L) + αf1(L)Φ(L) dx

é um funcional contínuo em F , então, em virtude do Teorema de 2.1.1, o problema (3.1.5)-
(3.1.6), tem solução. Assim, devido à arbitrariedade de Φ e Ψ, passando pelo espaço das
distribuições, segue que:

φ ∈ V 1
0 (0, L) ∩H2(0, L) , ψ ∈ V 1

0 (0, L) ∩H2(0, L) , ϕ1 ∈ V 1
0 (0, L) e ϕ2 ∈ V 1

0 (0, L).

Portanto

D(A) = {U ∈ H : φ ∈ V 1
0 (0, L) ∩H2(0, L), ϕ1 ∈ V 1

0 (0, L), ψ ∈ V 1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ϕ2 ∈ V 1
0 (0, L) , κ(φx + ψ)(L) = −αϕ1(L) e bψx(L) = −γϕ2(L)}

onde U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T .
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Lema 3.1.1. A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0.

Demonstração. Em vista que A = A1 + A2, então, é suficiente ver que A1 é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe C0 e que A2 é um operador contínuo. Logo, pelo
Lema 2.4.4, obtemos que, A = A1 + A2 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe C0.

Observação 3.1.1. Sea T (t)t≥0 é um semigrupo de classe C0, cumprindo ∥T (t)∥L ≤ eωt,

ω ≥ 0, se consideramos S(t) = e−ωtT (t), então este é um semigrupo semicontínuo de
contrações. Se A é o gerador infinitesimal de T, então A − ωI é o gerador infinitesimal de
S(t). Por outro lado, se A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contrações
S(t), então A + ωI é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0. T (t) satisfazendo
∥T (t)∥L ≤ eωt. Ver [13] página 12.

Então, primeiro vejamos que A1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe C0. De fato, basta ver pela observação anterior, o Teorema 2.4.5 e em virtude do
teorema 2.4.3, que as seguintes condições são verificadas:

1. Para todo U ∈ D(A1), existe C > 0, tal que Re (A1U,U)∗ ≤ C∥U∥2
∗, onde (·, ·)∗ é

dado por
(U, V )∗ =

∫ L

0

κ

ρ1
u1xv1x + b

ρ2
u3xv3x + u2v2 + u4v4 dx,

para todos U = (u1, u2, u3, u4) e V = (v1, v2, v3, v4) ∈ H

Observação 3.1.2. Caso Re (A1U,U)∗ ≤ C∥U∥2
∗, seja verdadeira, como ∥ · ∥H é

equivalente a ∥ · ∥∗, podemos deduzir que, para alguma constante C > 0, se verifica
que,

Re (A1U,U)∗ ≤ C∥U∥2
∗

= C(U,U)∗

= (C U,U)∗,

e daí, segue que

Re (A1U,U)∗ − (C U,U)∗ ≤ 0,

portanto, obtemos

Re((A1 − C I)U,U)∗ ≤ 0,

ou seja, (A1 − C I) é dissipativo.

2. e ima (A1 − λI) = H, para algum λ > C.
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Verifiquemos primeiro 1. Isto é, vamos mostrar, que para todo U ∈ D(A1), existe C > 0,
tal que Re (A1U,U)∗ ≤ C∥U∥2

∗. De fato, seja (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)′ = U ∈ D(A1), então,

A1U = (ϕ1,
κφxx
ρ1

, ϕ2,
bψxx
ρ2

),

portanto, ao aplicar produto interno com U, obtemos

(A1U,U)∗ =
∫ L

0

(
κ

ρ1
ϕ1xφx + b

ρ2
ϕ2xψx + κ

ρ1
φxxϕ1 + b

ρ2
ψxxϕ2

)
dx,

logo, usamos integração por partes, que z − z̄ = 2img(z)i e que φ, ψ ∈ V 1
0 , temos que

(A1U,U)∗ =
∫ L

0

(
κ

ρ1
ϕ1xφx + b

ρ2
ϕ2xψx − κ

ρ1
φxϕ1x − b

ρ2
ψxϕ2x

)
dx

+ b

ρ2
ψx(L)ϕ2(L) + κ

ρ1
φx(L)ϕ1(L)

= 2 img
(∫ L

0

(
κ

ρ1
ϕ1xφx + b

ρ2
ϕ2xψx

)
dx

)
i+ b

ρ2
ψx(L)ϕ2(L)

+ κ

ρ1
φx(L)ϕ1(L).

Então, consideramos parte real na igualdade acima, podemos ver que

Re (A1U,U)∗ = b

ρ2
ψx(L)ϕ2(L) + κ

ρ1
φx(L)ϕ1(L).

Assim, substituindo as condições (3.0.4) e (3.0.5) na igualdade anterior, concluímos

Re (A1U,U)∗ = b

ρ2
ψx(L)ϕ2(L) + κ

ρ1
φx(L)ϕ1(L)

= κ

ρ1
φx(L)ϕ1(L) − γ

ρ1
|ϕ2(L)|2

= 1
ρ1

(−κψ(L) − αϕ1(L))ϕ1(L) − γ

ρ1
|ϕ2(L)|2.

Logo, na igualdade anterior, distribuímos, removemos os termos quadráticos, aplicamos
módulo, usamos a Proposição 2.1.6 e substituímos (3.0.5), então, temos que

Re (A1U,U)∗ ≤ κ2c(ε)
αρ1

|ψ(L)|2 + εC(α, κ)|ϕ1(L)|2, (3.1.13)

em que ε > 0 é arbitrário e C(α, κ) > 0 é uma constante dependendo de α e κ. Logo,
notamos que, como ψ ∈ V 1

0 e (0, L) é um aberto classe C1 limitado, segue do teorema de
imersão contínua, que

|ψ(L)|2 ≤
∫ L

0
|ψx|2 dx,

e substituindo esta equação em (3.1.13) e escolhendo ε suficientemente pequeno, obtemos
que

Re (A1U,U)∗ ≤ C∥U∥2
∗.
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Verifiquemos 2. Para isto, temos que conseguir λ > 0, tal que o operador (λI − A1)
é sobrejetor, isto é equivalente a conseguir uma solução ao seguinte problema: dados
(f1, f2, f3, f4)T = F ∈ H e λ > 0 mostrar que, para algum U ∈ D, se verifica que

(λI − A1)U = F,

que por sua vez é equivalente a, achar (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T = U ∈ D (A1) , tal que

λφ− ϕ1 = f1 (3.1.14)
λϕ1 − κ

ρ1
φxx = f2 (3.1.15)

λψ − ϕ2 = f3 (3.1.16)

λϕ2 − b

ρ2
ψxx = f4. (3.1.17)

Logo, das equações (3.1.16) e (3.1.17), obtemos que

λ (λψ − f3) − b

ρ2
ψxx = f4,

como F é fixo, é suficiente resolver a seguinte equação diferencial de segunda ordem com
valores de fronteira,

λ2ψ − b

ρ2
ψxx = f4 + λf3, (3.1.18)

junto à condição ψ(0) = 0 e a condição

bψx(L) = −γ (λψ − f3) (L), (3.1.19)

que vem da condição (3.0.4) e a equação (3.1.16). Logo, o polinômio caraterístico do
problema homogêneo de (3.1.18) é

− b

ρ2
m2 + λ2,

e como λ > 0, temos que as raízes são, m1 = λ
(
b
ρ2

) 1
2 e m2 = −λ

(
b
ρ2

) 1
2 , além disso, como

as raízes do polinômio caraterístico são, reais e diferentes, pelo método de variação de
parâmetros, temos que a solução vem dada por

ψ(x) = c sinh (m1 x) − ρ2

bm1

∫ x

0

(f4(s) + λf3(s)) sinh (m1 x)
em1s

ds, (3.1.20)

onde c é uma constante unicamente determinada pela condição bψx(L) = −γ (λψ − f3) (L).
Logo, em virtude de (3.1.16), podemos conseguir ϕ2, a partir de ψ e como f3 ∈ V 1

0 e (3.1.20),
obtemos que ϕ2 ∈ H1, ϕ2(0) = 0 e de (3.1.19), finalmente, temos que bψx(L) = −γϕ2(L).

Agora, tendo em conta (3.1.14) e (3.1.15), obtemos

λ (λφ− f1) − κ

ρ1
φxx = f2,



43

como F é fixo, surge o problema com condições de contorno:

λ2φ− κ

ρ1
φxx = f2 + λf1,

junto com a condição φ(0) = 0 e de (3.1.14) e (3.0.5) segue a condição

κ(φx + ψ)(L) = −α(λφ− f1)(L).

Analogamente ao problema (3.1.18)-(3.1.19), achamos φ ∈ H2, e em virtude de (3.1.14),
obtemos ϕ1 ∈ H1, além disso, podemos verificar que ϕ1(0) = 0 e κ(φx +ψ)(L) = −αϕ1(L),
ou seja, U ∈ D (A1) como queriamos, assim provamos a condição 2.

Logo, do Teorema 2.1.2 e do Teorema 2.1.3, obtemos que A1, tem dominio denso
em H e do Teorema 2.4.3, segue que A1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe C0. Agora, vamos ver que A2 é limitado. De fato, seja (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)′ = U ∈ D(A),
então

A2U = (0, k
ρ1
ψx, 0,

k

ρ2
φx − k

ρ2
ψ),

e como φ, ψ ∈ V 1
0 (0, L), temos que

∥A2U∥∗ =
∫ 1

0

k2

ρ2
1
ψ2
x dx+

∫ 1

0

k2

ρ2
2

(φx − ψ)2 dx

≤ C0

(∫ 1

0
bψ2

x dx+
∫ 1

0
κ (φx − ψ)2 dx

)

≤ C0∥U∥H,

além disso, como ∥ · ∥∗ e ∥ · ∥H, são equivalentes, existe C > 0, tal que ∥U∥H ≤ C∥U∥∗, e
daí, segue que A2 é limitado.

Finalmente, como A1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo classe C0, A2 é
limitado e A = A1 + A2, então do Lema 2.4.4, segue que A é o gerador infinitesimal de
um semigrupo classe C0.

A existência e unicidade do problema (3.1.1), segue do Teorema 2.4.4 e portanto o
problema (3.0.1)-(3.0.6) tem uma única solução.

3.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Na seção anterior, foi mostrado que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
classe C0. Nesta seção, vamos provar a estabilidade desse semigrupo. Para isso, vamos
fazer uma abordagem direta, desde a Definição 2.4.4, ou seja, se S(t)t≥0 é o semigrupo
gerado por A, então, temos que ver, que existem ω > 0 e M ≥ 1, satisfazendo

∥S(t)∥L(H) ≤ Me−ωt, (3.2.1)

para todo t ≥ 0. Primeiro vamos fazer observações que permitirão simplificar algumas
operações,
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Observação 3.2.1. Sejam Φ ∈ V 1
0 e Ψ ∈ H1, então da desigualdade de Minkowski e a

desigualdade de Poincaré, obtemos∫ L

0
2Ψx dx ≤ 2

∫ L

0
(Φ + Ψx)2 dx+ 2Cp

∫ L

0
Φ2
x dx. (3.2.2)

Observação 3.2.2. Vamos supor sem perdida de generalidade que L = 1, isto para simplificar
algumas das estimativas, no caso L qualquer, basta com escolher apropriadamente as
constantes de controle que aparecem mais na frente.

Observação 3.2.3. Lembremos que a energia associada ao sistema, esta dada por

E(t) = 1
2

∫ L

0
((bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(φx + ψ)2))dx.

Mais ainda,

d

dt
E(t) = −γ|ϕ2(L, t)|2 − α|ϕ1(L, t)|2. (3.2.3)

Agora, vamos dar um esboço, de como vamos abordar o problema. Sejam S(t)t≥0 o
semigrupo gerado por A e U0 ∈ D(A), então S(t)U0 = (φ, φt, ψ, ψt)T . Logo, construímos
uma aplicação

F (t) = µtE(t) +G(S(t)U0), (3.2.4)

onde µ = µ(ρ1, ρ2, b, κ) é uma constate positiva, que depende só das constantes no sistema
(3.0.1)-(3.0.2), E(t) é a energia associada com S(t)U0, e G(·) é um funcional adequado no
espaço H, tal que

|G(U)| ≤ C∥U∥2
∗ para todo U ∈ H. (3.2.5)

Agora, notamos que, como ∥·∥∗ e ∥·∥H são equivalentes, então, existem d1 = d1(ρ1, ρ2, b, κ)
e d2 = d2(ρ1, ρ2, b, κ) constantes positivas, que dependem só das constastes do sistema
(3.0.1)-(3.0.2), tais que

d1∥S(t)U0∥2
∗ ≤ E(t) ≤ d2∥S(t)U0∥2

∗ para todo t ≥ 0. (3.2.6)

Provaremos que a aplicação F tem a seguinte estimativa uniforme em H,

|F (t)| ≤ M1∥U0∥2
∗, (3.2.7)

onde M1 = M1(γ, α) é uma constante positiva unicamente dependendo das constantes da
dissipação (3.0.4) e (3.0.5). Agora, tenhamos em conta que, para t ≥ 0 temos

td1µ∥S(t)U0∥2
∗ ≤ |µtE(t)|,

pela desigualdade triangular, obtemos

td1µ∥S(t)U0∥2
∗ ≤ |µtE(t) +G(S(t)U0)| + |G(S(t)U0)|,
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e substituindo as estimativas (3.2.7), (3.2.3) e (3.2.5) na desigualdade anterior, segue que

td1∥S(t)U0∥2
∗ ≤ M2∥U0∥2

∗,

onde M2 = M2(γ, α) é uma constante positiva, dependendo unicamente das constantes
da dissipação (3.0.4) e (3.0.5), e vale para todo t ≥ 0, isto é, temos uma estimativa
uniforme em H da solução, mais ainda, tem decaimento polinomial. Finalmente, de
td1∥S(t)U0∥2

∗ ≤ M2∥U0∥2
∗, usando densidade e do Corolário 2.4.3, segue a estabilidade

exponencial, pois a solução decai polinomialmente no mesmo espaço H. Agora, vamos
enunciar e provar o resultado de estabilidade exponencial do semigrupo S(t)t≥0.

Teorema 3.2.1. O semigrupo S(t)t≥0 gerado por A é exponencialmente estável.

Demonstração. Seja U0 ∈ D(A), do Teorema 2.4.4 temos que, existe uma única solução
do problema (3.1.1), tal que

S(t)U0 ∈ C1([0,∞); H) ∩ C([0,∞); D(A)), (3.2.8)

e

d

dt
S(t)U0 = AS(t)U0 para todo t ≥ 0, (3.2.9)

onde

S(t)U0 = (φ(x, t), φt(x, t), ψ(x, t), ψt(x, t))T , (3.2.10)

e φ e ψ satisfazem (3.0.1)-(3.0.6). Logo, vamos construir a aplicação F da equação (3.2.4).
Pela Observação 3.0.2, podemos considerar L = 1. Definimos F : [0,∞) → R, dada por

F (t) = tµ
1
2

∫ 1

0
((bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(φx + ψ)2))dx+ ρ1

∫ 1

0
xφtφx dx︸ ︷︷ ︸
I0

+ ρ2

∫ 1

0
xψtψx dx︸ ︷︷ ︸
I1

+ 1
2 + ν

ρ2

∫ 1

0
ψtψ dx︸ ︷︷ ︸

I2

− 1
2 + ν

ρ1

∫ 1

0
φtφdx︸ ︷︷ ︸

I3

,
(3.2.11)

onde µ e ν, são constantes a serem determinadas mais tarde. Consideramos G : H → C
dado por

G(U) =
3∑

n=0
In,

podemos mostrar que G ∈ H′ e que cumpre (3.2.5), para U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T ∈ H. Por
outro lado, em virtude de (3.2.8) e o fato que

ρ1φtt = κ(φx + ψ)x
ρ2ψtt = bψxx − κ(φx + ψ),
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onde κ(φx+ψ)x e bψxx−κ(φx+ψ), estão em L2, concluímos que φtt, ψtt ∈ L2. Além disso,
usando o fato anterior e (3.2.8), obtemos que F (t) é derivável e usando (3.2.3), temos que

d

dt
F (t) = µE(t) + µ t

d

dt
E(t) +

3∑
n=0

DtIn

= µE(t) − tµγψ2
t (L, t) − tµαφ2

t (L, t) +
3∑

n=0
DtIn,

(3.2.12)

onde Dt denota a derivada com respeito t, isto é, Dt = d

dt
. Assim, vamos calcular DtIn

para n = 0, 1, 2, 3. Primeiramente, consideremos n = 0, temos que

DtI0 = ρ1

∫ 1

0
xφttφx dx+ ρ1

∫ 1

0
xφtφxt dx. (3.2.13)

Como sabemos que d

dx

φ2
t

2 = φxφxt, então, aplicando integração por partes em (3.2.13)
obtemos,

DtI0 = ρ1

∫ 1

0
xφttφx dx+ ρ1

2 φ
2
t (1, t) − ρ1

2

∫ 1

0
φ2
t dx. (3.2.14)

Logo, substituindo a equação (3.0.1) em (3.2.14), temos que

DtI0 =
∫ 1

0
x (κ(φxx + ψx))φx dx+ ρ1

2 φ
2
t (1, t) − ρ1

2

∫ 1

0
φ2
t dx,

além disso, como sabemos que d

dx

φ2
x

2 = φxφxx e φt(0, t) = 0, podemos concluir ao integrar
por partes a equação acima, que

DtI0 = k
2φ

2
x(1, t) − 1

2

∫ 1

0
κφ2

x dx+ 1
2

∫ 1

0
2xκφxψx dx+ ρ1

2 φ
2
t (1, t)

−ρ1
2

∫ 1

0
φ2
t dx.

(3.2.15)

Agora, vamos calcular DtI1, notamos que

DtI1 = ρ2

∫ 1

0
xψttψx dx+ ρ2

∫ 1

0
xψtψxt dx.

Além disso, de forma análoga aos cálculos feitos para obter (3.2.14), podemos concluir que

DtI1 = ρ2

∫ 1

0
xψttψx dx+ ρ2

2 ψ
2
t (1, t) − ρ2

2

∫ 1

0
ψ2
t dx,

logo, da equação (3.0.2), podemos ver que

DtI1 =
∫ 1

0
x (bψxx − κφx − κψ)ψx dx+ ρ2

2 ψ
2
t (1, t) − ρ2

2

∫ 1

0
ψ2
t dx

=
∫ 1

0
(xbψxxψx − κxφxψx − κxψψx) dx+ ρ2

2 ψ
2
t (1, t) − ρ2

2

∫ 1

0
ψ2
t dx,
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daí, em virtude de que ψ(0, t) = 0, d

dx

ψ2
x

2 = ψxψxx,
d

dx

ψ2

2 = ψψx ao aplicar integração
por partes na igualdade acima, obtemos

DtI1 = b

2ψ
2
x(1, t) − b

2

∫ 1

0
ψ2
x dx+ κ

2ψ
2(1, t) + κ

2

∫ 1

0
ψ2 dx− 1

2

∫ 1

0
2κxφxψx dx

+ρ2

2 ψ
2
t (1, t) − ρ2

2

∫ 1

0
ψ2
t dx.

(3.2.16)

Calculemos DtI2. Notemos que, tendo em conta (3.0.2), temos que

DtI2 = ρ2

2 + ν

∫ 1

0
ψttψ dx+ ρ2

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
t dx

= 1
2 + ν

∫ 1

0
(bψxx − κφx − κψ)ψ dx+ ρ2

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
t dx

= 1
2 + ν

∫ 1

0

(
bψxxψ − κφxψ − κψ2

)
dx+ ρ2

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
t dx

,

aplicamos integrando por partes na igualdade anterior, assim obtemos

DtI2 = b

2 + ν
ψx(1, t)ψ(1, t) − b

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
x − k

2 + ν
φ(1, t)ψ(1, t)

+ κ

2 + ν

∫ 1

0
φψx dx− k

2 + ν

∫ 1

0
ψ2 dx+ ρ2

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
t dx.

(3.2.17)

Finalmente, calculemos DtI3, notamos que

DtI3 = − ρ1

2 + ν

∫ 1

0
φttφdx− ρ1

2 + ν

∫ 1

0
φ2
t dx

= − κ

2 + ν

∫ 1

0
(φxx + ψx)φdx− ρ1

2 + ν

∫ 1

0
φ2
t dx

= − κ

2 + ν

∫ 1

0
(φxxφ+ ψxφ) dx− ρ1

2 + ν

∫ 1

0
φ2
t dx,

como φ(0) = 0, então, ao aplicar integração por partes, obtemos que

DtI3 = − κ

2 + ν
φx(1, t)φ(1, t) + κ

2 + ν

∫ 1

0
φ2
x dx− κ

2 + ν

∫ 1

0
φψx dx

− ρ1

2 + ν

∫ 1

0
φ2
t dx.

(3.2.18)

Observação 3.2.4. ν e µ são constantes positivas a determinar e sua escolha vai depender
das constantes no sistema (3.0.1)-(3.0.5).

As constantes ν e µ, serão escolhidas para que a derivada de F seja negativa a
partir de certo T, ou seja, para que F seja decrescente fora de um compacto e no compacto
[0, T ] vamos ter controle, e logo a conclusão do Teorema 3.2.1, segue do fato que F (t)
nestas condições, cumpre (3.2.7), para todos os valores de t.
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Observação 3.2.5. Note que

− b

2

∫ 1

0
ψ2
x dx = − b

4

∫ 1

0
ψ2
x dx− b

4

∫ 1

0
ψ2
x dx.

e
∥ψ∥L2 ≤ C∥∇ψ∥L2

Usando a obsevação acima, podemos escolher ν > 0, tal que cumpra

κ

2 − κ

2 + ν
− b

4 ≤ 0. (3.2.19)

Esta condição é para garantir controle no sinal da soma dos termos com fator
∫ 1

0
ψ2 dx

em d

dt
F (t), que não acompanham µ.

Agora, desenvolvendo o produto notável na energia e agrupando todos os termos de d

dt
F (t)

com fator
∫ 1

0
φ2
x dx, temos que

(
2κµ− κ

2 + κ

2 + ν

) ∫ 1

0
φ2
x dx,

como precisamos que esta expressão seja negativa, vamos impor, que µ, seja tal que

2κµ− κ

2 + κ

2 + ν
≤ 0 (3.2.20)

Finalmente, vamos impor uma segunda condição em µ, para que a soma de todos os
termos, que faltam por controlar em d

dt
F (t) com fator

∫ 1

0
ψ2
x dx seja negativa, isto é,

(
− b

2 + ν
− b

4 + bµ+ 2µκ
)∫ 1

0
ψ2
x dx,

então, para garantir o número acima seja negativo, pedimos que

− b

2 + ν
− b

4 + bµ+ 2µκ ≤ 0. (3.2.21)

Em resumo, escolhemos ν, que cumpra (3.2.19) e escolhemos µ, tal que cumpra (3.2.20)-
(3.2.21), então a soma dos termos integrais em d

dt
F (t) é negativa.

Observação 3.2.6. Como φ, ψ se anulam no ponto extremo (0, t), da desigualdade de
Poincaré, segue que

φ(1, t)2 ≤
∫ 1

0
φ2
x dx (3.2.22)

e

ψ(1, t)2 ≤
∫ 1

0
ψ2
x dx. (3.2.23)
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Agora, queremos controlar o signal dos termos pontuais em d

dt
F (t), então, de

(3.0.5), temos que

− κ

2 + ν
φx(1, t)φ(1, t) − k

2 + ν
φ(1, t)ψ(1, t) = − κ

2 + ν
(φx(1, t) + ψ(1, t))φ(1, t)

= α

2 + ν
φt(1, t)φ(1, t),

logo, dado ε > 0. Usando a dissipação e em virtude desigualdade de Young 2.1.6 e a
equação (3.2.22), então da igualdade anterior, concluímos que∣∣∣∣∣− κ

2 + ν
φx(1, t)φ(1, t) − k

2 + ν
φ(1, t)ψ(1, t)

∣∣∣∣∣ ≤ αC(ε)
2 + ν

φ2
t (1, t)

+ αε

2 + ν

∫ 1

0
φ2
x dx.

(3.2.24)

Por outro lado, notamos que, para b

2 + ν
ψx(1, t)ψ(1, t) em DtI2, usando a desigualdade

de Young 2.1.6 e (3.2.23), conluímos que∣∣∣∣∣ b

2 + ν
ψx(1, t)ψ(1, t)

∣∣∣∣∣ ≤ γC(ε)
2 + ν

ψ2
t (1, t) + γε

2 + ν

∫ 1

0
ψ2
x dx. (3.2.25)

Então, como ε é arbitrário o escolhemos suficientemente pequeno para a soma dos termos
integrais em d

dt
F (t) permaneça sendo negativa.

Agora, tenhamos em conta que, para T = T (ρ1, ρ2, κ, b, γ, α) > 0 suficientemente grade,
podemos garantir o sinal negativo do resultado da soma de todos os termos pontuais de
d

dt
F (t), isto é,

0 ≥ k

2φ
2
x(1, t) + κ

2ψ
2(1, t) − tµγψ2

t (L, t) − tµαφ2
t (L, t) + ρ1

2 φ
2
t (1, t)

+ b

2ψ
2
x(1, t) + ρ2

2 ψ
2
t (1, t) + αC(ε)

(2 + ν)φ
2
t (1, t) + γ C(ε)

(2 + ν)φ
2
t (1, t)

para todo t > T. Por outro lado, para t > T, temos que
d

dt
F (t) ≤ 0,

ou seja, para todo t > T , F (t) é decrescente, então, tendo em conta (3.2.5), obtemos

F (0) = G(S(t)U0) ≤ |G(S(t)U0)| ≤ C1∥U0∥2
∗ ,

assim, segue que para todo t > T,

F (t) ≤ C1∥U0∥2
∗,

isto é, (3.2.7) se cumpre, para o intervalo (T,∞). Além disso, para ter controle no compacto
[0, T ], notamos que, como F e contínua, atinge um máximo, isto é,

F (t) ≤ TE(t) + |G(S(t)U0)| ≤ C2∥U0∥2
∗,
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então, obtemos a limitação tomando o máximo entre as contantes C1 e C2.

Finalmente a conclusão do teorema, segue de fazer os passos como no esboço,
no começo da seção, a partir da equação (3.2.7). Isto é, S(t)t≤0 é exponencialmente
estável.



51

4 TIMOSHENKO COM UMA DISSIPAÇÃO NA FRONTEIRA

Neste capítulo, vamos a provar a existência, unicidade e estabilidade exponencial
para um sistema de Timosheko, com condições de contorno: Para φ Dirichlet e para ψ
Dirichlet num extremo da viga e dissipação do tipo Neumann no outro. Consideramos um
efeito de vibração numa viga homogênea de Timoshenko de comprimento L > 0, ou seja,

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0 em (0,∞) × (0, L) (4.0.1)
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) = 0 em (0,∞) × (0, L), (4.0.2)

onde, ρ1, ρ2, b, κ são constantes positivas, dadas pelo fenômeno estudado neste problema.
Junto com as condições iniciais,

φ(0, ·) = φ0 , φt(0, ·) = φ1, ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1 em (0, L), (4.0.3)

assumimos o efeito dissipativo agindo no extremo x = L, dado por

bψx(t, L) = −γψt(t, L) em (0,∞), (4.0.4)

onde γ é um coeficiente viscoso estritamente positivo. E no extremo x = 0, consideremos
as condições de contorno:

φ(·, 0) = 0, φ(·, L) = 0, ψ(·, 0) = 0, em (0,∞). (4.0.5)

4.1 BOA COLOCAÇÃO

Agora, a ideia é estudar o problema via o Teorema 2.4.4, para isto, precisamos
considerar um problema equivalente com a forma do problema de Cauchy (2.4.2.)
Então, precisamos definir um candidato ao operador A do problema (2.4.2), para este
objetivo, vamos seguir um procedimento similar ao usado no estudo de EDO para sistemas
lineares, com a diferença que agora estamos trabalhando com operadores não necessaria-
mente limitados.
Seja V = (φ, φt, ψ, ψt)T . Queremos ver o problema (4.1.2)-(4.0.5) da forma

dV

dt
= AV (t) t > 0

V (0) = V0,
(4.1.1)

onde V0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1)T .
Então, notamos que,

dV

dt
= (φt, φtt, ψt, ψtt)T ,

em virtude do sistema (4.0.1) − (4.0.2), obtemos

dV

dt
= ( φt ,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ψt ,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ))T .
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Logo, usando a notação V = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2)T , onde ϕ1 = φt e ϕ2 = ψt. Assim, temos que
o problema de Cauchy é da forma,

dV

dt
=


0 1 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0
0 0 0 1

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2
∂2

∂2
x

− κ
ρ2

0




φ

ϕ1

ψ

ϕ2

 .

Logo, o candidato a operador A, é

A =


0 1 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0
0 0 0 1

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2
∂2

∂2
x

− κ
ρ2

0

 .

Agora, precisamos definir um espaço H e o domínio de A nesse espaço H, para assim
poder afirmar que A está bem definido. Para isso, usamos o método da energia. De fato,
multiplicamos a equação (4.0.1), por φt e integrado com respeito à variável espacial em
(0, L), obtemos formalmente que

∫ L

0
(ρ1φttφt − κ(φx + ψ)xφt) dx = 0,

daí, ao separa a integral, temos que∫ L

0
ρ1φttφt dx︸ ︷︷ ︸

I

−
∫ L

0
κ(φx + ψ)xφt dx︸ ︷︷ ︸

II

= 0. (4.1.2)

Agora, vamos trabalhar estas duas integrais por separado, tenhamos em conta que

I =
∫ L

0
φttφt dx = d

dt

1
2

∫ L

0
φ2
t dx, pois d

dt
φ2
t = 2φttφt.

Por outro lado, para II, podemos ver que

II =
∫ L

0
κ(φx + ψ)xφt dx = κ(φx + ψ)φt −

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx,

como −κ(φx + ψ)φt
∣∣∣∣L
0

= 0, por (4.0.5), segue na igualdade acima que

II =
∫ L

0
κ(φx + ψ)xφt = −

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx.

Logo, ao substituir I e II em (4.1.2), obtemos

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ1φ

2
t dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx = 0. (4.1.3)

Posteriormente, multiplicamos (4.0.2), por ψt e integrando em (0, L), então, obtemos que∫ L

0
(ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ))ψt dx = 0,
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então, temos que∫ L

0
ρ2ψttψt dx− b

∫ L

0
ψxxψt dx︸ ︷︷ ︸
III

+κ
∫ L

0
(ψ + φx)ψt dx = 0. (4.1.4)

Resolvemos a integral III separadamente, ou seja,

III = b
∫ L

0
ψxxψtdx = bψx(t, L)ψt(t, L) − bψx(t, 0)ψt(t, 0) −

∫ L

0
bψxψtx dx,

e pela condição (4.0.5), que bψx(t, L) = −γψt(t, L) e que ψt(t, 0) = 0, obtemos que

b
∫ L

0
ψxxψt dx = γ|ψt(t, L)|2 −

∫ L

0
bψxψtx dx,

então, ao substituir a igualdade acima em (4.1.4), podemos ver que

d

dt

1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t ) dx+ κ

∫ L

0
(ψ + φx)ψt dx = −γ|ψt(t, L)|2. (4.1.5)

Assim, somando (4.1.3) , (4.1.5) e reagrupando, obtemos

d

dt

1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t ) dx+ 1

2

∫ L

0
2κ(ψ + φx)(ψt + Φtx) dx = −γ|ψt(t, L)|2.

Agora, em virtude de que 2κ(φx + ψ)(φxt + ψt) = d
dt

(φx + ψ)2, temos da igualdade acima,
que

d

dt

1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t ) dx+ d

dt

1
2

∫ L

0
κ(ψ + φx)2 dx = −γ|ψt(t, L)|2,

portanto,
d

dt

1
2

∫ L

0
bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(ψ + φx)2 dx = −γ|ψt(t, L)|2.

Finalmente, concluímos da igualdade anterior que, a energia associada ao sistema é dada
por

E(t) = 1
2

∫ L

0
(bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ1φ

2
t + κ(φx + ψ)2) dx.

Agora, lembremos, que todas essas contas foram feitas formalmente, portanto, vamos
impor condições, para que tenham sentido. De fato, para que E esteja vem definida,
precisamos impor as condições

ψx ∈ L2(0, L), ψt ∈ L2(0, L), φt ∈ L2(0, L) e φx + ψ ∈ L2(0, L).

Consideremos
V 1

0 (0, L) = {u ∈ H1(0, L) : u(0) = 0},

como precisamos que se compran as condiçoes de contorno (4.0.5), pedimos que,

φ ∈ H1
0 (0, L) , φt ∈ L2(0, L) , ψ ∈ V 1

0 (0, L) e ψt ∈ L2(0, L).
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Portanto nosso espaço é

H = H1
0 (0, L) × L2(0, L) × V 1

0 (0, L) × L2(0, L).

Logo, temos que ver H é um espaço de Hilbert, assim, precisamos definir um pro-
duto interno, este vem sugerido pela energia, isto é, dados U = (u1, u2, u3, u4) e V =
(v1, v2, v3, v4) ∈ H, definimos

(·, ·) : H × H → C

por
(U, V ) =

∫ L

0
(ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3xv3x + κ(u1x + u3)(v1x + v3))dx.

Proposição 4.1.1. (·, ·) é um produto interno H.

Demonstração. Análoga a da Proposição 3.1.1.

Então, consideremos

∥U∥2
H = (U,U) = κ∥φx + ψ∥2

L2 + b∥ψx∥2
L2 + ρ1∥ϕ1∥2

L2 + ρ2∥ϕ2∥2
L2 ,

onde U = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2) ∈ H. Notamos que, ∥·∥2
H é a norma em H que provém de (·, ·),

queremos ver que (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert, para isso, vamos ver que ∥U∥H é
equivalente a uma norma natural em H.

Proposição 4.1.2. (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Seja U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2) ∈ H. Basta ver que ∥·∥H é equivalente a ∥·∥∗, onde

∥U∥∗ = ∥φx∥L2 + ∥ψx∥L2 + ∥ϕ1∥L2 + ∥ϕ2∥L2 . (4.1.6)

De fato, podemos observar que

∥U∥H ≤ κ(∥φx∥L2 + ∥ψ∥L2)2 + b∥ψx∥2
L2 + ρ1∥ϕ1∥2

L2 + ρ2∥ϕ2∥2
L2 ,

então, em virtude da Proposição 2.1.4, temos que

∥U∥H ≤ 4κ(∥φx∥2
L2 + ∥ψ∥2

L2) + b∥ψx∥2
L2 + ρ1∥ϕ1∥2

L2 + ρ2∥ϕ2∥2
L2 ,

logo, como ψ ∈ V 1
0 (0, L)), temos pelo Corolário 2.3.1 que,

∥U∥H ≤ 4κ(∥φx∥2
L2 + C2

1∥ψx∥2
L2) + b∥ψx∥2

L2 + ρ1∥ϕ1∥2
L2 + ρ2∥ϕ2∥2

L2 .

Fazendo distributiva, agrupando, e escolhendo CM o máximo das contantes (em vista de
que

√
a+ b ≤

√
a+

√
b, para a, b ≥ 0) obtemos

∥U∥H ≤ C
1
2
M∥U∥∗.
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Por outro lado, vemos que:

∥φx∥L2 ≤ ∥φx + ψ − ψ∥L2

≤ ∥φx + ψ∥L2 + ∥ψ∥L2 ,

então, como ψ ∈ V 1
0 (0, L), pelo Corolário 2.3.1, temos

∥φx∥L2 ≤ ∥φx + ψ∥L2 + C1∥ψx∥L2 .

Portanto, da desigualadade e a definição de ∥·∥∗, obtemos

∥U∥∗ ≤ ∥φx + ψ∥L2 + (1 + C1)∥ψx∥L2 + ∥ϕ1∥L2 + ∥ϕ2∥L2

≤ (1 + C1)(∥φx + ψ∥L2 + ∥ψx∥L2 + ∥ϕ1∥L2 + ∥ϕ2∥L2)

≤ (1 + C1)(
1√
κ

∥U∥H + 1√
b
∥U∥H + 1

√
ρ2

∥U∥H + 1
√
ρ1

∥U∥H).

Finalmente, concluímos que

c∥U∥H ≤ ∥U∥∗ ≤ C∥U∥H,

isto é, ∥·∥H é equivalente a ∥·∥∗, portanto (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert.

Agora, vamos definir o domínio de A. Então, seja U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T ∈ D(A) ⊂ H,
Assim U ∈ H, ou seja,

φ ∈ H1
0 (0, L), ϕ1 ∈ L2(0, L), ψ ∈ V 1

0 (0, L) e ϕ2 ∈ L2(0, L).

Logo, pela Definição 2.4.2, devemos ter que AU ∈ H, em outras palavras,

ϕ1 ∈ H1
0 (0, L), ϕ2 ∈ V 1

0 (0, L)

e
κ

ρ1
(φx + ψ)x ∈ L2(0, L) (4.1.7)

b

ρ2
ψxx + −κ

ρ2
(φx + ψ) ∈ L2(0, L). (4.1.8)

Logo, usando o Teorema 2.1.1 e propriedades no espaço das distribuições, obtemos de
(4.1.7)-(4.1.8) que

φ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) , ψ ∈ V 1

0 (0, L) ∩H2(0, L) , ϕ1 ∈ H1
0 (0, L) e ϕ2 ∈ V 1

0 (0, L),

e portanto

D(A) = {U ∈ H : φ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L), ϕ1 ∈ H1

0 (0, L), ψ ∈ V 1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ϕ2 ∈ V 1
0 (0, L) e bψx(L) = −γϕ2(L)},

onde U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2).
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Proposição 4.1.3. A é um operador dissipativo.

Demonstração. temos que ver

Re(AU,U) ≤ 0, ∀U ∈ D(A).

De fato, notamos que, se U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T ∈ D(A), então, temos que

(AU,U) =
( ϕ1 ,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ϕ2 ,

b

ρ2
ψxx + −κ

ρ2
(φx + ψ)

)T
, (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T

 ,
isto é,

(AU,U) =
∫ L

0

(
ρ1

(
κ

ρ1
(φx + ψ)x

)
ϕ1 + ρ2

(
b

ρ2
ψxx + −κ

ρ2
(φx + ψ)

)
ϕ2

)
dx

+
∫ L

0
(bϕ2xψx + κ(ϕ1x + ϕ2)(φx + ψ)) dx,

logo, fazendo distributiva e separando a integral, obtemos

(AU,U) =
∫ L

0
κ(φx + ψ)xϕ1dx︸ ︷︷ ︸

IV

+
∫ L

0
bψxxϕ2 dx︸ ︷︷ ︸
V

−
∫ L

0
κ(φx + ψ)ϕ2 dx

+
∫ L

0
bϕ2xψx dxdx +

∫ L

0
κ(ϕ1x + ϕ2)(φx + ψ)dx.

(4.1.9)

Agora, resolvemos as integrais IV e V separadamente, primeiramente, para IV, temos que

IV =
∫ L

0
κ(φx + ψ)xϕ1 dx = κ(φx + ψ)ϕ1

∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0
κ(φx + ψ)ϕ1x dx,

assim, como ϕ1 ∈ H1
0 , então κ(φx + ψ)ϕ1

∣∣∣∣L
0

= 0, e portanto, temos na igualdade anterior
que

IV =
∫ L

0
κ(φx + ψ)xϕ1 dx = −

∫ L

0
κ(φx + ψ)ϕ1x dx.

Posteriormente, para V , notamos que

V =
∫ L

0
bψxxϕ2 dx = bψx(L)ϕ2(L)−bψx(0)ϕ2(0)−

∫ L

0
bψxϕ2x dx = −γ|ϕ2(L)|2−

∫ L

0
bψxϕ2x dx,

esta última desigualdade é justificada por, ϕ2 ∈ V 1
0 , bψx(L) = −γϕ2(L) e propriedade dos

números complexos. Portanto, substituindo IV e V em (4.1.9) e reagrupando, temos que

(AU,U) = −
∫ L

0
κ(φx + ψ)(ϕ1x + ϕ2) dx+

∫ L

0
bϕ2xψx dx−

∫ L

0
bψxϕ2x dx

+
∫ L

0
κ(ϕ1x + ϕ2)(φx + ψ) dx− γ|ϕ2(L)|2

= −
∫ L

0
κ(φx + ψ)(ϕ1x + ϕ2) dx+

∫ L

0
κ(ϕ1x + ϕ2)(φx + ψ) dx

+
∫ L

0
bϕ2xψxdx−

∫ L

0
bψxϕ2x dx− γ|ϕ2(L)|2

= 2img(
∫ L

0
κ(φx + ψ)(ϕ1x + ϕ2) dx)i+ 2img(

∫ L

0
bϕ2xψx dx)i− γ|ϕ2(L)|2.

Assim, concluímos que Re(AU,U) ≤ 0, isto é, A é dissipativo.
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Agora, lembremos que queremos provar a existência e unicidade de solução, então,
vamos primeiro provar que, 0 ∈ ρ(A), ou seja, basta provar que −A é invertível com sua
inversa contínua.

Proposição 4.1.4. 0 ∈ ρ(A).

Demonstração. Primeiro vamos ver que −A é invertível, mostremos que −A é sobrejetor,
isto é, dado F = (f1, f2, f3, f4)T ∈ H, existe U ∈ D(A), tal que AU = F . De fato,
tenhamos em conta que resolver, AU = F , que é equivalente a resolver −ϕ1 = f1 ∈ H1

0 (0, L)
, −ϕ2 = f3 ∈ V 1

0 e o problema elíptico:

− κ

ρ1
(φx + ψ)x = f2 ∈ L2(0, L) (4.1.10)

− b

ρ2
ψxx + κ

ρ2
(φx + ψ) = f4 ∈ L2(0, L), (4.1.11)

Junto às condições de contorno (4.0.5). Para achar a solução de (4.1.10)-(4.1.11), usaremos
o Teorema de Lax-Milgran e propriedades de regularidade do espaço das distribuições,
isto para ver que essa solução esta em D(A). De fato, seja Ψ ∈ V 1

0 (0, L) e Φ ∈ H1
0 (0, L).

Multiplicamos por Φ e Ψ en (4.1.10) e (4.1.11) respectivamente e integramos em (0, L),
obtemos ∫ L

0
κ(φx + ψ)xΦ dx =

∫ L

0
f̂2Φ dx (4.1.12)

e ∫ L

0
(−bψxx + κ(φx + ψ))Ψ dx =

∫ L

0
f̂4Ψ dx, (4.1.13)

onde f̂2 = ρ1f2 e f̂2 = ρ2f4. Logo, note que∫ L

0
(φx + ψ)xΦ dx = (φx + ψ)Φ

∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0
(φx + ψ)Φx dx,

então, como Φ ∈ H1
0 , temos que∫ L

0
(φx + ψ)xΦ dx = −

∫ L

0
(φx + ψ)Φx dx.

Logo, somando as equações (4.1.12) e (4.1.13), e em virtude de que bψx(L) = γϕ2(L) =
γf3(L), obtemos∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Ψ + Φx) dx =

∫ L

0
(f̂4Ψ + f̂2Φ) dx+ γf3(L, t)Ψ(L, t). (4.1.14)

Então, escrevemos a(W,V ) = T1(V ) +N(V ), onde W = (φ, ψ), V = (Φ,Ψ) e

a(W,V ) =
∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ) dx , N(V ) = γf3(L, t)Ψ(L, t),

e
T1(V ) =

∫ L

0
(f̂4Ψ + f̂2Φ)dx.
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Logo, denotamos T (V ) = T1(V ) + N(V ), assim, o problema (4.1.14) é equivalente a
resolver

a(W,V ) = T (V ) (4.1.15)

com as condições de fronteira (4.0.5). Então, conseguir uma solução para (4.1.10)− (4.1.11)
é equivalente a conseguir uma solução para (4.1.15), portanto, temos que achar (φ, ψ) ∈
H1

0 × V 1
0 (0, L), tal que cumpra (4.1.15). Como queremos usar o teorema de Lax-Milgran,

precisamos definir um espaço F , uma aplicação a(·, ·) sesquilinear, contínua e coerciva e T
um funcional antilinear em F ′. De fato, definimos o espaço F = H1

0 × V 1
0 e consideremos

a aplicação
a(·, ·) : F × F → C,

dada por
a(W,V ) =

∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ) dx,

onde W = (φ, ψ) e V = (Φ,Ψ). Podemos observar que a(·, ·) é sesquilinear, além disso,
é um produto interno em F , mais ainda, seja ∥V ∥2

F = a(V, V ), podemos verificar que
(F , ∥ · ∥F) é Banach. Agora, vamos ver que a(·, ·) é coerciva e contínua. De fato, para ver
que a(·, ·) é coerciva, note que∫ L

0
b|ψx|2 dx+

∫ L

0
κ|(φx + ψ)|2 dx ≥ 1∥V ∥2

F .

Logo, provemos que a(·, ·) é contínua, de fato, notamos que

|a(W,V )| =
∣∣∣∣∣
∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ) dx

∣∣∣∣∣
≤

√
κ∥φx + ψ∥L2

√
κ∥Φx + Ψ∥L2 +

√
b∥Ψx∥L2

√
b∥Ψx∥L2 ,

além disso, como se cumpre que
√
κ∥φx + ψ∥L2 ≤ ∥W∥F ,

√
κ∥φx + ψ∥L2 ≤ ∥V ∥F ,√

b∥Ψx∥L2 ≤ ∥V ∥F e
√
b∥Ψx∥L2 ≤ ∥W∥F , podemos concluir que

|a(W,V )| =
∣∣∣∣∣
∫ L

0
bψxΨx + κ(φx + ψ)(Φx + Ψ)dx

∣∣∣∣∣
≤ ∥W∥F∥V ∥F + ∥W∥F∥V ∥F

= 2∥W∥F∥V ∥F .

.

Portanto a(·, ·) é contínua. Logo, tendo em conta o Corolário 2.3.1, temos

|Ψ(L)|2 ≤
∫ L

0
|Ψx(x)|2 dx e

∫ L

0
|Ψ(x)|2 ≤

∫ L

0
|Ψx(x)|2 ∀Ψ ∈ V 1

0 (0, l). (4.1.16)

Então, verificar que T : F → C, dado por T (V ) = T1(V )+N(V ), é um funcional antilinear
de F . De fato, podemos observar que T1(V ) é antilinear, isto pelas propriedades de linea-
ridade da integral e propriedades dos números complexos e para veficar a antilinearidade
de N(V ), basta observar que a avaliação é uma aplicação antilinear, assim, T é soma de
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operadores antilineares e portanto é antilinear. Logo, verifiquemos que T é contínuo. De
fato, notamos que

|T (V )| ≤ |T1(V )| + |N(V )|. (4.1.17)

Como V ∈ V 1
0 (0, L), então da definição de T1 e do Corolário 2.3.1, temos que

|T1(V )| ≤ ∥f̂4∥L2∥Ψ∥L2 + ∥f̂2∥L2∥Φ∥L2

≤ CM(∥Ψ∥L2 + ∥Φ∥L2)

≤ CM(Cp∥Φx∥L2 + ∥Ψ∥L2)

≤ CM(Cp∥Ψ + Φx∥L2 + Cp∥Ψ∥L2 + ∥Ψ∥L2)

≤ CM(Cp∥Ψ + Φx∥L2 + (Cp + 1)Cp∥Ψx∥L2)

≤ C(∥Ψ + Φx∥L2 + ∥Ψx∥L2)

≤ C∥V ∥F ,

(4.1.18)

logo, em virtude de (4.1.16), obtemos

|N(V )| ≤ C3∥V ∥F , (4.1.19)

então, substituindo as estimativas (4.1.18) e (4.1.19) em (4.1.17), temos que

|T (V )| ≤ C ′∥V ∥F ,

onde C ′ = C3 + C. Isto é T é contínuo. Logo, pelo Teorema 2.1.1, existe um único
W = (φ, ψ) ∈ F , tal que a(W,V ) = T (V ) para todo V ∈ F . Mas ainda, para mostrar
que U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2) ∈ D(A), então, somente falta verificar a regularidade φ, ψ ∈ H2.
Para isso, vamos usar o conceito de derivada fraca nos espaços de Sobolev. Então, como
(φ, ψ), satisfaz (4.1.15) para todo V ∈ F , em particular podemos escolher V = (Φ, 0) ∈
C∞

0 × C∞
0 ⊆ F , assim de (4.1.15), obtemos∫ L

0
κ(φx + ψ)Φx dx = −

∫ L

0
f̂2Φ dx.

Logo, pela definição de derivada fraca, κ(φx +ψ)x = f̂2 no espaço das distribuições e como
f̂2 ∈ L, concluímos que κ(φx + ψ) ∈ H1. Assim, temos que φ ∈ H2. Agora, para ver que
ψ ∈ H2, basta notar que V = (0,Ψ) ∈ C∞

0 × C∞
0 ⊆ F , então de 4.1.15, obtemos que∫ L

0
bψxΨx dx =

∫ L

0
(f̂4 + κ(φx + ψ))Ψ dx.

Assim, pela definição de derivada fraca (bψx)x = f̂4 +κ(φx+ψ) no espaço das distribuições
e como f̂4 + κ(φx + ψ) ∈ L2 conclimos que bψx ∈ H1. Logo, segue que ψ ∈ H2. Portanto,
temos que U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2) ∈ D(A), Assim, −A é invertível.
Agora, vamos ver que −A−1 é contínua. Para isso, é suficiente mostrar que ∥U∥H ≤ C∥F∥H,
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pois se −AU = F, então U = −A−1F . Logo, como temos que −ϕ1 = f1 ∈ H1
0 (0, L) ,

−ϕ2 = f3 ∈ V 1
0 (0, L) e em virtude de (4.1.16), segue que

ρ1∥ϕ1∥2
L2 + ρ2∥ϕ2∥2

L2 ≤ ρ1∥f1∥2
L2 + ρ2∥f3∥2

L2

≤ Cpρ1∥f1x∥2
L2 + ρ2∥f3∥2

L2

≤ Cpρ1∥f1x + f3 − f3∥2
L2 + ρ2∥f3∥2

L2

≤ Cpρ1(∥f1x + f3∥L2 + ∥f3∥L2)2 + ρ2∥f3∥2
L2

≤ 4Cpρ1(∥f1x + f3∥2
L2 + ∥f3∥2

L2) + ρ2∥f3∥2
L2

≤ 4Cpρ1(∥f1x + f3∥2
L2 + Cp∥f3x∥2

L2) + ρ2Cp∥f3x∥2
L2

≤ CM(∥f1x + f3∥2
L2 + ∥f3x∥2

L2)

≤ CM∥F∥2
H.

(4.1.20)

Além disso, substituindo Φ por φ em (4.1.12) e Ψ por ψ em (4.1.13), seguindo de maneira
análoga como foi feito para chegar a (4.1.14), obtemos que∫ L

0
bψxψx + κ(φx + ψ)(φx + ψ)dx+ |γψx(L)|2 ≤

∫ L

0
(f̂4ψ + f̂2φ) dx,

logo, aplicando Corolário 2.3.1, os Teoremas 2.3.2, 2.2.1 e a definição de ∥ · ∥H, temos que∫ L

0
bψxψx + κ(φx + ψ)(φx + ψ)dx ≤

∫ L

0
(f̂4ψ + f̂2φ) dx

≤ ∥f̂4∥L2∥ψx∥L2 + ∥f̂2∥L2∥φ∥L2

≤ ∥f̂4∥L2∥ψx∥L2 + Cp∥f̂2∥2
L2∥φx∥L2

≤ Cp∥f̂2∥L2∥φx + ψ − ψ∥2
L2

+∥f̂4∥L2∥ψx∥L2

≤ ∥f̂4∥L2∥ψx∥L2 + Cp∥f̂2∥L2∥φx + ψ∥L2

+C2
p∥f̂2∥L2∥ψx∥L2

≤ CM1(∥f̂4∥L2∥ψx∥L2 + ∥f̂2∥L2∥φx + ψ∥L2

+∥f̂2∥L2∥ψx∥L2)

≤ CM1∥U∥H∥F∥H.

(4.1.21)

Assim, somando (4.1.20) e (4.1.21), concluimos que

∥U∥2
H ≤ CM1∥U∥H∥F∥H + CM∥F∥2

H

≤ CM1(ε∥U∥2
H + C(ε)∥F∥2

H) + CM∥F∥2
H.

Finalmente, em virtude da Proposição 2.1.6, temos que para ε suficientemente pequeno,
se verifica que

∥U∥H ≤ C∥F∥H.

Portanto, 0 ∈ ρ(−A).
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Por fim só falta mostrar que o D(A) e denso em H, isto é, D(A) = H.

Proposição 4.1.5. D(A) é denso em H.

Demonstração. Queremos ver que, D(A) = H. Para isso, lembremos que D(A) é um
subespaço fechado de H, e como (H, (·, ·)) é um espaço de Hilbert, então H = D(A) ⊕
D(A)⊥.

Assim, basta ver que D(A)⊥ = {0}. De fato, seja U ∈ D(A)⊥
, portanto (U, V ) = 0

para todo V ∈ D(A), em particular (U, V ) = 0 para todo V ∈ D(A), então, como
0 ∈ ρ(A), segue do Lema 2.1.2, que existe λ > 0, tal que λI − A = H. Em particular,
existe V0 ∈ D(A), tal que U = λV0 − AV0, assim, como V0 ∈ D(A), então temos que

(U, V0) = (λV0 − AV0, V0)
= λ(V0, V0) − (AV0, V0)
= 0,

pois (U, V ) = 0, para toda V ∈ D(A). Logo, temos que

λ(V0, V0) = (AV0, V0)
= Re(AV0, V0).

Daí λ(V0, V0) ≤ 0, ou seja, V0 = 0 e assim, U = 0. Isto é o que queriamos mostrar. Assim,
temos que D(A)⊥ = {0}, e portanto D(A) = H.

Logo, do fato que A é dissipativo, densamente definido e em virtude do Lema 2.1.2,
temos pelo Teorema 2.4.3, que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações
de classe C0 e do Teorema 2.4.4, segue que, o Problema Abstrato de Cauchy (4.1.1), tem
uma única solução.

4.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta seção, vamos mostrar a estabilidade exponencial da solução do sistema
(4.0.1)-(4.0.5), que é equivalente a provar estabilidade exponencial do problema (4.1.1).
Vamos dividir a seção em duas subseções, com o objetivo de provar as duas condições
da caracterização para estabilidade exponencial de um semigrupo de classe C0, dada no
Teorema 2.4.6. Primeiramente, vamos introduzir um resultado, que será de importância
no desenvolvimento da primeira subseção.

Proposição 4.2.1. O operador A−1 é um operador compacto, onde A é o gerador
infinitesimal associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2).

Demonstração. A ideia é fixar uma sequencia (Fi)i limitada em H, então, como 0 ∈
ρ(A), temos que Ui = A−1Fi. Logo, basta mostrar, que existe uma subsequencia (Uik)k



62

convergente para algum U ∈ H. Assim, podemos concluir que, A−1 é um operador
compacto. De fato, seja (Fi)i ⊂ H uma sequencia limitada em H, como 0 ∈ ρ(A), então

∥Uj∥H ≤ C∥Fj∥H, (4.2.1)

onde Fi = (f i1, f i2, f i3, f i4)T e Ui = (φi, ϕi1, ψi, ϕi2)T , Logo, da definição da norma em H(0, L),
temos que (ψi)i é limitada em L2(0, L). Assim, em virtude de (4.1.10), temos que (φix)i
é limitada para cada i ∈ N em L2(0, L), então, em vista de (4.1.11), temos que (ψixx)i é
limitada em L2(0, L), além disso, usando ferramentas de regularidade, como foi feito para a
solução de (4.1.10)-(4.1.11), obtemos que (ψi)i é limitada em H2(0, L). Daí, em virtude dos
teoremas de imersão, sabemos que H2(0, L) ↪→ H1(0, L) é uma imersão compacta, portanto,
existe uma subsequência de (ψi)i (que ainda denotaremos por (ψi)i) e ψ ∈ H1(0, L), tal
que, (ψi)i é convergente para ψ em H1(0, L), mais ainda, como (ψi)i(0) → ψ(0) e em
virtude da imersão de H1 no espaço das funções contínuas, obtemos

∥ψi − ψ∥V 1
0

−→ 0 quando i −→ ∞.

Agora, maneira análoga, usando que H2(0, L) ↪→ H1(0, L) é uma imersão compacta e
que H1

0 (0, L) ↪→ L2(0, L) é também uma imersão compacta, provamos que, existe uma
subsequência de (φi)i e φ ∈ H1

0 , tais que

∥φi − φ∥H1
0

−→ 0 quando i −→ ∞,

Logo, como Re(AU,U) = −γ|ϕ2(L)|2, temos γ||ϕ2(L)|2 ≤ ∥F∥H∥U∥H, além disso, em
virtude de (4.2.1), segue que, (ϕi2)i é limitada en L2(0, L), mais ainda, temos que, é limitada
em H2(0, L), isto em virtude de a regularidade da solução do problema AUi = Fi, então,
analogamente, como foi feito para ψ, concluímos que, (ϕi1)i é limitada em H2(0, L) e como
H2(0, L) ↪→ H1(0, L), então, existe uma subsequência (ϕi1)i e ϕ1 ∈ H1(0, L), mais ainda,
pelas convergências pontuais (ϕi1)i(0) → ϕ1(0) e (ϕi1)i(L) → ϕ1(L) e imersão de H1(0, L),
no espaço das funções contínuas, obtemos que

∥ϕi1 − ϕ1∥H1
0

−→ 0 quando i −→ ∞,

e analogamente para ϕi2, existe uma subsequência (ϕi2)i e ϕ2 ∈ H1(0, L), tal que

∥ϕi2 − ϕ2∥V 1
0

−→ 0 quando i −→ ∞.

Finalmente, seja U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2), então, temos que a subsequencia Ui = (φi, ϕi1, ψi, ϕi2)′

satisfaz
∥U i − U∥H −→ 0 quando i −→ ∞.

Portanto, concluimos, que o operador A−1 é compacto.

Proposição 4.2.2. O espectro de A é constituído apenas de autovalores de A.
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Demonstração. Segue da Proposição 4.2.1 e da Proposição 2.1.3.

Agora, para mostrar a condição (i) do Teorema 2.4.6, vamos usar a caracterização
para o espectro de um semigrupo S(t) = eAt de contrações de classe C0 num espaço de
Hilbert ( esta caracterização está desenvolvida em [24]).

Observação 4.2.1. Para a condição (ii) do Teorema 2.4.6, vamos precisar impor a condição
de igualdade sobre as velocidades de onda, isto é,

bρ1 = κρ2. (4.2.2)

No caso geral não é possível mostrar que a estabilidade exponencial (ver [9]), é apenas
possível mostrar estabilidade polinomial.

Então, primeiro vamos provar a condição (i) do Teorema 2.4.6, sobre as condições
apropriadas nas constantes do sistema (4.0.1)-(4.0.2).
Por simplicidade, definimos algumas condições associadas às constantes do sistema

• Condição (P0) :

κL2

ρ2
̸=

(
b
ρ2
m2

1 − κ
ρ1
m2

2

)
( κ
ρ1
m2

1 − b
ρ2
m2

2)(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
(m2

1 +m2
2)

π2 , ∀m1,m2 ∈ Z , m1 ̸= m2. (4.2.3)

• Condição (P2) :
κL2

b
̸= 4(κρ2 − ρ1b)m

3b ρ1 + κρ2
π2, ∀m ∈ Z. (4.2.4)

Observação 4.2.2. Observe que, no caso de igualdade da velocidade de propagação das
ondas, isso é ρ2

b
= ρ1

κ
, Condição (P0) se reduz

• Condição (P1) :

κL2

b
̸= (m2

1 −m2
2)2

m2
1 +m2

2
π2, ∀m1,m2 ∈ Z, m1 ̸= m2, m2

1 +m2
2 ∈ 2Z.

Teorema 4.2.1.

(a) Suponha que ρ2

b
>
ρ1

κ
. Então

iR ⊂ ρ(A) ⇐⇒ (P0) e (P2) são satisfeitas.

(b) Suponha que ρ2

b
≤ ρ1

κ
. Então

iR ⊂ ρ(A) ⇐⇒ (P0) é satisfeita.
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Demonstração. Em virtude da Proposição 4.2.2 é suficiente caraterizar o espectro, então,
seja λ ∈ R\{0}. Se iλ ∈ σ(A), então, existe U ∈ D(A)\{0}, tal que AU = iλU , isto é

iλφ = ϕ1 (4.2.5)
iλψ = ϕ2 (4.2.6)

κ

ρ1
φxx + κ

ρ1
ψx = iλϕ1 (4.2.7)

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
φx − κ

ρ2
ψ = iλϕ2. (4.2.8)

Substituindo (4.2.5) e (4.2.6) em (4.2.7) e (4.2.8) respetivamente, obtemos que

κ

ρ1
φxx + κ

ρ1
ψx + λ2φ = 0 (4.2.9)

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
φx − κ

ρ2
ψ + λ2ψ = 0, (4.2.10)

além disso, como bψx(L) = −γϕ2(L) e pelo fato que Re(iλU, U) = Re(AU,U) =
−γ|ϕ2(L)|2, temos que, ϕ2(L) = 0, assim ψx(L) = 0, e de (4.2.6), concluimos que ψ(L) = 0.
Então, com as condições ψx(L) = 0, ψ(L) = 0 e as condições (4.0.4)-(4.0.5), obtemos as
condições de fronteira

ψx(L) = 0, φ(L) = 0, ψ(L) = 0, φ(0) = 0 e ψ(0) = 0. (4.2.11)

Logo, denotamos µ = λ2 > 0. Para estudar o sistema (4.2.9)-(4.2.11), primeiro vamos
conseguir uma base da solução fundamental do sistema (4.2.9)-(4.2.10). Para isso, escreve-
mos o operador diferencial associado às equações do sistema (4.2.9)-(4.2.10), avaliado em
φ e ψ, isto é,[

κ

ρ1
D2 + Iµ

]
(φ) + κ

ρ1
D(ψ) = 0 e

[
b

ρ2
D2 − κ

ρ2
I + µI

]
(ψ) − κ

ρ2
D(φ) = 0.

que é equivalente a 
κ

ρ1
t2 + µ

κ

ρ1
t

− κ

ρ2
t

b

ρ2
t2 − κ

ρ2
+ µ


φ
ψ

 =
0

0

 .
Agora, vamos calcular o determinante desta matriz para conseguir o polinômio caracterís-
tico, isto é, (

κ

ρ1
t2 + µ

)(
b

ρ2
t2 − κ

ρ2
+ µ

)
+ κ2

ρ1ρ2
t2 = 0,

ou equivalentemente

κb

ρ1ρ2
t4 − κ2

ρ1ρ2
t2 + κµ

ρ1
t2 + µ b

ρ2
t2 + µ2 − µ

κ

ρ2
+ κ2

ρ1ρ2
t2 = 0
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Portanto, temos que

κb

ρ1ρ2
t4 +

(
b

ρ2
+ κ

ρ1

)
µt2 + µ2 − µ

κ

ρ2
= 0.

Agora, consideremos o polinômio associado a esta expressão (ver [28], Teorema 2.7, onde
se resolve um sistema similar "sendo diferente apenas nas condições de contorno"com uma
abordagem alternativa à que vamos apresentar aqui), ou seja,

P (t) = At4 +Bt2 + C onde A = κb

ρ1ρ2
, B =

(
b

ρ2
+ κ

ρ1

)
µ, C = µ2 − µ

κ

ρ2
,

fazemos uma mudança de variável n = t2, então P assume a forma

P (n) = An2 +Bn+ C.

Logo, estudaremos o discriminante para conhecer a natureza das raízes do polinômio.
Então, notamos que

∆ = B2 − 4AC

=
(
b

ρ2
+ κ

ρ1

)2

µ2 − 4 κb

ρ1ρ2

(
µ2 − µ

κ

ρ2

)

= b2

ρ2
2
µ2 + 2κbµ

2

ρ2ρ1
+ κ2

ρ2
1
µ2 − 4κbµ

2

ρ2ρ1
+ 4 κbµ

ρ2ρ1

κ

ρ2

=
(
b

ρ2
− κ

ρ1

)2

µ2 + 4 κbµ
ρ2ρ1

κ

ρ2
> 0.

Assim, obtemos duas raízes reais diferentes, as quais são

n1 = −B −
√

∆
2A < 0 (4.2.12)

e

n2 = −B +
√

∆
2A . (4.2.13)

Logo, para estudar o sinal de n2, tenhamos em conta que

∆ −B2 = 4 κb

ρ1ρ2
µ

(
κ

ρ2
− µ

)
,

assim, da equação acima e do fato que

∆ −B2 =
(√

∆ −B
) (√

∆ +B
)
,

temos que, o sinal de n2 depende de κ

ρ2
com respeito a µ. Portanto, temos os seguinte

casos:
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1. Se µ < κ

ρ2
, então n2 > 0.

2. Se µ = κ

ρ2
, então n2 = 0.

3. Se µ > κ

ρ2
, então n2 < 0.

Estudemos o Caso 1. Isto é, µ < κ

ρ2
, então n2 > 0. Assim, temos duas raízes reais e duas

complexas. Logo, voltando a mudança de variável, obtemos t1 =
√

−n1 e t2 = √
n2. Assim,

as raízes do polinômio P são as seguintes it1, t2,−it1 e − t2, obtemos que, a solução geral
(através da matriz fundamental, usando o método de eliminação ver [29] pag. 264) do
sistema (4.2.9)-(4.2.10), vêm dada por (φ(x), ψ(x))T em que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3senh(t2(L− x)) + a4cosh(t2(L− x))

e

ψ(x) = a′
1cos(t1(L− x)) + a′

2sen(t1(L− x)) + a′
3cosh(t2(L− x)) + a′

4senh(t2(L− x)),

em que aj, a′
j são números complexos para j = 1, 2, 3, 4. Agora, para determinar uma

relação entre as constastes de φ e ψ, note que, φ e ψ satisfazem (4.2.9), portanto, ao
substituir φ e ψ em (4.2.9) concluímos que

− κ

ρ1
a1t

2
1 + a1µ+ κ

ρ1
a′

1t1 = 0,

− κ

ρ1
a2t

2
1 + a2µ− κ

ρ1
a′

2t1 = 0,

κ

ρ1
a3t

2
2 + a3µ− κ

ρ1
a′

3t2 = 0,

e
κ

ρ1
a4t

2
2 + a4µ− κ

ρ1
a′

4t2 = 0.

Então, temos que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3senh(t2(L− x)) + a4cosh(t2(L− x))

e

ψ(x) = −a1d1cos(t1(L−x))+a2d1sen(t1(L−x))−a3d2cosh(t2(L−x))−a4d2senh(t2(L−x)),

onde

d1 = µρ1

t1κ
− t1 e d2 = −µρ1

t2κ
− t2. (4.2.14)
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Observação 4.2.3. Note que d1 ̸= 0, caso contrário, se d1 = 0, teríamos µρ1

t1κ
− t1 = 0, então,

µρ1

κ
= t21, assim, temos que, µρ1

κ
= −n1, isto é, µρ1

κ
= B +

√
∆

2A , portanto 2Aµρ1

κ
=

B +
√

∆,

daí, em virtude da definição de A e pela equação (4.2.2), obtemos que, 2κ2µ

ρ1κ
= B +

√
∆,

então, da definição de B, segue que B = B +
√

∆, finalmente, temos
√

∆ = 0, isto é uma
contradição, pois sabemos que ∆ ̸= 0. Mais ainda, note que, não é preciso usar (4.2.2),
pois se,

µρ1

κ
= B +

√
∆

2A ,

então ( b
ρ2

− κ

ρ1
)µ =

√
∆, como todas estas constantes são positivas e

∆ =
(
b

ρ2
− κ

ρ1

)2

µ2 + 4 κbµ
ρ2ρ1

κ

ρ2
,

temos uma contradição.

Logo, note que,

ψx(x) = −a1d1t1 sen(t1(L− x)) − a2d1t1cos(t1(L− x)) + a3d2t2 senh(t2(L− x))
+ a4d2t2 cosh(t2(L− x)),

então, pelas condições de contorno, temos ψx(L) = 0, portanto

0 = ψx(L) = −a1d1t1sen(t1(0))−a2d1t1cos(t1(0))+a3d2t2senh(t2(0))+a4d2t2cosh(t2(0)),

assim

0 = a2d1t1 − a4d2t2. (4.2.15)

Também, note que

0 = φ(L) = a1sen(t1(0)) + a2cos(t1(0)) + a3senh(t2(0)) + a4cosh(t2(0)),

assim, temos que, 0 = a2 + a4, portanto ,−a2 = a4, então, substituindo em (4.2.15),
obtemos que, 0 = a4d1t1 + a4d2t2, logo, usando as definições de d1 e d2, temos que

0 = a4d1t1 + a4d2t2 = a4

((
µρ1

t1κ
− t1

)
t1 +

(
−µρ1

t2κ
− t2

)
t2

)
,

mais ainda, como(
µρ1

t1κ
− t1

)
t1 +

(
−µρ1

t2κ
− t2

)
t2 = µρ1

κ
− t21 − µρ1

κ
− t22

= −t21 − t22 = n1 − n2 = −
√

∆
A

< 0,
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podemos concluir que a4 = a2 = 0. Portanto, a solução fica da forma (φ(x), ψ(x))T , em
que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a3senh(t2(L− x)) (4.2.16)

e

ψ(x) = −a1d1cos(t1(L− x)) − a3d2cosh(t2(L− x)). (4.2.17)

Agora, substituindo a condição ψ(L) = 0 em (4.2.17), obtemos

0 = −a1d1 − a3d2. (4.2.18)

Além disso, en vista que ψ(0) = 0, temos que,

0 = −a1d1cos(t1L) − a3d2cosh(t2L). (4.2.19)

Portanto, usando (4.2.18) em (4.2.19), obtemos,

0 = a3d2cos(t1L) − a3d2cosh(t2L),

logo, como d2 < 0, temos que, se a3 ̸= 0, então cos(t1L) = cosh(t2L), isto é impossível.
Assim, a3 = 0 e do fato que d1 ̸= 0, em virtude de (4.2.18), concluimos que a1 = 0, isto
é, (φ(x), ψ(x))T = (0, 0)T , consequentemente o sistema (4.2.9)-(4.2.10), no caso 1, tem
apenas a solução trivial.

Agora, estudemos o Caso 2. Ou seja, se µ = κ

ρ2
então n2 = 0. Neste caso, temos dois

raízes complexas e uma real repetida, que são, it1,−it1 e 0 respectivamente. Então, como
tem dois raízes complexas e uma real que é repetida, aplicando o método do operador
diferencial ou método de eliminação, [29], concluimos que, a solução geral do sistema
(4.2.9)-(4.2.10), é da forma

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3

e
ψ(x) = a′

1cos(t1(L− x)) + a′
2sen(t1(L− x)) + a′

3(L− x) + a4.

Logo, substituindo φ e ψ em (4.2.9) e em vista que µ = κ

ρ2
, obtemos

− κ

ρ1
a1t

2
1 + a1µ+ κ

ρ1
a′

1t1 = 0,

− κ

ρ1
a2t

2
1 + a2µ− κ

ρ1
a′

2t1 = 0,

e
κ

ρ2
a3 − κ

ρ1
a′

3 = 0.
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Portanto, concluímos que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3

e
ψ(x) = −a1d1cos(t1(L− x)) + a2d1sen(t1(L− x)) + a3(L− x)κρ1

ρ2κ
+ a4,

onde
d1 = µρ1

t1κ
− t1,

daí, en virtude das condições (4.2.11), obtemos 0 = φ(L) = a2 + a3, ou equivalentemente

−a2 = a3, (4.2.20)

então, pela condição de contorno 0 = ψx(L), temos

0 = ψx(L) = −a2d1t1 − a3
κρ1

ρ2κ
. (4.2.21)

Portanto, substituindo (4.2.20) em (4.2.21), obtemos

0 = −a2

(
d1t1 − κρ1

ρ2κ

)
= −a2

((
µρ1

t1κ
− t1

)
t1 − κρ1

ρ2κ

)
.

Além disso, pelo fato que µ = κ
ρ2
, segue que(

κ

ρ2

ρ1

t1κ
− t1

)
t1 − κρ1

ρ2κ
= −t21 = n1 ̸= 0,

do qual concluímos, pela desigualdade anterior a2 = a3 = 0. Assim a solução é da formaφ(x)
ψ(x)

 =
 a1sen(t1(L− x))

−a1d1cos(t1(L− x)) + a4

 .
Logo, como ψ(0) = 0, então, a4 = a1d1cos(t1L) e em virtude que ψ(L) = 0, obtemos que
a1 ̸= 0 ( caso contrário a solução seria trivial). Logo, como
0 = φ(0) = a1sen(t1L) podemos concluir que, (4.2.9)-(4.2.11) tem solução não trivial se, e
somente se, sen(t1L) = 0, mas isto é impossível, pois caso que

sen(t1L) = 0,

então t1L = m1π. Assim, como µ = κ

ρ2
, então, da definição de C, temos que C = 0, assim

t1 =
√

−n1 =
√
B

A
=

√√√√( b

ρ2
+ κ

ρ1

)
ρ1

b
, (4.2.22)

Logo, assumindo Condição (P0), temos ao substituir m2 = 0 em (4.2.3) e manipulando
algebricamente a equação resultante, obtemos

κ

b
+ ρ1

ρ2
̸= m2

1π
2

L2 ,
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que contradiz (4.2.22). Assim, o sistema tem apenas a solução trivial, pois a1 = 0.
Agora, se a Condição (P0) não for satisfeita, então, escolhendo (a1, a4), tal que satisfaça
a4 = a1d1cos(t1L), conseguimos um autovalor do sistema (4.2.9)-(4.2.11). De fato, considere
(a1, a4) = (1, d1cos(t1L)), substituindo em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solução de
sistema (4.2.9)-(4.2.11) não é trivial, portanto, o sistema tem um valor próprio.
Finalmente, estudemos o Caso 3. Isto é, se µ > κ

ρ2
, então n2 < 0. Portanto, notamos que,

retornando a mudança de variável, obtemos t1 =
√

−n1 e t2 =
√

−n2. Logo, as raízes do
polinômio P , são as seguintes it1, it2,−it1 e − it2, assim, aplicando o método clássico do
operador diferencial ou método de eliminação, obtemos que, a solução geral do sistema
(4.2.9)-(4.2.10), é da forma:

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3sen(t2(L− x)) + a4cos(t2(L− x))

e

ψ(x) = a′
1cos(t1(L− x)) + a′

2sen(t1(L− x)) + a′
3cos(t2(L− x)) + a′

4sen(t2(L− x)).

Portanto, substituindo φ(x) e ψ(x) em (4.2.9), obtemos

− κ

ρ1
a1t

2
1 + a1µ+ κ

ρ1
a′

1t1 = 0,

− κ

ρ1
a2t

2
1 + a2µ− κ

ρ1
a′

2t1 = 0,

− κ

ρ1
a3t

2
2 + a3µ+ κ

ρ1
a′

3t2 = 0,

e
− κ

ρ1
a4t

2
2 + a4µ− κ

ρ1
a′

4t2 = 0.

Assim, podemos concluir que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a2cos(t1(L− x)) + a3sen(t2(L− x)) + a4cos(t2(L− x))

e

ψ(x) = −a1d1cos(t1(L−x))+a2d1sen(t1(L−x))−a3d2cos(t2(L−x))+a4d2sen(t2(L−x)),

onde

d1 = µρ1

t1κ
− t1 e d2 = µρ1

t2κ
− t2. (4.2.23)

tenhamos em conta que

ψx(x) = −a1d1t1sen(t1(L− x)) − a2d1t1cos(t1(L− x)) − a3d2t2sen(t2(L− x))
−a4d2t2cos(t2(L− x)).
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Por outro lado, em vista de que φ(L), obtemos

0 = a1sen(t1(0)) + a2cos(t1(0)) + a3sen(t2(0)) + a4cos(t2(0)),

então, a2 = −a4. Logo, como ψx(L) = 0, segue que

0 = −a4d1t1 + a4d2t2 = −a4(d1t1 − d2t2) = −a4
((

µρ1
t1κ

− t1
)
t1 −

(
µρ1
t2κ

− t2
)
t2
)

= −a4(−t21 + t22).

Além disso, tendo em conta que

−t21 + t22 = n1 − n2 = −
√

∆
A

̸= 0,

então −a2 = a4 = 0. Assim, podemos concluir que

φ(x) = a1sen(t1(L− x)) + a3sen(t2(L− x)), (4.2.24)

e

ψ(x) = −a1d1cos(t1(L− x)) − a3d2cos(t2(L− x)). (4.2.25)

Mais ainda, como ψ(L) = 0, obtemos

0 = −ψ(L) = a1d1cos(t1(0)) + a3d2cos(t2(0)) = a1d1 + a3d2. (4.2.26)

Logo, substituindo φ(0) = 0 e ψ(0) = 0, em (4.2.24) e (4.2.25) respectivamente, seguem as
seguintes equações:

0 = φ(0) = a1sen(t1L) + a3sen(t2L), (4.2.27)
0 = −ψ(0) = a1d1cos(t1L) + a3d2cos(t2L). (4.2.28)

Agora, como estamos assumindo que (φ, ψ)T ̸= (0, 0)T , em virtude de (4.2.27), segue
(a1, a3)T ̸= (0, 0)T . Então, substituindo (4.2.26) em (4.2.28), obtemos

0 = a1d1cos(t1L) + a3d2cos(t2L)
= a3d2cos(t2L) − a3d2cos(t1L).

Portanto, cos(t2L) − cos(t1L) = 0. Assim, podemos concluir que

cos(t1L) = cos(t2L). (4.2.29)

Logo, em vista que sen
(
x+ π

2

)
= cos(x), podemos verificar que

sen(t2L) = ε sen(t1L), (4.2.30)

onde ε = 1 ou ε = −1 Agora, notamos que, multiplicando por d1 em (4.2.27), temos que,
d1a1sen(t1L) + d1a3sen(t2L) = 0, daí, em virtude de (4.2.26), segue que d1 a3 sen(t2L) −
a3 d2 sen(t1L) = 0, logo, de (4.2.30), temos d1a3 ε sen(t1L) − a3d2sen(t1L) = 0, isto é,

a3sen(t1L)(d2 − εd1) = 0.

Então, vamos estudar os casos para os que o produto anterior é zero, ou seja:
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i. sen(t1L) = 0.

ii. d2 − εd1 = 0.

Para o caso i, temos que sen(t1L) = 0. Logo, pela igualdade (4.2.30), concluimos que,
sen(t2L) = 0, além disso, como t1L, t2L > 0, então, existem m1,m2 ∈ N\{0}, tais que
t1L = m1π e t2L = m2π, portanto, segue que

(m2
1 +m2

2)
π2

L2 = t21 + t22 = −n1 − n2 = B

A
=

(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
µ

κb
ρ1ρ2

. (4.2.31)

Por outro lado, temos

(m2
1m

2
2)
π4

L4 = t21t
2
2 = n1n2 = C

A
=
µ2 − µ κ

ρ2
κb
ρ1ρ2

. (4.2.32)

Em resumo,

(m2
1 +m2

2)
π2

L2 =

(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
µ

κb
ρ1ρ2

(4.2.33)

e

(m2
1m

2
2)
π4

L4 =
µ2 − µ κ

ρ2
κb
ρ1ρ2

. (4.2.34)

Logo, resolvendo µ, na equação (4.2.33), obtemos

µ =
(m2

1 +m2
2)π2 κb

ρ1ρ2

L2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

) .

Portanto, substituindo a igualdade acima na equação (4.2.34), segue

µ2 − µ
κ

ρ2
=
m2

1m
2
2π

2π2
(

κb
ρ1ρ2

)
L2L2

=
m2

1m
2
2π

2 (m2
1 +m2

2) π2
(

κb
ρ1ρ2

) (
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
L2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)L2

=
m2

1m
2
2π

2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
µ

(m2
1 +m2

2)L2 ,

simplificando esta última igualdade, temos que

µ− κ

ρ2
=
m2

1m
2
2π

2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)L2 ,

ou equivalentemente

κ

ρ2
= µ−

m2
1m

2
2π

2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)L2 .
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Logo, substituindo o valor de µ, temos

κ

ρ2
=

(m2
1 +m2

2)π2 κb
ρ1ρ2

L2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

) −
m2

1m
2
2π

2
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)L2 ,

desta forma, obtemos que

κL2

ρ2π2 =
(m2

1 +m2
2) κb
ρ1ρ2(

b
ρ2

+ κ
ρ1

) −
m2

1m
2
2

(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

,

então, somando as frações na igualdade acima, temos

κL2

ρ2π2 =
(m2

1 +m2
2)2 κb

ρ1ρ2
−m2

1m
2
2

(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)2(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

=
κbm4

1
ρ1ρ2

+ 2κbm
2
1m

2
2

ρ1ρ2
+ κbm4

2
ρ1ρ2

− b2m2
1m

2
2

ρ2
2

− 2 bκm
2
1m

2
2

ρ2ρ1
− κ2m2

1m
2
2

ρ2
1(

b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

.

Finalmente, segue que

κL2

ρ2π2 =
κbm4

1
ρ1ρ2

− b2m2
1m

2
2

ρ2
2

+ κbm4
2

ρ1ρ2
− κ2m2

1m
2
2

ρ2
1(

b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

=

(
bm2

1
ρ2

) (
κm2

1
ρ1

− bm2
2

ρ2

)
+
(
κm2

2
ρ1

) (
bm2

2
ρ2

− κm2
1

ρ1

)
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

=

(
bm2

1
ρ2

) (
κm2

1
ρ1

− bm2
2

ρ2

)
−
(
κm2

2
ρ1

) (
κm2

1
ρ1

− bm2
2

ρ2

)
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

=

(
bm2

1
ρ2

− κm2
2

ρ1

) (
κm2

1
ρ1

− bm2
2

ρ2

)
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

.

Em resumo
κL2

ρ2
=

(
κ
ρ1
m2

1 − b
ρ2
m2

2

) (
b
ρ2
m2

1 − κ
ρ1
m2

2

)
(
κ
ρ1

+ b
ρ2

)
(m2

1 +m2
2)

π2.

Então, se a Condição (P0) for satisfeita, para este caso, existe apenas a solução trivial,
ou seja, A não possui autovalores. Agora, se assumirmos que (4.2.3) não é satisfeita,
então, escolhendo (a1, a3), tal que satisfaça (4.2.28), então, obtemos um autovalor. De
fato, considere

(a1, a3) = (−d2cos(t2L), d1cos(t1L)),

substituindo isso em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solução do sistema (4.2.9)-(4.2.11)
é não trivial, portanto, o sistema tem um autovalor.
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Observação 4.2.4. Consideremos válida a igualdade das velocidades de propagação. tendo
em conta que,

κL2

ρ2π2 =

(
bm2

1
ρ2

− κm2
2

ρ1

) (
κm2

1
ρ1

− bm2
2

ρ2

)
(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
(m2

1 +m2
2)

,

é equivalente a

κL2

ρ2π2

(
b

ρ2
+ κ

ρ1

)
=

κ
ρ1

(
m2

1
bρ1
ρ2κ

−m2
2

)
b
ρ2

(
m2

1
κρ2
ρ1b

−m2
2

)
(m2

1 +m2
2)

,

então, em virtude de (4.2.2), obtemos(
m2

1
bρ1
ρ2κ

−m2
2

) (
m2

1
κρ2
ρ1b

−m2
2

)
(m2

1 +m2
2)

= κL2

ρ2π2

(
b

ρ2
+ κ

ρ1

)
ρ1

κ

ρ2

b
,

assim, novamente usando (4.2.2), temos(
m2

1
bρ1
ρ2κ

−m2
2

) (
m2

1
κρ2
ρ1b

−m2
2

)
(m2

1 +m2
2)

= κL2

ρ2π2

(
2κ
ρ1

)
ρ1

κ

ρ2

b

= 2κL2

π2b
,

logo, segue que

κL2

b
=

( ρ1b
ρ2κ
m2

1 −m2
2)(ρ2κ

ρ1b
m2

1 −m2
2)

m2
1 +m2

2
π2, ∀m1,m2 ∈ Z,

m1 ̸= m2, m2
1 +m2

2 ∈ 2Z
.

Finalmente, em virtude de que bρ1

κρ2
= κρ2

bρ1
= 1, temos que

κL2

b
= (m2

1 −m2
2)2

m2
1 +m2

2
π2, ∀m1,m2 ∈ Z, m1 ̸= m2, m2

1 +m2
2 ∈ 2Z.

Esta observação, justifica solicitar que (P1) seja satisfeito no caso quando temos velocidades
de propagação de onda iguais.

Agora, estudemos o caso caso ii, neste caso, temos que d2 − εd1 = 0, então, temos
que considerar, dois sub-casos

ii.1 d1 = d2 se ε = 1.

ii.2 d1 = −d2 se ε = −1.

Provemos o Caso ii.1, isto é, quando se verifica que d1 = d2. Vamos ver que para este
caso o sistema (4.2.9)-(4.2.10) não tem solução distinta à trivial. Denotemos d = d1 = d2.
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Logo, observe que, em virtude de (4.2.23), temos

d(t1 − t2) = d t1 − d t2 = d1t1 − d2t2

=
(
µρ1

κt1
− t1

)
t1 −

(
µρ1

κt2
− t2

)
t2

= t22 − t21

= (t2 − t1)(t2 + t1),

Assim, como t2 − t1 ̸= 0, temos que

−d = (t2 + t1)

Portanto, en vista de que d = d1 e (4.2.23), obtemos

t1 − µρ1

κt1
= t2 + t1,

daí, concluímos que

−µρ1

κ
= t2t1,

mas a igualdade acima é uma clara contradição, pois µ, ρ1, κ, t2, t1 são números estritamente
positivos. Logo, o Caso ii.1 é impossível.

Agora, estudemos o Caso ii.2, isto é, se verifica d1 = −d2. Então, observe que em virtude
de (4.2.23), temos

d2(t1 + t2) = d2 t1 + d2 t2 = −d1t1 + d2t2

=
(

−µρ1

κt1
+ t1

)
t1 +

(
µρ1

κt2
− t2

)
t2

= t21 − t22

= (t1 − t2)(t2 + t1),

como sabemos que t1 + t2 ̸= 0 e en vista de (4.2.23), podemos concluir

t1 − t2 = d2 = µρ1

κt2
− t2.

ou equivalentemente

t1t2 = µρ1

κ
. (4.2.35)

Por outro, de (4.2.32), sabemos que

t21t
2
2 =

µ2 − µ
κ

ρ2
κb

ρ1ρ2

,
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então, da equação acima e (4.2.35), temos que

µ2ρ2
1

κ2 =
µ2 − µ

κ

ρ2
κb

ρ1ρ2

,

portanto

µ2ρ1 b

κρ2
= µ2 − µ

κ

ρ2
,

isso implica que

µ2ρ1 b = µ2κρ2 − µκ2,

assim, podemos concluir que

µ2 (ρ1 b− κρ2) = −µκ2.

Além disso, como µ ̸= 0, então, obtemos

µ (ρ1 b− κρ2) = −κ2. (4.2.36)

Portanto, se ρ1 b ≥ κρ2 for satisfeito, a equação acima é impossível, pois κ > 0, ou seja, o
sistema (4.2.9)-(4.2.11) não tem outra solução além da trivial.

Por outro lado, se ρ1 b < κρ2, então, em virtude de (4.2.31), temos

µ = κ2

κρ2 − ρ1 b
. (4.2.37)

Logo, notamos que, de (4.2.29), temos sen(t2L) = −sen(t1L), e usando (4.2.30) e a
identidade cos(α + β) = cos(α)cos(β) − sen(α)sin(β), concluimos que

cos(t1L+ t2L) = 1.

Então, a igualdae acima vale para os valores t1L+ t2L = 2πm, com m ∈ Z, em virtude de
(4.2.35) e (4.2.36) obtemos

(t1 + t2)2 = t21 + t22 + 2t1 t2 =

(
b
ρ2

+ κ
ρ1

)
µ

κb
ρ1ρ2

+ 2µρ1

κ
,

assim, substituindo (4.2.37) na igualdade anterior e fazendo os cálculos apropriados, temos

(t1 + t2)2 = κ

b

(
3b ρ1 + κρ2

κρ2 − ρ1 b

)
. (4.2.38)

Agora, como t1L+ t2L = 2πm, obtemos,

(t1 + t2)2 = 4π2 m2

L2 ,
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então, substituindo a igualdade acima em (4.2.38), temos que

κL2

b
= κρ2 − ρ1 b

3b ρ1 + κρ2
4π2m2.

Assumindo Condição (P2). Então, em virtude de (4.2.4), o sistema (4.2.9)-(4.2.11),
para este caso tem apenas a solução trivial, ou seja, A não tem autovalores. Agora,
se assumirmos que (4.2.4) não é satisfeita, então escolhendo (a1, a3) tal que satisfaça
(4.2.26), então obtemos um autovalor. de fato, considere (a1, a3) = (1, 1), substituindo
em (4.2.24)-(4.2.25), temos que esta solução de sistema (4.2.9)-(4.2.11) é não trivial e,
portanto, o sistema tem um autovalor.

Nosso objetivo agora é provar o item (ii) do Teorema 2.4.6, onde A é o operador
diferencial definido na boa colocação deste capítulo, (ver [30], onde se dá uma expressão
explícita para o resolvente (λI − A)−1 e se mostram algumas estimativas úteis). Para
isto, vamos mostrar alguns lemas prévios e logo vamos enunciar o resultado final, ou
seja, a estabilidade da solução do sistema (4.0.1)-(4.0.5), a partir da estabilidade do
problema equivalente (4.1.1). Nos lemas a seguir, apresentaremos algumas estimativas
para o operador resolvente com valores regulares no eixo complexo (iR). Então, sejam
λ ∈ R, U = (φ, ϕ1, ψ, ϕ2)T ∈ D(A) e F = (f1, f2, f3, f4)T ∈ H, vamos estudar a equação
resolvente

(iλI − A)U = F,

que pode ser escrita na suas coordenadas como:

iλφ− ϕ1 = f1, (4.2.39)
iλρ1ϕ1 − κ(φx + ψ)x = ρ1f2, (4.2.40)

iλψ − ϕ2 = f3, (4.2.41)
iλρ2ϕ2 − bψxx + κ(φx + ψ) = ρ2f4. (4.2.42)

Então, aplicando produto interno de (iλI − A)U = F com U, obtemos

(F,U)H = (iλU − AU,U)H ,

portanto, tomando a parte real e em virtude da condição de dissipação, temos

−γ|ϕ2(L)|2 = Re (F,U)H , o qual implica pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que
γ|ϕ2(L)|2 ≤ ∥F∥H∥U∥H. Logo, como U ∈ D(A), então, γϕ2(L) = bψx(L), assim, temos
que

γ|ψx(L)|2 ≤ ∥F∥H∥U∥H.

Agora, vamos introduzir notações, para facilitar a compressão das estimativas que vamos
fazer, estas notações são:

2Iψ(α) = ρ2|ϕ2(α)|2 + b|ψx(α)|2 , 2Iφ(α) = ρ1|ϕ1(α)|2 + κ|φx(α)|2
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e
I(α) = Iψ(α) + Iφ(α) , J (s) = ρ1ρ2ϕ2(s)ϕ̄1(s) + ρ2κψx(s)φ̄x(s).

Notamos que, as notações anteriores estão relacionadas com a energia associada ao sistema,
ou seja, ∥U∥∗ =

∫ L

0
Iψ(x) + Iφ(x) dx, onde ∥ · ∥∗ é a norma definida na equação (4.1.6),

além disso, J (s) está relacionada com termos que aparecem na norma ∥U∥H. Além disso,
denotemos por R e Q à classe de funções que satisfazem o seguinte:

R =
∫ L

0
|R| dx ≤ C∥F∥H∥U∥H

e
Q =

∫ L

0
|Q| dx ≤ C

|λ|
∥U∥2

H + C∥F∥H∥U∥H.

Tenhamos en conta que, estas notações estão associadas à estimativa ((ii) do Teorema
2.4.6) procurada.

Observação 4.2.5. 1. Seja Ω = (0, L). Notemos que, em virtude equação (4.2.39), temos

∥ψxφ∥L1(Ω) = ∥ψx (ϕ1 + f1)
λ

∥L1(Ω),

logo, segue usando a Desigualdade de Poincaré

∥ψxφ∥L1(Ω) = ∥ψxϕ1

|λ|
∥L1(Ω) + Cp∥

ψxf1x

λ
∥L1(Ω)

≤ 1
|λ|

∥ψxϕ1∥L1(Ω) + Cp
|λ|

∥ψx(f1x + f3)∥L1(Ω) + CP
|λ|

∥f3xψx∥L1(Ω),

então, se |λ| > Cp, em vista da Desigualdade Hölder e da definição de ∥·∥H, temos

∥κψxφ∥L1(Ω) ≤ C

|λ|
∥U∥2

H + C∥F∥H∥U∥H.

Além disso, de forma análoga podemos mostrar, que os termos de U que multiplicam
φ ou ϕ, são funções de classe Q, isto pode ser verificado usando (4.2.39) ou (4.2.41)
respectivamente, como no caso estudado nesta observação.
Agora, apresentaremos alguns lemas úteis para a demostração de nosso resultado. No
seguinte lema, conseguiremos estabelecer uma relação entre as equações (4.2.39)-(4.2.42)
com as funções de classe Q.

Antes de enunciar o lema, vamos a introduzir as seguintes notações, para indicar
que uma função Φ, é de classe Q, usaremos a notação:

Φ︸︷︷︸
Q

e para indicar que uma função Ψ, é de classe R, usaremos a notação:

Ψ︸︷︷︸
R
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Lema 4.2.1. A solução do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz,

ρ1|ϕ1|2 = κ|φx|2 − κ
d

dx
(φxφ̄) + Q, (4.2.43)

ρ2|ϕ2|2 = b|ψx|2 − b
d

dx
(ψxψ̄) + Q, (4.2.44)

ρ1Re(ϕ1ϕ̄2) = κRe(φxψ̄x) − κ
d

dx
Re(φxψ̄) + Q. (4.2.45)

Demonstração. Provemos (4.2.43), para isto, multiplicamos por φ̄ na equação (4.2.40),
então, temos que iλρ1ϕ1φ̄ − κ(φx + ψ)xφ̄ = ρ1f2φ̄. Logo, usando (4.2.39), na igualdade
anterior, obtemos −ρ1ϕ1

(
ϕ̄1 + f̄1

)
− κ(φx + ψ)xφ̄ = ρ1f2φ̄, portanto, podemos concluir

que

−ρ1|ϕ1|2 − ρ1ϕ1f̄1 − κφxxφ̄− κψxφ̄ = ρ1f2φ̄. (4.2.46)

Daí, substituindo d

dx
(φxφ̄) = φxxφ̄+ φxφ̄x em (4.2.46), obtemos

−ρ1|ϕ1|2 − ρ1ϕ1f̄1 − κ( d
dx

(φxφ) − φxφx) − κψxφ̄ = ρ1f2φ̄,

ou equivalente

−ρ1|ϕ1|2 − ρ1ϕ1f̄1 − κ
d

dx
(φxφ̄) + κφxφ̄x − κψxφ = ρ1f2φ̄,

assim, a igualdade acima, implica que

ρ1|ϕ1|2 = − ρ1ϕ1f̄1︸ ︷︷ ︸
R

−κ d
dx

(φxφ) + κφxφ̄x − κψxφ︸ ︷︷ ︸
Q, Obs 1.

− ρ1f2φ︸ ︷︷ ︸
R, D. poincare

,

ou seja, verificámos (4.2.43). De forma análoga, se prova (4.2.44).
Agora, vamos mostrar a igualdade (4.2.45), para isso, multiplicamos por ψ em (4.2.40),
assim temos

iλρ1ϕ1ψ − κ(φx + ψ)xψ = ρ1f2ψ.

Além disso, usando (4.2.41), na igualdade anterior, obtemos

−ρ1ϕ1
(
ϕ2 + f3

)
− κ(φx + ψ)xψ = ρ1f2ψ,

ou equivalente

−ρ1ϕ1ϕ2 − ρ1ϕ1f3 − κφxxψ − κψxψ = ρ1f2ψ. (4.2.47)

Assim, substituindo d
dx

(φxψ) = φxxψ + φxψx na equação (4.2.47), temos

−ρ1ϕ1ϕ2 − ρ1ϕ1f̄3︸ ︷︷ ︸
R, D. Poincaré

−κ d
dx

(φxψ) + κφxψx − κψxψ︸ ︷︷ ︸
Q, Obs 1.

= f2ψ︸︷︷︸
R, D.Poincaré

, (4.2.48)

daí, podemos concluir (4.2.45).
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Além disso, do lema anterior podemos verificar as seguintes igualdades:

κ|φx|2 = Iφ + κ

2
d

dx
(φxφ̄) + Q, (4.2.49)

b|ψx|2 = Iψ + b

2
d

dx
(ψxψ̄) + Q, (4.2.50)

Re(J ) = 2κρ2Re(φxψ̄x) − ρ2κ
d

dx
(φxψ̄) + Q. (4.2.51)

De fato, para provar (4.2.49), vamos somar −κ|φx|2 em (4.2.43), ou seja,

−κ|φx|2 = −ρ1|ϕ1|2 − κ|φx|2 − κ
d

dx
(φxφ̄) + Q,

portanto, podemos concluir que

−2κ|φx|2 = −2Iφ − κ
d

dx
(φxφ̄) + Q.

Logo, de forma análoga obtemos (4.2.50), ou seja, somando −b|ψx|2 em (4.2.44).
Finalmante, para provar (4.2.51), multiplicamos por ρ2 em (4.2.48), isto é,

−ρ2ρ1Re(ϕ1ϕ2) − ρ2κ
d

dx
(φxψ) + ρ2κRe(φxψx) = Q,

daí, somando e restando ρ2κRe(φxψx), na igualdade acima, temos que

−ρ2ρ1Re(ϕ1ϕ2) − ρ2κRe(φxψx) − ρ2κ
d

dx
(φxψ) + 2ρ2κRe(φxψx) = Q.

Assim, ao substituir Re(J ), na igualdade anterior, podemos concluir

−Re(J ) − ρ2κ
d

dx
(φxψ) + 2ρ2κRe(φxψx) = Q,

ou seja, (4.2.51) é verificada.

O seguinte lema carateriza as derivadas de Iφ, Iψ e J , além disso, estaremos a
utilizá-lo, várias vezes quando estimamos a energia, isto pela relação de Iφ, Iψ e J com a
norma ∥ · ∥H.

Lema 4.2.2. A solução do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz:

d

dx
Iφ = −κReψxφ̄x + R, (4.2.52)
d

dx
Iψ = κReφxψ̄x + Q. (4.2.53)

Além disso, se temos que as velocidades de propagação de onda são iguais, então

d

dx
J = ρ1Iφ − ρ1Iψ + ρ1

2
d

dx
(κRe(φxφ̄) − bRe(ψxψ̄)) + Q. (4.2.54)
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Demonstração. Vamos provar (4.2.52), para isso, multiplicamos por φx, na igualdade
(4.2.40), ou seja,

iλρ1ϕ1φx − κ(φx + ψ)xφx = ρ1f2φx.

Por outro lado, em virtude de (4.2.39), temos que −iλφx = f1x + ϕ1x, portanto, ao
substituir −iλφx = f1x + ϕ1x, na equeção acima, temos que

−ρ1ϕ1(f1x + ϕ1x) − κ(φx + ψ)xφx = ρ1f2φx,

ou equivalente
−ρ1ϕ1ϕ1x − κφxxφx = ρ1f2φx + ρ1ϕ1f1x + κψxφx.

Logo, aplicando parte real na útima equação, podemos concluir que

− d

dx
Iφ = κRe(ψxφx) + Re(ρ1f2φx + ρ1ϕ1f1x)︸ ︷︷ ︸

R

.

Agora, provemos (4.2.53). Para isso, vamos multiplicar por ψx em (4.2.42), ou seja,

iλρ2ϕ2ψx − bψxxψx + κ(φx + ψ)ψx = ρ2f4ψx.

Daí, em vista de (4.2.41), temos −iλψx = f3x+ϕ2x, assim, substituindo −iλψx = f3x+ϕ2x,

na igualdade acima, temos que

−ρ2ϕ2(f3x + ϕ2x) − bψxxψx + κ(φx + ψ)ψx = ρ2f4ψx,

o que também podemos ver como

−bψxxψx − ρ2ϕ2ϕ2x = −κ(φx + ψ)ψx + ρ2f4ψx + ρ2ϕ2f3x,

portanto, tomando parte real, obtemos que

− d

dx
Iψ = −κRe(φxψx) − κRe(ψψx) + ρ2Re(f4ψx)︸ ︷︷ ︸

R

+ ρ2Re(ϕ2f3x)︸ ︷︷ ︸
R

,

ou equivalente
d

dx
Iψ = κRe(φxψx) + −κRe(ψψx) + R︸ ︷︷ ︸

Q

.

Finalmente, provemos (4.2.54), para isto, vamos multiplicar por ρ2ψ̄x em (4.2.40), ou seja,

iλρ1ρ2ϕ1ψ̄x − κ(φx + ψ)xρ2ψ̄x = ρ1ρ2f2ψ̄x, (4.2.55)

logo, em virtude de (4.2.39), temos que iλψ − ϕ2 = f3, assim, obtemos iλψx − ϕ2x = f3x,

ou equivalentemente −iλψ̄x − ϕ̄2x = f̄3x, portanto, substituindo esta última igualdade em
(4.2.55), obtemos que

−ρ1ρ2ϕ1(f3x + ϕ2x) − κ(φx + ψ)xρ2ψ̄x = ρ2ρ1f2ψ̄x,
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que é equivalente a

− ρ1ρ2ϕ1f3x︸ ︷︷ ︸
R

−ρ1ρ2ϕ1ϕ2x − κρ2φxxψ̄x − κρ2|ψx|2 = ρ1ρ2f2ψ̄x︸ ︷︷ ︸
R

,

portanto, podemos concluir que

−ρ1ρ2ϕ1ϕ2x − ρ2κφxxψ̄x − κρ2|ψx|2 = R.

Mais ainda, como κρ2 = bρ1, obtemos

−ρ1ρ2ϕ1ϕ2x − ρ2κφxxψ̄x − bρ1|ψx|2 = R.

Logo, em vista de (4.2.50), podemos deduzir que

−ρ1ρ2Re(ϕ1ϕ2x) − ρ2κRe(φxxψ̄x) − ρ1Iψ − ρ1b

2
d

dx
(ψxψ̄) = Q. (4.2.56)

Por outro lado, vamos multiplicar por ρ1φ̄x em (4.2.42), ou seja,

iλρ2ϕ2ρ1φ̄x − bψxxρ1φ̄x + κ(φx + ψ)ρ1φ̄x = ρ1ρ2f4φ̄x. (4.2.57)

Logo, como temos (4.2.39), segue que iλφx = −ϕ1x − f1x. Assim, substituindo esta última
igualdade em (4.2.57), obtemos

−ρ2ρ1ϕ2(ϕ1x + f1x) − bρ1ψxxφ̄x + ρ1κ(φx + ψ)φ̄x = f4ρ1φ̄x,

ou equivalente

−ρ2ρ1ϕ2ϕ1x − ρ2ρ1ϕ2f1x − bρ1ψxxφ̄x + ρ1κφxφ̄x + ρ1ψφ̄x = f4ρ1φ̄x.

Portanto, em vista de ρ1b = ρ2κ, temos que

−ρ2ρ1ϕ2ϕ1x − ρ2ρ1ϕ2f1x︸ ︷︷ ︸
R

−κρ2ψxxφ̄x + ρ1κ|φx|2 + ρ1ψφx︸ ︷︷ ︸
Q,Obs1.

= ρ1f4φx︸ ︷︷ ︸
R

,

ou seja,

−ρ2ρ1ϕ2ϕ1x − κρ2ψxxφ̄x + ρ1κ|φx|2 = Q,

mais ainda, substituindo (4.2.49), na igualdade acima, obtemos

−ρ2ρ1Re(ϕ2ϕ1x) − κρ2Re(ψxxφ̄x) + ρ1Iφ + ρ1κ
d

dx
φxφ̄ = Q. (4.2.58)

Por outro lado, ao derivar Re(J ), obtemos o seguinte (evitar acumulação de notação
usaremos somente J , invés de parte real de J )

d

dx
J = ρ1ρ2Re(ϕ1ϕ2x) + ρ2ρ1Re(ϕ2ϕ1x) + κρ2Re(φxxψx) + κρ2Re(ψxxφx).

Portanto, tendo em conta a igualdade acima e somado as equações (4.2.56) e (4.2.58),
podemos concluir (4.2.54).
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Lema 4.2.3. Sejam α, β > 0 e q = x− α ou q = x− β. Então, temos∫ β

α
I(x) dx = q(x)I(x)

∣∣∣β
α

+ Q. (4.2.59)

Demonstração. Multiplicamos por q(x) = x−β a equação (4.2.53) e integramos em (α, β),
ou seja, ∫ β

α
q
d

dx
Iψ dx︸ ︷︷ ︸

I

= κ
∫ β

α
qReφxψx dx+ Q. (4.2.60)

Notemos que, integrando por partes I, obtemos

I =
∫ β

α
q
d

dx
Iψ dx = q(x)Iψ(x)

∣∣∣β
α

−
∫ β

α
Iψ dx,

então, substituindo I em (4.2.60), podemos concluir

q(x)Iψ(x)
∣∣∣β
α

−
∫ β

α
Iψ = κ

∫ β

α
qReφxψx dx+ Q. (4.2.61)

Por outro lado, de forma análoga ao acima referido, multiplicamos a equação (4.2.52) por
q(x) = x− β e integramos em (α, β), isto é,∫ β

α
q
d

dx
Iφ dx︸ ︷︷ ︸

II

= −κ
∫ β

α
qReφxψx dx+ Q. (4.2.62)

Então, integrado por partes II, temos

q(x)Iφ(x)
∣∣∣β
α

−
∫ β

α
Iφ dx = −κ

∫ β

α
qReφxψx dx+ Q. (4.2.63)

Finalmente, o resultado segue de somar (4.2.61) e (4.2.63).

Observação 4.2.6. 2. Desses últimos dois lemas, notemos que, ao integrar sobre (τ, β), em
(4.2.49) e (4.2.50), temos∫ β

τ
κ|φx|2 dx =

∫ β

τ
Iφ dx+

∫ β

τ

κ

2
d

dx
(φxφ̄) dx+ Q (4.2.64)

e também ∫ β

τ
b|ψx|2 dx =

∫ β

τ
Iψ dx+

∫ β

τ

b

2
d

dx
(ψxψ̄) dx+ Q, (4.2.65)

mais ainda, vejamos agora que a integral
∫ β

τ

d

dx
(ψxψ̄) dx, pode ser estimada por

C

|λ|
∥U∥2

H + C

|λ|
∥F∥2

H + C∥F∥H∥U∥H.

Observação 4.2.7. Quando uma função verifica essa propriedade, diremos que é absorvida
por Q′, mais ainda, se Φ é uma função que cumpre a estimativa acima, então denotamos
esta propriedade por:

Φ︸︷︷︸
Q′

.
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Agora, vamos ver que de fato d

dx
(ψxψ̄) dx é absorvida por Q′. Então, notemos que

∣∣∣∣∣
∫ β

τ

d

dx
(ψxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ψx(x)ψ̄(x)

∣∣∣∣β
τ

∣∣∣∣∣ ,
en vista de (4.2.41), temos que∣∣∣∣∣

∫ β

τ

d

dx
(ψxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ψx(ϕ2 + f3)

iλ

∣∣∣∣β
τ

∣∣∣∣∣ .
Logo, tendo em conta que∣∣∣∣∣ψx(ϕ2 + f3)

iλ

∣∣∣∣β
τ

∣∣∣∣∣ ≤ 1
|λ|

|(ψxϕ2)(β)| + 1
|λ|

|(ψxϕ2)(τ)| + 1
|λ|

(|(ψxf3)(β)| + |(ψxf3)(τ)|),

podemos concluir em virtude da Proposição 2.1.6, que∣∣∣∣∣ψx(ϕ2 + f3)
iλ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣β
τ

≤ C2

|λ|
(Iψ(β) + Iψ(τ)) + C

|λ|
(
|f3(β)|2 + |f3(τ)|2

)
,

além disso, como f3 ∈ V 1
0 , pela de desigualdade de Poincaré, temos∣∣∣∣∣

∫ β

τ

d

dx
(ψxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ψx(ϕ2 + f3)

iλ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣β
τ

≤ C2

|λ|
(Iψ(β) + Iψ(τ)) + C1

|λ|
∥f3x∥2

L2

assim, de acordo com a Just. 1. (ver ao final da prova) e em vista de ∥f3x∥L2 ≤ C∥F∥H,

podemos constatar que∣∣∣∣∣
∫ β

τ

d

dx
(ψxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C4

|λ|
∥U∥2

H + C1

|λ|
∥F∥2

H + C∥F∥H∥U∥H,

isto prova a afirmação.
Just. 1. Notemos que, considerando q(x) = x − β e o intevalo de integração (0,β) em
(4.2.61), temos que

βIψ(β) =
∫ β

0
Iψ dx+ κ

∫ β

0
qReφxψx dx+ Q

≤
∫ β

0
Iψ dx+ βκ∥φxψx∥L1 + Q

≤ C ′∥U∥2
H + βκ∥φx∥L2∥ψx∥L2 + Q por D. Hölder

≤ C ′∥U∥2
H + CM∥U∥2

H + Q

≤ C3∥U∥2
H + C3∥U∥H∥F∥H pela definição de Q.

Logo, de forma semelhante, se consideramos q(x) = x− τ , conseguimos limitar Iψ(τ), isso
conclui Just. 1. Por outro lado, de uma forma similar, podemos provar, em virtude de
(4.2.63), que d

dx
(φxφ̄), é absorvida Q′.
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Agora, notemos que, d

dx
(φxψ̄) é também absorvida por Q′. De fato, para fazer a estimativa,

consideramos ∣∣∣∣∣
∫ β

τ

d

dx
(φxψ) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(φxψ)(x)

∣∣∣∣β
τ

∣∣∣∣∣ ,
logo, usando (4.2.41), segue que∣∣∣∣∣

∫ β

τ

d

dx
(φxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣φx(ϕ2 + f3)

iλ

∣∣∣∣β
τ

∣∣∣∣∣ ,
então, em virtude da Proposição 2.1.6, temos∣∣∣∣∣

∫ β

τ

d

dx
(φxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C

|λ|
(Iψ(β) + Iψ(τ)) + C

|λ|
(Iφ(β) + Iφ(τ)) + C

|λ|
∥f3x∥2

L2 .

Por outro lado, de forma semelhante à Just. 1, conseguimos provar que βIφ(β) ≤
C∥U∥2

H +C∥U∥H∥F∥H e τIφ(τ) ≤ ∥U∥2
H +C∥U∥H∥F∥H portanto, concluímos da equação

acima, que ∣∣∣∣∣
∫ β

τ

d

dx
(φxψ̄) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C

|λ|
∥U∥2

H + C

|λ|
∥F∥2

H + C∥F∥H∥U∥H.

Agora, apresentaremos dois lemas, que vamos utilizar, para estimar a norma de U
em termos da dissipação na fronteira.
Novamente, na próxima estimativa denotaremos a parte real de J somente por J , isto
para simplificar notação.

Lema 4.2.4. Para todo ε > 0 e α variando entre 0 e L, temos

Iψ(α− ε) − Iψ(α) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (α)| + ε2

4ρ2
Iφ(α) + ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ α

α−ε
I dx+ Q′.(4.2.66)

Demonstração. Vamos usar as caracterizações das derivadas do Lema 4.2.2. Primeiro,
vejamos que ∫ α

α−ε

d

dx
Iψ dx =

∫ α

α−ε
κReφxψ̄x dx+

∫ α

α−ε
Q,

logo, em virtude do teorema fundamental do cálculo, podemos ver que

Iψ(α) − Iψ(α− ε) =
∫ α

α−ε
κReφxψ̄x dx+

∫ α

α−ε
Q,

daí, tendo em conta (4.2.51), temos que

Iψ(α) − Iψ(α− ε) = 1
2ρ2

∫ α

α−ε
J (x) dx+ κ

2

∫ α

α−ε

d

dx
(φxψ) dx︸ ︷︷ ︸

Q′, Obs.2

+Q,

portanto, da igualdade acima, segue

Iψ(α) − Iψ(α− ε) = 1
2ρ2

∫ α

α−ε
J (x) dx+ Q′,
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assim, aplicando integração por partes, obtemos

Iψ(α) − Iψ(α− ε) = 1
2ρ2

∫ α

α−ε
J (x) dx+ Q′

= ε

2ρ2
J (α) − 1

2ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) d

dx
J (x)dx+ Q′.

Logo, em vista da condição ρ1b = ρ2κ, podemos substituir (4.2.54), na igualdade acima,
então, temos que

Iψ(α) − Iψ(α− ε) = ε

2ρ2
J (α) − 1

2ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) (ρ1Iφ − ρ1Iψ) dx

+ 1
4ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) (ρ1

d

dx
(κφxφ̄− bψxψ̄) + Q)dx︸ ︷︷ ︸

Q′, Obs. 2.

+Q′

= ε

2ρ2
J (α) − ρ1

2ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) (Iφ − Iψ) dx+ Q′,

ou seja,

Iψ(α) − Iψ(α− ε) = ε

2ρ2
J (α) + ρ1

2ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) (Iψ − Iφ) dx+ Q′.

daí, notemos que f(x) = x − α + ε ≥ 0, para todo x ∈ [α− ε, α], então, aplicando este
fato na igualdade anterior, obtemos

Iψ(α) − Iψ(α− ε) ≥ ε

2ρ2
J (α) − ρ1

2ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε) Iφ dx+ Q′

= ε

2ρ2
J (α) − ρ1

4ρ2

∫ α

α−ε
Iφd(x− α + ε)2 + Q′,

assim, podemos concluir que

Iψ(α− ε) − Iψ(α) ≤ ε

2ρ2
|J (α)| +

∣∣∣∣∣ ρ1

4ρ2

∫ α

α−ε
Iφd(x− α + ε)2

∣∣∣∣∣+ Q′,

logo, ao integrar por partes, obtemos

Iψ(α− ε) − Iψ(α) ≤ ε

2ρ2
|J (α)| + ρ1ε

2

4ρ2
Iφ(α) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ1

4ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2 d

dx
Iφ︸ ︷︷ ︸

I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+Q′.

(4.2.67)

Agora, vamos estimar I, notemos que, em virtude de (4.2.52), podemos constatar que

I =
∣∣∣∣∣ ρ1

4ρ2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2(κReψxφ̄x + R) dx

∣∣∣∣∣ ,
daí, de (4.2.51), temos

I =
∣∣∣∣∣ ρ1

8ρ2
2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2(J (x) + κ

d

dx
φxψ̄) dx

∣∣∣∣∣+ Q,
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portanto, tendo em conta a desigualdade triangular, obtemos

I ≤
∣∣∣∣∣ ρ1

8ρ2
2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2J (x) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
κρ1

8ρ2
2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2 d

dx
φxψ̄ dx︸ ︷︷ ︸

Q′, Obs. 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ Q

=
∣∣∣∣∣ ρ1

8ρ2
2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)2J (x) dx

∣∣∣∣∣+ Q′,

assim, aplicando integração por partes, temos que

I ≤ ε3ρ1

24ρ2
2

|J (α)| +
∣∣∣∣∣ ρ1

24ρ2
2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)3 d

dx
J (x) dx

∣∣∣∣∣+ Q′,

logo, em virtude de (4.2.54), podemos ver que

I ≤ ε3ρ1

24ρ2
2

|J (α)| +
∣∣∣∣∣ ρ2

1
24ρ2

2

∫ α

α−ε
(x− α + ε)3(Iφ + Iψ) dx

∣∣∣∣∣+ Q′,

daí, como f(x) = (x− α + ε)3 ≥ 0, mais ainda, atinge o máximo em f(α) = ε3, podemos
concluir que

I ≤ ε3ρ1

24ρ2
2
|J (α)| + ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ α

α−ε
I dx+ Q′.

Finalmente, ao substituir I em (4.2.67), obtemos o resultado.

No seguinte lema estimamos
∫ L

0
Iψ dx, por uma função que é absorvida por Q′ e

apenas um termo pontual.

Lema 4.2.5. Suponhamos válidas as condições anteriores, então podemos verificar que∫ L

0
Iψ dx ≤ L2

4ρ2
|J (L)| + Q′. (4.2.68)

Demonstração. Seja ε > 0. Consideremos a partição do intervalo (0, L) em m partes, tal
que αj = (m− j)ε, onde j vai de 0 até m e cumpre que mε = L. Logo, integramos sobre
(αj − ε, αj) em (4.2.54), ou seja,∫ αj

αj−ε

d

dx
J dx =

∫ αj

αj−ε
(ρ1Iφ − ρ1Iψ) dx+

∫ αj

αj−ε
ρ1

d

dx
(κφxφ̄− bψxψ̄) dx︸ ︷︷ ︸

≤Q

+Q,

assim, temos que

J (αj) − J (αj − ε) =
∫ αj

αj−ε
(ρ1Iφ − ρ1Iψ) dx+ Q,

daí, aplicando propriedades de módulo, podemos ver que

|J (αj − ε)| − |J (αj)| ≤ |J (αj − ε) − J (αj)| =
∣∣∣∣∣
∫ αj

αj−ε
(ρ1Iφ − ρ1Iψ) dx+ Q

∣∣∣∣∣ .
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Além disso, como ∣∣∣∣∣
∫ αj

αj−ε
(ρ1Iφ − ρ1Iψ) dx+ Q

∣∣∣∣∣ ≤ ρ1

∫ αj

αj−ε
I dx+ Q,

então, podemos conluir,

|J (αj − ε)| ≤ |J (αj)| +
∫ αj

αj−ε
(ρ1I) dx+ Q. (4.2.69)

Por outro lado, consideramos j = 0 em (4.2.66), então α0 = mε = L e a estimativa (4.2.66),
fica da forma,

Iψ(L− ε) − Iψ(L) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (L)| + ε2

4ρ2
Iφ(L) + ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ L

L−ε
I dx+ Q′.

Agora, sabemos que Re ((A(U) , U)) = −|γϕ2(L)|2, então, segue da desigualdade de
Cauchy-Schwarz que |ϕ2(L)|2 ≤ C∥F∥H∥U∥H, além disso, tendo em conta que bψx(L) =
−γϕ2(L) e que 2Iψ(L) = ρ2|ϕ2(L)|2+b|ψx(L)|2, podemos concluir que |Iψ(L)| ≤ ∥F∥H∥U∥H.

Portanto, em vista à estimativa |Iψ(L)| ≤ ∥F∥H∥U∥H e a estimativa acima, podemos ver
que

Iψ(L− ε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (L)| + ε2

4ρ2
Iφ(L) + ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ L

L−ε
I dx+ Q′. (4.2.70)

Agora, vamos considerar j = 1 em (4.2.66), então α1 = (m− 1)ε = L− ε e a estimativa
(4.2.66), é como segue

Iψ(L− ε− ε) − Iψ(L− ε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (L− ε)| + ε2

4ρ2
Iφ(L− ε)

+ ρ2
1ε

3

24ρ2
2

∫ L

L−ε−ε
I dx+ Q′,

ou equivalente

Iψ(L− 2ε) − Iψ(L− ε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (L− ε)| + ε2

4ρ2
Iφ(L− ε)

+ ρ2
1ε

3

24ρ2
2

∫ L−ε

L−2ε
I dx+ Q′.

(4.2.71)

Por outro lado, substituindo α0 = L em (4.2.69), podemos ver que

|J (L− ε)| ≤ |J (L)| + ρ1

∫ L

L−ε
I dx+ Q,

consequentemente, em virtude da estimativa acima e substituindo (4.2.70) em (4.2.71),
obtemos

Iψ(L− 2ε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)
|J (L)| + ε2

4ρ2
Iφ(L) + ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ L

L−ε
I dx

+
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)(
|J (L)| + ρ1

∫ L

L−ε
I dx

)
+ ε2

4ρ2
Iφ(L− ε)

+ ρ2
1ε

3

24ρ2
2

∫ L−ε

L−2ε
I dx+ Q′,
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logo, a estimativa acima implica que

Iψ(L− 2ε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)(
2|J (L)| + 2ρ1

∫ L

L−ε
I dx

)
+ ε2

4ρ2
(Iφ(L) + Iφ(L− ε))

+ ρ2
1ε

3

24ρ2
2

∫ L

L−2ε
I dx+ Q′.

Então, continuando este processo indutivamente, com j começando em 1, temos

Iψ(L− jε) ≤ ε2

4ρ2

j−1∑
k=0

Iφ(L− kε)
+ ρ2

1ε
3

24ρ2
2

∫ L

L−jε
I dx

︸ ︷︷ ︸
Υj

+
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)(
j|J (L)| + ρ1

∫ L

L−jε
I dx

)
+ Q′.

Daí, tomando soma desde j = 1 até j = m, podemos observar que
m∑
j=1

Iψ(L− jε) ≤
(
ρ1ε

3

24ρ2
2

+ ε

2ρ2

)(
m(m+ 1)

2 |J (L)| +mρ1

∫ L

L−jε
I dx

)
+

m∑
j=1

Υj +mQ′

≤
(
ρ1ε

2

24ρ2
2

+ 1
2ρ2

)(
εm(m+ 1)

2 |J (L)| + εmρ1

∫ L

L−jε
I dx

)
+

m∑
j=1

Υj

+ LQ′.

Finalmente, multiplicando a estimativa acima por ε e em vista de que mε = L, obtemos
m∑
j=1

Iψ(L− jε)ε ≤
(
ρ1ε

2

24ρ2
2

+ 1
2ρ2

)(
ε2 m(m+ 1)

2 |J (L)| + ε2 mρ1

∫ L

L−jε
Iψ dx

)
+ ε

m∑
j=1

Υj

+ εmQ′

≤
(
ρ1ε

2

24ρ2
2

+ 1
2ρ2

)(
(εm)2 + ε εm

2 |J (L)| + ε εmρ1

∫ L

L−jε
Iψ dx

)
+ ε

m∑
j=1

Υj

+ LQ′

≤
(
ρ1ε

2

24ρ2
2

+ 1
2ρ2

)(
L2 + εL

2 |J (L)| + εLρ1

∫ L

L−jε
I dx

)
+ ε

m∑
j=1

Υj + LQ′,

logo, o resultado segue ao tomar limite de m → ∞, (ε → 0) na desigualdade anterior.

Observação 4.2.8. Notemos que,
j−1∑
k=0

Iφ(L− kε)ε é uma soma de Riemann,então ao tomar

o limite m → ∞ , (ε → 0), torna-se uma integral de Riemann no intervalo (0, L), isto

porque, se m → ∞, então j → ∞. Daí, ε
j−1∑
k=0

Iφ(L − kε)ε converge a zero, se m → ∞ e

(ε → 0), portanto ε
m∑
j=1

Υj → 0 quando m → ∞ e (ε → 0).
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Para finalizar o capítulo enunciaremos um último resultado, isto para garantir
a estabilidade exponencial do sistema (4.1.1) e portanto a estabilidade exponencial de
(4.0.1)-(4.0.5). Para isto vamos usar as ferramentas provadas até agora nesta seção e o
Teorema 2.4.6.

Teorema 4.2.2. O Sistema (4.0.1)-(4.0.5) é exponencialmente estável, desde que as
velocidades de propagação de ondas sejam iguais e a condição (P1) do Teorema 4.2.1 seja
satisfeita.

Demonstração. Em virtude de que as velocidades de propagação de ondas são iguais,
podemos integrar (4.2.54) sobre (0, L), ou seja,∫ L

0
ρ1Iφ dx =

∫ L

0

d

dx
J dx+

∫ L

0
ρ1Iψ dx+ Q

=
∫ L

0
ρ1Iψ dx− J (0) + J (L) + Q,

daí, ao dividir entre ρ1 e somar
∫ L

0
Iψ dx, temos que

∫ L

0
I dx = 2

∫ L

0
Iψ dx+ 1

ρ1
J (0) − 1

ρ1
J (L) + Q,

logo, aplicando módulo, podemos ver que∫ L

0
I dx ≤ 2

∫ L

0
Iψ dx+ 1

ρ1
|J (0)| + 1

ρ1
|J (L)| + Q. (4.2.72)

Por outro lago, da definição de J , segue
1
ρ1

|J (0)| ≤ ρ2|ϕ2(0)||ϕ1(0)| + ρ2κ

ρ1
|ψx(0)||φx(0)|,

então, em virtude da Proposição 2.1.6
(

tomando ε = ρ2

ρ1L

)
, temos

1
ρ1

|J (0)| ≤ ρ2

 ρ2

ρ1L
|ϕ2(0)|2 + 1

4ρ2
ρ1L

|ϕ1(0)|2
+ ρ2κ

ρ1

 ρ2

ρ1L
|ψx(0)|2 + 1

4ρ2
ρ1L

|φx(0)|2
 ,

ou equivalente

1
ρ1

|J (0)| ≤ ρ2ρ2

ρ1L
|ϕ2(0)|2 + Lρ1

4 |ϕ1(0)|2 + κρ2
2

ρ2
1L

|ψx(0)|2 + κL

4 |φx(0)|2,

logo, fazemos uma reordenação e tomando em conta que ρ1b = κρ2, podemos ver que
1
ρ1

|J (0)| ≤ C1ρ2|ϕ2(0)|2 + ρ2b

ρ1L
|ψx(0)|2 + Lρ1

4 |ϕ1(0)|2 + κL

4 |φx(0)|2

≤ CIψ(0) + L

4 I(0).
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Portanto, em virtude do Lema 4.2.3 (considerando q = x − L), obtemos da estimativa
acima que

1
ρ1

|J (0)| ≤ CIψ(0) + 1
4

∫ L

0
I(x) dx+ Q. (4.2.73)

Agora, vamos estimar CIψ(0), para isso, fazemos α = 0, β = L e q = x− L em (4.2.61),
ou seja,

CIψ(0) = C

L

∫ L

0
Iψ − C

L

∫ L

0
(x− L)κReφxψx dx+ Q

≤ C

L

∫ L

0
Iψ + C

∫ L

0
κ|φx||ψx| dx+ Q,

daí, usando a Proposição 2.1.6 em |φx||ψx|, (com ε = C) obtemos

CIψ(0) ≤ C

L

∫ L

0
Iψ + C0

∫ L

0
Iψ(x) dx+ 1

4

∫ L

0
I(x) dx+ Q

≤
(
C

L
+ C0

) ∫ L

0
Iψ(x) dx+ 1

4

∫ L

0
I(x) dx+ Q.

Portanto, substituindo a estimativa acima junto com (4.2.73), em (4.2.72), podemos
concluir que∫ L

0
I(x) dx ≤ 2

∫ L

0
Iψ dx+

(
C

L
+ C0

) ∫ L

0
Iψ(x) dx+ 1

4

∫ L

0
I(x) dx

+ 1
4

∫ L

0
I(x) dx+ 1

ρ1
|J (L)| + Q

= CM

∫ L

0
Iψ(x) dx+ 1

2

∫ L

0
I(x) dx+ 1

ρ1
J (L) + Q.

Daí, pelo Lema 4.2.5, obtemos
∫ L

0
I(x) dx ≤ CML

2

4ρ2
|J (L)| + 1

ρ1
|J (L)| + 1

2

∫ L

0
I(x) dx+ Q

=
(

1
ρ1

+ CML
2

4ρ2

)
|J (L)| + 1

2

∫ L

0
I(x) dx+ Q′,

então, pela definição de J , em virtude da Proposição 2.1.6 e pelo Lema 4.2.3 (considerando
q = x− L), podemos concluir que(

1
ρ1

+ CML
2

4ρ2

)
|J (L)| ≤ C4Iψ(L) + L

4 I(L) ≤ 1
4

∫ L

0
I(x) dx+ Q′,

isto porque o termo pontual Iψ(L) é absorvido por Q. Finalmente, em vista das duas
últimas estimativas, temos que ∫ L

0
I(x) dx ≤ Q′.
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Então, lembrando que Q′ é estimado por

C

|λ|
∥U∥2

H + C

|λ|
∥F∥2

H + C∥F∥H∥U∥H,

podemos concluir que∫ L

0
I(x) dx ≤ C

|λ|
∥U∥2

H + C∥F∥H∥U∥H + C

|λ|
∥F∥2

H.

Logo, como sabemos que a norma ∥ · ∥H é equivalente à ∥ · ∥∗ e em virtude da definição de
I(x) , usando a Proposição 2.1.6 e aplicando o limite λ → ∞, concluímos que

lim
λ→∞

∥(iλI − A)−1∥H < ∞.

Portanto, do Teorema 2.4.6, temos a conclução do teorema.

Observação 4.2.9. Temos provado que a solução do problema abstrato de Cauchy (4.1.1)
com A o operador associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2), decai exponencialmente, o que é
equivalente a ter mostrado a estabilidade exponencial do sistema (4.0.1)-(4.0.5).
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5 TIMOSHENKO COM EFEITO TÉRMICO DO TIPO II- DISSIPAÇÃO
NA FRONTEIRA

Neste capítulo, vamos introduzir um efeito térmico ao sistema de Timoshenko
trabalhado nos capítulos anteriores. O efeito térmico que vamos introduzir não propaga a
energia, pelo que consideramos a dissipação num extremo da fronteira que considerámos
no capítulo 4, a fim de utilizar a teoria clássica dos semigrupos de operadores para resolver
problemas dissipativos. Para uma breve abordagem da dedução do sistema, ver [31]. O
sistema em questão é o seguinte:

ρ1φtt − κ(φx + ψ)x = 0 em (0,∞) × (0, L) (5.0.1)
ρ2ψtt − bψxx + κ(φx + ψ) + βθx = 0 em (0,∞) × (0, L) (5.0.2)

aϑtt − κ0ϑxx + βψxt = 0 em (0,∞) × (0, L), (5.0.3)

onde a temperatura θ e o deslocamento térmico ϑ, estão relacionados pela equação,

ϑt(t, x) = θ(t, x) em (0,∞) × (0, L). (5.0.4)

Junto às condições iniciais (Timosheko)

φ(0, ·) = φ0, φt(0, ·) = φ1 ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1 em (0, L) (5.0.5)

e (efeito térmico)

ϑ(0, ·) = ϑ0(x), ϑt(0, ·) = θ0(x), (5.0.6)

com dissipação

bψx(t, L) = −γψt(t, L) em (0,∞), (5.0.7)

onde γ é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condições de contorno:

φ(·, 0) = 0, φ(·, L) = 0, ψ(·, 0) = 0, em (0,∞). (5.0.8)

e (Dirichlet) para ϑ, ou seja,

ϑ(·, 0) = 0, ϑ(·, L) = 0. (5.0.9)

5.1 BOA COLOCAÇÃO

Estudemos a existência e unicidade do sistema (5.0.1)-(5.0.9), para isso, vamos
fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupos, mais especificamente, utilizaremos o
teorema de caracterização para o operador infinitesimal de um semigrupos de classe C0 de
contrações, ou seja, o Teorema 2.4.3, daí, aplicando o Teorema 2.4.4, podemos garantir a
existência e unicidade do problema (5.0.1)-(5.0.9). De fato. Seja

V = (φ, φt, ψ, ψt, ϑ, ϑt)T ,
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então, temos que

d

dt
V = (φt, φtt, ψt, ψtt, ϑt, ϑtt)T . (5.1.1)

Logo, em virtude das equações (5.0.1)-(5.0.3), podemos substituir φtt, ψtt e ϑtt em (5.1.1),
ou seja,

dV

dt
=
(
φt,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ψt ,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) − β

ρ2
θx, ϑt ,

κ0

a
ϑxx − β

a
ψxt

)T
, (5.1.2)

ou equivalente

dV

dt
=



0 I 0 0 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0 0 0
0 0 0 I 0 0

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2

∂
∂xx

− κ
ρ2
I 0 0 − β

ρ2
∂
∂x

0 0 0 0 0 I

0 0 0 −β
a
∂
∂x

κ0
a

∂
∂xx

0





φ

ϕ1

ψ

ϕ2

ϑ

θ


.

Daí, o candidato para o operador infinitesimal é

A =



0 I 0 0 0 0
κ
ρ1
∂2

∂2
x

0 κ
ρ1

∂
∂x

0 0 0
0 0 0 I 0 0

− κ
ρ2

∂
∂x

0 b
ρ2

∂
∂xx

− κ
ρ2
I 0 0 − β

ρ2
∂
∂x

0 0 0 0 0 I

0 0 0 −β
a
∂
∂x

κ0
a

∂
∂xx

0


.

Agora, vamos calcular formalmente a energia associada ao sistema (5.0.1)-(5.0.3), para
isso, multiplicamos por φt a equação (5.0.1) e integramos sobre (0, L), respeito a x, isto é,∫ L

0
ρ1φttφtdx−

∫ L

0
κ(φx + ψ)xφt dx = 0

Logo, como φ(t, 0) = φ(t, L) = 0, então, aplicando integração por partes e propriedades
de derivada, temos

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ1φ

2
t dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)φtx dx = 0. (5.1.3)

Por outro lado, na equação (5.0.2), vamos multiplicar por ψt e integrando sobre (0, L),
respeito a x, ou seja,∫ L

0
ρ2ψttψt dx−

∫ L

0
bψxxψt dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)ψt dx+

∫ L

0
βθxψt dx = 0,

daí, aplicando integrando por partes e em virtude de (5.0.7), podemos conluir que

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ2ψ

2
t +bψ2

x dx+γ|ψt(t, L)|2+
∫ L

0
κ(φx+ψ)ψt dx−

∫ L

0
βθψtx dx+θ(t, x)ψt(x, t)

∣∣∣L
0

= 0,
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logo, em vista de (5.0.9), obtemos

d

dt

1
2

∫ L

0
ρ2ψ

2
t + bψ2

x dx+ γ|ψt(t, L)|2 +
∫ L

0
κ(φx + ψ)ψt dx−

∫ L

0
βθψtx dx = 0. (5.1.4)

Finalmente, na equação (5.0.3), multiplicamos por θ e integramos sobre (0, L) respeito a
x, e em vista de (5.0.9), podemos ver que∫ L

0
aϑttϑt dx−

∫ L

0
κ0ϑxx θ dx+

∫ L

0
βψxtθ dx = 0,

daí, aplicando integração por partes e propriedades da integral, podemos concluir que

d

dt

1
2

∫ L

0
aϑ2

t dx+ d

dt

1
2

∫ L

0
κ0ϑ

2
x dx− ϑx(t, x)θ(t, x)

∣∣∣L
0

+
∫ L

0
βψxtθ dx = 0,

então, em vista de (5.0.4) e de (5.0.9), temos que

d

dt

1
2

∫ L

0
(aθ2 + κ0ϑ

2
x) +

∫ L

0
βψxtθ dx = 0. (5.1.5)

Além disso, notamos que

d

dt

1
2(φx + ψ)2 = 2(φx + ψ)(φxt + ψt), (5.1.6)

Portanto, ao somar as equações (5.1.3),(5.1.4) e (5.1.5), e tendo em conta (5.1.6), podemos
conluir,

d

dt

1
2

∫ L

0

(
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + (φx + ψ)2 + aθ2 + κ0ϑ
2
x

)
dx = −γ|ψt(t, L)|2. (5.1.7)

Portanto, a energia associada ao sistema vem dada por

E(t) = 1
2

∫ L

0

(
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + (φx + ψ)2 + aθ2 + κ0ϑ
2
x

)
dx. (5.1.8)

Agora, vamos impor condições para que o cálculo da energia seja válido, então, em vista
da equação (5.1.8), devemos pedir que

ψx, ψt ∈ L2(0, L), φt ∈ L2(0, L), φx + ψ ∈ L2(0, L) e θ, ϑx ∈ L2(0, L).

Além disso, consideramos

V 1
0 (0, L) = {u ∈ H1(0, L) : u(0) = 0}.

Então, para satisfazer as condições de fronteira (5.0.5), exigimos que

ϑ, φ ∈ H1
0 (0, L) , φt ∈ L2(0, L) , ψ ∈ V 1

0 (0, L) e ψt ∈ L2(0, L).

Logo, em vista às condições acima, definimos o espaço

H = H1
0 (0, L) × L2(0, L) × V 1

0 (0, L) × L2(0, L) ×H1
0 (0, L) × L2(0, L).
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Por outro lado, introduzimos a aplicação bilinear

(·, ·) : H × H → C

dada por

(U, V ) =
∫ L

0
(ρ1u2v2 + ρ2u4v4 + bu3xv3x + κ(u1x + u3)(v1x + v3) + au6v6 + κ0u5xv5x) dx,

onde U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6)T , V = (v1, v2, v3, v4, v5, v6)T ∈ H. Então, afirmamos que, a
aplicação (·, ·) define um produto interno em H, notemos que, (·, ·) é bilinear , além disso,
os axiomas de produto interno seguem facilmente, com excepção de (U,U) = 0 ⇒ U = 0
(as provas são análogas a da Proposição 3.1.1). Então, vejamos que (U,U) = 0 ⇒ U = 0.
De fato, seja U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6) ∈ H. vamos supor que (U,U) = 0. Assim, pelas
propriedades da integral, temos u2, u6 = 0 e u4 = 0, além disso, u3x, u5x = 0 e u1x = −u3.
Então, primeiro notamos que, como u3x = 0, podemos ver que u3 = c, onde c uma
constante, mais ainda, em virtude de que u3(0) = 0 (pois u3 ∈ V1

0 ), temos que, usando
convergência pontual (q.t.p) e continuidade (isto porque os espaços estão definidos em I

limitado), podemos concluir que u3(x) = 0, para todo x, mais ainda, temos que u1(x) = c1,
onde c1 é uma contante, então, como u1 ∈ H1

0 (0, L), obtemos que u1 = 0. Finalmente,
em vista que u5(x) = c2 , onde c2 é constante, em virtude de u5 ∈ H1

0 (0, L), temos que
u5(x) = 0 para todo x, ou seja U = 0. Consideremos

∥U∥2
H = (U,U) = κ∥φx + ψ∥2

L2 + b∥ψx∥2
L2 + ρ1∥ϕ1∥2

L2 + ρ2∥ϕ2∥2
L2 + a∥θ∥2

L2 + κ0∥ϑx∥2
L2 ,

onde U = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2, ϑ, θ)T ∈ H. Então, ∥·∥H é a norma em H que provém de (·, ·).
Queremos ver que (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert. Para isso, vamos ver que ∥U∥H

é equivalente a uma norma natural em H. De forma semelhante ao que foi feito na
Proposição 4.1.2, podemos afirmar o seguinte resultado,

Proposição 5.1.1. (H, ∥U∥H) é um espaço de Hilbert.

Agora, vamos definir um subespaço D(A) de H, em que definiremos o operador A :
D(A) → H com a expressão antes dada. Faremos isto a partir das condições (5.0.7)-(5.0.9)
e a definição de domínio de um operador, ou seja, dado U = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2, ϑ, θ) ∈ D(A),
como U ∈ D(A), então em particular U ∈ H (pela Definição 2.4.2), isto é,

φ, ϑ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L), ϕ1, ϕ2, θ ∈ L2(0, L) e ψ ∈ V 1

0 (0, L),

e como temos que ter AU ∈ H, (pela Definição 2.4.2), onde

AU =
(
ϕ1,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ϕ2 ,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) − β

ρ2
θx, θ ,

κ0

a
ϑxx − β

a
ϕ2x

)T
,

então, deve estar satisfeito que

ϕ1, θ ∈ H1
0 e ϕ2 ∈ V 1

0 ,
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e

κ

ρ1
(φx + ψ)x = f1

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) − β

ρ2
θx, = f2

κ0

a
ϑxx − β

a
ϕ2x = f3,

onde f1, f2, f3 ∈ L2(0, L). Então, podemos resolver o problema acima referido, estudamos
problema equivalente integral usando o Teorema 2.1.1 e teoria clássica como no espaço
das distribuições, isto analogamente como foi feito para resolver (4.1.10)-(4.1.11). Assim,
podemos concluir que

D(A) = {U ∈ H : ϑ, φ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L), ϕ1 ∈ H1

0 (0, L), ψ ∈ V 1
0 (0, L) ∩H2(0, L),

ϕ2 ∈ V 1
0 (0, L), bψx(L) = −γϕ2(L) , θ ∈ H1

0 (0, L)},

onde U = ( φ , ϕ1, ψ, ϕ2, ϑ, θ). Agora, definimos

A : D(A) → H

por

AU =
(
ϕ1,

κ

ρ1
(φx + ψ)x, ϕ2 ,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) − β

ρ2
θx, θ ,

κ0

a
ϑxx − β

a
ϕ2x

)T
.

Lema 5.1.1. A é um operado dissipativo.

Demonstração. Seja U = (φ , ϕ1, ψ, ϕ2, ϑ, θ)T ∈ D(A), temos de ver que Re (AU,U) ≤ 0.
De fato, Notamos que

(AU,U) =
∫ L

0

(
ρ1

(
κ

ρ1
(φx + ψ)x

)
ϕ1 + ρ2

(
b

ρ2
ψxx + −κ

ρ2
(φx + ψ)ϕ2

))
dx

+
∫ L

0
(bϕ2xψx + κ(ϕ1x + ϕ2)(φx + ψ)) dx+

∫ L

0
θa

(
κ0

a
ϑxx − β

a
ϕ2x

)
dx

+
∫ L

0
κ0ϑxθx dx−

∫ L

0

β

ρ2
θxϕ2 dx,

logo, tendo em conta que, se z ∈ C, então z − z = 2img(z)i, e que θ ∈ H1
0 (0, L) e em

virtude de (5.0.7), então, ao integrando por partes a igualdade acima, obtemos

(AU,U) = 2img
(∫ L

0
κ(φx + ψ)(ϕ1x + ϕ2)dx

)
i+ 2img

(∫ L

0
bϕ2xψxdx

)
i− γ|ϕ2(L)|2

+2 img
(∫ L

0
κ0θxϑx dx

)
i+ 2 img

(∫ L

0
βϕ2θx dx

)
i,

daí, ao tomar parte real, podemos ver que Re (AU,U) ≤ 0.
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Vamos agora apresentar uma proposição com o objectivo de mostrar a condição (ii)
do reciproco do Teorema 2.4.3. Primeiro, vamos verificar que 0 ∈ ρ(A), isto para mostrar
que o operador tem posto completo e que tem domínio denso em H.

Proposição 5.1.2. 0 ∈ ρ(A).

Demonstração. Queremos ver que 0 ∈ ρ(A), ou seja, que o operador 0I − A, seja in-
vertível com inversa contínua. Primeiro, provemos que é sobrejetora. De fato, seja
(f1, f2, f3, f4, f5, f6)T ∈ H, queremos achar U ∈ D(A), tal que −AU = F , para isso,
notamos que, isto é equivalente a resolver o sistema

κ

ρ1
(φx + ψ)x = f2,

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) − β

ρ2
θx, = f4,

κ0

a
ϑxx − β

a
ϕ2x = f6,

onde f2, f4, f6 ∈ L2(0, L), junto às condições

ϕ1 = f1 ∈ H1
0 , ϕ2 = f3 ∈ V 1

0 , e θ = f5 ∈ H1
0

e as condições de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Mais ainda, equivalentemente, substituindo ϕ2

e θ, no sistema anterior, podemos ver que o sistema simplifica a
κ

ρ1
(φx + ψ)x = f2 (5.1.9)

b

ρ2
ψxx − κ

ρ2
(φx + ψ) = f4 + β

ρ2
f5x (5.1.10)

κ0

a
ϑxx = f6 + β

a
f3x, (5.1.11)

junto às condições de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Depois para resolver o sistema acima
referido, vamos resolver um problema integral equivalente usando o Teorema Lax-Milgran,
ou seja, a partir do sistema (5.1.9)-(5.1.11), colocamos um problema integral. Então, na
equação (5.1.9), multiplicamos por Φ1 ∈ H1

0 e integramos sobre (0, L), ou seja,∫ L

0

κ

ρ1
(φx + ψ)xΦ1 dx =

∫ L

0
f2Φ1 dx,

logo, aplicando integração por partes, podemos observar que

−
∫ L

0

κ

ρ1
(φx + ψ)Φ1x dx =

∫ L

0
f2Φ1 dx, (5.1.12)

isto porque Φ1 ∈ H1
0 . Daí, multiplicamos por Φ2 ∈ V 1

0 em (5.1.10) e integramos sobre
(0, L), ou seja,∫ L

0

b

ρ2
ψxxΦ2 dx−

∫ L

0

κ

ρ2
(φx + ψ)Φ2 dx =

∫ L

0

(
f4 + β

ρ2
f5x

)
Φ2 dx,
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então, fazendo integração por partes, obtemos

−
∫ L

0

b

ρ2
ψxΦ2x dx+

∫ L

0

κ

ρ2
(φx + ψ)Φ2 dx =

∫ L

0

(
f4 + β

ρ2
f5x

)
Φ2 dx (5.1.13)

+ γ

ρ2
Φ2(L)f3(L).

Por outro lado, multiplicamos por Θ ∈ H1
0 em (5.1.11) e integrando sobre (0, L), isto é,∫ L

0

κ0

a
ϑxxΘ dx =

∫ L

0

(
f6 + β

a
f3x

)
Θ dx,

Assim, aplicando integração por partes, temos que

−
∫ L

0

κ0

a
ϑxΘx dx =

∫ L

0

(
f6 + β

a
f3x

)
Θ dx. (5.1.14)

Logo, para simplificar, denotemos f̂5x = β
b
f5x, f̂3x = β

κ
f3x, f̂2 = ρ1f2, f̂4 = ρ2f4 e f̂6 = af6.

Portanto, somando (5.1.12),(5.1.13) e (5.1.14), podemos concluir que

a(U1, V1) = T (V1)

onde U1 = (φ, ψ, ϑ), V1 = (Φ1,Φ2,Θ),

a(U1, V1) =
∫ L

0
κ0ϑxΘx dx+

∫ L

0
bψxΦ2x dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)

(
Φ1x + Φ2

)
dx , (5.1.15)

T (V1) = T1(V1) +N(V1), (5.1.16)

em que

T1(V1) =
∫ L

0

(
f̂6 + βf̂3x

)
Θ dx+

∫ L

0

(
f̂4 + βf̂5x

)
Φ2 dx+

∫ L

0
f̂2Φ1 dx, (5.1.17)

e

N(V1) = γΦ2(L)f3(L) . (5.1.18)

Daí, consideremos o espaço

F = H1
0 (0, L) × V 1

0 (0, L) ×H1
0 (0, L),

definimos a aplicação
a(·, ·) : F × F → K

dada por a equação (5.1.15), podemos verificar que (F , a(·, ·)) é um espaço de Hilbert,
mais ainda a(·, ·) é coerciva e contínua. De fato, da definição de a(·, ·) e propriedade do
valor absoluto da integral, segue que, |a(U1, U1)| ≥ 1 ∥U1∥2

F , ou seja, a(·, ·) é coerciva.
Agora, vamos ver que a(·, ·) é contínua, notamos que

|a(U1, V1)| =
∣∣∣∣∣
∫ L

0
κ0ϑxΘx dx+

∫ L

0
bψxΦ2x dx+

∫ L

0
κ(φx + ψ)

(
Φ1x + Φ2

)
dx

∣∣∣∣∣ ,
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portanto, em virtude da desigualdade de Hölder

|a(U1, V1)| ≤ κ0∥ϑx∥L2∥Θx∥L2 + b∥ψx∥L2∥Φ2x∥L2 + κ∥(φx + ψ)∥L2∥
(
Φ1x + Φ2

)
∥L2 ,

daí, pela definição de ∥ · ∥F , podemos ver que

|a(U1, V1)| ≤ 3∥U1∥F∥V1∥F ,

isto é, a(. , .) é contínua. Agora, definimos

T (·) : F → K

por (5.1.16), ou seja, T (V1) = T1(V1) +N(V1), vamos ver que T está no dual de F . De fato,
notamos que, T é um funcional antilinear, vamos ver que é contínuo, então, em virtude da
desigualdade triángular, temos que

|T (V1)| ≤ |T1(V1)| + |N(V1)|.

Assim, vamos estimar primeiramente |T1(V1)|. Para isso notamos que

|T1(V1)| ≤ ∥f̂6 + βf̂3x∥L2∥Θ∥L2 + ∥f̂4 + βf̂5x∥L2∥Φ2∥L2 + ∥f̂2∥L2∥Φ1∥L2

≤ CF
(
CP∥Φ1x + Φ2∥L2 + C2

P∥Φ2∥L2 + Cp1∥Φ2x∥L2 + Cp2∥Θx∥L2

)
≤ C∥V1∥F .

Por outro lado, vamos estimar |N(V1)|, então, pela imersão do espaço de Sobolev, no
espaço das funções contínuas (isto pois I é limitado ), obtemos que

|N(V1)| ≤ C∥V1∥F .

Portanto, do acima exposto temos que , T esta no dual de F . Daí, como a(·, ·) é contínua e
coerciva e T esta no dual de F , então pelo Teorema Lax-Milgran, existe um único U1 ∈ F ,
tal que

T (V1) = a(U1, V1),

para todo V1 ∈ F . Vejamos que U1 é solução ao problema (5.1.9)-(5.1.10), ou seja, temos
verificar a regularidade de φ, ψ e θ. De fato, como pelo Teorema Lax-Milgran, temos que

T (V1) = a(U1, V1) (5.1.19)

para todo V1 ∈ F , em particular para V1 = (Φ1, 0, 0)T ∈ C∞
0 (0, L) ×C∞

0 (0, L) ×C∞
0 (0, L).

Então, substituindo V1 em (5.1.19), podemos ver que∫ L

0
κ(φx + ψ)Φ1x dx =

∫ L

0
f̂2Φ1 dx,

onde Φ1 ∈ C∞
0 (0, L) é arbitrário, ou seja, φx+ψ tem derivada fraca, onde sua derivada é f̂2,

isto é, (φx +ψ)x = − 1
κ
f̂2, daí, como f̂2 ∈ L2, então podemos concluir que , (φx +ψ) ∈ H1,
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portanto φ ∈ H2. Por outro lado, notamos que para V1 = (0,Φ2, 0)T ∈ C∞
0 (0, L) ×

C∞
0 (0, L) × C∞

0 (0, L). Daí, Como Φ2 ∈ C∞
0 (0, L), temos que N(V1) = 0 e em virtude de

(5.1.19), obtemos∫ L

0
κ(φx + ψ)Φ2 dx+

∫ L

0
bψxΦ2x dx =

∫ L

0

(
f̂4 + βf̂5x

)
Φ2 dx,

ou equivalente ∫ L

0
bψxΦ2x dx =

∫ L

0

(
f̂4 + βf̂5x − κ(φx + ψ)

)
Φ2 dx,

onde Φ2 ∈ C∞
0 (0, L) é arbitrário, ou seja, bψx tem derivada fraca, onde sua derivada é

−bψxx = f̂4 + βf̂5x − κ(φx + ψ), logo, como κ(φx + ψ) ∈ L2 e f̂4 + βf̂5x ∈ L2, então
bψxx ∈ L2, assim, podemos ver que ψx ∈ H1, ou seja ψ ∈ H2. Finalmente, para V1 =
(0, 0,Θ)T ∈ C∞

0 (0, L) × C∞
0 (0, L) × C∞

0 (0, L), em virtude de (5.1.19), temos que∫ L

0

(
f̂6 + βf̂3x

)
Θ dx = −

∫ L

0
κ0ϑxΘx dx,

novamente, da definição de derivada fraca e que f̂6 + βf̂3x ∈ L2, podemos concluir que
ϑ ∈ H2. Portanto, temos que U = (φ, ϕ1, ϕ, ψ2, ϑ, θ)T cumpre AU = F , como F foi
dado arbitrariamente, temos que A é sobrejetor, mais ainda, é injetor, porque para
F = 0 o sistema (5.1.9)-(5.1.11), tem apenas uma solução, como o 0 é solução, temos
que kerA = 0, isto é, injetividade. Agora, vamos ver que A−1 é contínuo, basta mostrar
que ∥U∥H ≤ C∥F∥H, porque se AU = F, então U = A−1F . Então, vejamos que
∥U∥H ≤ C∥F∥H,. De fato, notamos que, AU = F é equivalente ao sistema (5.1.9)-(5.1.11)
e

ϕ1 = f1 ∈ H1
0 , ϕ2 = f3 ∈ V 1

0 , e θ = f5 ∈ H1
0 . (5.1.20)

Então, primeiramente observe que em virtude de (5.1.20), Proposição 2.1.4 e a desigualdade
Poincaré, temos que

ρ1∥ϕ1∥2
L2 + ρ2∥ϕ2∥2

L2 + a∥θ∥2
L2 ≤ ρ1∥f1∥2

L2 + ρ2∥f3∥2
L2 + a∥f5∥2

L2

≤ ρ1Cp (∥f1x + f3∥L2 + Cp∥f3x∥L2)2

+ρ2Cp∥f3x∥2
L2 + aCp∥f5x∥2

L2

≤ 4ρ1Cp∥f1x + f3∥2
L2 + 4ρ1C

2
p∥f3x∥2

L2

+ρ2Cp∥f3x∥2
L2 + aCp∥f5x∥2

L2

≤ CM∥F∥2
H.

(5.1.21)

Logo, somando (5.1.12) com (5.1.13) e substituindo Φ1 por φ, e Φ2 por ψ, podemos ver
que ∫ L

0
bψ2

x dx+
∫ L

0
κ(φx + ψ)2 dx ≤

∫ L

0
|f̂4φ| dx+

∫ L

0
|
(
f̂2 + βf5x

)
ψ| dx,
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daí, em vista da desigualdade de Hölder, temos que∫ L

0
bψ2

x dx+
∫ L

0
κ(φx + ψ)2 dx ≤ ∥f̂4∥L2∥φ∥L2 + ∥f̂2∥L2∥ψ∥L2 + β∥f5x∥L2∥ψ∥L2 ,

Logo, tomando em conta a desigualdade de Poincaré, podemos observar que∫ L

0
bψ2

x dx+
∫ L

0
κ(φx + ψ)2 dx ≤ CP∥f̂4∥L2∥φx∥L2 + Cp

(
∥f̂2∥L2 + β∥f5x∥L2

)
∥ψx∥L2

≤ CP∥f̂4∥L2∥φx + ψ∥L2 + CP∥f̂4∥L2∥ψ∥L2

+CM1∥U∥H∥F∥H

≤ CP∥f̂4∥L2 (∥φx + ψ∥L2 + C2
P∥ψx∥L2)

+CM1∥U∥H∥F∥H

≤ CM2∥U∥H∥F∥H + CM1∥U∥H∥F∥H

≤ CM3∥U∥H∥F∥H

(5.1.22)

Finalmente, tomando em conta (5.1.14), substituindo Θ por ϑ ∈ H1
0 (0, L), podemos ver

que ∫ L

0
κ0ϑ

2
x dx ≤

∫ L

0
|
(
f̂6 + βf3x

)
ϑ| dx

≤ ∥f̂6∥L2∥ϑ∥L2 + β∥f3x∥L2∥ϑ∥L2

≤ CP∥ϑx∥L2

(
∥f̂6∥L2 + β∥f3x∥L2

)
≤ CM4∥U∥H∥F∥H.

(5.1.23)

Logo, ao somar (5.1.21),(5.1.22) e (5.1.23), temos que

∥U∥2
H ≤ CM∥F∥2

H + CM5∥U∥H∥F∥H,

daí, em virtude da Proposição 2.1.6, podemos observar que

∥U∥2
H ≤ CM∥F∥2

H + CM5 (ε∥U∥2
H + C(ε)∥F∥2

H) ,

assim, tomando ε suficientemente pequeno, obtemos

∥U∥H ≤ C∥F∥H,

ou seja, −A−1 é continua, portanto 0 ∈ ρ(A).

Agora, do Lema 4.1.2, existe λ > 0, tal que λ ∈ ρ(A), além disso, como H é um
espaço de Hilbert, em virtude do Teorema 2.1.3, temos que D(A) = H. Logo, dos lemas
5.1.1 e 5.1.2, e que D(A) = H, estamos nas três hipóteses do Teorema 2.4.3, portanto, o
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operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}t≤0 de classe C0 com
∥S(t)∥H ≤ 1. Finalmente, do Teorema 2.4.4, o problema abstrato de Cauchy:

dV

dt
= AV (t) t > 0

V (0) = V0

onde V0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, ϑ0, θ0)T , tem uma única solução.
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, estudamos qualitativamente um sistema de Timoshenko com
distintos tipos de dissipação na fronteira. Fizemos uma abordagem via teoria de semigrupos
de operadores de classe C0, considerando modificações específicas nas condições de contorno
para cada caso, a fim aplicar a teoria clássica de semigrupos. Baseado nos resultados
dos capítulos 3 e 4, é possível observar que a teoria de semigrupos oferece uma forma
efetiva, no estudo de existência e unicidade da solução do sistema de Timoshenko e do
comportamento assintótico da solução, além de oferecer mais de um abordagem ao estudo
mencionado.

Além disso, como é possível observar no Capítulo 3, a teoria de semigrupos permite
resolução construtiva do problema, de forma eficaz e bastante compreensível. Conseguimos
provar a existência e unicidade da solução ao problema estudado e garantir a estabilidade
exponencial, sendo o resultado mais importante neste capítulo, o Teorema 3.2.1, onde
estudamos desde a Definição 2.4.4 a estabilidade exponencial da solução do problema
correspondente ao capítulo.

As principais contribuições desde trabalho são, os teoremas 4.2.1 e 4.2.2 no Capítulo
4. No primeiro de eles, se estabelece condições nas constantes do sistema para que o
conjunto resolvente do gerador infinitesimal contenha a faixa complexa e o segundo é
o teorema onde se verifica a estabilidade exponencial da solução do sistema, sujeito as
condições de dissipação na fronteira (4.0.4)-(4.0.5).

Outra contribuição importante é a existência e unicidade da solução do sistema
de Timoshenko com efeito térmico do tipo II (Capítulo 5), sendo este um problema novo,
essencialmente introduzimos um efeito térmico, que não dissipa a energia no sistema
apresentado no capítulo 4.

Em trabalhos futuros, pretendemos abordar a estabilidade exponencial do problema
apresentado no Capítulo 5, inclusive com mais de um caso de dissipação nas condições
de fronteira. Pretendemos abordar também um caso de dissipação para o problema
apresentado no Capítulo 3, onde alteramos uma das condições de dissipação com a
constante de controle não necessariamente positiva.
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