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RESUMO

Neste trabalho, analisaremos a existéncia, unicidade e comportamento assintotico
para um sistema de Timoshenko com distintos tipos de dissipagao, empregando a técnica
de semigrupos de operadores lineares. Ao longo do trabalho, estudaremos a boa colocagao
para trés tipos de dissipagdo na fronteira e vamos impor condigoes sobre o sistema
para garantir estabilidade exponencial. Para existéncia e unicidade, vamos fazer uma
abordagem estudando o sistema como um problema de Cauchy Abstrato na teoria de
semigrupos de operadores, fazendo uso de ferramentas como: espagos de Sobolev, Espacos
de Hilbert e andlise funcional, isto para cada um dos casos estudados. Para a estabilidade
exponencial das solugdes do Problema abstrato de Cauchy, vamos utilizar distintas técnicas
incluindo: imersoes nos espagos de Sobolev, teoria espectral de operadores lineares e

algumas desigualdades classicas da analise funcional.

Palavras-chave: 1. Sistemas de Timoshenko. 2. Dissipagao na fronteira. 3. Existéncia e

unicidade 4. Decaimento exponencial.



ABSTRACT

In this work, we will analyze the existence, uniqueness and asymptotic behavior
for a Timoshenko System with distinct types of dissipation, employing the technique of
semigroups of linear operators. Throughout the work, we will study well-posedness for
three types of dissipation on the boundary and we will impose conditions on the system
to ensure exponential stability. For existence and uniqueness, we will take an approach by
studying the system as an Abstract Cauchy problem in the semigroup theory of operators,
making use of tools such as: Sobolev spaces, Hilbert spaces and functional analysis, this
for each case studied. For the exponential stability of the solutions of the Abstract Cauchy
Problem, we will use different techniques included: immersions in Sobolev spaces, spectral

theory of linear operators and some classical inequalities of functional analysis.

Keywords: 1. Timoshenko Systems. 2. Dissipation. 3. Existence and uniqueness 4.

Exponential decay.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, vamos estudar o comportamento assintético de um sistema de
Timoshenko, o qual modela as vibragoes de uma corda de comprimento finito, e que é objeto
de pesquisa principalmente por: engenheiros, fisicos e matematicos, porque tem aplicagoes
em Aareas como: aeronautica, robodtica, estruturas, entre outras. Mais especificamente,

trabalharemos no estudo qualitativo do sistema de Timosheko a seguir:

p1#s + K(z + ) =0
ptht - wa:c + /{(SO:L‘ + ¢) = 07

onde p; = pA, po = p, b= FEI e k = KAG, sao contantes positivas dadas pelo fenémeno.
As especificacoes deste sistema, vamos estuda-las no capitulo 2, na se¢ao 2.5, onde iremos
fazer uma abordagem breve sobre este modelo. O modelo de acima foi desenvolvido no
ano 1921, por Stephen Prokfievich Timosheko (ver [1]) e desde entdo foram estudados
uma grande quantidade de casos para o mesmo sistema, sejam em casos de dissipacao da
energia ou outras propriedades associadas ao estudo das vigas, dentre estas referéncias
podemos citar: casos de dissipacao do tipo friccional ver [2], casos de dissipacoes do tipo
térmico ver [3], eldsticos e combinagdes destes ver [4], ou para efeito de memoria parcial ver
[5]. Para o estudo do sistema, vamos fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupo,

estudando o problema, desde um problema abstrato de Cauchy associado (ver [6]);

av
e AV(t) t>0
V(0) =W,

onde Vo = (@0, ¥1,%0,%1) e A : D(A) C H — H é um operador associado ao sistema,
nao necessariamente limitado e definido em H, um espaco de Hilbert. Entao, em virtude
de: o método da energia, ferramentas da andlise funcional na teoria de operadores, teoria
de semigrupos de operadores, baseado em teoremas como: o Teorema de Hille-Yosida e
o Teorema de Lummer-Phillips, podemos obter, resultados de existéncia e unicidade de
solucoes. Adicionalmente, o estudo da estabilidade das solugoes do sistema de Timoshenko,
também ¢é equivalente ao estudo da estabilidade da solu¢cdo do problema abstrato de
Cauchy, entao, dependendo do tipo de dissipacao, podem ser usadas distintas técnicas, no

estudo do comportamento assintotico.

A estrutura deste trabalho é a seguinte: No capitulo 2, vamos dar nogoes das
ferramentas usadas para desenvolver o problema abordado, dividido em 5 se¢oes: espagos
normados e operadores lineares, espacos L,, espacos de Sobolev, semigrupos de operadores
e sobre o modelo de Timoshenko, isto para conduzir a uma compreensao sequencial com
defini¢oes, propriedades e teoremas, enquadrado em uma estrutura completa, mas sem

demonstragoes.



12

No capitulo 3, estudaremos o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com
dissipagao na fronteira: Dirichlet num extremo da viga e dissipac¢ao do tipo Neumman no

outro, ou seja:

90(07 t) = w<07 t) =0
K’(pr —|—¢)(L,t) - a@t(Lat)
b¢x(L’t) = ﬂ'@z)t(Lvt)'

Aqui, vamos abordar o sistema desde a teoria de semigrupos, isto é, estudaremos o problema
de Cauchy equivalente na teoria de semigrupos, veremos que o operador A associado ao
sistema, verifica as condigoes para o teorema de existéncia e unicidade para o problema
Abstrato de Cauchy, vamos fazer isso, a partir de técnicas da analise funcional, mais
especificamente, propriedades de operadores lineares e espacos de Hilbert. Neste caso,
para a estabilidade exponencial das solugoes, vamos proceder de forma direta, seguindo
as ideias apresentadas em [7], esta prova serd dada de forma geral (isto é, para qualquer
relagdo entre os coeficientes do sistema) servindo de exemplo e motiva¢ao para o seguinte
caso de dissipagao no préoximo capitulo, onde nao é possivel mostrar em geral o decaimento

exponencial.

No capitulo 4, vamos estudar o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com um
segundo caso de dissipacao na fronteira: Num dos extremos da viga Dirichlet, e no outro

extremos Neumman apenas na funcao v e Dirichlet em ¢, ou seja;

b¢w<L>t> = 7%@@
90(07 ) =0, @(La ) =0, w(o, ) =0.

Neste caso, vamos estudar o problema baseado em [8], com a diferenga que a dissipagao
trabalhada neste artigo é no outro extremo da viga. Além disso, diferentemente do caso

anterior, temos que impor a condigao

para garantir a estabilidade exponencial, porque no caso geral ¢ apenas possivel mostrar
estabilidade polinomial, ver [9]. Vamos provar estabilidade exponencial por a caracterizacao
dada pelo Teorema de Priiss, ver Teorema 2.4.6. Assim, analisaremos propriedades do
conjunto resolvente e do operador resolvente da A. Os resultados expdem em detalhes as

condigoes para que o sistema possua decaimento.

Para finalizar, no capitulo 5, consideramos sistema de Timoshenko do capitulo
anterior e introduzimos um efeito térmico, aumentando o grau de dificuldade com respeito
a sua abordagem. Vamos impor condi¢des nas constantes do sistema, para que tenha

energia associada dissipativa e assim garantir a existéncia e unicidade a partir da teoria
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de semigrupo. O sistema é,
p1pee — K(pr +10)s =0

p2¢tt - b¢x$ + ’i(@x + @Z)) + 5935 =0
aﬁtt - "{Oﬁxa: + 5"7Z)a:t = 0,

onde a temperatura # e o deslocamento térmico 14 estao relacionados pela equacao
U(t,x) = 0(t,x),
com as condigoes iniciais (Timosheko)

90(07 ) = Y0, 9015(07 ) =¥ 770(0’ ) = 1o, @Dt(ov ) =

e (efeito térmico)

19(07 ) = 190(3:)7 1915(07 ) = 90(7;)7
considerando a dissipagao
bu(t, L) = —ytu(t, L),

onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condi¢oes de contorno

Na tltima se¢ao, vamos mencionar os problemas encontrados no desenvolvimento do
trabalho, possiveis abordagens a problemas que surgem a partir dos apresentados aqui e

mencionamos, uma breve analise e comparacao sobre os resultados obtidos.
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2 PRELIMINARES

A seguir apresentaremos defini¢oes e resultados basicos, que serdo uteis no desen-
volvimento deste trabalho. Introduziremos conceitos como: espacos L,, distribuicao e
espacos de Sobolev. Também apresentaremos uma parte fundamental da teoria basica de

semigrupos, conceitos da analise funcional e alguns exemplos simples.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Nesta se¢ao, vamos introduzir o conceito de espaco de Banach, propriedades de
operadores lineares e bilineares, e algumas desigualdades classicas, esses conceitos vamos

usar posteriormente na se¢ao da teoria de semigrupos de operadores.

Definicao 2.1.1. Seja X um K-espaco vetorial. Uma norma em X €é uma funcao
|- llx: X = R tal que:

1. ||z||x = 0 se, e somente se, x =0
2. || zllx = |M||z]|x para todos A € K e todo x € X
3. |lz+yllx < llzllx + lyl|x para todos x,y € X.

Observagio 2.1.1. Ao par (X, || - ||x) chamamos de espago normado. Usualmente chamare-

mos sO de X.

Definicao 2.1.2. Seja X um espago normado. Dizemos que X é um espago de Banach se

toda sequéncia de Cauchy em X € convergente, na métrica induzida pela norma.

Definicao 2.1.3. Seja X um espago vetorial normado e || - |1, || - || duas normas em X.
Vamos dizer que a norma || - || € equivalente d norma || - ||2 quando existem constantes

a>0eb>0, tais que:
allz]|1 < ||z|l2 < b||z||1 para todos z,y € X.

Definigao 2.1.4. Sejam X um espago vetorial normado e (x,), uma sequéncia em X.

(o)
Considere s, = Z x; a sequéncia de somas parciais da série s, = sz Se existir o limite
i=1 i=1
oo

li_}rn (sn) = s, dizemos que a série s, = g x; € convergente e s o chamamos soma da
n (0]
i=1

[e.9]
série. Se (s,)n nao convergir, vamos dizer que a série s, = le ¢ divergente e dizemos
i=1
[e.e] o
que uma Série s, = Za:z é absolutamente convergente, se a série numérica s, = Z||a:,||x
i=1 i=1

converge.
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Proposicao 2.1.1. Seja (z,), um sequéncia em X tal que para todo n € N existe um

o0
nidmero real M, > 0 satisfazendo ||z, || x < M,. Se Y M, é convergente, entao s, = Y x;
i=1 i=1
¢ absolutamente convergente.

Demonstragio. Ver [10] segdo 12 pagina 175. O

Proposigao 2.1.2. Suponha que (f, : A — X), é uma sequéncia de fungoes definidas em

um conjunto A e que exista uma sequéncia de nimeros positivos (M), satisfazendo que

para todo n € N cumpre para todo x € A, || fu(z)||x < M,. Se > M, é convergente, entdo
i=1

o0
Z fn(x) converge absolutamente e uniformemente.
i=1

Demonstragio. Ver [10] pagina 179, Teorema 5. ]

Vamos introduzir nocoes sobre operadores lineares e bilineares.

Definicao 2.1.5. Sejam X e Y dois K-espagos vetoriais normados. vamos dizer que um

operador T : D(T) C X — Y ¢ linear quando:
T(x+ \y) =T(x) + XT'(y) para todo X € K e todos x,y € D(T).

Definigao 2.1.6. (Forma Sesquilinear). Seja V' um espago vetorial complexo. Uma forma

sesquilinear de V' € uma aplicacao
a:VxV—=C
(u,v) — a(u,v)
que satisfaz as sequintes condigoes:
1. a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w) para todo u,v,w € V.
2. a(Au,w) = Aa(u,w) para todos u,w € V e todo A € C
3. a(u,v +w) = a(u,v) + a(u,w) dados u,w € V. para todo
4. a(u, \w) = Aa(u,w) para todo \ € C.

Definigao 2.1.7. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X. a(-,-) é denomi-

nada limitada, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:
la(u,v)| < c||ul|x]||v||x, para todo u,v € X.

Definicao 2.1.8. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X . a(-,-) chamaremos

de coerciva, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:

Re(a(u,v)) > c|jv||%, para todo v € X.
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Definicao 2.1.9. Sejam X e Y espacos normados. Chamaremos uma transformagdao

linear T': X — 'Y de limitada, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:
T (v)|| < c||v||x para todo u € X.

Definicao 2.1.10. Seja V' um espago vetorial complexo. chamamos de antilinear um

funcional T : V — C se:

1. T(u+v) =T(u) +T(v) para todo u,v,w € V.
2. T(\u) = AT(u) para todo w € V e todo A € C.

Definicao 2.1.11. Se X ¢ um espaco vetorial normado, denotamos por X' o espaco de
Banach L(X,C) = {T : X — C|T é um operador linear e limitado} e vamos chamd-lo
dual topologico de X .

Teorema 2.1.1. (Lax-Milgran). Sejam H um espago de Hilbert e
a:HxH—C

uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Entdo, para todo funcional antilinear limitado

T :H — C existe um unico u € H. tal que
a(u,v) =T(v) para todo v € H.

Demonstragio. Ver [11], Corolario 6.6.2, pagina 529. ]

Observagao 2.1.2. Este teorema sera uma ferramenta muito util na busca de solucoes fracas

de sistemas de equacgoes parciais elipticas.

Defini¢ao 2.1.12. Seja X # {0} um espago vetorial normado complezo e T : D(T) C

X — X um operador linear. Um valor reqular X de T é um nimero complexo tal que:

1 Eriste o operador (T — \I)™*
2 (T — X)~ é um operador limitado
3 O dominio de (T — X))~ é denso em X.

Definicao 2.1.13. Definimos o conjunto resolvente de T' como o conjunto de todos o0s

valores requlares de T' e escrevemos
p(T) ={\ € C:\ é um valor reqular }.
Ao conjunto complementar o denotamos por o(T) = C\ p(T') e chamamos de espectro T

Observacao 2.1.3. O espectro de um operador 1" pode ser decomposto em trés partes

disjuntas:
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1. Espectro pontual, representado por o,(7"), sao formados por todos os valores A € C

tais que AI — 7" nao é injetor. Os valores em 0,(7") sao chamados de autovalores.

2. Espectro continuo, representado por o.(71") formado por todos os valores A € C tais

que A — T é injetor, tem imagem densa e nao é sobrejetor.

3. Espectro residual, representado por o,(T") formado por todos os valores A € C tais

que Al — T é injetor, nao é sobrejetor e tem imagem que nao é densa.

Definigao 2.1.14. Um operador T € L(X,Y) é compacto se para cada sequéncia (x,,)s,

limitada em X, a sequéncia (T(x,)), tem uma subsequéncia convergente em Y.

Definicao 2.1.15. (Operador com resolvente compacto). Seja X um espago de Banach e
A:D(A) C X — X um operador linear com resolvente nao vazio. Dizemos que, A possui

resolvente compacto, se existe X € p(A) tal que o operador (AN — A)~! é compacto.

Definicao 2.1.16. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd

imerso compactamente em X quando a aplicagdo inclusdo i :Y — X € compacta em Y .

Definicao 2.1.17. Sejam X um espago vetorial e A : D(A) C X — X wum operador
linear. Dizemos que 0 # x € D(A) € autovetor de A quando existe X € C tal que Az = \x.

Nesse caso dizemos que X € autovalor de A associado a x.

Proposigao 2.1.3. Sejam X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador

linear com resolvente compacto. Entao, o(A) é composto apenas por autovalores de A.

Demonstragio. Ver [12] , Corolario 1.15. O

Lema 2.1.1. Sejam X um espaco de Banach e S : X — X um operador linear continuo

com inversa continua. Se B € L(X) satisfaz

1
1Bl < 7=
157 He

entdo S + B é um operador linear inversivel, com inversa continua.

Demonstragio. Ver [6] , pagina 90, Lema 2.12.1. O

Lema 2.1.2. Se 0 € p(A), entdo existe X > 0, tal que X € p(A).

Demonstra¢io. Temos que mostrar (Al — A) é invertivel e sua inversa é continua, ou seja,
o operador (A] — A)~! existe e é continuo.
Entdo, como 0 € p(A), temos que A\I — A = AAA"! — I), no domionio de A. Mais ainda,

A= s > 0. Logo, escrevemos S = —1 e B= ML, entdo, notamos que
2[|(A) I
1 1
1Bl = M3 = 5 < :
2 (ISl
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Além disso, em virtude de que S + B = AA™! — I, entdo, do Lema 2.1.1, temos que
A1 — T ¢ invertivel e com sua inversa continua, novamente, como 0 € p(.A), entao

AMNA"! = 1) é invertivel, portanto AI — A é invertivel, com inversa continua (A — A)~" =

(ANATT = 1) O

Definicao 2.1.18. Operador dissipativo. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que
um operador linear A : D(A) € X — X € dissipativo, se para todo x € A existe
vt € {z* € X*|(2*,x) = ||=]* = ||l2"|l.}, tal que Re(z*,x) < 0.

Teorema 2.1.2. Seja X um espago de Banach. Considere A um operador dissipativo em
H. Se para algum \g > 0 se cumpre que im(\ol — A) = H, entao im(I\ — A) = H para
todo A > 0.

Demonstragio. Ver teorema 4.5, pagina 15, em [13]. ]

Teorema 2.1.3. Considere A um operador dissipativo em H cumpre que im(I — A) = H.

Se H ¢ reflexivo entao D(A) = H.
Demonstragio. Ver teorema 4.6, pagina 16 em [13]. ]

As seguintes desigualdades sao fundamentais, para construgao dos espagos L, e o

calculo de estimativas.
Proposigao 2.1.4. Sejam numeros reais a,b >0 e p > 1. Entao
(a+ b)P < 2P(a? + bP)
Demonstragio. Ver [14], pagina 87, Lema 5.2.3. ]

Proposicao 2.1.5. Sejam numeros reais a,b >0 e p,q > 1. Sao tais que %—i—% =1 entao

ab WP
ab < — + —.
p q

Demonstragao. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. ]

Lema 2.1.3. Sejam a e b numeros reais nao negativos e 0 < A < 1 Entdo,

a*' < Aa+ (1= \)b
Demonstragio. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. ]

Proposicao 2.1.6. Sejam niumeros reais a,b > 0 e p,q > 1. Sao tais que ]% + é =1le
dado € > 0 temos que
ab < c(e)a? + eb?.

Demonstragio. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. ]
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2.2 ESPACOS L,

Nesta se¢ao, vamos apresentar conceitos basicos e propriedades, sobre os espagos L,
estes serao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, devido a que estaremos

trabalhando tanto nestes espacos, como em subespacos deles.

Definicao 2.2.1. Seja 2 C R” aberto e seja 0 < p < oo. Seja Z,(2) o conjunto de todas
as fungoes mensurdveis f : Q — R tais que |f|P é integrdvel (no sentido Lebesgue ) em
Q. vamos dizer que duas fungoes f,g € £,(2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g quase

sempre em ). Indicamos por L, o conjunto L, = £,(Q)/ ~.

Observagao 2.2.1. Seja 2 C R" e seja 1 < p < oo.
Entao L,(£2) é um espaco vetorial.

L,(€2) é um espago de Banach, com norma

iy = ([ P ar)” (22.1)
Ver [15].

Teorema 2.2.1. (Desigualdade de Hélder). Seja Q@ C R™ aberto e sejam p e q expoentes
conjugados, se 1 <p <oo. Se f € L,(Q) ege L,Q) , entao fg € L1(Q) e

HngLl(Q) < Hf”Lp(Q) ||gHLq(Q) :

Demonstragio. Ver [15], pagina 92, Teorema 4.6. ]

Teorema 2.2.2. (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € L,(Q2) e, 1 < p < oo entdo
1+ 9lln,@ < Ifllz,@ + 9l -

Demonstragao. Ver [16], paginas 13-15. O]

Definicao 2.2.2. Seja X um espaco vetorial sobre K. Um produto interno sobre X € uma

aplicagdo (-,-) : X x X — K que cumpre com

1. (x+4vy,z) = (x,2) + (y,2) para todo x,y,z € X.

2. (\x,y) = Max,y) dados z,y € X. para todos \ € C.

3. (z,y) = (y,2) para todos z,y € X.
4. (z,2) >0 se x € X\{0}.

Definigao 2.2.3. Seja H um espago vetorial sobre um corpo K (reais ou complexos) e
(, ) um produto interno, entdo H é um espago de Hilbert se for completo (Espago de

Banach) com a norma induzida pelo produto interno:

5 = (2, 2)x
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Teorema 2.2.3. O espago Ly(2) é um espago de Hilbert, com produto interno dado por:

(f,9) = /Qf(x)mdx, para qualquer f, g € Ly(Q).

Demonstragio. Ver [17], Corolario 2.18, pagina 31. O

Observacdo 2.2.2. A norma usual em L, é a norma que provem do produto interno

apresentado aqui, mais precisamente a norma na equagao (2.2.1).

Definigao 2.2.4. Seja 2 C R" aberto e ¢ : Q — R uma funcdo continua. O Suporte de ¢

¢ o conjunto

supp(p) = {r € Q: p(x) # 0}

Denota-se por Cy(2) = {p € C(Q) : supp(p) é um conjunto compacto }.

Observagdo 2.2.3. Denotamos por C§°(€2), ao espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis

com suporte compacto.

Proposigao 2.2.1. Se Q@ C R™ € aberto e 1 < p < o0, entio C§(2) é denso em L,(§2).

Demonstracio. Ver [17], Teorema 2.30, pdgina 38. ]

Teorema 2.2.4. (Du Bois Raymond) Seja f € L,(2) tal que:

| f@)e(@)dz =0 vp e CQ).
Entao f =0 quase sempre em ().

Demonstragio. Ver [18], Proposigio 4, pagina 20. O

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta se¢ao, vamos a dar nogoes sobre: espaco das distribuicoes, derivada fraca,
espacos de Sobolev, imersoes continuas nos espagos de Sobolev e algumas desigualdades
importantes. Esta secao é fundamental, pois as solugoes dos sistemas que abordaremos,

serao solugoes fracas nos espacos de Sobolev.

Agora, se num sistemas equagoes diferencias parciais os dados inicias ou as condigoes
de fronteira, ndo tem suficiente regularidade, podemos ter dificuldades na busca de solugoes,
o que nos leva a dar um novo conceito de derivada, que permita a abordagem desses

problemas. Entao, vamos introduzir algumas defini¢oes preliminares a este conceito.

Definicao 2.3.1. Seja (p,), C C§°. Dizemos que (), € convergente a ¢ € C§° se

satisfaz as sequintes condigoes:

1. Existe um compacto K, tal que supp(p, —¢) C K
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2. Para cada o = (o1, 00, ..., 0p) € N", e x = (21,22, ...,2,) € R", a sequencia D%p,,

converge uniformemente para D%p em K, onde D™ representa o operador derivagdo

n
la]
de ordem « dado por D*p = 6(;13;%6:”, com |a| =) o
LR i=1
Observagao 2.3.1. O espaco C§° com esta nogao de convergéncia o chamaremos de espago

das fungoes teste e o denotamos por D(€2).

Definemos distribui¢ao sobre €2, a toda transformacao linear T" sobre D(2) que
é continua no sentido da convergéncia definida sobre D(€2). O conjunto de todas as
distribuigdes sobre {2 é um espaco vetorial, o qual o representamos por D’(€2). Dizemos
que uma sucessao (1},), C D'(Q2), é convergente para T € D’'(Q2), quando a sucessao

numérica ({1}, ¢))uen converge para (T, ¢) € R, para toda ¢ € D(Q), onde (T, ¢) =T ()
e (T, ) = Tu(p)-
Observagao 2.3.2. Se consideramos uma distribuigao 7', sobre D(£2) e o € N™, a derivada

de ordem « de T no sentido das distribuigoes, a definimos por,
(DT, ) = (=D)Il(T, D*p) para toda ¢ € D'(Q).

Além disso, podemos verificar que a aplicagao D'(2) — D'(2) definida por T'+— DT, é

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(£2).

Definicao 2.3.2. (Derivada fraca). Sejam 2 € R™, um multi-indice o = (a1, aa, ..., ap) €
N, 1<p<ooefe€L,(Q). vamos dizer que uma fungio g € L}, (Q) € a derivada

loc loc

parcial fraca de ordem o« de f quando
| f@D (@) dr = (~) [ g(@)e(x)da, e € CF(Q).

Observagdo 2.3.3. Se f € C*(Q), entdo f possui derivada parcial fraca de ordem « e esta

coincide com sua derivada parcial cléssica de ordem «, para todo « satisfazendo |a| < k.
Ver [19].

Definigao 2.3.3. (Espacos de Sobolev WP ). Sejam Q um conjunto aberto do R™,
1<p<ooemeN. O espaco W™P(Q) é um subespago de L,(2) formado pelas classes
de fungoes f € L,(Q2) tais que, para todo multi-indice o com |o| < m, D*f existe (no

sentido fraco) e estd em L,(§2).

Observagao 2.3.4. Se f € W™P(Q), entao f possui derivada distribucional de ordem « e

esta coincide com sua derivada parcial fraca de ordem «, para todo « satisfazendo || < m.

No espago W™P(Q) definimos || - ||wm.» por

Iflwme = > 1D*fllL,,

laj<m

entdo, podemos mostrar que || - ||ym», define uma norma em W"?(Q).
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Teorema 2.3.1. W™P(Q) com a norma || - |[wm» é um espago de Banach.

Demonstragao. Ver [17], Teorema 3.3. O

Observagio 2.3.5. O espago W™2(Q) munido com a norma || - ||ym.2 é um espago de Hilbert,
denotado por H™(£2) e no qual o produto interno é dado por

(.fag)Hm = Z (Daf7 Dag)L2‘

laj<m

Observagdio 2.3.6. Notemos que || - ||yym.2 provem de (f, g)pm.

Definigao 2.3.4. (Espago Wi'*(Q2)). Sejam Q um conjunto aberto do R™ e 1 < p < co.
O espago W"P(Q2) é o espago vetorial formado pelo fecho de Cg° em W™P(Q).

Observagio 2.3.7. Da defini¢ao de Wy (), temos que (Wi "(Q), || - [[wm») é um espago
de Banach. Denotamos W;™*(Q) por HJ'(Q).

Observacao 2.3.8. Agora, vamos introduzir um teorema que é muito util e vamos usar
neste trabalho diversas vezes no momento de fazer estimativas que estao relacionadas com

a funcao e sua derivada.

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Poincaré) Sejam 2 um conjunto aberto limitado do R™

el <p < oo, entao existe uma constante C, > 0, tal que
1 fllz, < CollV £, para todo f € Wi™"(2)

Demonstragio. Ver [19], Teorema 1. pagina 275. O

Teorema 2.3.3. Seja ) um conjunto aberto conexo e limitado de R™. Se a identidade de
HY(Q) em Ly(Q) é compacta, entdo temos que para todo u € H'(Q), se cumpre

2

ou

2 n
<

=1

Y

Lo

ol = oy | o)

onde C = C(§2) > 0 é uma constante positiva dependente de S.

Demonstragio. Ver [20] | pagina 127, proposigao 2. O

Corolario 2.3.1. Vamos supor que €2 € um conjunto aberto conexo e limitado com fronteira

I clase C, onde T' =T, Uy e Ty tém medida positiva, além disso, se cumpre que

=0}

1)

Vi, ={ue H'(Q) : u

¢ fechado no espagco H*(RY), entdo

n

lullve, = >

i=1

¢ uma norma equivalente d norma usual de H'(Q).
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Demonstragao. Ver [20], pagina 129, Remark 4. ]

Teorema 2.3.4. (Integragdo por partes). Sejam @ C R um intervalo e 1 < p < oo. Se
O(uv)  Ou Jv

+u— e

ox _%U ox

/j gZ(:v) v(x) de = u(B)v(B) — ula)v(a) — /j u(z) gZ(x) dr

u,v € WP, entdo uv € WP, Além disso

quaisquer sejam o, 3 € €.

Demonstragio. Ver Lema 8.2. em [15] O

Observacao 2.3.9. Este teorema ¢ muito util para conseguir a derivada fraca quando

conhecemos condi¢oes de anulagao nos limites da integral.

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES

Nesta secao, apresentaremos, a teoria basica de semigrupos de operadores, na qual
sera baseada a abordagem dos problemas apresentados neste trabalho. Vamos introduzir
um exemplo de motivacao, para destacar as propriedades que eles tem em operadores
limitados e estenderemos estes conceitos a operadores nao necessariamente limitados. Esta
teoria é bem utilizada em problemas de equagoes diferenciais parciais, entre os exemplos

mas famosos podemos citar, equacao do calor, equagao da onda e mistura destas.

Defini¢ao 2.4.1. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Dizemos que uma aplica¢io S : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados se:

(i) S(0) =1I.

(i) S(s+t) = S(s)S(t) para todos s,t € RT.

e chamaremos de semicontinuo ou classe Cy, se
(iii) lim (||(S(t) — I)zx|x) = 0. Ve e X
t—0t+

Definicao 2.4.2. (Gerador Infinitesimal). Considere

D(A) ={z € X : lim <S(t)_1$> existe }.

t—0+ t

O operador A definido por

t—0t t

Az = lim <S(t)_1x>

chamamos de gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Exemplo 2.4.1. Se A ¢ um operador limitado, entio T(t) = et é um semigrupo, onde

< t, A" gAYt Al
At n o 1
e —Z ol ol + 1 + ...

n=0

Demonstragio. ver [21], Teorema 1.57, pagina 43. ]

Proposigao 2.4.1. Sejam X um espago de Banach e A € L(X), para todo t > 0 definimos

T(t) =e =1Ix +

R
n=1 n.

Entao

1 T() € L(X) e |T(t)|zy < etMlex
2 m([[T(t) = Illex) = 0.

3. lim |G — A, =0.

t—0

Demonstragio. Para provar 1. Primeiramente, lembremos que, se A, B € L(X), entdo se
cumpre que AoB € L(X) e ||AoB|lzyx < ||Allzx||Bllzy, portanto para n € N, temos que
1" A"l

" n
< DAl = M,

o0
Agora, como a serie Z M,, converge para e!l*l2x em virtude da Proposicao 2.1.1, obtemos

=1
que ; ‘

¢ absolutamente convergente e
n

00 tnAn
2

n=0

IT()llex =

!
n. Ly

N tnAn
>

n=0

= lim

N—oo n!

Lx
N tn

< li n

< ngrgog,; 1Az

n!

— My

Provemos 2.

Notamos que,
>t AT >t A"

Tt)—Ix=)_ o —Ix=>"

n=0 ' n=1

n!
Logo, como tomaremos limite de ¢ para 0, sem perda de generalidade podemos considerar

t <1 e definimos para cada n a funcao fn : [0,1] — L£(X) por
tnAn

n!

Jn(t)

Y



25

logo, para t € [0, 1], podemos ver que

tnA" | Al[Z
|k = | n! s < . X — M,

dai, como a serie Y 2, M, é convergente, em virtude da Proposicao 2.1.2, concluimos que

2, fn(x) converge absolutamente e uniformemente. Por outro lado, fixado n € N, temos

que
tn n
t—0 n!
mais ainda
> t, A" B
0 <IT(@) — Ixllex = |32 2| < i >0 Al (24.1)
n=1 ' Lx n=1"""

Logo, tendo em conta que a serie é convergente, podemos observar que

N tn N tn
. . - n — 3 1 J— n =
fim i, 2 AN = Jim D i A =0

Entéo, tomando limite e substituindo igualdad acima em (2.4.1), podemos concluir que
lim | T(t) — L|lc, = 0.

Finalmente, mostremos 3.

Notamos que

T(t)—1 > t, A
([0 4] )]
t—=0 t Lx b S L (o
Entao, é somente tutilizar um argumento analogo ao que usamos em 2. O

Esta proposicao é motivagao para o seguinte teorema e proposicao, onde A é um

operador arbitrario.

Teorema 2.4.1. Se (S(t))i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo existe uma constante
w>0eM >0, tal que, ||S(t)||x < Me* para todo 0 <t < 0.

Demonstragio. Ver [13] Teorema 2.2. pagina 4. O

Corolario 2.4.1. Se (S(t))i>0 € um semigrupo classe Cy, entdo para todo x € X |,

t — S(t)x é uma fungio continua de Ry (os reais ndo negativos) em X.

Demonstragio. Ver [13] Corolario 2.3. pagina 4. O

Lema 2.4.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S classe Cy dado por

S(t) = e*, entdo é valida a contengdo

") < o (S(1)).
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Demonstragio. Ver [22] Lema 2.3.1. pagina 21. O

Proposicao 2.4.2. Seja {S(t) }1>0 um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal

A
(i) Se & € D(A), entdo S(t)x € D(A) parat >0 ¢
Az = jtS(t)x _ AS(t)x = S(t) Az
(i) Se x € D(A), entio

S(t)x — S(s)xr = /St AS(T)zdr = /t S(7)Azdr.

(iii) Se x € D(A), entdo /t S(t)xzdTr € D(A) e
0

t
S(t)x —x = A/ S(7)xdr.
0
Demonstragao. [13] pagina 4, Teorema 2.4. ]

Proposicao 2.4.3. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um

operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

(ii) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, € o gerador infinitesimal

de, no mdximo um semigrupo de classe Cy.
Demonstragio. Ver [13] pagina 5, Corollary 2.5. O

Agora apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais
caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cy e dos semigrupos de

contracoes.

Teorema 2.4.2. (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido no subespago
vetorial D(A) C X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo

S(t);>o de classe Cy tal que [|S(t)||x <1, t >0 € necessdrio e suficiente que:

(i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X .

(7i) Que o conjunto resolvente contenha os reais positivos, R* C p(A), e cumpra com a

estimativa
IR(A:N)|x < i, VA eRT.

Demonstragao. Ver [13] pagina 8, Theorem 3.1. ]
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Lema 2.4.2. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no teorema anterior e seja
R\ :A) = (M — A", entdo

lim R(A: A)z =z para todo x € X.

A—00

Demonstragio. Ver [13] pagina 9, Lema 3.2. ]

Agora, definimos para todo A > 0, a Aprozimagdo de Yosida de A por
Ay = AR\ : A) = N>R\ : A) — M.

Esta familia de operadores é muito importante, pois cumpre propriedades, que vao permitir

aproximar o operador A. Segue o seguinte lema,

Lema 2.4.3. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no Teorema 2.4.2 Se Ay € a

aproximagdo de Yosida de A, entdo

lim Az = Az para todo x € D(A).

A—00

Demonstragio. Ver [13] pagina 10, Lema 3.3. ]

Segue do Teorema 2.4.2 o seguinte corolério.

Corolario 2.4.2. Seja A o operador infinitesimal de um semigrupo de contragoes T (t) de
classe Cy. Se Ay € a Aproximagdo de Yosida de A, entdo

lim e2 = T(t)r Vo€ X.

A—00

Demonstragao. Ver [13] pagina 11, Lema 3.5. ]

Lema 2.4.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) atuando num espago
de Hilbert H e seja B um operador linear e continuo de H. Entdo, A+ B € o gerador

infinitesimal do semigrupo S(t)e5'.
Demonstragao. Ver [13] secao 1.5. pagina 17-22. O

Definigao 2.4.3. Dizemos que o operador A: D(A) C X — X € dissipativo num espaco
de Hilbert X, se Re(Au,u) <0, Vu € D(A).

Agora, apresentamos um importante resultado, que estabelece quais sao as condig¢oes

para que um operador linear, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes
. resu vamos usar na prov xisténcia e unici uco

de classe Cj. Este resultado o vamos usar na prova da existéncia e unicidade de solugoes,

de todos os problemas deste trabalho.

Teorema 2.4.3. (Lummer-Phillips). Um operador linear A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo {S(t)}i>o0 de classe Cy com ||S(t)||x <1 se, e somente se,
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(i) o operador A é dissipativo,
(7i) o operador \oI — A é um operador sobrejetor, para algum Ao > 0,

(7ii) o operador A é densamente definido.

Demonstragio. Ver [13] pagina 14, Theorem 4.2. O

Teorema 2.4.4. (Existéncia e unicidade) Seja H um espago de Hilbert e o operador
linear A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C.

Considere o problema de Cauchy abstrato

dat
U) =U

{dU = AU(t) t>0 (2.4.2)

(i) se Uy € D(A), entio o problema (2.4.2) tem uma inica solugao U(t) = S(t)Up,
satisfazendo

U € C'([0,00); H) N C([0,00); D(A))

(ii) se Uy € H, entdo o problema (2.4.2) tem uma unica solugao U(t) = S(t)Uy satisfa-
zendo
UeC((0,00);H).

Demonstragio. Ver Teorema 2.2.2. em [23]. O

Teorema 2.4.5. Seja H um espago de Hilbert e A o gerador infinitesimal do semigrupo

S(t) = eAt. Entdo S(t) é de contragdes se, e somente se A € dissipativo.

Demonstragio. Suponha que S(t) é de contragbes. notamos que, em virtude da desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, temos,
(SOU,U) < ISOUllUllre = IS @) 1T 13,
dai, como S(t) é de contragoes, obtemos que
(SOU,U) < U3,

entao,

(SHU,U) < (U,U),

portanto, temos que
((S(t) = NU,U) = (S(H)U - U,U) <0,

logo, tomado limite, obtemos

t—0



29

ou seja,
(AU U) <0,

para todo U € D(A). Reciprocamente, Seja U = S(t)w; w € D(A), entdo

au — dS(Hw
dat dt

assim, em vista do Teorema 2.4.4, segue que

dU  AS(t)w B
@ a e
dUu d dU
Além disso, como sabemos que <dt’ U) = (AU,U). e %(U(t),U(t)) =2 (dt’U(t)> ,

mais ainda, pelo fato de A ser dissipativo, obtemos
d
—lU®)|3, <0
SN0, <0
portanto, podemos concluir

td
| UG Beds = 101~ 10O <0

ou equivalente
1T < 1U0)]13;

ou seja,
IS@wllz, < llwllz:

[]

Agora, vamos introduzir conceitos, que vamos usar ao longo do trabalho, no estudo

do comportamento assintético para o sistema de Timoshenko em questao.

Definigao 2.4.4. (Semigrupo exponencialmente estiavel.) Um semigrupo S(t)i>o dizemos

que € exponencialmente estdvel, quando existem constantes o >0 e M > 1 satisfazendo
1S ey < Me™ Vit > 0.
Lema 2.4.5. Seja S(t);>0 um semigrupo definido sobre um espago de Hilbert H, tal que
15(to)Ull2 < 1,
para algum ty € R, entdo o semigrupo S(t);>¢ decai exponencialmente para zero.

Demonstracio. Assumimos que existe to > 0 , tal que

a=|S(t)Ullx < 1,
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entao, aplicamos o algoritmo da divisao em t > 0 fixo, ou seja,
t= tom +r

onde m € Ne 0 <r < tg, agora, como o operador S(t) é continuo em intervalos limitados,

entao, existe M, tal que
1S (to)llcewy < M para todo t € [0, to].
Logo, em virtude de que S(t):>¢ é semigrupo, temos que

ISOle@ = [15Eom + 1)l oy = [15Em)S(r)llcan = [15)™S )l c@,

dai, como S(t) é continuo, segue que

1Sl ey < MIS ()™ [ 2305

isto é,
[SE) ey < Ma™

- t—r .
entao, como temos que m = T podemos concluir
0

HS(t)HE(H) < Matt;or = MaT o’

1
onde v = o Logo, lembramos que
0

) =" = ¢=8 onde B > 0,
porque, se o < 1, entdo In(a) < 0. portanto
1S®) || ey < Mye™,
isto ¢, o semigrupo S(t):>o decai exponencialmente para zero. O

Corolario 2.4.3. Se S(t);>¢ decai uniformente para zero em H, entao decai exponencial-

mente para zero, isto €, S(t)i>o € exponencialmente estdvel.
Demonstragio. Como S(t)>o decai uniformemente para zero em H, temos que
lim [1S(2) 2o = 0

entao, existe ty, tal que
15 (to) |y < 1.

Logo, do Lema 2.4.5, segue que S(t):;>p ¢ exponencialmente estavel. ]
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Observagao 2.4.1. No corolario anterior foi possivel conseguir decaimento exponencial por-
que o limite era uniforme em L(H), porém em [9] a estabilidade se estuda em £(D(A%), H))

com « > 0 e o resultado de decaimento que obtemos e do tipo
C
ISETlln < S0 lloeaey

e neste caso nao conseguimos o limite uniforme em £(#) e assim nao é possivél usar o

colorario anterior, mais ainda, se prova que nao tem decaimento exponencial.

Agora, introduziremos condigoes necessarias e suficientes para garantir estabilidade
exponencial de um semigrupo classe Cy. Usaremos essa caracterizacao no capitulo 4, para

provar a estabilidade exponencial da solugdo do problema apresentado.

Teorema 2.4.6. (Priiss) Seja S(t) = e*' um semigrupo de contragoes classe Co num
espacio de Hilbert H. Entao S(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se ocorrem as

sequintes duas condigoes:
(1) iR C o(A),
(i) Tm || (iAL — A) |5 < oo.
A—00
Demonstragio. Ver Teorema em [24] ou ver Teorema 3.5.5. em [6]. O

2.5 MODELO TIMOSHENKO

A teoria da viga de Timoshenko, foi desenvolvida pelo engenheiro ucraniano-
americano Stephen Timoshenko, estabelecendo-se como um modelo matematico rigoroso
amplamente utilizado para descrever a vibragao transversal de vigas, foi apresentado no
ano 1921, ver [1]. Historicamente, o primeiro modelo de viga importante foi a Teoria
de Vigas de Euler-Bernoulli, criada no ano de 1744. Timoshenko propds uma melhoria
adicionando o efeito de deformacao por cisalhamento. Ele mostrou, através do exemplo de
uma viga simples apoiada, que a correcao de cisalhamento é quatro vezes mais importante

devido & inércia rotacional em comparagao com a teoria de Euler-Bernoulli. Ver [25].

Modelo de Timoshenko: A vibragao transversal da viga depende da sua geometria
e das propriedades do seu material assim como da aplicagao de forgas externas e torque.
Entre a propriedades geométricas usuais consideradas, temos: o comprimento da viga L,
area da sec¢ao transversal A, o momento de inércia da seccao transversal I, com respeito
ao eixo central de torcao, e coeficiente laminar de Timoshenko k que é um fator mudancga
(k < 1) que influi na distribui¢ao do estresse laminar de tal forma que a area efetiva da
lamina é igual a kKA. Por outro lado, as propriedades do material consideradas sao: a
densidade da massa do material p, o médulo de rigidez G e o Mddulo de Young ou Médulo
de elasticidade E. Assumimos que p, E, G, k, A e I sdo todos definidos positivos, e de

classe C?.
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paralelo 3o eixo X

Legends: ====== Perpendicular 3 cara
Paralzlo com a linha cantral

v

— Figura 1:Viga Timosheko

Para a formulagao, definimos ¢ o deslocamento transversal do eixo central numa
distancia x do extremo esquerdo da barra num instante t. Devido ao efeito da lamina, o
elemento originalmente retangular muda sua forma para algo parecido com um paralelo-
gramo com lados ligeiramente curvados. O angulo de inclinagdo laminar ¢ é agora igual a

inclinagdo da curvatura i menos a inclinagdo do eixo central ¢, na forma
V=19 — ¢
e a forca de cisalhamento () é inversa a forca na lamina interna na forma
Q = —kAGY = —kAG(Y — ¢,).
De forma semelhante, o momento de tor¢cao M é inverso a inércia elastica interna na forma
M = —FEIy,.

além disso, en vista a Figura 1, podemos descrever a forca transversal e a inércia rotacional

do elemento diferencial da barra através das seguintes equagoes diferenciais parciais:

M+ ElY, =0 (2.5.1)
Q+kAG(W) —p,) =0 (2.5.2)
M, —Q+ plthy =0 (2.5.3)
Qs — pApy =0. (2.5.4)

Assim, as equagdes (2.5.1) e (2.5.3) envolvem movimento rotacional enquanto as equagoes
(2.5.2) e (2.5.4) envolvem deslocamento transversal do elemento diferencial da viga. Elimi-

nando M e () das equagoes (2.5.1)-(2.5.4) obtemos duas equagoes diferenciais simultdneas
em @ e :
prow — k(P + 1)z =0 (2.5.5)
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onde p; = pA, po =p, b= FEIl e k = KAG.

A equagdo (2.5.5) descreve o equilibrio da forga transversal por unidade de comprimento
junto com o gradiente da for¢a na lamina interna, enquanto a equagao (2.5.6) descreve o
equilibrio do torque rotacional por unidade de comprimento transformando-a em momento
de torcao interna junto com a forca laminar interna. Este formulacao é conveniente para

encontrar o modo normal e a frequéncia de vibragoes livres, cuja solucao é dada na forma
de (p, ). Ver detalhes em [26, 1, 27].
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3 TIMOSHENKO COM DUAS DISSIPACOES NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos apresentar um sistema de Timoshenko com condigoes, Di-
richlet num extremo da viga e dissipagao tipo Neumann no outro. Vamos dividir este
capitulo em duas se¢bes, numa vamos mostrar a boa colocagao do sistema e na outra

provaremos a estabilidade do sistema.

Consideramos um efeito de vibracao de uma viga homogénea de Timoshenko de

comprimento L > 0, ou seja,

prow — K(pz +); =0em (0,L) x (0,00) (3.0.1)
p2wtt - waw + K(@w + "¢) = 0 €m (07 L) X (07 OO), (302)

onde p1, p2, b, kK, sdo constantes positivas dadas pelo fendmeno estudado neste problema,

com condigoes iniciais
90('7 0) = Yo, (;Ot('a 0) = ¥1, ¢(7 0) = ¢0> ¢t('a O) - wl e1m (07 L) (303>
Assumimos efeito de dissipacao em x = L para ¢ e ¢ do tipo Neumann

b (L, t) = —y(L,t) t € (0,00) (3.0.4)
K(pe + ) (L,t) = —ap(L,t) t € (0,00), (3.0.5)

onde v e «, sao constantes positivas. E as condigoes de contorno

©(0,-) =0, @(L,-)=0, (0,:)=0, em (0, 00). (3.0.6)

3.1 BOA COLOCACAO

Vamos estudar a boa colocagao do problema (3.0.1)-(3.0.6), via o Teorema 2.4.4,
entao, precisamos considerar um problema equivalente na teoria de semigrupos. Este

problema equivalente tem a forma:

dVv
V(0) =W,

onde Vi = (¢o, 1, %0,%1) e A: D(A) C H — H é um operador associado ao sistema, ndo
necessariamente limitado e definido em H um espaco de Hilbert. Agora, para conseguir

o candidato para A, trabalharemos formalmente. Considere o vetor V = (¢, s, ¥, ¥;)7,

dv
entao, temos que i (©1, 01, s, bw) T, logo, em virtude do sistema (3.0.1) — (3.0.2), ao

fazer manipulagoes algébricas, obtemos que

dVv K

v _ D e = & '
dt - (gpt ) <¢m+¢)w7 wt 7p2¢wx ,02(9014_2/})) .

pr
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Dai, denotemos V' = (¢, ¢1, 1, ¢2)T, onde ¢1 = ; e ¢ = 14, entdo, em vista a igualdade

acima, temos que

I 0 ©
Kk 02 k O
WV_lwe Vo owa O
dt 0 0 0 e
k O b 92 K
5o 0 ma@ml 0) \¢2
dVv
Portanto, o= AV (t), onde A vem dado por:
0 I 0 0
Kk 02 Kk O
A p1 02 0 p1 0 0
0 0 0 I
K O b 92 K
“ma, O el 0

A ideia que vamos seguir, é a seguinte, decompomos A, como a soma de duas expressoes,
(A e Ay) especificas (que mostraremos em breve), ou seja, A = A; + As, e provaremos que
As, é um operador continuo e que A; o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Cy num espacgo de Hilbert H. Logo, do Lema 2.4.4, vamos concluir que A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Entao, escrevemos

A=A + A,
onde

0O I 0 O 0 0 0 0

Kk 02 Kk 0
a_|EE o 0 of Lo 0 g2 o
O 0 o0 I 0 0 0 0

b 92 Kk 0O K
0 0 L% 0 N a

Agora, para definir o dominio de A, para isso, vamos utilizar o método da energia, no
problema (3.0.1)-(3.0.5). Entao, multiplicando a equagao (3.0.1) por ¢; e integramos com

respeito a variavel espacial em (0, L), obtemos formalmente que

L
/U (Prowwpr — K(@e + ) )dz = 0.

Em virtude da regra da cadeia, integracao por partes, podemos ver que

dw/ p1p; dx — K(ps + ) (L, 1)@y (L, 1) +/ K + V) pra dv =

Assim, em vista de (3.0.5), temos

dt2 / plgot dx —|—/ K(pr + V)1 de = ozgpf(L,t). (3.1.2)

Logo, multiplicamos em (3.0.2) por ¢ e integrando em (0, L), ou seja,

L
| (et = ba + lipr + )iz = 0,
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% Yyt € — ?/12

entao, na igualdade anterior, integramos por parte, e usamos ——

dt 2 dt 2
Y, portanto, podemos conclir
dl - L
5 | 002+ ) de — b (L (L) + 5 [ (1 + u)tnda = 0,
além disso, em virtude de (3.0.4), segue que
R 2 L )
2 Jo (b + poty)dx + ﬁ/() (¥ + )b dz = —y[¢ (L, 1)]°. (3.1.3)

Portanto, somando (3.1.2) e (3.1.3), obtemos

S [ ettt [ K+ e+ o) e de = (L, 1) — agh(L,0),

d1
dai, em vista de E§w +¢2)? = (¥ + ©.) (Y + ¢1z), e da igualdade anterior, segue que

dt2/ b7vZ) +,02¢t "‘PISOt + ﬁ(¢+<ﬁm) dv = =y (L, t) 0490?([475)-

Portanto, a energia associada ao sistema ¢ dada por
E _1 L b 2 2 2 2 d
() =5 [ (02 + pa + o1 + wlipu+ 6)) da

Agora, vamos impor condigbes para que todas as operagoes feitas facam sentido, ou seja,

temos que pedir que
1/}:1: S L2(07L)7¢t € L2(07 L)v Pt € LQ(OaL) € Pz + ¢ € LQ(()?L) (314)

Logo, consideremos
Vo (0, L) = {u € H'(0,L) : u(0) = 0}.

Tomando em conta as condi¢oes de contorno (3.0.3) — (3.0.5) e (3.1.4), basta pedir que
0 e V3O0,L) , ¢, € Ly(0,L) , 1 € V0, L) e 1py € Ly(0, L).
Entao, definimos o espago H por
H =V, (0, L) x Ly(0, L) x V5(0, L) x Ly(0, L).

Logo, precisamos definir um produto interno, este é sugerido pela energia. Entao, sejam

U = (uy,us, us, uy) € V= (v1,v9,v3,04) € H. Definimos
() HxH—C

por
L
(U, V) = /0 (p1u2z + pous¥y + bus,Usy + K(Uu1, + ug) (Vi + v3))de.

Vamos ver que de fato é um produto interno em H.
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Proposicao 3.1.1. (-,-) é um produto interno em H.

Demonstracao. Vejamos que cumpre as quatro condi¢oes na Defini¢ao 2.1.6.

1. Sejam U, V,W € H, notamos que

L
U+WwW, V) = /0 (p1(uz + we)Ts + pa(ug + wy)0g + b(usy + W3y ) T3z

+/‘€(U1x + Uz + Wi + wg)(le + 1)3)) dx
L
= /0 P1WT + PowsTs + bws, U3y + K(wiy + 23)(Vig + v3)) da

L
+/0 ,01U2U72 + sz4U74 + bungT,x + H(le -+ Ug)(’ljlz + ’03)) dx

=W V)+(UV).
2. Seja A € C, entao

L
(AU, V) = /0 P1AULTS + PoAuyTy + bAU3, T3z + KA (U1, + ug) (V1 + v3)) dx

L
= )\/0 P1U2V2 + PaUgVg + bU3I@ + /i(um + U3)(le + U3>) dx
— AU, V).

3. Andlogo a 1. e usar \Z; + Zy = N2\ + Zs, para 2, Zy € C.

4. Suponha que (U,U) = 0, vamos ver que U = 0. De fato, tenhamos em conta que

Se
L
(U,U) = /0 prus + pauj + bui, + k(ui, +us)? do =0,

portanto us,uy = 0, ug, = 0 e uy, + ug = 0. Entao, primeiramente notamos que, como
uz, = 0, segue uz = ¢, em que ¢ é uma constante, além disso, como uz € L, exite
(u%(0))nen que converge q.t.p para c, ou seja, u%(0) — ¢ q.t.p, em virtude de que uz € Vy'
(u3(0) = 0) e pela unicidade do limite, concluimos que ug = 0. Finalmente, em virtude de
U1, = —ug3, obtemos u; = ¢, mas como u; € V', podemos concluir que u; = 0, portanto
U=0. m

Logo, consideremos

1015 = (U, U) = &lla + ©l7, + 0l¥allL, + pilléillL, + pallé2llL,

onde U = (¢, ¢1, 1, ¢2) € H. Levamos em conta que || -||3, é a norma em H que provém
de (-,-). Agora, vamos mostrar que (H, ||U||%) é um espago de Hilbert. Para isso vamos

ver que ||U||y é equivalente a norma natural || - ||, em #, dada por

U1l = l1@allz, + 1ellz, + lI01llL, + [ 2|z,



38

Proposicao 3.1.2. (H, ||U||y) € um espago de Hilbert.
Demonstracao. Similar a demostracao da Proposicao 4.1.2 do seguinte capitulo. O

Agora, vamos definir o dominio de A, notamos que, se U = (p, d1,%, )" €
D(A) C H, entdo U € H, ou seja,

0 € Hy(0,L),¢1 € Ly(0, L), € V' (0,L) e ¢o € Ly(0, L).

Da definigao 2.4.2, precisamos que AU € H, que é equivalente a resolver, dado (f1, f2, f3, f1)T €
‘H, o problema

¢r=fi € Hy(0,L), d2=f3 € V5 (0, L)

;«ox 1)y = fa € Ly(0, L) (3.1.5)

P2 P2

Junto as condigbes (3.0.4)-(3.0.6), para isto usaremos o Teorema de 2.1.1 e propriedades
de regularidade do espago das distribuigoes. De fato, sejam ¥ e ® em V; (0, L). Logo,
multiplicamos por ® e U em (3.1.5) e (3.1.6) respectivamente e integrado em (0, L),

portanto, obtemos

L _ L ,__
/ /ﬁ(gpx—i—z/})xq)dx:/ 7@ da (3.1.7)
0 0

L _ L ,__
| s = (i + )Wl = [ fiTda, (3.1.8)
0 0

onde f2 =pfoe f4 = p1f4. Agora, tenhamos em conta que

L

L o _ L —
[ oot 0)Bde = (ot 008 ~ [ (oot 0)B,ds,
0 0

0

em vista que ® € V!, temos que

[ W+, Tde = e+ BNDBEL) ~ [ (e + )

Logo, em virtude (3.0.5), obtemos

[ st ) Bdr = afy (D)~ [ (ot 9B (3.1.9)

Por outro lado ¥ € V{}, assim,

L _ _ L
/ bpnnW dz = —bipy (L)U(L) — / b0, da.
0 0
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Além disso, como b, (L) = —vy¢o(L) = —vf3(L), segue

/ b U d = 4 f5(L)T(L) — b/ bW, do. (3.1.10)
Logo, somando (3.1.7) e (3.1.8), substituindo (3.1.9) e (3.1.10), podemos concluir
L _ L ,_ ~ _
| b+ w(os + 0 0 dr = [ (T + o) do + 1 fo(LHOT(L)
+afi(L)®(L).
Entao, escrevemos a(W, V) =T (V) + N(V) onde W = (p,¢), V = (P, V) e

(3.1.11)

aW.V) = [ 00T, + (o + )BT W de . N(V) = 9L ATLA) + afy()(1)

L ._ . _
L) = [ (T + /.9 do
Logo, escrevemos T'(V') = T1(V)+ N(V'), portanto, o problema (3.1.5)-(3.1.6) é equivalente

a resolver
a(W,V)=T(V). (3.1.12)

Agora, consideremos
F =V (0,L) x Vg'(0, L),

podemos mostrar que
a(,-): FxF—=C

dada por
aW.V) = [ 0T+ (s + )@, ),
¢ um produto interno em F, mais ainda, continua e coerciva e que 17" : F — C dada por

(V) = [ (R 4+ FB) 20 (L UL + afy (L)B(L) da

é um funcional continuo em F, entdo, em virtude do Teorema de 2.1.1, o problema (3.1.5)-
(3.1.6), tem solugao. Assim, devido a arbitrariedade de ® e W, passando pelo espaco das

distribuicdes, segue que:
0 € VR0, L)N H*(0,L) , % €V (0,L)NH*(0,L) , ¢1 € Vg (0,L) e ¢y € Vi (0,L).
Portanto
D(A)={U eH:peVy(0,L)NnH*0,L),¢ € Vy(0,L),¢ € V;-(0, L) N H*(0, L),
¢2 € V5 (0,L), k(s + ) (L) = —adi(L) e by (L) = —v¢(L)}

onde U = (i, ¢1,1, ¢2)T.
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Lema 3.1.1. A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy.

Demonstracio. Em vista que A = A; + A,, entdo, é suficiente ver que A; é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy e que A, é um operador continuo. Logo, pelo
Lema 2.4.4, obtemos que, A = A; + Ay é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C.

Observagio 3.1.1. Sea T'(t);>0 é um semigrupo de classe Cy, cumprindo ||T(¢)|z < e,
w > 0, se consideramos S(t) = e “"T(t), entdo este é um semigrupo semicontinuo de
contragoes. Se A é o gerador infinitesimal de T, entao A — wl é o gerador infinitesimal de
S(t). Por outro lado, se A é o gerador infinitesimal de um C semigrupo de contragoes
S(t), entao A + wl é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. T(t) satisfazendo
|T(t)]|z < e**. Ver [13] pdgina 12.

Entao, primeiro vejamos que A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy. De fato, basta ver pela observacao anterior, o Teorema 2.4.5 e em virtude do

teorema 2.4.3, que as seguintes condig¢oes sdo verificadas:

1. Para todo U € D(A,), existe C' > 0, tal que Re (AU, U), < C||U||?, onde (-,-), é

dado por
L g b . .
(U, V), = / — U1 Vg + —Uss U35 + UgV2 + UsTy dir,
0 p1 P2

para todos U = (uy, ug, us, uyg) € V= (v1,v9,v3,04) € H

Observagio 3.1.2. Caso Re (AU, U), < C||U|J?, seja verdadeira, como || - || é
equivalente a || - ||, podemos deduzir que, para alguma constante C' > 0, se verifica

que,

Re (AU U), < C|U|?
= C(U,U),
= (CU,U).,

e dai, segue que
Re (AU U), — (CU,U). <0,
portanto, obtemos
Re((A, —CIHU,U), <0,
ou seja, (A; — C'I) é dissipativo.

2. eima (A; — N\I) = H, para algum \ > C.
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Verifiquemos primeiro 1. Isto é, vamos mostrar, que para todo U € D(A,), existe C' > 0,
tal que Re (AU, U), < C||U||%. De fato, seja (p, ¢1,1, ¢2) = U € D(A;), entdo,

Kz b by

AlU = (‘bla ;
P1 P2

),
portanto, ao aplicar produto interno com U, obtemos
Lk b — K ) _
(-’4an U)* = / <¢1x% + 7¢2xw1 + 7(10:0:1:¢1 + ¢xaz¢2> d$,
0 \p1 P2 p1 P2
logo, usamos integragao por partes, que z — z = 2img(2)i e que p, ) € Vol, temos que
Lk b K — b
(Aan U)* - / <¢1x%+ 7¢2xr¢)x - 790x¢1a: - ,QZ):CQSQJ) dx
0\ P2 P1 P2
b — K —
P2 P1
. Lk b b _
= 2img ([ (o1 + - bnatls | du ) i+ (L) (L)
0\ 1 P2 P2
K _
P1

Entao, consideramos parte real na igualdade acima, podemos ver que

Re (AU, U), = iwz(L)@(L) + ;190x(L>¢1(L)'

Assim, substituindo as condigoes (3.0.4) e (3.0.5) na igualdade anterior, concluimos

Re (AU U), = p‘;%(L)@(L) + Z@m(L>¢1(L)
= e L)1(L) = (L)
= i —K -« G1(L) — Liga(L)?
= (—=kp(L) — agi (L)) ¢1(L) o |@2(L)].

Logo, na igualdade anterior, distribuimos, removemos os termos quadraticos, aplicamos
modulo, usamos a Proposigao 2.1.6 e substituimos (3.0.5), entéo, temos que
Kk2c(e)

api

Re (AU U), < (L) + & Cla, K)|on (L)), (3.1.13)

em que € > 0 é arbitrario e C(«o, k) > 0 é uma constante dependendo de « e k. Logo,
notamos que, como ¢ € Vgt e (0, L) é um aberto classe C* limitado, segue do teorema de

imersao continua, que
L
WP < [ sl da,
e substituindo esta equagao em (3.1.13) e escolhendo ¢ suficientemente pequeno, obtemos

que
Re (AU, U), < C|IUJIZ.
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Verifiquemos 2. Para isto, temos que conseguir A > 0, tal que o operador (A — A;)
¢é sobrejetor, isto é equivalente a conseguir uma solugao ao seguinte problema: dados

(fi, fos f3, f1)T = F € H e A > 0 mostrar que, para algum U € D, se verifica que
(M — AU = F,

que por sua vez é equivalente a, achar (o, ¢1,1, ¢2)T = U € D (A;), tal que

Mo —¢1 = fi (3.1.14)
Ap1 — ;som = f2 (3.1.15)
A — 2 = [3 (3.1.16)
Ay — 52% = fu. (3.1.17)

Logo, das equagoes (3.1.16) e (3.1.17), obtemos que

b
A — fs) — Ewm = fa

como F' é fixo, é suficiente resolver a seguinte equacao diferencial de segunda ordem com

valores de fronteira,
b
Nt — p—wm = fi+ A3, (3.1.18)
2
junto a condigao ¥(0) = 0 e a condicao

0o (L) = =y (A = f3) (L), (3.1.19)

que vem da condi¢ao (3.0.4) e a equacao (3.1.16). Logo, o polindémio carateristico do

problema homogéneo de (3.1.18) é

b
——m? + A2,
P2
1 1
e como A > 0, temos que as raizes sao, m; = \ (p%) Zemg=—\ (p%) ? . além disso, como

as raizes do polindmio carateristico sao, reais e diferentes, pelo método de variacao de

parametros, temos que a solucao vem dada por

z A inh
Y(z) = esinh (my x) — P2 / (fa(s) + Afs(5)) sinh (m ) ds, (3.1.20)
bmy Jo emis
onde ¢ é uma constante unicamente determinada pela condicao by, (L) = —y (A — f3) (L).

Logo, em virtude de (3.1.16), podemos conseguir ¢», a partir de ¢ e como f3 € V! e (3.1.20),
obtemos que ¢y € H', $2(0) = 0 e de (3.1.19), finalmente, temos que i), (L) = —ypo(L).

Agora, tendo em conta (3.1.14) e (3.1.15), obtemos

K
)\()\Sp_fl)_ (pm:f%
1
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como F' é fixo, surge o problema com condi¢oes de contorno:
K
N — —@ue = fo+ A1,
P1
junto com a condigao ¢(0) =0 e de (3.1.14) e (3.0.5) segue a condicao

K(pe + ) (L) = —a(Ap — fi)(L).

Analogamente ao problema (3.1.18)-(3.1.19), achamos ¢ € H?, e em virtude de (3.1.14),
obtemos ¢, € H', além disso, podemos verificar que ¢1(0) = 0 e k(p, +1)(L) = —ap:(L),

ou seja, U € D (A;) como queriamos, assim provamos a condigao 2.

Logo, do Teorema 2.1.2 e do Teorema 2.1.3, obtemos que A, tem dominio denso
em H e do Teorema 2.4.3, segue que A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy. Agora, vamos ver que A, é limitado. De fato, seja (¢, ¢1,1, ¢2) = U € D(A),

entao " . "
AQU = (07 7¢x7 07 — Pz — 7'(#)7
P1 P2 P2
e como @, € V3 (0, L), temos que

12 ) 1 k2 9
MUl = [ Svtde+ [ %5 (o, =) da
0 p1 0 P

< Gy (/Olbngder/oln(%—@z))? d:p)

< CollU |l
além disso, como || - ||« e || - ||z, sdo equivalentes, existe C' > 0, tal que ||U|| < C||U]||«, €
dai, segue que A, ¢é limitado.

Finalmente, como A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo classe Cy, As é
limitado e A = A; + Ay, entdo do Lema 2.4.4, segue que A é o gerador infinitesimal de

um semigrupo classe Cj. [

A existéncia e unicidade do problema (3.1.1), segue do Teorema 2.4.4 e portanto o

problema (3.0.1)-(3.0.6) tem uma tnica solucao.

3.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Na secao anterior, foi mostrado que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
classe C'y. Nesta secao, vamos provar a estabilidade desse semigrupo. Para isso, vamos
fazer uma abordagem direta, desde a Defini¢ao 2.4.4, ou seja, se S(t);>o é o semigrupo

gerado por A, entdo, temos que ver, que existem w > 0 e M > 1, satisfazendo
1SW)legy < Me, (3.2.1)

para todo t > 0. Primeiro vamos fazer observagoes que permitirao simplificar algumas

operacoes,
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Observagio 3.2.1. Sejam ® € Vil e ¥ € H', entdo da desigualdade de Minkowski e a

desigualdade de Poincaré, obtemos
L L L
/ 20, dr < 2/ (@ +W,)? da + QC’p/ o2 da. (3.2.2)
0 0 0

Observagdo 3.2.2. Vamos supor sem perdida de generalidade que L = 1, isto para simplificar
algumas das estimativas, no caso L qualquer, basta com escolher apropriadamente as

constantes de controle que aparecem mais na frente.

Observagdo 3.2.3. Lembremos que a energia associada ao sistema, esta dada por

B0 =5 [ (002 + pod + pich + w(ow + 9

Mais ainda,

d

SE(t) = —11éa(L, D — aloy(L, D) (3.2.3)

Agora, vamos dar um esbogo, de como vamos abordar o problema. Sejam S(t);>0 0
semigrupo gerado por A e Uy € D(A), entdo S(t)Uy = (i, @1, 1%, 9;)T. Logo, construimos

uma aplicagao
F(t) = ptE(t) + G(S(t)Uy), (3.2.4)

onde p = u(p1, p2, b, k) é uma constate positiva, que depende s6 das constantes no sistema
(3.0.1)-(3.0.2), E(t) ¢ a energia associada com S(t)Up, e G(-) ¢ um funcional adequado no
espago H, tal que

|G(U)| < C||U||? para todo U € H. (3.2.5)

Agora, notamos que, como |- ||« e || - || g sdo equivalentes, entao, existem d; = d;(p1, p2, b, K)
e dy = da(p1, p2, b, k) constantes positivas, que dependem sé das constastes do sistema
(3.0.1)-(3.0.2), tais que

di||S@)Uo|? < E(t) < do||S(t)Up||? para todo t > 0. (3.2.6)
Provaremos que a aplicacao F' tem a seguinte estimativa uniforme em H,
|F(t)] < My||Uolf?, (3.2.7)

onde M; = M (7, a) é uma constante positiva unicamente dependendo das constantes da

dissipacao (3.0.4) e (3.0.5). Agora, tenhamos em conta que, para t > 0 temos
td || S()UoIZ < [t E(),
pela desigualdade triangular, obtemos

tdi | S Uolls < [t E(t) + G(S(H)Uo)| + |G (SH) o)l
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e substituindo as estimativas (3.2.7), (3.2.3) e (3.2.5) na desigualdade anterior, segue que
td, | S()Uo|1Z < M| Us3,

onde My = Ms(y, ) é uma constante positiva, dependendo unicamente das constantes
da dissipacao (3.0.4) e (3.0.5), e vale para todo ¢t > 0, isto é, temos uma estimativa
uniforme em H da solugdao, mais ainda, tem decaimento polinomial. Finalmente, de
tdy ||S(t)Up||? < My||Upl|?, usando densidade e do Corolério 2.4.3, segue a estabilidade
exponencial, pois a solu¢ao decai polinomialmente no mesmo espago H. Agora, vamos

enunciar e provar o resultado de estabilidade exponencial do semigrupo S(t):>o.

Teorema 3.2.1. O semigrupo S(t);>o gerado por A é exponencialmente estdvel.

Demonstragio. Seja Uy € D(A), do Teorema 2.4.4 temos que, existe uma unica solugao

do problema (3.1.1), tal que

S(t)Uy € C*([0,00); H) N C([0,00); D(A)), (3.2.8)
ddts<t)UO = AS(t)U, para todo t > 0, (3.2.9)

onde
S)Us = (e(x, 1), e, 1), (. 1), Pu(x, 1)), (3.2.10)

e ¢ e 1 satisfazem (3.0.1)-(3.0.6). Logo, vamos construir a aplicacdo F' da equagao (3.2.4).
Pela Observagao 3.0.2, podemos considerar L = 1. Definimos F': [0,00) — R, dada por

1/t 1
F() =ty [ (002 + pat + prigh + rlpe + )+ 1 [ 2o, do

L 1 1 1 , o (3.2.11)
. d / dz — / dz,
oo [ wvpdet ——ps [ wbde— ——pi [ pupda

I I I3

onde p e v, sao constantes a serem determinadas mais tarde. Consideramos G : H — C

dado por
3

GU) = Z I,

n=0
podemos mostrar que G € H' e que cumpre (3.2.5), para U = (¢, ¢1,1, ¢2)T € H. Por

outro lado, em virtude de (3.2.8) e o fato que

prow = K(ps + 1),
P2?/Jtt = wa:c - H(Spa? + ¢),



46

onde k(@ + 1), € by, — k(e + 1), estdo em Lo, concluimos que @y, 1y € Lo. Além disso,

usando o fato anterior e (3.2.8), obtemos que F(t) é derivavel e usando (3.2.3), temos que

d

CP() = nB() + pt B +th

(3.2.12)
3
= pE(t) — tuy (L, t) — tpagi (L, t) + ) Dy,
n=0

d
onde D; denota a derivada com respeito ¢, isto é, D, = I Assim, vamos calcular D;I,

para n = 0,1,2,3. Primeiramente, consideremos n = 0, temos que

1 1
DtIO = /)1/0 TP Py dx + ,01/0 TPtPrt dx. (3213)
2
Como sabemos que d—?t ©rPat, €ntao, aplicando integragdo por partes em (3.2.13)
obtemos,
DIy :m/ TPu Py dz + 2 5 B2, ) / ©? d. (3.2.14)

Logo, substituindo a equagao (3.0.1) em (3.2.14), temos que

[ P1 P1 2
Dyl = ; T (K(pze + V) 0 d:v+590 (1,¢) — 5 90 dz,

d
além disso, como sabemos que d—% = P2Pzr € ©1(0,t) = 0, podemos concluir ao integrar

por partes a equacao acima, que

P1

1 1 /1
Dily =520 0 =4 [ nlda+ 5 [ wmpp o+ D

1
%1/0 ©? du.

Agora, vamos calcular D;I;, notamos que

(3.2.15)

1 1
zxflzngé xwﬁwxdx4—p;4 wyibay d.

Além disso, de forma andloga aos célculos feitos para obter (3.2.14), podemos concluir que

Dy = po [ wbuin e+ 2020,0) - 2 [Cuia

logo, da equagao (3.0.2), podemos ver que
1
P2
DIy = [ (e — oo — ) ez + (0 = 2 [T

= [ bt — ot — rogn) do+ 202(1,0) - 2 [Cuian
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2 d 2
dai, em virtude de que ¥(0,t) = 0, dqé = Vs, dd; = 1, ao aplicar integragao
x

por partes na igualdade acima, obtemos

DI, — qﬁu —7/ W2 da + wzu /gbzdm—f/ U pathy A

(3.2.16)
V2,0 -2 [ g2
Calculemos D;I5. Notemos que, tendo em conta (3.0.2), temos que
P2
D, =
12 5+
— 1 ! P2 1 2
= 5 [ s — e — ) 2+V/Owtda: ,
1 1
= b Tx P — 2
7 [ (bt — s = w?)
aplicamos integrando por partes na igualdade anterior, assim obtemos
Dby = o (L)L) — o [ 02 )
t2_2+yiﬂ7 ) 2‘}‘7/01 2_}_@ )
) " ) ) (3.2.17)
K P2 2
ol — —— / 2 / d
+2+I//0 P dr 24vJo 4 x+2+v 0 v
Finalmente, calculemos D, I3, notamos que
DIy = 2 dx
Gy d d
—_2+V/0 (Sﬁer%)(P x_i/ (pt T
K /1( ) d P1 /1 2
- - zx T x,
2+v o Pz ¥ 2+ v Jo Pt
como ¢(0) = 0, entao, ao aplicar integracao por partes, obtemos que
K K 1 K 1
DIy = ——" o (1,8)0(1, t —/ 2 ——/ o d
oI rrPeLeL )+ o | pde — o= | pyeda
(3.2.18)

P1 /1 2 d
— x.
2+vJo i
Observacao 3.2.4. v e p sao constantes positivas a determinar e sua escolha vai depender
das constantes no sistema (3.0.1)-(3.0.5).

As constantes v e u, serao escolhidas para que a derivada de F' seja negativa a
partir de certo 7', ou seja, para que F' seja decrescente fora de um compacto e no compacto
[0, T] vamos ter controle, e logo a conclusdo do Teorema 3.2.1, segue do fato que F(t)

nestas condigoes, cumpre (3.2.7), para todos os valores de t.
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Observacao 3.2.5. Note que
bt b ! b !
_ d :_7/ 2d _7/ 2d )
S [ wde == [ wide - [v2de

1YL, < CIVY| L,

Usando a obsevagao acima, podemos escolher v > 0, tal que cumpra

oM _—<o. (3.2.19)

1
Esta condigao é para garantir controle no sinal da soma dos termos com fator / V2 dx
0

em — F'(t), que nao acompanham .

dt
. . d
Agora, desenvolvendo o produto notavel na energia e agrupando todos os termos de &F (t)

1
com fator / goi dz, temos que
0

K K 1
Uipt — 2 / 2
(ﬁ'u 2+2+1/) o =00

como precisamos que esta expressao seja negativa, vamos impor, que u, seja tal que

K K
2K — — <0 3.2.20
s 2+2+u_ ( )

Finalmente, vamos impor uma segunda condi¢ao em p, para que a soma de todos os

1
termos, que faltam por controlar em %F (t) com fator / Y2 dx seja negativa, isto é,
0

LI /lz/JQd
24y 4 CHTERR]J Vet

entao, para garantir o nimero acima seja negativo, pedimos que

b b
— ——+b 2 < 0. 2.21
1 4+ w+2uk <0 (3 )

Em resumo, escolhemos v, que cumpra (3.2.19) e escolhemos p, tal que cumpra (3.2.20)-
(3.2.21), entao a soma dos termos integrais em —F'(t) é negativa.

dt
Observagao 3.2.6. Como ¢, se anulam no ponto extremo (0,%), da desigualdade de

Poincaré, segue que

1
o(1,1)? g/ 02 do (3.2.22)
0

1
b(1,1)? g/o W2 da. (3.2.23)
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d
Agora, queremos controlar o signal dos termos pontuais em — F'(t), entdao, de

dt
(3.0.5), temos que
k
— (L) = = (L) =~ (e (18) + V(L 1) ¢ (L)

= 1,6)p(1,t
2+V90t( ) )90( ) )7

logo, dado ¢ > 0. Usando a dissipacao e em virtude desigualdade de Young 2.1.6 e a

equagao (3.2.22), entdo da igualdade anterior, concluimos que

K k
L) - )] < G o

b
Y. (1,8)Y(1,t) em D;ly, usando a desigualdade
v
de Young 2.1.6 e (3.2.23), conluimos que

v < 350

Por outro lado, notamos que, para 5

£(1, 76 / V2 da. (3.2.25)

Entao, como ¢ é arbitrario o escolhemos suficientemente pequeno para a soma dos termos

. . d .
integrais em %F (t) permanega sendo negativa.

Agora, tenhamos em conta que, para T' = T'(p1, p2, K, b, 7y, @) > 0 suficientemente grade,

podemos garantir o sinal negativo do resultado da soma de todos os termos pontuais de
d
—F(t), isto é,

dt
k P1 o
0 = Swa(lt) + w (1,8) =ty (L, 1) = tpapi (L, 1) + T (1, 1)
b o P2 9 alle) , 1C(E)
—2(1 —; (1 1 1
+2¢x( 7t)+ 27/%( 7t)+ (2+y>(10t( >t)+ (2—|—V)90t( >t)
para todo t > T. Por outro lado, para t > T, temos que
d
—F(t) <0
SF(b) <0,

ou seja, para todo t > T', F(t) é decrescente, entao, tendo em conta (3.2.5), obtemos
F(0) = G(S(t)Uo) < |G(S(t)V0)| < C1l[Toll?
assim, segue que para todo t > T,
F(t) < G||Uoll2,

isto é, (3.2.7) se cumpre, para o intervalo (7', 00). Além disso, para ter controle no compacto

[0, T, notamos que, como F e continua, atinge um maximo, isto é,

F(t) <TE(t) +|G(S()Uo)| < CoUoll2,
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entao, obtemos a limitagdo tomando o maximo entre as contantes C e Cj.

Finalmente a conclusdo do teorema, segue de fazer os passos como no esboco,
no comego da segao, a partir da equagao (3.2.7). Isto é, S(t)i<o é exponencialmente

estéavel. O
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4 TIMOSHENKO COM UMA DISSIPACAO NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos a provar a existéncia, unicidade e estabilidade exponencial
para um sistema de Timosheko, com condigoes de contorno: Para ¢ Dirichlet e para 1)
Dirichlet num extremo da viga e dissipagao do tipo Neumann no outro. Consideramos um

efeito de vibragdo numa viga homogénea de Timoshenko de comprimento L > 0, ou seja,

prpw — Kk(pz +1), =0em (0,00) x (0,L) (4.0.1)
Pty — biyy + K(py + 1) =0 em (0,00) x (0, L), (4.0.2)

onde, p1, ps2, b, k sdo constantes positivas, dadas pelo fendomeno estudado neste problema.

Junto com as condicdes iniciais,
©(0,) = w0, ¢:(0,-) =1, ¥(0,-) =0, ¥e(0,-) =1 em (0, L), (4.0.3)
assumimos o efeito dissipativo agindo no extremo x = L, dado por
bib,(t, L) = —yi4(t, L) em (0, 00), (4.0.4)

onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo. E no extremo x = 0, consideremos

as condigoes de contorno:

©(+,0) =0, ¢(,L)=0, (-,0)=0, em (0,00). (4.0.5)

4.1 BOA COLOCACAO

Agora, a ideia é estudar o problema via o Teorema 2.4.4, para isto, precisamos
considerar um problema equivalente com a forma do problema de Cauchy (2.4.2.)
Entao, precisamos definir um candidato ao operador A do problema (2.4.2), para este
objetivo, vamos seguir um procedimento similar ao usado no estudo de EDO para sistemas
lineares, com a diferenca que agora estamos trabalhando com operadores nao necessaria-
mente limitados.
Seja V = (¢, v, ¥, 1:)T. Queremos ver o problema (4.1.2)-(4.0.5) da forma

dV
e = V(it) t>0
7 AV(t) t> (4.1.1)
V() =1,
onde Vj = (¢07@17¢0,¢1)T'
Entao, notamos que,
dV
i = (th790tta¢ta"7btt)T7

em virtude do sistema (4.0.1) — (4.0.2), obtemos

dVv K

v _ S ’
dt - (907& ) (%—H/J)x, wt 7p2wxm ,02(90x+w)) :

P
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Logo, usando a notagao V = (¢, ¢1, ¥, ¢2)T, onde ¢y = ¢; e ¢ = ;. Assim, temos que

o problema de Cauchy é da forma,

0

1 0 ©
W _|aE 0 e O |a
dt 0 0 0 1 P
AR RAT
Logo, o candidato a operador A, é
0 1 0 0
Ao | wE 0 om0
0 0 0 1
e 0 amE—5 0

Agora, precisamos definir um espaco ‘H e o dominio de A nesse espaco H, para assim
poder afirmar que A estd bem definido. Para isso, usamos o método da energia. De fato,
multiplicamos a equacao (4.0.1), por ¢; e integrado com respeito a variavel espacial em

(0, L), obtemos formalmente que

L
/0 (prowpr — K(9e + 1)) dz = 0,

dai, ao separa a integral, temos que

L L
/0 P dx —/0 Kz + V)zpr dx = 0. (4.1.2)

1 11

Agora, vamos trabalhar estas duas integrais por separado, tenhamos em conta que

L d
1= /0 Ve dr = dt2 / gpt dx, pois d—got 2041t -
Por outro lado, para I1, podemos ver que

L L
Il = /0 /‘f((paz + w)x@t dr = I{(gpm + w)(pt — /O H(Sox + ¢)@tw dl’,

L
como —£ (g, + ¥y
0

=0, por (4.0.5), segue na igualdade acima que

L L
11 =/0 K(pz +V)atpr = —/0 K(pz + V) da.

Logo, ao substituir / e IT em (4.1.2), obtemos

dt2/ 197 dx—i—/ K(@s + ) dz = 0. (4.1.3)

Posteriormente, multiplicamos (4.0.2), por ¢ e integrando em (0, L), entdao, obtemos que

L
/0 (,Otht - bwrm: + H((P;p + w))i/it dx = O,



93

entao, temos que
L L L
[ potureds =5 [ dustbida s [+ gaindz =0, (41.4)
—_———
1T

Resolvemos a integral 11 separadamente, ou seja,

L L

e pela condigao (4.0.5), que bip,(t, L) = —~y1(t, L) e que ¥4 (t,0) = 0, obtemos que

b [ e =l P~ [ bt de,

entdo, ao substituir a igualdade acima em (4.1.4), podemos ver que

d1l L L
G5 [ et pd) e+ n [T+ e de = <At L (115)
Assim, somando (4.1.3) , (4.1.5) e reagrupando, obtemos

d1

L 1 (L
ey (b2 + patbi + prp}) da + 5/0 26(0 + @5 ) (1 + Bta) dz = —~|y(t, L)|?.

Agora, em virtude de que 2k(; + ¥)(par + V1) = L(p, + )2, temos da igualdade acima,

que
O [ 0wt ot 4 o+ 2 [ s+ 00 dr = —al(s, DI,
dt 2 Jo dt 2
portanto,
dt 5 / 02 + pat} + pro} + KV + ) da = —[ihu(t, L),

Finalmente, concluimos da igualdade anterior que, a energia associada ao sistema é dada

por
1 rL
B(t) = 5 [ (002 + oot} + prof + vl + 1)) do

Agora, lembremos, que todas essas contas foram feitas formalmente, portanto, vamos
impor condi¢oes, para que tenham sentido. De fato, para que E esteja vem definida,

precisamos impor as condig¢oes
wa: € L2(07L)7wt € L2(07 L)v Yt € LQ(OaL) € Pz + ¢ € L2(07L)

Consideremos

Vo (0,L) = {u e H'(0,L) : u(0) = 0},

como precisamos que se compran as condicoes de contorno (4.0.5), pedimos que,

w € Hy(0,L) , ¢, € Ly(0,L) , ¢ € V30, L) e ¥, € Ly(0, L).
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Portanto nosso espaco é
H = Hy(0,L) x Ly(0, L) x V5(0,L) x Ly(0, L).

Logo, temos que ver H é um espago de Hilbert, assim, precisamos definir um pro-
duto interno, este vem sugerido pela energia, isto é, dados U = (uy, ug, us,uy) ¢ V =
(v1, 9, v3,v4) € H, definimos

()i HxH—>C

por
L

; (p1u2z + pousTy + bus,Usy + K(Uu1, + ug) (V1 + v3))de.

Proposicao 4.1.1. (-,-) é um produto interno H.
Demonstracdo. Anéloga a da Proposigao 3.1.1. O
Entao, consideremos

U113, = (U,U) = k| ¢, +¢||L2 + b||@/’:c||L2 +P1||¢1||L2 + P2||¢2||L2a

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢) € H. Notamos que, ||-||3, ¢ a norma em H que provém de (-, -),
queremos ver que (H, ||U||%) é um espago de Hilbert, para isso, vamos ver que ||U||y é

equivalente a uma norma natural em .

Proposicao 4.1.2. (K, ||Ul||x) € um espago de Hilbert.
Demonstragio. Seja U = (o, ¢1,1, ¢2) € H. Basta ver que ||-||3 é equivalente a |-||., onde
101+ = llpallz, + 1allz, + ll@allz, + lldallz.. (4.1.6)
De fato, podemos observar que
1Tl < Kllpallze + 10l1z.)* + bllvellL, + pilldullL, + p2lld2llL,.
entao, em virtude da Proposicao 2.1.4, temos que
1Tl < 46lallz, + 1¥1L,) + blvsllL, + prlléillL, + 2l
logo, como ¢ € V}(0, L)), temos pelo Coroldrio 2.3.1 que,

Ul < 46(ll@allz, + CTlIYallL,) + bllvallz, + pilléillZ, + pallg2llz,-

Fazendo distributiva, agrupando, e escolhendo C; o méximo das contantes (em vista de

e va—+0b<+/a+ Vb, para a,b > 0) obtemos

U3 < Ci U]



Por outro lado, vemos que:

ozl < ez + 1 —llL,
< ||90:v + 77Z)||L2 + HwHLz?

entdo, como 1 € V(0, L), pelo Coroldrio 2.3.1, temos

||Q0$||L2 < ||90:c + ¢||L2 + 01”7,/)3;”[,2

Portanto, da desigualadade e a defini¢ao de ||-||., obtemos

1U1l+ < llpz + iz, + (1 + CO)l[¢llz, + 01l + 2]l L,

< (14 Co)(lox + Yl + 1VellL, + ll@1llz, + | #2l2,)
< (1+Ci)(

1 1
Ul + —=Ull + —=Ull# + —=IIU|#)-
P2 P1

1 1
vl et Wt

Finalmente, concluimos que

Ul < (IUls < ClIU]l3,

isto é, |||l é equivalente a ||-||., portanto (H, ||U]|3) é um espago de Hilbert.
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]

Agora, vamos definir o dominio de A. Entdo, seja U = (¢, ¢1, %, ¢2)T € D(A) C H,

Assim U € H, ou seja,
¢ € Hy(0,L),¢1 € La(0,L),1 € Vg (0,L) e ¢ € Lo(0, L).
Logo, pela Defini¢ao 2.4.2, devemos ter que AU € H, em outras palavras,

le S H(%<Oa L)a ¢2 S ‘/01(07[/)

" (s + ). € Ls(0, L)

pr

b —K
— Ve + — (0 + ) € Ly(0, L).
P2 P2

(4.1.7)

(4.1.8)

Logo, usando o Teorema 2.1.1 e propriedades no espago das distribui¢oes, obtemos de

(4.1.7)-(4.1.8) que

0 € HY)0,L)NH*(0,L) ,v¢€VH0,L)NH*(0,L) ,¢1€ H(0,L) e ¢ € V5(0,L),

e portanto

D(A)={U e€H:pec Hy(0,L)NnH*0,L), ¢, € Hy(0,L),v € V(0,L) N H*(0, L),

¢2 € V5 (0,L) e by (L) = —a(L)},

onde U = (¢, ¢1,9, ¢2).
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Proposicao 4.1.3. A é um operador dissipativo.

Demonstracao. temos que ver
Re(AU,U) <0, YU € D(A).

De fato, notamos que, se U = (¢, ¢1, v, <;52)T € D(A), entdo, temos que

T
(AUU) - ((¢ B S ) Y @)T) |
isto é,
L K L
(AU’ U) = /0 (pl (Pl(gpm + w>z> 1+ p2 ( Voo + Py (901 + 1/})) ¢ > dx

k e —

logo, fazendo distributiva e separando a integral, obtemos
L

L o L o .
(AU,U) = /0 k(g + 1)ardz + /O D a d — /0 k(0 + 1)y da
~ - (4.1.9)

Agora, resolvemos as 1ntegrals 1VeV separadamente primeiramente, para [V, temos que

L —
1V = [ sou+ 00Bide = sl + 00|~ [ wlut )P,

L

assim, como ¢; € Hy, entdao r(p, +1¥)d1| = 0, e portanto, temos na igualdade anterior
0

que

V= [ slout0)Brdr = [ slipu + )1 da.

Posteriormente, para V', notamos que

e " I
V= [ iy de = b (D)5 D)0 0065(0) [ 005 = —oln( )P~ [ b d,

esta tiltima desigualdade é justificada por, ¢y € Vi , b1y, (L) = —v¢o(L) e propriedade dos

nimeros complexos. Portanto, substituindo IV e V em (4.1.9) e reagrupando, temos que
L L _ L
(AVU) = = [ k(or +0)(01s + ) do + [ bonthrde = [ bronrda
4 [ K1+ 62)(oe T 0] da — (D)

:—/0 k(s + 1) D1z + P2) d$+/ K(f1o + 2) (0 + ) da
4 /O s /0 Vo dz —|go(L)

L L _
= 2img( [ Alips + 1) (61 + 6) de)i + 2img( | boasr dw)i = 1loa(L)]
Assim, concluimos que Re( AU, U) < 0, isto é, A é dissipativo. ]
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Agora, lembremos que queremos provar a existéncia e unicidade de solugao, entao,
vamos primeiro provar que, 0 € p(A), ou seja, basta provar que —.A ¢ invertivel com sua

inversa continua.

Proposigao 4.1.4. 0 € p(A).

Demonstracdo. Primeiro vamos ver que —A é invertivel, mostremos que —A é sobrejetor,
isto ¢, dado F' = (f1, f2, f3, f4)T € H, existe U € D(A), tal que AU = F. De fato,
tenhamos em conta que resolver, AU = F, que ¢ equivalente a resolver —¢; = f; € Hi(0, L)
, —¢9 = f3 € V! e o problema eliptico:

K

P1
e+ e w) = fre L0, L), (4.1.11)
P2 P2

(pr +¥)e = f2 € L2(0, L) (4.1.10)

Junto as condigoes de contorno (4.0.5). Para achar a solugao de (4.1.10)-(4.1.11), usaremos
o Teorema de Lax-Milgran e propriedades de regularidade do espaco das distribuicoes,
isto para ver que essa solucio esta em D(A). De fato, seja ¥ € V1(0,L) e ® € H}(0, L).
Multiplicamos por ® e W en (4.1.10) e (4.1.11) respectivamente e integramos em (0, L),

obtemos

L _ L ,__
/ k(s + ), ® da = / 7 da (4.1.12)
0 0

L — L ,__
/ (—bwm—i-/i(gox—l—lb))\lldx:/ £ do, (4.1.13)
0 0

onde f, = pifs e fo = pafs. Logo, note que
L

L - _ L —
| et 0).®da = (e + 08|~ [ (00 +9)B.do,
0 0

0

entdo, como ® € H}, temos que

L - L o
0 0

Logo, somando as equagdes (4.1.12) e (4.1.13), e em virtude de que by, (L) = y¢o(L) =
v f3(L), obtemos

[ 00 4w+ )T @ T = [ (T4 ) dr oy (LWL 1), (4114

Entao, escrevemos a(W,V) =T1(V) + N(V), onde W = (p,¢), V = (D, V) e

oW, V) = [ 0 4wl + 9@ W e, N(V) = oL OB,

L . __ ~—
(V) = /0 (f10 + f,®)da.
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Logo, denotamos T'(V) = T1(V) + N(V), assim, o problema (4.1.14) é equivalente a

resolver
a(W,V)=T(V) (4.1.15)

com as condigoes de fronteira (4.0.5). Entao, conseguir uma solugao para (4.1.10) — (4.1.11)
é equivalente a conseguir uma solugao para (4.1.15), portanto, temos que achar (p, ) €
H} x ViH(0, L), tal que cumpra (4.1.15). Como queremos usar o teorema de Lax-Milgran,
precisamos definir um espago F , uma aplicacao a(-, -) sesquilinear, continua e coerciva e T'
um funcional antilinear em F’. De fato, definimos o espago F = Hj x V' e consideremos
a aplicagao

a(+,-): Fx F —=C,

dada por
L - -
a(W,V) = /0 biby Uy + k(s + ) (@5 + ) da,

onde W = (p,¢) e V = (&, V). Podemos observar que a(-,-) é sesquilinear, além disso,
¢ um produto interno em F, mais ainda, seja ||V ||% = a(V, V), podemos verificar que
(F.|l-|l7) é Banach. Agora, vamos ver que a(-,-) é coerciva e continua. De fato, para ver

que a(-,-) é coerciva, note que

L L
| v+ [ wl(en + )P de > 1V

Logo, provemos que af(+,-) é continua, de fato, notamos que

7)1 = | [ 00T+ i+ 0T Dt

< Vallew + Ol VllPs + |, + VOl L VO Tl

além disso, como se cumpre que v/klox + YL, < [WlF , Vallea + Pl < [V]F

VO Pellz, < [VIIF e VBI[Wellz, < [[W]lz, podemos concluir que

la(W, V)| = ‘/OL bhe Wy + K(pz + 1) (Py + ¥)dx

< [WI#IVIF +IWIFIVIF
= 2[WI#[VIlz.

Portanto a(-,-) é continua. Logo, tendo em conta o Corolario 2.3.1, temos
_ L L _ L
T(L)? < / T, ()2 dz e / T(2)? < / To(x)? YU eV 0,0). (4.1.16)
0 0 0

Entao, verificar que T : F — C, dado por T(V') = T1(V)+ N(V'), é um funcional antilinear
de F. De fato, podemos observar que 77 (V') é antilinear, isto pelas propriedades de linea-
ridade da integral e propriedades dos niimeros complexos e para veficar a antilinearidade

de N(V'), basta observar que a avaliagdo é uma aplicagao antilinear, assim, 7" é soma de
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operadores antilineares e portanto é antilinear. Logo, verifiquemos que T é continuo. De

fato, notamos que
T < (V) + IN(V)]. (4.1.17)
Como V € V}(0, L), entdo da definicdo de T} e do Coroldrio 2.3.1, temos que
V) < I fallzall P, + 1 Follza 1]z,
< Cu (9], + [1®]2.)
< Cur(Col|Pa |y + [[W]],)

< Cu(Cpll + Pol, + Coll W, + [[W]]1,) (4.1.18)
< Cu(Cpll + Poll, + (Cp + 1)Cpl[Wall1,)

< C(IY + Callz, + 1Wall2,)
< CVilz,

logo, em virtude de (4.1.16), obtemos
IN(V)| < Cs[|V |7, (4.1.19)
entdo, substituindo as estimativas (4.1.18) e (4.1.19) em (4.1.17), temos que
TV < TV 7,

onde C" = C3 + C. Isto é T é continuo. Logo, pelo Teorema 2.1.1, existe um unico
W = (p,0) € F, tal que a(W,V) = T(V) para todo V € F. Mas ainda, para mostrar
que U = (p, 01,1, ¢2) € D(A), entdo, somente falta verificar a regularidade o, € H?.
Para isso, vamos usar o conceito de derivada fraca nos espacgos de Sobolev. Entao, como
(p, ), satisfaz (4.1.15) para todo V' € F, em particular podemos escolher V' = (®,0) €
Cy x Cg° C F, assim de (4.1.15), obtemos

L _ L . __
/ K(pe + )P, do = —/ fo® du.
0 0

Logo, pela definigao de derivada fraca, x(p, + 1), = fg no espaco das distribuicoes e como
fg € L, concluimos que k(p, + 1) € H'. Assim, temos que ¢ € H?. Agora, para ver que
1 € H?, basta notar que V = (0,¥) € C° x C§° C F, entao de 4.1.15, obtemos que

L - L . _
/ wa\lfmda::/ (Ji + Ko + 1)) T da.
0 0

Assim, pela defini¢gao de derivada fraca (b)), = fu+ K(@z + 1) no espago das distribuicoes
€ como f4 + k(e + 1) € Lo conclimos que b, € H'. Logo, segue que v € H2. Portanto,
temos que U = (@, 1,9, ) € D(A), Assim, —A é invertivel.

Agora, vamos ver que —A ™" é continua. Para isso, é suficiente mostrar que ||U||% < C||F||#,



60

pois se —AU = F, entao U = —A"'F. Logo, como temos que —¢; = f; € H3(0,L) ,
—¢9 = f3 € V31(0, L) e em virtude de (4.1.16), segue que

pllnllL, + palld2llz, < pillfillZ, + P2l fll,

< Copill frzll7, + P2l f5l17,
< Cpprll fro + f5 = fsllZ, + p2ll fsll7,

< Copr(fre + fallea + 1 fsll22)* + pll fl17,

< 4Cpoi(|l e + fllZ, + 1 fall7,) + 2l 12,
<ACi ([l fie + f3ll7, + Cpll fa2llZ,) + p2Cp fa|I7,
< Cy(|lfra + f3ll7, + | f32l7,)

< Cyl|lF I3

(4.1.20)

Além disso, substituindo ® por @ em (4.1.12) e ¥ por 1) em (4.1.13), seguindo de maneira

andloga como foi feito para chegar a (4.1.14), obtemos que

L _ . L . _ N
| b+ (s + 0)oe + 0z + (D < [ (il + o) d,

logo, aplicando Corolario 2.3.1, os Teoremas 2.3.2, 2.2.1 e a definigao de || - ||y, temos que

L _ L ._
| vt + w(on + 0)o +0)dr < [ (fi+ fop) da
< M Fallzall el + 11 felz 2
< M fallzalellzs + Cpll ol 1]

< Cpll fallallon + 00 — 0|12,
+ fall 2o ¥zl 2 (4.1.21)

< | fallza ¥zl 2y + Cpll foll 2ol + 1| L,
+C2| foll Lo 1902l

< Oy (1 fall 2o 190 ll2s + N foll 22 Ml + 92,
+Hf2HL2waHL2)

< Crpy Ul E'l -
Assim, somando (4.1.20) e (4.1.21), concluimos que

U115 < Can Ul | Fllae + Cua 1 F 15,
< Cu, (€U, + C@NFI3) + Curll Fll3,-

Finalmente, em virtude da Proposicao 2.1.6, temos que para ¢ suficientemente pequeno,
se verifica que

Ul < ClIFl3.
Portanto, 0 € p(—A). O
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Por fim s6 falta mostrar que o D(.A) e denso em H, isto é, D(A) = H.

Proposigao 4.1.5. D(A) ¢ denso em H.

Demonstragio. Queremos ver que, D(A) = H. Para isso, lembremos que D(A) é um
subespago fechado de H, e como (H, (+,-)) é um espago de Hilbert, entdao H = D(A) &
1

D(A)".
Assim, basta ver que (.A)l = {0}. De fato, seja U € (A)L, portanto (U, V) =0

para todo V' € D(A), em particular (U, V) = 0 para todo V € D(A), entdo, como
0 € p(A), segue do Lema 2.1.2, que existe A > 0, tal que A\l — A = H. Em particular,

existe Vy € D(A), tal que U = AV, — AVj, assim, como Vj € D(A), entao temos que

(U, Vo) = (AVo — AVp, Vo)
= A(Vo, Vo) — (AVo, Vo)
=0,

pois (U, V) = 0, para toda V' € D(A). Logo, temos que

A(Vo, Vo) = (AVy, Vo)
= Re(AVy, Vp).

Dai A(Vp, Vo) <0, ou seja, Vo = 0 e assim, U = 0. Isto é o que queriamos mostrar. Assim,

temos que (./4)L = {0}, e portanto D(A) = H. O

Logo, do fato que A é dissipativo, densamente definido e em virtude do Lema 2.1.2,
temos pelo Teorema 2.4.3, que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
de classe Cy e do Teorema 2.4.4, segue que, o Problema Abstrato de Cauchy (4.1.1), tem

uma tunica solugao.

4.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta secao, vamos mostrar a estabilidade exponencial da solucao do sistema
(4.0.1)-(4.0.5), que é equivalente a provar estabilidade exponencial do problema (4.1.1).
Vamos dividir a secdo em duas subsegoes, com o objetivo de provar as duas condigoes
da caracterizacdo para estabilidade exponencial de um semigrupo de classe Cy, dada no
Teorema 2.4.6. Primeiramente, vamos introduzir um resultado, que sera de importancia

no desenvolvimento da primeira subsecao.

Proposicao 4.2.1. O operador A~! é um operador compacto, onde A é o gerador
infinitesimal associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2).

Demonstragio. A ideia é fixar uma sequencia (F;); limitada em H, entdao, como 0 €

p(A), temos que U; = A™'F;. Logo, basta mostrar, que existe uma subsequencia (U;, ),
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convergente para algum U € H. Assim, podemos concluir que, A~! é um operador

compacto. De fato, seja (F;); C H uma sequencia limitada em , como 0 € p(.A), entao
Uil < ClIF I3, (4.2.1)

onde F; = (fi, fi, fis FI)T e Us = (4, 61, 0%, 64)7, Logo, da definigio da norma em H(0, L),
temos que (¢"); é limitada em Lo(0, L). Assim, em virtude de (4.1.10), temos que (¢%);
¢ limitada para cada i € N em Ly(0, L), entdo, em vista de (4.1.11), temos que (¢ ). é

2

limitada em Ls(0, L), além disso, usando ferramentas de regularidade, como foi feito para a
solugdo de (4.1.10)-(4.1.11), obtemos que (¢/%); é limitada em H?(0, L). Dai, em virtude dos
teoremas de imersao, sabemos que H?(0, L) < H*(0, L) é uma imersdo compacta, portanto,
existe uma subsequéncia de (¢); (que ainda denotaremos por (¢%);) e v € H;(0, L), tal
que, (¢"); é convergente para v em H;(0, L), mais ainda, como (¢");(0) — 1(0) e em

virtude da imersao de H; no espaco das fungoes continuas, obtemos
[ — @/JHV(} — 0 quando ¢ — o0.

Agora, maneira andloga, usando que H?*(0,L) — H'(0,L) é uma imersiao compacta e
que H}(0,L) < Ly(0, L) é também uma imersdo compacta, provamos que, existe uma

subsequéncia de (¢'); e p € H}, tais que
" — @l a2y — 0 quando i — oo,

Logo, como Re(AU,U) = —v|po(L)|?, temos v||pa(L)|* < [|F||l%||U]l%, além disso, em
virtude de (4.2.1), segue que, (¢5); ¢ limitada en Ly(0, L), mais ainda, temos que, é limitada
em H?(0, L), isto em virtude de a regularidade da solugao do problema AU; = F}, entao,
analogamente, como foi feito para ¢, concluimos que, (¢?); é limitada em H?(0, L) e como
H?(0, L) — H'(0, L), entdo, existe uma subsequéncia (¢!); e ¢; € H,(0, L), mais ainda,
pelas convergéncias pontuais (¢%);(0) — ¢1(0) e (¢%):(L) — ¢1(L) e imersao de Hy(0, L),

no espaco das func¢oes continuas, obtemos que
67 — ¢1||H5 — 0 quando i — oo,

e analogamente para ¢}, existe uma subsequéncia (¢4); e ¢y € H,(0, L), tal que
| s — ¢2llvy — 0 quando i — oo.

Finalmente, seja U = (¢, ¢1,%, ¢2), entdo, temos que a subsequencia U; = (¢, ¢!, 1", ¢b)’
satisfaz

|U* — Ulls — 0 quando i — oo.

Portanto, concluimos, que o operador A~! é compacto. O]

Proposicao 4.2.2. O espectro de A é constituido apenas de autovalores de A.
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Demonstracao. Segue da Proposicao 4.2.1 e da Proposicao 2.1.3. O

Agora, para mostrar a condigao (i) do Teorema 2.4.6, vamos usar a caracterizacao
para o espectro de um semigrupo S(t) = e de contracdes de classe Cy num espago de

Hilbert ( esta caracterizagio estd desenvolvida em [24]).

Observagio 4.2.1. Para a condigao (ii) do Teorema 2.4.6, vamos precisar impor a condi¢do

de igualdade sobre as velocidades de onda, isto é,
bp = Kpa. (4.2.2)

No caso geral nao é possivel mostrar que a estabilidade exponencial (ver [9]), é apenas

possivel mostrar estabilidade polinomial.

Entao, primeiro vamos provar a condicao (i) do Teorema 2.4.6, sobre as condigoes
apropriadas nas constantes do sistema (4.0.1)-(4.0.2).

Por simplicidade, definimos algumas condi¢oes associadas as constantes do sistema

o Condigio (Py) :

L2 imQ_ﬁmQ ﬁm2_im2
K £ (pz L »m 52) G = 5, 2)7r2, Vmy,mg €Z, my#my  (4.2.3)
P2 (£ + L) (m} + m3)

o Condigio (P,) :

kL*  A(kps — p1b)m
. VmeZ. 124
b 7 3b p1 + Kp2 4 " ( )

Observacao 4.2.2. Observe que, no caso de igualdade da velocidade de propagacao das

ondas, isso é % = &, Condigao (Py) se reduz
K

o Condigao (Py) :

2 m2 — m2)2
b 7 (ml2_|_m22) m, ¥my,my €Z, my # Mo, mf+m§ € 2Z.
1 2

Teorema 4.2.1.

(a) Suponha que % > P Bntao
K

iR C p(A) < (Py) e (P) sdo satisfeitas.

@

(b) Suponha que —= < P Entdo
K

iR C p(A) < () € satisfeita.
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Demonstracao. Em virtude da Proposicao 4.2.2 é suficiente caraterizar o espectro, entao,
seja A € R\{0}. Se iA € 0(A), entdo, existe U € D(A)\{0}, tal que AU = iA\U, isto é

iNp =y (4.2.5)
AN = o (4.2.6)
K K .
—Ppr + — U = 1ADy (4.2.7)
P1 P1
b K K .
—Ypr — — Pz — —U = iAPo. (4.2.8)
P2 P2 P2

Substituindo (4.2.5) e (4.2.6) em (4.2.7) e (4.2.8) respetivamente, obtemos que

B e+ D+ A2 =0 (4.2.9)
P1 P1
b
Ly — oy — S N =0, (4.2.10)
P2 P2 P2
além disso, como b, (L) = —ypa(L) e pelo fato que Re(iAU,U) = Re(AU,U) =
—7]@2(L)|?, temos que, ¢o(L) = 0, assim ¢, (L) = 0, e de (4.2.6), concluimos que ¥(L) = 0.
Entéo, com as condigoes 1, (L) = 0, ¥(L) = 0 e as condigdes (4.0.4)-(4.0.5), obtemos as
condigoes de fronteira
$a(L) = 0, (L) = 0, (L) = 0, ¢(0) = 0 e ¥(0) = 0. (4.2.11)

Logo, denotamos p = A? > (. Para estudar o sistema (4.2.9)-(4.2.11), primeiro vamos
conseguir uma base da solugao fundamental do sistema (4.2.9)-(4.2.10). Para isso, escreve-

mos o operador diferencial associado as equagdes do sistema (4.2.9)-(4.2.10), avaliado em

Y e, isto é,

K o L _ b K K _
[plD +m]<so>+plD<w>—0e[p2D mmu] W)= £D(s) =0

AR Ty
pP1 : 5 P1 ey _ (0
Sy P B\ 0
P2 P2

P2

que é equivalente a

Agora, vamos calcular o determinante desta matriz para conseguir o polinémio caracteris-

tico, isto é,
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Portanto, temos que
kb b K K

—t* <+>ut2+u2—u:0.
P1P2 P2 P P2

Agora, consideremos o polindémio associado a esta expressao (ver [28], Teorema 2.7, onde
se resolve um sistema similar "sendo diferente apenas nas condi¢oes de contorno'com uma

abordagem alternativa & que vamos apresentar aqui), ou seja,

b b
P(t) = At* + B +C onde A=—— B=<+K>u, oot
P1P2 P2 P 02

fazemos uma mudanca de varidvel n = ¢?, entdo P assume a forma
P(n) = An®> + Bn + C.

Logo, estudaremos o discriminante para conhecer a natureza das raizes do polinémio.

Entao, notamos que

A = B? — 4AC
2
b K Kb K
)i e)
P2 P1 P12 P2
b2 kbu? K2 kbu? kb K
SR Sl T Y e R R
P2 p2pl  pi P2P1 P201 P2
b 2 b
— <—Fd> M2—|—4L 'u£>0.
P2 P1 P21 P2

Assim, obtemos duas raizes reais diferentes, as quais sao

7—3—\/Z<
24

ny

0 (4.2.12)

_ -B+VA
N 24

no

(4.2.13)

Logo, para estudar o sinal de ns, tenhamos em conta que
b
A—BQZZLRIU(R—;L),
P1P2 P2

assim, da equacao acima e do fato que
A-pB?=(VA-B)(VA+B),

K
temos que, o sinal de ny depende de — com respeito a u. Portanto, temos os seguinte

P2
casos:
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K
1. Se p < —, entao ny > 0.
P2

2. Se u= i, entao ny = 0.
P2

3. Se > ﬁ, entdao ny < 0.
P2

P K ~ . , .
Estudemos o Caso 1. Isto é, u < —, entao ny > 0. Assim, temos duas raizes reais e duas
2

complexas. Logo, voltando a mudanca de varidvel, obtemos t; = /—n; e to = /ny. Assim,
as raizes do polinomio P sao as seguintes ity, ty, —it; € — to, obtemos que, a solugao geral
(através da matriz fundamental, usando o método de eliminagao ver [29] pag. 264) do
sistema (4.2.9)-(4.2.10), vém dada por (p(z),1(z))" em que

o(x) = aysen(t; (L — x)) 4+ agcos(t1 (L — x)) + azsenh(ta(L — x)) + agcosh(ta(L — x))

Y(x) = dicos(ti(L — x)) + aysen(ty (L — x)) + agcosh(ta(L — x)) + aysenh(ta(L — x)),

em que a;, a;» sao numeros complexos para j = 1,2,3,4. Agora, para determinar uma

relacdo entre as constastes de ¢ e ¥, note que, p e 1 satisfazem (4.2.9), portanto, ao

substituir ¢ e 1) em (4.2.9) concluimos que

K K
——altf + atph + *(llltl = O,
P1 P1

L) K,
——agt] + agpt — —ast; = 0,
P1 P1

K K
—asts + azp — —ajty =0,
P1 P1

K
£a4t§ + agp — —ajty = 0.
P1 P1

Entao, temos que

o(x) = aysen(t; (L — x)) 4+ agcos(t1 (L — x)) + azsenh(ta(L — x)) + agcosh(ta(L — x))

Y(x) = —ardicos(t;(L—x))+aqsdisen(ty(L—x))—asdscosh(te(L—x))—agdasenh(te(L—1x)),
onde

HP1 Hp1
di=——t edy=————t,. 4.2.14
! tllﬁ 1ed tQK, 2 ( )
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Observagdio 4.2.3. Note que d; # 0, caso contrario, se d; = 0, teriamos % —t; = 0, entao,
1R

. mp1 . p
= t%, assim, temos que, — = —nq, 1sto €,
K

K
B+ VA,

B A 2A
g _ +\/_, portanto B _

K 2A K

21

2

2
dai, em virtude da definigdo de A e pela equagao (4.2.2), obtemos que, "H_p + VA,
K

entdao, da definicao de B, segue que B = B + VA, finalmente, temos VA = 0, isto é uma

contradigao, pois sabemos que A # 0. Mais ainda, note que, nao é preciso usar (4.2.2),

pois se,
ppr  B+VA
K 24
b
entdao (— — i)u = \/K, como todas estas constantes sao positivas e
P2 p1
2
A:<b_ﬂ>ﬂu4MWH,
P2 P p2pl ps

temos uma contradigao.

Logo, note que,

Ve (2) = —aydity sen(ty(L — ) — agditicos(ty(L — ) + asdats senh(ta(L — x))
+ aqdoty cosh(ta(L — x)),

entao, pelas condigoes de contorno, temos 1, (L) = 0, portanto
0 = (L) = —arditysen(t1(0)) — aaditicos(t1(0)) 4+ agdatasenh(ts(0)) + asdatocosh(tz(0)),
assim
0 = agdit; — asdsts. (4.2.15)
Também, note que
0= @(L) = aysen(t1(0)) + azcos(t1(0)) 4+ agsenh(t2(0)) + ascosh(t2(0)),

assim, temos que, 0 = ay + a4, portanto , —ay = a4, entdo, substituindo em (4.2.15),

obtemos que, 0 = aqdit; + asdsts, logo, usando as defini¢coes de d; e dy, temos que

0= a4d1t1 + a4d2t2 = a4 ((i:pl — t1> tl + <—i:lp1 — tg) tg) s

1k 2R

mais ainda, como

<M—t1>t1+<—m—t2>t2 :@_t%_@_%
b1k tok K K
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podemos concluir que a; = as = 0. Portanto, a solugio fica da forma (¢(z), ¥(z))T, em

que

o(x) = aysen(t(L — ) + agsenh(ts(L — x)) (4.2.16)

U(x) = —ardicos(ty (L — x)) — azdscosh(ta(L — x)). (4.2.17)
Agora, substituindo a condi¢ao (L) = 0 em (4.2.17), obtemos
0= —a;dy — asds. (4.2.18)
Além disso, en vista que ¥(0) = 0, temos que,
0 = —aydicos(t1 L) — agdscosh(ta ). (4.2.19)
Portanto, usando (4.2.18) em (4.2.19), obtemos,
0 = agdycos(t1L) — agdacosh(ta L),

logo, como dy < 0, temos que, se az # 0, entdao cos(t; L) = cosh(tyL), isto é impossivel.
Assim, ag = 0 e do fato que d; # 0, em virtude de (4.2.18), concluimos que a; = 0, isto
é, (¢p(x),¥(x))T = (0,0)T, consequentemente o sistema (4.2.9)-(4.2.10), no caso 1, tem

apenas a solucao trivial.

K
Agora, estudemos o Caso 2. Ou seja, se p = — entao ny = 0. Neste caso, temos dois

2
raizes complexas e uma real repetida, que sao, ity, —it; e 0 respectivamente. Entao, como
tem dois raizes complexas e uma real que é repetida, aplicando o método do operador
diferencial ou método de eliminagao, [29], concluimos que, a solu¢ao geral do sistema

(4.2.9)-(4.2.10), ¢ da forma

o(x) = aysen(t; (L — x)) + agcos(t1(L — ) + as

P(x) = ajcos(ty(L — x)) + aysen(ty(L — x)) + as(L — x) + ay.

Logo, substituindo ¢ e ¥ em (4.2.9) e em vista que pu = ﬁ, obtemos
P2

K K
——a1t? +ap+ —ait, =0,

P1 P1
K K
——agt? + agp — —aht, =0,
P1 P1
e
K K
—az — —ay = 0.

P2 P1
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Portanto, concluimos que

o(x) = aysen(t; (L — x)) 4+ agcos(t1(L — ) + as

e
W(x) = —ardicos(ty (L — x)) + asdysen(ty (L — x)) + az(L — :c)zp; + aq,
2
onde
dl - @ - t17
tlli

dai, en virtude das condigdes (4.2.11), obtemos 0 = ¢(L) = as + as, ou equivalentemente
—Q9 = as, (4220)

entdo, pela condi¢ao de contorno 0 = v,(L), temos

0 =1y (L) = —asdit; — az L~ (4.2.21)

P2k

Portanto, substituindo (4.2.20) em (4.2.21), obtemos

0 = —Q2 (dltl - Rpl) = —Q2 ((M — tl) tl — m) .
P2k ik P2k

Além disso, pelo fato que p = p%, segue que
K
(m_%O“_'m:—ﬁ=m¢a
p2 ik P2k

do qual concluimos, pela desigualdade anterior a; = az = 0. Assim a solugao é da forma

o(x) _ arsen(ty(L — x))

(x) —aydycos(ty (L — x)) + aq
Logo, como ¥ (0) = 0, entao, as = a1dcos(t1L) e em virtude que (L) = 0, obtemos que
a; # 0 ( caso contrario a solugdo seria trivial). Logo, como

0 = (0) = aysen(t; L) podemos concluir que, (4.2.9)-(4.2.11) tem solugdo nao trivial se, e

somente se, sen(t;L) = 0, mas isto é impossivel, pois caso que
sen(t;L) =0,

K
entao t; L = myw. Assim, como u = —, entao, da definicao de C, temos que C' = 0, assim

P2
B b K P1
P e e BT 4.2.22
1 =v—m \/A \l<02+p1>b’ ( )

Logo, assumindo Condi¢io (Fp), temos ao substituir mgs = 0 em (4.2.3) e manipulando

algebricamente a equacao resultante, obtemos
Kk p1 , min?

b7 12
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que contradiz (4.2.22). Assim, o sistema tem apenas a solugao trivial, pois a; = 0.
Agora, se a Condi¢ao (Py) nao for satisfeita, entdo, escolhendo (ay, ay4), tal que satisfaga
ay = aydycos(ty L), conseguimos um autovalor do sistema (4.2.9)-(4.2.11). De fato, considere
(a1,a4) = (1,dycos(t; L)), substituindo em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solugao de
sistema (4.2.9)-(4.2.11) ndo é trivial, portanto, o sistema tem um valor préprio.

. , R ~
Finalmente, estudemos o Caso 3. Isto é, se u > —, entao ny < 0. Portanto, notamos que,
P2
retornando a mudanca de variavel, obtemos t; = y/—n; e to = y/—nso. Logo, as raizes do

polinémio P, sdo as seguintes ity, ity, —it; € — it9, assim, aplicando o método classico do
operador diferencial ou método de eliminagao, obtemos que, a solucao geral do sistema
(4.2.9)-(4.2.10), ¢ da forma:

o(z) = aysen(t1(L — x)) 4+ ascos(t; (L — x)) + agsen(ta(L — x)) + agcos(ta(L — x))

P(x) = ajcos(ti(L — x)) + apsen(ty (L — x)) + agcos(ta(L — x)) + aysen(ta(L — x)).
Portanto, substituindo ¢(x) e ¥ (x) em (4.2.9), obtemos

K I
——at; +ayp+ —ajt, =0,
P1 P1

K K
——aot? + agu — —ayt; = 0,
P1 P1

K 2 K
_7a3t2 + a3,u + 7(131;2 = O,
P1 P1

K K
——ayts + agpp — —ajty = 0.
P1 P1
Assim, podemos concluir que

o(x) = aysen(t; (L — x)) + agcos(t1 (L — x)) + azsen(ta(L — ) + agcos(to(L — x))

Y(x) = —ardicos(ty(L—x))+asdysen(t;(L—x)) —aszdacos(ta(L—x)) +asdasen(ts(L —x)),

onde
Kp1 Hp1
dy=——ti edy = — —ts. 4.2.23
1 tok 1 € dg tok 2 ( )
tenhamos em conta que
Y (x) = —arditysen(ty(L — x)) — agdyitycos(t; (L — x)) — agdatasen(ta(L — x))

—aydatacos(ta(L — x)).
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Por outro lado, em vista de que (L), obtemos
0 = aysen(t1(0)) + azcos(t1(0)) + agsen(tz(0)) + agcos(t2(0)),
entdo, as = —ay. Logo, como ¥, (L) = 0, segue que

0= —CL4d1t1 + a4d2t2 = —a4(d1t1 - dztg) = —Q4 ((M — tl) tl — (?2% — t2> tg)

1Kk

= —ay(—t? +13).

Além disso, tendo em conta que

A
—t%+t§:n1—n2:—£7&0,
A
entdo —as = a4 = 0. Assim, podemos concluir que
o(x) = arsen(ti(L — x)) + azsen(t2(L — x)), (4.2.24)
e
Y(x) = —ardycos(ti(L — x)) — asdycos(ta(L — x)). (4.2.25)
Mais ainda, como (L) = 0, obtemos
0= —¢(L) = aydicos(t1(0)) + azdacos(t2(0)) = ardy + asds. (4.2.26)

Logo, substituindo ¢(0) =0 e ¥(0) = 0, em (4.2.24) e (4.2.25) respectivamente, seguem as
seguintes equacoes:

0= ¢(0) = aysen(t; L) + agsen(toL), (4.2.27)

0 = —¢(0) = aydycos(t; L) + azdacos(taL). (4.2.28)

Agora, como estamos assumindo que (p,9)T # (0,0)7, em virtude de (4.2.27), segue
(ar,a3)” # (0,0)T. Entao, substituindo (4.2.26) em (4.2.28), obtemos

t ) + angCOS(tQL)

0 = a1dicos(t1 L
tQL) — CL3d2€OS(t1L).

(
= agdacos(
Portanto, cos(taL) — cos(t1 L) = 0. Assim, podemos concluir que

cos(t1 L) = cos(taL). (4.2.29)
Logo, em vista que sen (J: + g) = cos(x), podemos verificar que

sen(toL) = e sen(t, L), (4.2.30)

onde ¢ = 1 ou e = —1 Agora, notamos que, multiplicando por d; em (4.2.27), temos que,
dyaysen(t L) + dyazsen(toL) = 0, dai, em virtude de (4.2.26), segue que dy ag sen(toL) —
as ds sen(t1 L) = 0, logo, de (4.2.30), temos dyas e sen(t1L) — azdasen(t; L) = 0, isto é,

azsen(t;L)(dy — edy) = 0.

Entao, vamos estudar os casos para os que o produto anterior é zero, ou seja:
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i. sen(t,L) = 0.
ii. dg — €d1 =0.

Para o caso i, temos que sen(t;L) = 0. Logo, pela igualdade (4.2.30), concluimos que,
sen(taL) = 0, além disso, como t;L,tsL > 0, entdo, existem my,my € N\{0}, tais que

t1L = mym e toL = mom, portanto, segue que

p1P2
Por outro lado, temos
4 C  n—pk
(m%mg)% = 1215 = niny = 1= — = (4.2.32)
pip2
Em resumo,
2 b4k L
(m% + mg)% — (Pz nbpl) (4.2.33)
pip2
e
4 2 _ 8
W=
(mfmg)% - (4.2.34)
P1P2

Logo, resolvendo p, na equacao (4.2.33), obtemos

L (e
N 2(b L &\
L (5t 5)
Portanto, substituindo a igualdade acima na equagao (4.2.34), segue
2,22 2 ( kb
2 _Nﬁ _ e (m?)
P2 L2L2
_ mimie® (mi + m)w* (5) (s + 27)
L (3 + 57 (mi + m3) L2

mimie? (4 + %)
(mi +m3) L*

I

simplificando esta ultima igualdade, temos que

2,2 2(b | K
po_ mimir (3 + 1)

H—— = )
Iz (mf +m3) L?
ou equivalentemente
2,2, 2( b
o mimin (54 )

pr T T (i m) L2



Logo, substituindo o valor de p, temos

2 2\ 2 _kb_ 2002,2 (b 4 K
L (mi +ma)m 2 _ mymar (p2 + pl)
= 2 2 ’
T EEeg) i

desta forma, obtemos que

2 (s i (4 2)
2 b K 2 2
paT (L + %) (m? +m3)

?

entao, somando as fracdes na igualdade acima, temos

2
L2 (md+md)? ol —mim3 (L4 &)

_ p1p2 p2 " p1
P (3 + &) (it +md)
.Libm‘ll mbm%m% .L;bm‘zl - me%mg o bmm%m% - n2mfm§
_ ppe p1p2 p1p2 03 p2p1 p3
(L + ) (m3 +m3)
Finalmente, segue que
9 mbm‘l1 . mefm% lfbmél . anfmg
kL _ e 3 p1p2 o3
pr” (L +2) (m3 +m3)

(bm%) (nm% . bmg) + (Iim%) (bm% . nm%)
P2 p1 P2 p1 P2 p1

(7 + ) (i +md)

2 op1

(bm%) (ﬁm% . bmg) B (nm%) (nm% B bm%)
_ \po 1 P2 P1 o1 02

(L +2) (m +m3)

(bm% nm% ) ( nm% bm% )
_ \ p2 p1 p1 p2

- Grn)miem

Em resumo

P2 (£ + L) (m3 +m3)
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Entao, se a Condigcao (Fy) for satisfeita, para este caso, existe apenas a solugao trivial,

ou seja, A nao possui autovalores. Agora, se assumirmos que (4.2.3) nao é satisfeita,

entdo, escolhendo (ay,as), tal que satisfaga (4.2.28), entdo, obtemos um autovalor. De

fato, considere
(ay,a3) = (—dycos(taL), dycos(t, L)),

substituindo isso em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solugao do sistema (4.2.9)-(4.2.11)

¢é nao trivial, portanto, o sistema tem um autovalor.
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Observacao 4.2.4. Consideremos valida a igualdade das velocidades de propagacgao. tendo

(]2 (%_Lm%) (ﬁ_%>

P2 pP1 pP1 p2

pa? (p% T p1) (mi +m3)

em conta que,

Y

é equivalente a

2 2 bp1 2\ b 2 Kp2 2
KL (b_i_“) _ (mlpzn M2) o \"Mpy — "2

pam \p2  pr (mi +m3) ’
entdo, em virtude de (4.2.2), obtemos

(mifes —ms) (mist —md) _ w12 (b x\pips
(mi +m3) pam?

assim, novamente usando (4.2.2), temos

(mi e ~ mg) (it —mi) _ wL* (2] e
(mi +m3) pem® \p1) & b

B 2k L2

w2

logo, segue que

b, 2 2 K02 2
K L? (,%{77% - m2)(’;2bm1 ms) 2
= ™, Vmq,mg € 7,

b m3 4+ m3

my # my, m3+mi € 27

b K
Finalmente, em virtude de que — 20 _ B2 _ 1, temos que
Kp2 bp1

L2 m2 — m2)2
—( ! 2) 7%, Yma,me € Z, mq # mo, m%+m§E2Z.

b mi+md
Esta observagao, justifica solicitar que (P;) seja satisfeito no caso quando temos velocidades

de propagacao de onda iguais.

Agora, estudemos o caso caso i, neste caso, temos que dy — ed; = 0, entdo, temos

que considerar, dois sub-casos
i1 d1 = d2 se e = 1.
ii.2 dy = —dy se e = —1.

Provemos o Caso ii.1l, isto ¢, quando se verifica que d; = dy. Vamos ver que para este

caso o sistema (4.2.9)-(4.2.10) ndo tem solugao distinta a trivial. Denotemos d = d; = ds.
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Logo, observe que, em virtude de (4.2.23), temos

d(tl - tg) = dtl - dtQ - dltl - d2t2

()= (2
Kltl /{tQ

-3-4
- (tg - tl)(tg + tl),
Assim, como t, — t; # 0, temos que
—d - (tQ + tl)

Portanto, en vista de que d = d; e (4.2.23), obtemos
HpP1

tl - — = tQ + tl,
:‘itl
dai, concluimos que
AR tat1,
K

mas a igualdade acima é uma clara contradicao, pois y, p1, Kk, t2, t1 sao nimeros estritamente

positivos. Logo, o Caso ii.1 é impossivel.

Agora, estudemos o Caso ii.2, isto é, se verifica d; = —ds. Entao, observe que em virtude
de (4.2.23), temos

do(t1 +ta) = daty + dote = —dity + dats

= (—”pl +t1> t+ (“pl —t2) t
litl Iitg

g4
= (t1 — ta)(t2 + t1),

como sabemos que t; + to # 0 e en vista de (4.2.23), podemos concluir

2701

tl—tzzdgzi—tg.
/‘itg
ou equivalentemente
tity = 1L, (4.2.35)
K
Por outro, de (4.2.32), sabemos que
K
e P
ity = —pp

P1P2
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entdo, da equagao acima e (4.2.35), temos que

=
MQP% _ P2
/<;2 kb ’
pP1pP2

portanto

werb o K
= = g,
Kp2 P2

isso implica que
12p1b = pPkpy — pk?,
assim, podemos concluir que
2 (prb— kpy) = —pr’.
Além disso, como u # 0, entao, obtemos
p(p1b— kpy) = —K% (4.2.36)

Portanto, se p; b > kpy for satisfeito, a equacao acima é impossivel, pois k > 0, ou seja, o

sistema (4.2.9)-(4.2.11) ndo tem outra solugao além da trivial.

Por outro lado, se p; b < kps, entdo, em virtude de (4.2.31), temos

/€2

_ , 4.2.37
: kp2 — p1b ( )
Logo, notamos que, de (4.2.29), temos sen(toL) = —sen(t1L), e usando (4.2.30) e a

identidade cos(a + ) = cos(a)cos(f) — sen(a)sin(B), concluimos que
cos(t1L +taL) = 1.

Entao, a igualdae acima vale para os valores ty L + to L = 2w m, com m € Z, em virtude de
(4.2.35) e (4.2.36) obtemos

b K

TR LA

(t1+t2)2:t%+t§+2t1t2=( 2 +2ﬁ,

p1P2
assim, substituindo (4.2.37) na igualdade anterior e fazendo os célculos apropriados, temos

3b p1 —|—/£p2>
kp2 —p1b )

(t + 1o)? = % < (4.2.38)
Agora, como t1L + to L, = 2w m, obtemos,

(t, + 1) =
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entao, substituindo a igualdade acima em (4.2.38), temos que

n L = p2 — p1b 4m2m?.
b 3b p1 + Kp2

Assumindo Condi¢ao (P,). Entao, em virtude de (4.2.4), o sistema (4.2.9)-(4.2.11),
para este caso tem apenas a solucao trivial, ou seja, A nao tem autovalores. Agora,
se assumirmos que (4.2.4) nao ¢é satisfeita, entdao escolhendo (aj,as) tal que satisfaca
(4.2.26), entdo obtemos um autovalor. de fato, considere (a,az) = (1, 1), substituindo
em (4.2.24)-(4.2.25), temos que esta solucao de sistema (4.2.9)-(4.2.11) é nao trivial e,

portanto, o sistema tem um autovalor. 0

Nosso objetivo agora é provar o item (ii) do Teorema 2.4.6, onde A é o operador
diferencial definido na boa colocagao deste capitulo, (ver [30], onde se d&4 uma expressao
explicita para o resolvente (A — .A)~! e se mostram algumas estimativas tteis). Para
isto, vamos mostrar alguns lemas prévios e logo vamos enunciar o resultado final, ou
seja, a estabilidade da solugdo do sistema (4.0.1)-(4.0.5), a partir da estabilidade do
problema equivalente (4.1.1). Nos lemas a seguir, apresentaremos algumas estimativas
para o operador resolvente com valores regulares no eixo complexo (iR). Entao, sejam
ANER, U= (p,01,0,02)7 € D(A) e F = (f1, fa, f3, f1)T € H, vamos estudar a equagio
resolvente

(iINT—A)U = F,

que pode ser escrita na suas coordenadas como:

No— b = f, (4.2.39)

iIANp101 — K(pz + )z = p1fo, (4.2.40)

XD — Gy = fa, (4.2.41)

iApads — Dy + K(0r +10) = pafs. (4.2.42)

Entao, aplicando produto interno de (iA\Z — A) U = F com U, obtemos
(F,U)y = (iAU = AU, U),, ,

portanto, tomando a parte real e em virtude da condicao de dissipagao, temos

—v|¢2(L)|* = Re(F,U),,, o qual implica pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que
Y]p2(L))? < || F|l%||U]|%. Logo, como U € D(A), entao, voo(L) = bip,(L), assim, temos
que

MNP < NE Nl U3

Agora, vamos introduzir notagoes, para facilitar a compressao das estimativas que vamos

fazer, estas notacoes sdo:

2Zy(a) = P2|¢2(04>’2 + b|¢x(04)’2 , ZIV,(a) = Pl\¢1(04)’2 + /‘f|80x(04)|2
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I(a) = Iy(a) + Iy(a) . T(s) = p1p2ca(s)en(s) + partbu(s)fu(s).
Notamos que, as notacoes anteriores estao relacionadas com a energia associada ao sistema,
ou seja, [|Ull. = /L Zy(x) +Z,(x)dx, onde || - || é a norma definida na equacao (4.1.6),
além disso, J(s) eosté relacionada com termos que aparecem na norma ||U||. Além disso,

denotemos por R e Q a classe de funcgoes que satisfazem o seguinte:

L
R = /0 R da < C||F|2]|U

L
0 [ 1alds < U1+ CIFIlU
Tenhamos en conta que, estas notagoes estao associadas a estimativa ((ii) do Teorema
2.4.6) procurada.
Observagao 4.2.5. 1. Seja Q = (0, L). Notemos que, em virtude equacao (4.2.39), temos

Il = | A

21 (@)

logo, segue usando a Desigualdade de Poincaré

9Pl La) = |l WIHLl o) + Cpll =5

HL1(Q)

|H¢x¢1“L1 ’sz<f1x+f3)HL1 | HfowzHLl

=D A !A

entdo, se |A| > C,, em vista da Desigualdade Holder e da defini¢ao de |[|-||#, temos

Além disso, de forma analoga podemos mostrar, que os termos de U que multiplicam
® ou ¢, sao fungdes de classe 9, isto pode ser verificado usando (4.2.39) ou (4.2.41)
respectivamente, como no caso estudado nesta observacao.

Agora, apresentaremos alguns lemas tuteis para a demostragao de nosso resultado. No
seguinte lema, conseguiremos estabelecer uma relagdo entre as equagoes (4.2.39)-(4.2.42)

com as funcgoes de classe Q.

Antes de enunciar o lema, vamos a introduzir as seguintes notacoes, para indicar
que uma funcao P, é de classe £, usaremos a notagao:

d
—

Q

e para indicar que uma funcao W, é de classe R, usaremos a notacao:

VU
—~

R
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Lema 4.2.1. A solugio do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz,

plor? = gl — 5o (2) + 2 (1.2.43)
plal? = el — b () + 2, (42.44)
piRe(p1s) = KRe(wu1ly) — f-@ije(%lﬁ) + Q. (4.2.45)

Demonstra¢io. Provemos (4.2.43), para isto, multiplicamos por ¢ na equagao (4.2.40),
entao, temos que iAp1d19 — K(vr + V) = p1fap. Logo, usando (4.2.39), na igualdade
anterior, obtemos —p; ¢, (qi + fl) — K(pz + 1)@ = p1fap, portanto, podemos concluir

que
|1 = proufi — Kpuap — KPup = p1fop. (4.2.46)

d
Dali, substituindo d—(goxgé) = QezP + Qrpr em (4.2.46), obtemos
x

_ d N 3
—pilon|* = pronfr — K (02P) = ua) = Ka = P12,

ou equivalente

_ d - - B -
—p|on)? = pronfi — Ko (o) + Kpepe — Kb = P20,
assim, a igualdade acima, implica que
) - d _ _ _ _
pildi]” = —p1o1fi —k—— (0 P) + Ko — KD —  pLfop
—— dx N—— —
R 9, Obs 1. R, D. poincare

ou seja, verificAmos (4.2.43). De forma andloga, se prova (4.2.44).
Agora, vamos mostrar a igualdade (4.2.45), para isso, multiplicamos por ¢ em (4.2.40),

assim temos
Mpléb@ - /{(@w + ¢)m$ = Plfﬂ'
Além disso, usando (4.2.41), na igualdade anterior, obtemos

—p191 (@ + ﬁ) — K(pe + 1) = prfat),

ou equivalente

—P1 (251% - /11(?1% - ’f%mﬂ - ’ﬂpx% = p1 f2@' (4-2-47)
Assim, substituindo - (¢,1) = .9 + @b, na equacdo (4.2.47), temos
_ _ d _ _ _ _
—p10102 —  p1difs —’f*(%ﬂp) + Ky — K = fot ) (4-2-48)
S—— dx N—— ~—~
R, D. Poincaré 9, Obs 1. R, D.Poincaré

dal, podemos concluir (4.2.45). O
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Além disso, do lema anterior podemos verificar as seguintes igualdades:

d.
K| =I¢+gd—( ©.P) + 2, (4.2.49)
blepa|* = Iy + (wxw) (4.2.50)
Re(J) = 2kpaRe(aths) — Q/Qj(soxw) +9. (4.2.51)

De fato, para provar (4.2.49), vamos somar —x|p,|* em (4.2.43), ou seja,

d
? 1 — k—(29) + Q,

_ 2
= —p1|¢1|” — Klpe .

_H|90x

portanto, podemos concluir que

d
—2/{|90x|2 —27, —/{d (pz0) + Q.

Logo, de forma analoga obtemos (4.2.50), ou seja, somando —b|v,|* em (4.2.44).

Finalmante, para provar (4.2.51), multiplicamos por p, em (4.2.48), isto é,

d
—02/)1R€(¢1¢2) pQ’id (%«@D) + p2ﬁR€(@x¢m) = 7

dai, somando e restando pykRe(p,10,), na igualdade acima, temos que

—pap1Re(P102) — parRe(puthy) — paki— d

dx (%W + 2102'%726(903:1/}90) =

Assim, ao substituir Re(J), na igualdade anterior, podemos concluir

d
_Re(j) - pQ/f%(SOmlﬁ) + 2p2HRe(¢z¢x) = 7

ou seja, (4.2.51) é verificada.

O seguinte lema carateriza as derivadas de Z,, Z,, e J, além disso, estaremos a
utilizé-lo, vdrias vezes quando estimamos a energia, isto pela relacao de Z,, Z, e J com a

norma | - [y

Lema 4.2.2. A solugio do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz:

d
d _
@Iw = KRep, 1, + Q. (4.2.53)

Além disso, se temos que as velocidades de propagacio de onda sao iguais, entdo

d d
T = pT,— pT + p2 T (KRe(p?) — bRe(v1)) + 2. (4.2.54)



81

Demonstra¢io. Vamos provar (4.2.52), para isso, multiplicamos por ,, na igualdade
(4.2.40), ou seja,
iIAN101Pz — K(@s + ¥)ePr = p1[2Pa-

Por outro lado, em virtude de (4.2.39), temos que —iAp; = fi, + ¢1,, portanto, ao

substituir —iA@, = fi» + @12, Na equecdo acima, temos que

=161 (fie + 012) — K02 + 1)aPe = p1foPa,

ou equivalente
—P1O1P12 — KP2aPy = P1f2Ps + p101[1e + Kb Py

Logo, aplicando parte real na ttima equacao, podemos concluir que

d __
—%Iw = kRe(V.02) + Re(prfopr + pr1d1fie) -
R

Agora, provemos (4.2.53). Para isso, vamos multiplicar por 1, em (4.2.42), ou seja,

iINp202y — Dagthy + K(po + V)0 = p2faths.

Dai, em vista de (4.2.41), temos —i\, = fs, + Paz, assim, substituindo —iA, = fa, + Pog,

na igualdade acima, temos que

o que também podemos ver como

_bl/}m% - p2¢2@ = —k(pr + w)% + pZM + p2¢2E,

portanto, tomando parte real, obtemos que

d

—%Iw = —rRe(pez) — KRe(Yy) + paRe(fat)e) + paRe(¢2 far),
R R

ou equivalente

ddxld’ = kRe(pp,) + —kRe(P),) + R.
9}

Finalmente, provemos (4.2.54), para isto, vamos multiplicar por pathy em (4.2.40), ou seja,

MP1P2¢1¢; - "f(%: + 1/1)93102153: = /01;02f21/;x; (4-255)

logo, em virtude de (4.2.39), temos que A} — ¢ = f3, assim, obtemos A, — pop = f3q,
ou equivalentemente —i\i), — oy = f3., portanto, substituindo esta tltima igualdade em
(4.2.55), obtemos que

—p1p201 (E + @) — k(g + @ﬁ)wpﬂ/;x = Pzp1f2@5m7
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que é equivalente a

— P12 3z —P1P2ad1 o — KP2Prale — Kp2|the]? = prpafotle,
R R

portanto, podemos concluir que

— 1201 Pow — PokPaatle — Kp2|tha|? = R.

Mais ainda, como kps = bpy, obtemos

—0102¢1@ - leﬁ%zw_x - bPlW:r’Z =R

Logo, em vista de (4.2.50), podemos deduzir que

p1b d n

—p1p2Re(D102,) — patRe(puathy) — p1 Ty — 7%(%@0) =9Q. (4.2.56)

Por outro lado, vamos multiplicar por p;¢, em (4.2.42), ou seja,

iINP2D201 Pz — bpup1Ps + K(0 + V) p19x = p1P2f1Pe (4.2.57)

Logo, como temos (4.2.39), segue que iAp; = —@1, — f1,. Assim, substituindo esta tltima
igualdade em (4.2.57), obtemos

—p2p162(010 + fiz) — bp1¥aefu + p16(pe + )P = f1p1P0,
ou equivalente

—p2p102P1: — P2p1P2f12 — bP1VaPr + P1EPLPr + PrvPe = 1910

Portanto, em vista de p;b = pak, temos que

—p2p1G2dre — pPapr1afiz —KpPalenPn + prElpel® + PPz = p1fiPa,
R 0,0bs1 R

ou seja,
—p20102010 — Kpathae P + p1E|ea|” = Q,

mais ainda, substituindo (4.2.49), na igualdade acima, obtemos

- _ d 3
—p2p1R€<¢2¢1x) — HPQRB(ZDIIQOx) + pllp + pl/ﬁ?%QDxSO = Q (4258)

Por outro lado, ao derivar Re(J), obtemos o seguinte (evitar acumulacao de notagao

usaremos somente 7, invés de parte real de J)

d — - _
%j = p1p2R€<¢1¢2$) + p2:01fR’6(¢2¢1x> + Hp27€€(§0xa¢wz> + H,O2R€(wxx@)

Portanto, tendo em conta a igualdade acima e somado as equagoes (4.2.56) e (4.2.58),

podemos concluir (4.2.54). O
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Lema 4.2.3. Sejam o, >0 eq=2x—«a ou q=z — 3. Entdo, temos

B B
/ I(zx)dr = q(x)I(x)‘a + Q. (4.2.59)

[0}

Demonstrag¢ao. Multiplicamos por ¢(x) = z — § a equagao (4.2.53) e integramos em (a, ),

ou seja,

o Tdz

1

B d B _
/ —Zydr = /ﬁ:/ qRep ), dx + Q. (4.2.60)
—_—

Notemos que, integrando por partes I, obtemos

B d 8 B
f:/ 05Ty du = q(x)L,(x), —/ Ly da,

entdo, substituindo I em (4.2.60), podemos concluir

¢(2)Ty (z / T, = H/ GRepbn di + Q. (4.2.61)

Por outro lado, de forma andloga ao acima referido, multiplicamos a equagao (4.2.52) por
q(z) = x — [ e integramos em («, ), isto é,
B d

o Ldz
1

B
—TI,dx = /<a/ qRep ), dx + Q. (4.2.62)

Entao, integrado por partes /1, temos
B B
— / I,dx = —/{/ qRep Y, dx + Q. (4.2.63)
Finalmente, o resultado segue de somar (4.2.61) e (4.2.63). O

Observagao 4.2.6. 2. Desses tltimos dois lemas, notemos que, ao integrar sobre (7, 3), em
(4.2.49) e (4.2.50), temos

B 9 B B K d B
[ sloeldr = [ Todnt [ 52 (pup)dr+ (4.2.64)
e também
/ bluba|? do = / T, dr + / P () de 4 Q (4.2.65)
mais ainda, vejamos agora que a integral / (Y50 dz, pode ser estimada por

WHUII?{ + WHFH% + CIF5U I3

Observagao 4.2.7. Quando uma funcao verifica essa propriedade, diremos que é absorvida
por @', mais ainda, se ¢ é uma funcao que cumpre a estimativa acima, entao denotamos
esta propriedade por:
D .
~—
Q/
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d _
Agora, vamos ver que de fato d—(wxw) dx é absorvida por Q'. Entao, notemos que
T

8
ba(2)1()

Y

[ e

T

en vista de (4.2.41), temos que

bd o | Ye(d2t f3) )
| W) dx‘ = |
Logo, tendo em conta que
%(éf?z +f3) 1 - -

podemos concluir em virtude da Proposicao 2.1.6, que

%(@52 + .f3)
A

S @)+ L) + 5 (B + LREIF).

além disso, como f3 € V', pela de desigualdade de Poincaré, temos

/Tﬁ;i<wx¢>d ‘ Va2 + f3)|

2
assim, de acordo com a Just. 1. (ver ao final da prova) e em vista de || fsz||z, < C||F |3,

Zy(8) + Zy(7)) + ||f3x||L2

w( 0y

podemos constatar que

[ by da

isto prova a afirmacao.

04 2
< SO+ CHIFIE + CHF U
AT e

Just. 1. Notemos que, considerando ¢(z) = = — [ e o intevalo de integracao (0,5) em
(4.2.61), temos que

B B _
BT,(8) = /0 T, dz + Ii/o (Rew b dz + O

ﬂ I

< U, + Balleall|2lle, + Q  por D. Holder
<CNUJZ + CullUJ3 + Q
< C’3||U||3{ + C3||U||4||F|l%  pela definigao de Q.

Logo, de forma semelhante, se consideramos ¢(x) = x — 7, conseguimos limitar Z,(7), isso

conclui Just. 1. Por outro lado, de uma forma similar, podemos provar, em virtude de

d
(4.2.63), que

dr — (), é absorvida Q'.



85

Agora, notemos que, d—(gomw) é também absorvida por Q. De fato, para fazer a estimativa,
T

consideramos

B d
| e de

= ‘(swx@b)(ﬂﬁ)

logo, usando (4.2.41), segue que

B d _

entao, em virtude da Proposicao 2.1.6, temos

Bd - C ¢
/T o (patp) dar| < W(%(@H%(T»JFW(

C
Z,(8) + Lo(7) + WHf:nH%Q-

Por outro lado, de forma semelhante a Just. 1, conseguimos provar que BZ,(5) <
CNUN,+Cl Ul I3 e TZo(7) < ||UNI3,+ Cl|U ||| F ||3c portanto, concluimos da equagao

acima, que

B d _
| Z-(eud)da B + CIF sl

C C
< 7 llUlG +
= H
A A
Agora, apresentaremos dois lemas, que vamos utilizar, para estimar a norma de U
em termos da dissipagao na fronteira.
Novamente, na proxima estimativa denotaremos a parte real de J somente por 7, isto

para simplificar notagao.

Lema 4.2.4. Para todo € > 0 e o variando entre 0 e L, temos
Tya—2) = Toa) < (25 1+ =) 17 (a)] + Ty (a) + 225 /“ T dz + Q'(4.2.66)
v 2408 T 2 dpy T 2403 o

a—e&

Demonstragcio. Vamos usar as caracterizacoes das derivadas do Lema 4.2.2. Primeiro,

vejamos que
a « _ «
/ d—l]/, dr = / kRep 1, dx + / Q,
a—e AT a—¢ a—¢

logo, em virtude do teorema fundamental do calculo, podemos ver que

Ty(0) = Tyla—2) = |

a—

«

HR@%% dx + / Qv

dai, tendo em conta (4.2.51), temos que

a—¢ dl’

1 « a .
Ty(a) — Tyla—¢) = 2p2/a_6j(:c) da:+g/ L (o) dz +0Q,

Q', Obs.2

portanto, da igualdade acima, segue

L)~ Tya—e) =5 [ T@)de+Q,
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assim, aplicando integracao por partes, obtemos

1 a
L) ~Tyla ) =5~ [ J@)dr+Q
€ 1 fo d ,
=5 T 5 /H(g; —a+e)-J@dr+ Q.

Logo, em vista da condigao p1b = pak, podemos substituir (4.2.54), na igualdade acima,

entao, temos que

T(@)~Tula—e) = 5-T(0) = 5= [ (w—a+2) (T, — pTy)da

+ 41p2 /a—s(l‘ —a+e) (pljx(/igpxgp — b)) + Q)dr +9Q'
Q’, Obs. 2.
= ij(a) - &/a (r—a+e)(Z,—Ty)dx+ Q'
2p2 2p9 Ja—e

ou seja,

Ty(a) — Tyla—¢) = ;mj(a) n 2";2 /:i(x o) (Ty—T,)de+ Q.

dai, notemos que f(zr) =z — a+¢e > 0, para todo = € [a — ¢, a], entdo, aplicando este

fato na igualdade anterior, obtemos

Ty(a) — Tyla—e) > = j(@-ﬂ/a (@ —a+e)T,de+Q

Z N
2p2 2,02 a—e

5 P1 @ 2 /
:7‘7@——/ Tod(z —a+e)*+ 9,
2p2 () 4p2 e 90( )

assim, podemos concluir que

£ (03
Ty(a =) = Ty(0) < 5 -\T (@) + |15 [ Todz—a+e+ €,
2p2 4p2 a—e
logo, ao integrar por partes, obtemos
T(a=9)~Tl) < \T(@)|+ 2T )+ | 2 [ @ —a+epis,
2p2 4p2 4p2 a—e dx (4267)
I
+9'.

Agora, vamos estimar I, notemos que, em virtude de (4.2.52), podemos constatar que

Y

I= 40,01 /a (x — a+¢e)*(kRev, o, + R) do
2 Ja—e

dai, de (4.2.51), temos
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portanto, tendo em conta a desigualdade triangular, obtemos

pro e Kp1 [© d -
I< SP%L_a(x—a+5)2j(x)dx + Sp%/a_a(a:—a—l—a)QCmgoxwd:c +Q

Q’, Obs. 2.

_ ﬂ @ o 2 /
= SP%/a—a(x a+e)J(x)de|+ Q'

assim, aplicando integracao por partes, temos que

I< =1 T (a)] + A /a (:L‘—Oé+€)3ij($)dl' + Q'
~ 2403 2403 Ja—e dx ’
logo, em virtude de (4.2.54), podemos ver que
r<Em 1T ()] + i /a (z—a+e)¥T,+I,)dx| + Q
= 24p} 2493 Ja—c v ’

daf, como f(z) = (z — a +¢)® > 0, mais ainda, atinge o méximo em f(a) = &3, podemos

concluir que

£ pie’ e
I< / Tde+ Q.
Ssapd @l gz ), Tdr+

Finalmente, ao substituir / em (4.2.67), obtemos o resultado. O]

L
No seguinte lema estimamos / Z, dx, por uma funcao que é absorvida por Q' e
0

apenas um termo pontual.

Lema 4.2.5. Suponhamos vdlidas as condigoes anteriores, entdo podemos verificar que
L 12
/ T, de < < |T(L)| + Q. (4.2.68)
0 4p2

Demonstragio. Seja € > 0. Consideremos a parti¢ao do intervalo (0, L) em m partes, tal
que a; = (m — j)e, onde j vai de 0 até m e cumpre que me = L. Logo, integramos sobre

(aj — €, ;) em (4.2.54), ou seja,

a; d aj a; d a _
| gde= [ (0T pZ) de+ [ pio(med — i) do+Q,
a;j—e AT aj—€ aj—€ dx
<Q
assim, temos que
Jlaj) =Tl =) = [ (nT— pT) do+ Q

dai, aplicando propriedades de modulo, podemos ver que

[T (e — &) = [T ()] < 1T (e =€) = T ()| =

/ J (mZ, — mZy) do+ Q).

Qj—¢&
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Além disso, como

[” L, L) dr+Q

Qj—&

Spl/j Idﬂf“‘Q,

entao, podemos conluir,
|j@fﬁﬂghﬂ%”+/i(madx+g. (4.2.69)

Por outro lado, consideramos j = 0 em (4.2.66), entdo ag = me = L e a estimativa (4.2.66),

fica da forma,

Tl —o) - T < (25 + = Vo) + )+ 25 [* Tars @
i 24 20 dps 7 2493 i |
Agora, sabemos que Re ((A(U), U)) = —|y¢o(L)|?, entdo, segue da desigualdade de

Cauchy-Schwarz que |¢o(L)|? < C||F||%]|U||3, além disso, tendo em conta que bi), (L) =
—v¢a(L) e que 2L (L) = pa2|p2(L)[*4+ble,(L)|?, podemos concluir que [Zy (L)| < || F|l#||U]|%-
Portanto, em vista & estimativa |Zy(L)| < || F||%||U||» e a estimativa acima, podemos ver
que
3 2 2.3 L
P1€ € € Pi€
Iy(L—e) < — L —71,(L
o= < (i + o )T+ L T+ oy [

Agora, vamos considerar j = 1 em (4.2.66), entdo oy = (m — 1)e = L — ¢ e a estimativa

Tdr+Q.  (4.2.70)

(4.2.66), ¢ como segue
2

3 £
+— | |T(L—-e)|+—T
) W-als o1,

/)183
243

I¢(L—5—5)—I¢(L—5)§< (L—c¢)

2.3 L
p1€ / Id /
+ 24p% L—e—c¢ T Q ’

ou equivalente

g3 € g2
(L 25) ~T,(L—2) < (’“ - ) L)+ T, (L)
24p3  2ps 4p2
Vo (4.2.71)
Pi€ o /
Td .
+24p§ L—2¢ 7+

Por outro lado, substituindo oy = L em (4.2.69), podemos ver que

L
TE =) <|TW) +p [ T+

consequentemente, em virtude da estimativa acima e substituindo (4.2.70) em (4.2.71),

obtemos
2

T -2 < (25 1+ = V7)) + g0 +
v ~\24p3  2p2 Apy” 7

2.3
pie 7T dx

24p% L—e¢

2

3 L
p1E € €
— L Zd —Z,(L —

2.3 .-
pie” [t

€
Zd !
2403 Jr—2: v+ <
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logo, a estimativa acima implica que

2

Zy(L —2¢) < (5411/)2 + 2p2> <2|J( )|+ 2p1 LlZd:c) + 48,02 (Z,(L) + Z,(L — ¢))

2.3 L
P1€ /
+ Tdr+ Q.
2403 J1—2¢ Q

Entao, continuando este processo indutivamente, com j comecando em 1, temos

Jj— 2.3 oL
I(L—g@f;€(§jz (L - kfﬂ + 5T T

4pe \ =5 24p5 J1—je
T;
P1e /
— Zd
+<Mﬁ+2 )GU(ﬂ+m ﬁE:Q+Q

Dai, tomando soma desde j = 1 até 5 = m, podemos observar que

ifw(L—je) < <p1€z +€> <<m+1)|j( |+mp1/ Id:l:) +ZT +m@Q’

j=1 24P2 202
2 m
p1€ 1 m(m + 1) L >
< +— 7\7 +emp Zde |+ > T;
(24p% 2p2>< T T ; !
+LQ

Finalmente, multiplicando a estimativa acima por € e em vista de que me = L, obtemos

2 2 m
p1€ 1 e2m(m+1) ) L
Zy(L — < — || ————=|TJ (L Zyd T;
E w(L — je)e < <24p§+2p2>< 5 |T(L)| + e“mp; T z|+ed T

=1
+em@’
2 2 m
p1€ 1 (em)* +eem L
< — | | ————|J(L Zyd T,
< (o) (S5 W e [ 7,0 v,
+ LY
2 2 m
pP1€ 1 L+ ¢L L ,
< — || —|TJ(L L Zd T, + L
_<24p%+2p2>< 5 \T(L)| +eLp L L +€jzz:1 ;+ L9,

logo, o resultado segue ao tomar limite de m — oo, (¢ — 0) na desigualdade anterior.

Observagao 4.2.8. Notemos que, Ji:II@(L — ke)e é uma soma de Riemann,entdo ao tomar

o limite m — oo , (¢ — 0), torrlig—ose uma integral de Riemann no intervalo (0, L), isto

porque, se m — 00, entdo j — oo. Dal, a]fIw(L — ke)e converge a zero, se m — 00 e
k=0

(e = 0), portanto € Y T; — 0 quando m — oo e (¢ — 0).
j=1
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]

Para finalizar o capitulo enunciaremos um tltimo resultado, isto para garantir
a estabilidade exponencial do sistema (4.1.1) e portanto a estabilidade exponencial de
(4.0.1)-(4.0.5). Para isto vamos usar as ferramentas provadas até agora nesta se¢do e o

Teorema 2.4.6.

Teorema 4.2.2. O Sistema (4.0.1)-(4.0.5) é exponencialmente estavel, desde que as
velocidades de propagacio de ondas sejam iguais e a condi¢io (Py) do Teorema 4.2.1 seja

satisfeita.

Demonstracao. Em virtude de que as velocidades de propagacao de ondas sao iguais,

podemos integrar (4.2.54) sobre (0, L), ou seja,
L L L
| pTpde= [ S Tdet [ pTide+ Q
0 0o dx 0
L
= | oiZude =70+ T(L)+ Q.
L
dai, ao dividir entre p; e somar / 1y dx, temos que
0

L L 1 1
/ Tda = 2/ Tydv + —J(0) — —J(L) + Q,
0 0 P1 P1
logo, aplicando modulo, podemos ver que
L L 1 1
/ Tde < 2/ Ty de + —|T(0) + —|T(L)] + Q. (4.2.72)
0 0 P1 P1

Por outro lago, da definicao de 7, segue

P2k

;IJ(O)I < p2|62(0)|1(0)] + ZI%(O)II@(O)I,

entao, em virtude da Proposicao 2.1.6 (tomando €= IOQL)’ temos

P1

1 p 1 — pok [ p 1
—|T(0)] < p2 (pl2L|¢2(0)!2 + 4p2!¢1(0)\2) + == (pIZL!%(O)IQ + 4,)2!%(0)!2) ,

P1 piL P1 oL

ou equivalente
1 P22 2 Lpr— 0 | KPS o WL __ i
—|J0)] < —=|92(0 —|1(0 ——|1.(0 — |2 (0)|%,
\TO)] < 2240, 0)F + 2 [G O + 210 0)F + L 1(0)

logo, fazemos uma reordenacao e tomando em conta que p;b = Kpy, podemos ver que
1 p2b Lpy — kL
—|T(0)] < Capa|$a(0)]” + = [1b (0)* + =161 (0)* + —[2=(0)”
P1 p1L 4 4

< OT,(0) + iz(()).
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Portanto, em virtude do Lema 4.2.3 (considerando ¢ = x — L), obtemos da estimativa

acima que
1
;|~7(0)| < CZy(0 4/ x)dr + Q. (4.2.73)
1

Agora, vamos estimar CZ,(0), para isso, fazemos a« =0, f =L e ¢ =x — L em (4.2.61),

ou seja,

C [t —
CZy(0 =7 / -7 /0 (x — L)kRepy ), do + Q

L
<“ [z C/ W[l da + Q,
_L/O b+ C [ Kl bl do+ @

daf, usando a Proposigao 2.1.6 em |¢,||1,|, (com & = C) obtemos

CT,(0 <f/ I¢+CO/ Ty(x)dz + - / z)dz + O

§<§+Co>/ozw( dw + — / r)dr + Q.

Portanto, substituindo a estimativa acima junto com (4.2.73), em (4.2.72), podemos

concluir que
L L C L 1 (L
[ zwr<z | dex+<L+Co>/O Ty de+ 4 [ T(x)de
4/ d:c+ !j(L)|+Q

—OM/ T,(z)de + - / z)dz + j() +o.

Dai, pelo Lema 4.2.5, obtemos
CML

/OLI(x) dr <

(1 OnI?
—<p1 )\J |+2/ r)de+ Q)

1 1 L
AT+ AT+ [T de 4+

entdo, pela definigdo de J, em virtude da Proposigao 2.1.6 e pelo Lema 4.2.3 (considerando

q =x — L), podemos concluir que

1 CylL? L 1k /
<p1 + ™ ) T (L) < C4Ty(L) + ZI(L) < 1/0 I(z)dr + Q,

isto porque o termo pontual Z,(L) é absorvido por Q. Finalmente, em vista das duas

ultimas estimativas, temos que

/OLI(x) dr < Q.
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Entao, lembrando que Q' é estimado por
C C
WIIUH?{ + WHFH% + Ol F|[allU I3,

podemos concluir que

: C e Coppe
) 7@ de < SO+ CUFIdUlle + S FIR

Logo, como sabemos que a norma || - || é equivalente & || - ||, e em virtude da definicao de

Z(x) , usando a Proposigao 2.1.6 e aplicando o limite A — oo, concluimos que
li A — A)7! .
Jim [[(GAL = A) ™[y < o0
Portanto, do Teorema 2.4.6, temos a conclucao do teorema. O

Observagio 4.2.9. Temos provado que a solugdo do problema abstrato de Cauchy (4.1.1)
com A o operador associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2), decai exponencialmente, o que é

equivalente a ter mostrado a estabilidade exponencial do sistema (4.0.1)-(4.0.5).
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5 TIMOSHENKO COM EFEITO TERMICO DO TIPO II- DISSIPACAO
NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos introduzir um efeito térmico ao sistema de Timoshenko
trabalhado nos capitulos anteriores. O efeito térmico que vamos introduzir ndo propaga a
energia, pelo que consideramos a dissipacao num extremo da fronteira que consideramos
no capitulo 4, a fim de utilizar a teoria classica dos semigrupos de operadores para resolver
problemas dissipativos. Para uma breve abordagem da dedugao do sistema, ver [31]. O

sistema em questao ¢ o seguinte:

prow — k(ps + ), =0em (0,00) x (0,L) (5.0.1)
P2t — Oy + k(@ + ) + 56, =0 em (0,00) x (0, L) (5.0.2)
a¥y — koUpe + B0y =0 em (0,00) x (0, L), (5.0.3)

onde a temperatura 6 e o deslocamento térmico 19, estao relacionados pela equacao,
Ui(t,z) = 0(t,x) em (0,00) x (0,L). (5.0.4)
Junto as condigoes iniciais (Timosheko)
©(0,) = ©0,21(0,) = @1 ¥(0,-) = 1o, ¥(0,-) = ¢y em (0, L) (5.0.5)
e (efeito térmico)
9(0,-) = do(z), 94(0,-) = by(z), (5.0.6)
com dissipagao
bib,(t, L) = —yix(t, L) em (0, 00), (5.0.7)
onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condi¢des de contorno:

©(+,0) =0, ¢(,L)=0, (-,0)=0, em (0,00). (5.0.8)

9(-,0) =0, 9(-,L)=0. (5.0.9)

5.1 BOA COLOCACAO

Estudemos a existéncia e unicidade do sistema (5.0.1)-(5.0.9), para isso, vamos
fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupos, mais especificamente, utilizaremos o
teorema de caracterizagdo para o operador infinitesimal de um semigrupos de classe Cy de
contragoes, ou seja, o Teorema 2.4.3, dai, aplicando o Teorema 2.4.4, podemos garantir a

existéncia e unicidade do problema (5.0.1)-(5.0.9). De fato. Seja

V= (907 Pt wa wta 197 ﬁt)T7
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entao, temos que

d
dtV (@t Pt Vs Yuts Vg, V) (5.1.1)
Logo, em virtude das equagoes (5.0.1)-(5.0.3), podemos substituir ¢y, 1y e ¥y em (5.1.1),
ou seja,
dV K b K ﬁ S 5 T
. = (@tv 7(§0J1 + w)xa ’th ) 71/}:1,% - 7<(ﬂx + @ZJ) - 70;,;, 19,5 5 70199390 — ¢xt> s (512)
dt p1 P2 p2 p2 a a

ou equivalente

0 1 0 0 0 0 ©
K 02 Kk 0
wozr 0 p1 0z 0 0 0 o
av. 0 0 0 1 0 0 (0
At K O b o K B 8
@ N=pa O pan—nl 0 0 ||
0 0 0 0 1 0
B8 kg O
0 0 —55 dan 0 0
Dai, o candidato para o operador infinitesimal é
0 1 0 0 0 0
Kk 02 Kk 0
p1 87% 0 EE 0 0 0
0 0 0 I 0 0
A=
_K£ 0 b 0 _ K _B89
p2 O 0 p2 Ozx P2 0 0 p2 Oy
0 0 0 0 0 I
I L T

Agora, vamos calcular formalmente a energia associada ao sistema (5.0.1)-(5.0.3), para

isso, multiplicamos por ¢; a equacao (5.0.1) e integramos sobre (0, L), respeito a x, isto é,

L L
/0 p1puprdr — /0 fﬁ(gom + ¢)x<,0t dr =10

Logo, como ¢(t,0) = ¢(t, L) = 0, entdo, aplicando integragao por partes e propriedades

de derivada, temos

dt2/ P1P} d:v+/ K(e + V)i dr = 0. (5.1.3)

Por outro lado, na equacao (5.0.2), vamos multiplicar por ; e integrando sobre (0, L),

respeito a x, ou seja,
L L L L
| pnde ~ [ biatida + [ non+ ipinda+ [ 8.0 dn =0,

dai, aplicando integrando por partes e em virtude de (5.0.7), podemos conluir que

dt 3 / patpf +002 da+|(t, L)+ / (Patt)y du— / B0V du+0(t, x)ihy(x, t)) =0,
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logo, em vista de (5.0.9), obtemos

d1 L L g
%5/0 o} + bl d + [t L)|2+/0 n(soﬁw)wtda:—/o f0¢r, dz = 0. (5.1.4)

Finalmente, na equagao (5.0.3), multiplicamos por 6 e integramos sobre (0, L) respeito a

x, e em vista de (5.0.9), podemos ver que

L L L
/ Wy, da — / Ko 0 d + / Biof d = 0,
0 0 0

dai, aplicando integracao por partes e propriedades da integral, podemos concluir que

1t dl/L 92 dw — 9. (t. 2)0(t. )| /LB 0dr =0
%igat IE‘}‘%iOHOxZE $<’x)(’x)‘o+0 ¢$t r=1Y

entdo, em vista de (5.0.4) e de (5.0.9), temos que

dl (L

L
oo | a0 o) + /0 Bt da = 0. (5.1.5)

Além disso, notamos que

d1
5 (e + )" = 20 + ) (pur + 1), (5.1.6)
Portanto, ao somar as equagoes (5.1.3),(5.1.4) e (5.1.5), e tendo em conta (5.1.6), podemos
conluir,
a1 L( P p2tf Y2+ (00 +0) + af® + kgV2) dr = —yl(t, L)P. (5.1.7)
dt 2 Jo Prige T P2 z Pa 0%y = =YWl . A

Portanto, a energia associada ao sistema vem dada por

1 L
E(t) = 5/0 (prp} + ot + b2 + (i +¥)* + ab® + ko¥?) da. (5.1.8)

Agora, vamos impor condigoes para que o calculo da energia seja valido, entdao, em vista

da equagao (5.1.8), devemos pedir que
Yy e € Lo(0, L), 01 € Ly(0, L), 0 + ¥ € Ly(0,L) e 0,9, € Ly(0, L).
Além disso, consideramos
Va0, L) = {u € H(0,L) : u(0) = 0}.
Entéao, para satisfazer as condigdes de fronteira (5.0.5), exigimos que
9,0 € Hi(0,L) , o, € Lo(0,L) , ¢ € VJH(0,L) e ¥, € Ly(0, L).
Logo, em vista as condi¢des acima, definimos o espago

H = Hy(0,L) x Ly(0, L) x V5'(0, L) x Ly(0, L) x Hy(0,L) x La(0, L).
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Por outro lado, introduzimos a aplicacao bilinear
(v ):HxH—=C
dada por
L
(U, V) = /0 (,01U2U72 + pau4U4 + bu3w@ + H(ulx + U3>(Ulz + U3) + auglg + IioUg,Iﬁ) d&?,

onde U = (uy, ug, uz, Uy, us, ug)”, V = (v1, 02, v3, 04,5, 06)7 € H. Entdo, afirmamos que, a
aplicagao (-, ) define um produto interno em H, notemos que, (-,-) é bilinear , além disso,
os axiomas de produto interno seguem facilmente, com excepgao de (U,U) =0= U =0
(as provas sdo andlogas a da Proposigao 3.1.1). Entao, vejamos que (U,U) =0 = U = 0.
De fato, seja U = (uy, us, us, uy, us, ug) € H. vamos supor que (U,U) = 0. Assim, pelas
propriedades da integral, temos us, ug = 0 e uy = 0, além disso, us,, us, = 0 € uy, = —us.
Entao, primeiro notamos que, como ugz, = 0, podemos ver que us = ¢, onde ¢ uma
constante, mais ainda, em virtude de que u3(0) = 0 (pois uz € V}), temos que, usando
convergéncia pontual (q.t.p) e continuidade (isto porque os espagos estao definidos em [/
limitado), podemos concluir que uz(x) = 0, para todo z, mais ainda, temos que u;(z) = ¢1,
onde ¢; é uma contante, entdao, como u; € H}(0, L), obtemos que u; = 0. Finalmente,
em vista que us(x) = ¢y , onde ¢y é constante, em virtude de us € H}(0, L), temos que

us(z) = 0 para todo x, ou seja U = 0. Consideremos

U5 = (U, U) = kllgs + ¥lIL, + blvallz, + pilléillz, + p2ll@2llz, + allOllZ, + rolldallL,.

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2,9,0)" € H. Entdo, ||-|g ¢ a norma em H que provém de (-, -).
Queremos ver que (H,||U]|%) ¢ um espaco de Hilbert. Para isso, vamos ver que ||U||3
é equivalente a uma norma natural em H. De forma semelhante ao que foi feito na

Proposicao 4.1.2, podemos afirmar o seguinte resultado,

Proposigao 5.1.1. (H,||U||x) € um espago de Hilbert.

Agora, vamos definir um subespago D(A) de H, em que definiremos o operador A :
D(A) — H com a expressao antes dada. Faremos isto a partir das condigoes (5.0.7)-(5.0.9)
e a definicdo de dominio de um operador, ou seja, dado U = (¢, ¢1, ¥, ¢9,9,0) € D(A),
como U € D(A), entdo em particular U € H (pela Defini¢ao 2.4.2), isto é,

@719 € H(%(OJ L) N H2(07L)7 ¢17 ¢270 S L2(07L) € Q/} € ‘/01<O7 L)7
e como temos que ter AU € H, (pela Definigdo 2.4.2), onde

b K

T
AU = (lea ﬁ(@w + ¢)3§7 ¢2 ) 7¢zz (90:6 + ¢) - ﬁem 0 ) @19;&6 - ﬁqb%) )
P1 P2 P2 a a

.

entao, deve estar satisfeito que

(blveeHé e¢2 6%17
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€
b
— Yo — £(¢w+¢) - 69907 = J2
P2 P2
Ko 5

719:):9: - 7¢2z = f37
a a

onde f1, fa, f3 € Ls(0, L). Entdo, podemos resolver o problema acima referido, estudamos
problema equivalente integral usando o Teorema 2.1.1 e teoria classica como no espago
das distribuicoes, isto analogamente como foi feito para resolver (4.1.10)-(4.1.11). Assim,

podemos concluir que

DA ={UeH :9,p€ Hj0,L)n H*0,L),¢; € H}(0,L),v € Vi}(0, L) N H*(0, L),
¢2 € ‘/01(07[/)7[77701’([/) = _7¢2(L) 70 € H&(O,L)},

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2,9,0). Agora, definimos
A:DA) - H

por

K b K I} Ko 15} T
AU = Cbl, 7(309[: + %U)x’ ¢2 ) 7’¢)xw - (SD:C + ¢) - 7‘9@ 9 ) 7193[::5 - *¢2x .
P1 P2 P a a

: P2

Lema 5.1.1. A é um operado dissipativo.

Demonstragio. Seja U = (¢, ¢1, ¥, ¢o,9,0)T € D(A), temos de ver que Re (AU, U) < 0.

De fato, Notamos que

L o b — _
(AU U) = /0 (m (;(% + w)x> d1+ P2 (mwm + p:(% + w)ebz) ) dz
—l—/OL koUy0, dx — /OL ﬁﬁw@dm‘,

P2

logo, tendo em conta que, se z € C, entdao z —z = 2img(2)i, e que § € Hj(0,L) e em

virtude de (5.0.7), entdo, ao integrando por partes a igualdade acima, obtemos
. L - N . . L - .
(AU,U) = 2img ( | wer + )00 + @)dx) i+ 2img ( / bqwxdx) i = |6a(L)f
L L _
+21mg (/ ko004 da:) 1+ 21img (/ Bpa0, dx) 1,
0 0

dai, ao tomar parte real, podemos ver que Re (AU, U) < 0. O
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Vamos agora apresentar uma proposi¢ao com o objectivo de mostrar a condigao (i7)
do reciproco do Teorema 2.4.3. Primeiro, vamos verificar que 0 € p(.A), isto para mostrar

que o operador tem posto completo e que tem dominio denso em H.

Proposigao 5.1.2. 0 € p(A).

Demonstragio. Queremos ver que 0 € p(A), ou seja, que o operador 0/ — A, seja in-
vertivel com inversa continua. Primeiro, provemos que é sobrejetora. De fato, seja
(fi, fos f35 1, [5, f6)T € H, queremos achar U € D(A), tal que —AU = F, para isso,

notamos que, isto é equivalente a resolver o sistema

Z(pr + w):r: = f27

b
P2 P2 P2
Ko B

— Ve — —2s = fo,
a a
onde f, f4, fo € L2(0, L), junto as condi¢oes
pr=fieHy,ps=fs€Vy, el =fs€H

e as condigoes de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Mais ainda, equivalentemente, substituindo ¢

e 0, no sistema anterior, podemos ver que o sistema simplifica a

et 0)e = fo (5.1.9)
P1
P2 P2 P2
B0 = s + éfgm, (5.1.11)
a a

junto as condigoes de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Depois para resolver o sistema acima
referido, vamos resolver um problema integral equivalente usando o Teorema Lax-Milgran,
ou seja, a partir do sistema (5.1.9)-(5.1.11), colocamos um problema integral. Entao, na

equagdo (5.1.9), multiplicamos por ®; € Hj e integramos sobre (0, L), ou seja,

L g . L
/ 7(90m + w>mq)1 dr = / fo®1 dx,
0 M 0

logo, aplicando integracao por partes, podemos observar que

S A ORRE (5.1.12)

isto porque ®; € H}. Dai, multiplicamos por ®;, € V' em (5.1.10) e integramos sobre
(0, L), ou seja,

L b L . L I
/0 2 By d — /0 Z(wxw)cbzdx: /0 <f4+,if5x> B, dr,
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entao, fazendo integracao por partes, obtemos

/ —¢$<1>2zda:+/ (2 + )Py da :/OL <f4+if5$>%dx (5.1.13)
+;<1>2<L>f3<L>.

Por outro lado, multiplicamos por © € H} em (5.1.11) e integrando sobre (0, L), isto é,

L . L _
/ @ﬁm@ dr = / <f6 + Bf:‘m) Odx,
0o a 0 a

Assim, aplicando integracao por partes, temos que
L . L _
—/ 50y, 0, da :/ <f6 + 5f3x> O dz. (5.1.14)
0 a 0 a

Logo, para simplificar, denotemos fs, = 7 fsu, fao = £ fau, fo = pifo, fs=pafui e fo = afe.
Portanto, somando (5.1.12),(5.1.13) e (5.1.14), podemos concluir que

a(Uy, Vi) = T(W)

onde Ul = (90,7%79)7 Vi = ((I)laq)2>@)7

(U1, V7) :/0 ko0, O, d:p—l—/ b¢x¢2xdx+/ Koo+ ) (Br + B) da , (5.1.15)

T(Vi) = Ti(Vi) + N(W), (5.1.16)

em que

T (Vh) =/0L (f6+ﬁf§,x)@d:c+/oL (f4+ﬁf;z)<1>2d:v+/oL B de,  (5.1.17)

N(V1) = y®o(L)f5(L) - (5.1.18)
Dai, consideremos o espago
F = Hy(0,L) x Vg(0, L) x Hy(0,L),
definimos a aplicacao
a(-,-): FxF =K

dada por a equagao (5.1.15), podemos verificar que (F,a(-,-)) é um espaco de Hilbert,
mais ainda a(-, ) é coerciva e continua. De fato, da defini¢do de a(-,-) e propriedade do
valor absoluto da integral, segue que, |a(Uy, Uy)| > 1||U1||%, ou seja, a(-,-) é coerciva.

Agora, vamos ver que a(+,-) é continua, notamos que

Y

L o L - L
|a(U1,V1)]:‘/0 /ﬁoﬁx@xdx—i—/o bwzq)gxd:c—l—/o K(a + 1) (Pre + ) da
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portanto, em virtude da desigualdade de Holder

(U1, VI < #oll 92l Ol + Bllells | Paclly + £l (00 + ) 1o l| (Pre + ®2) 1,
dai, pela definigao de || - ||, podemos ver que
|a(Uy, V)| < 3[|U ]| #[[VAll 7
isto é, a(., .) é continua. Agora, definimos
T(): F>K

por (5.1.16), ou seja, T'(Vy) = Ty (V1) + N(V4), vamos ver que T esta no dual de F. De fato,
notamos que, 7' é um funcional antilinear, vamos ver que é continuo, entao, em virtude da

desigualdade triangular, temos que
TV < |Ti(V)| + [N (V).
Assim, vamos estimar primeiramente |7} (V})|. Para isso notamos que

VDL < 1fs + BaallialOlle + s+ Bfsallral|®2ll o + 1 foll . |81,

< Cr (Col[rs + Dall i + C3lIDal 1o + Co [Barllia + Cra[621122)
< C|Villx.

Por outro lado, vamos estimar |N(V})|, entdo, pela imersdo do espa¢o de Sobolev, no

espago das fungdes continuas (isto pois I é limitado ), obtemos que
[NV < ClVill 7.

Portanto, do acima exposto temos que , T esta no dual de F. Dai, como af(-,-) é continua e
coerciva e T" esta no dual de F, entdao pelo Teorema Lax-Milgran, existe um tnico U; € F,
tal que

T(1) = a(Uy, W),

para todo V; € F. Vejamos que U; é solugdo ao problema (5.1.9)-(5.1.10), ou seja, temos

verificar a regularidade de ¢, e 6. De fato, como pelo Teorema Lax-Milgran, temos que
T(V1) = a(Uy, V1) (5.1.19)

para todo V; € F, em particular para V; = (®1,0,0)7 € C5°(0, L) x C§°(0, L) x C5°(0, L).

Entéao, substituindo V7 em (5.1.19), podemos ver que

L . L ,__
/0 K(g%—l—i/})ﬁhmdx:/o fo®y dz,

onde ¢, € C§°(0, L) é arbitrario, ou seja, ¢, +1 tem derivada fraca, onde sua derivada é fg,

isto é, (¢ +¥), = —%fg, dai, como f; € Ly, entdo podemos concluir que , (p, +1) € H',
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portanto ¢ € H?2. Por outro lado, notamos que para V; = (0,®,,0)7 € C5°(0, L) x
C§°(0,L) x C3°(0, L). Dai, Como &, € C5°(0, L), temos que N(V;) = 0 e em virtude de
(5.1.19), obtemos

[ wloet 0t [ oTnde = [ (it 55) T,

ou equivalente

/O b, da /0 ’ (fi+ Bfs = Rl +¢)) D2 da,

onde ®, € C§°(0, L) é arbitrario, ou seja, byp, tem derivada fraca, onde sua derivada é

~0se = fat+ Bfsw = k(s + 1), logo, como k(s + 1) € Ly e fi+ ffss € Lo, entio
bip,, € Ly, assim, podemos ver que v, € H!, ou seja ¢ € H?. Finalmente, para V|, =
(0,0,0)T € C5°(0, L) x C5°(0, L) x C°(0, L), em virtude de (5.1.19), temos que

[ (o 65 Bde =~ [ w08, dr.

novamente, da definicdo de derivada fraca e que f@ + 5 f;,x € Ly, podemos concluir que
¥ € H? Portanto, temos que U = (9, ¢1, ¢, %2, 9,0)T cumpre AU = F, como F foi
dado arbitrariamente, temos que A é sobrejetor, mais ainda, é injetor, porque para
F =0 o sistema (5.1.9)-(5.1.11), tem apenas uma solugao, como o 0 é solugao, temos
que ker A = 0, isto ¢, injetividade. Agora, vamos ver que A~! é continuo, basta mostrar
que [|U|lg < C||Fll%, porque se AU = F, entdo U = A™'F. Entdo, vejamos que
|U|ln < C||F||n,- De fato, notamos que, AU = F é equivalente ao sistema (5.1.9)-(5.1.11)

e
or=feHy, 2= fs€Vy, el=fs€ H. (5.1.20)

Entao, primeiramente observe que em virtude de (5.1.20), Proposigao 2.1.4 e a desigualdade

Poincaré, temos que

pilldillz, + palld2lli, +alloll?, < pllfillZ, + ol f3ll7, + all f511Z,
< p1Cy (| fra + fall o + Coll fall)?
+p2C [l fa 12, + aCyll f: 12,
<A1 Cyll fra + fsll7, + 401C2 | foall7,
+p2Cpr3$H%2 + anHfE)x“%Q
< CullF I3

(5.1.21)

Logo, somando (5.1.12) com (5.1.13) e substituindo ®; por ¢, e ®5 por ¢, podemos ver

que

[Fwzde s+ [ nton+var < [Cildet [C1(fo+ Bhs) Bl d
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dai, em vista da desigualdade de Holder, temos que

L L N N _ _
[ bzde+ [ e+ 9 de < W fallali@lzs + 1 FolealBles + Bl el Pl

Logo, tomando em conta a desigualdade de Poincaré, podemos observar que

/0 “byde + /0 e+ 012 de < Collfullnalivallia + Gy (I hollia + Bl frellsa) 121
< Cp|l fallalle + Ulrs + Crll fallal¥] s
+Coa, U I3l | F [l
< Cpllfillza (loe + ¥ ls + C3lltallL,) (5.1.22)
+Co, | U I3[ F [l
< Car|U eI F Ml + Coan U 13l F ¢
< Car | U I3l F [l

Finalmente, tomando em conta (5.1.14), substituindo © por ¥ € H{ (0, L), podemos ver

que

L L N _
/ KoV da §/ |<f6+5f3x>19|d93
0 0
<N ollall9lz, + Bll fsell 2 19
< Cpll9ells (I sllz + Bll fsallzo )

< Oy [|U ][l E -

(5.1.23)

Logo, ao somar (5.1.21),(5.1.22) e (5.1.23), temos que
U3, < Cull P13, + Can 1Tl F |2,
dai, em virtude da Proposicao 2.1.6, podemos observar que
1UN3, < CullFlIF + Cus U+ CEIFIR)
assim, tomando ¢ suficientemente pequeno, obtemos
U3 < CJIF|l3,
ou seja, —A~! é continua, portanto 0 € p(A). ]

Agora, do Lema 4.1.2, existe A > 0, tal que X\ € p(A), além disso, como H é um

espago de Hilbert, em virtude do Teorema 2.1.3, temos que D(A) = H. Logo, dos lemas

5.1.1 ¢ 5.1.2, e que D(A) = H, estamos nas trés hipoteses do Teorema 2.4.3, portanto, o
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operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)};<o de classe Cy com

IIS(t)|l3x < 1. Finalmente, do Teorema 2.4.4, o problema abstrato de Cauchy:

av
’r = AV(t) t>0

V() =V

onde Vy = (©0, ©1, %0, ¥1, Vg, 0)T, tem uma tnica solugao.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos qualitativamente um sistema de Timoshenko com
distintos tipos de dissipagao na fronteira. Fizemos uma abordagem via teoria de semigrupos
de operadores de classe Cy, considerando modificacoes especificas nas condigoes de contorno
para cada caso, a fim aplicar a teoria classica de semigrupos. Baseado nos resultados
dos capitulos 3 e 4, é possivel observar que a teoria de semigrupos oferece uma forma
efetiva, no estudo de existéncia e unicidade da solucao do sistema de Timoshenko e do
comportamento assintotico da solucao, além de oferecer mais de um abordagem ao estudo

mencionado.

Além disso, como é possivel observar no Capitulo 3, a teoria de semigrupos permite
resolucao construtiva do problema, de forma eficaz e bastante compreensivel. Conseguimos
provar a existéncia e unicidade da solugao ao problema estudado e garantir a estabilidade
exponencial, sendo o resultado mais importante neste capitulo, o Teorema 3.2.1, onde
estudamos desde a Definicao 2.4.4 a estabilidade exponencial da solu¢do do problema

correspondente ao capitulo.

As principais contribuigoes desde trabalho sao, os teoremas 4.2.1 e 4.2.2 no Capitulo
4. No primeiro de eles, se estabelece condi¢oes nas constantes do sistema para que o
conjunto resolvente do gerador infinitesimal contenha a faixa complexa e o segundo é
o teorema onde se verifica a estabilidade exponencial da solugao do sistema, sujeito as

condigoes de dissipacao na fronteira (4.0.4)-(4.0.5).

Outra contribuicao importante é a existéncia e unicidade da solucao do sistema
de Timoshenko com efeito térmico do tipo II (Capitulo 5), sendo este um problema novo,
essencialmente introduzimos um efeito térmico, que nao dissipa a energia no sistema

apresentado no capitulo 4.

Em trabalhos futuros, pretendemos abordar a estabilidade exponencial do problema
apresentado no Capitulo 5, inclusive com mais de um caso de dissipacao nas condigoes
de fronteira. Pretendemos abordar também um caso de dissipagdo para o problema
apresentado no Capitulo 3, onde alteramos uma das condig¢oes de dissipa¢do com a

constante de controle nao necessariamente positiva.
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