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RESUMO

Apresentamos uma introdução às dinâmicas Hamiltoniana e Lagrangiana. Após,

nos concentramos no estudo de Lagrangianos de Mañé em variedades compactas, para os

quais nós apresentamos exemplos, algumas propriedades básicas, seu valor crítico de Mañé

e o conjunto de Aubry projetado.

Palavras-chave: Lagrangiano. Hamiltoniano. Lagrangiano de Mañé.



ABSTRACT

We present an introduction to both Hamiltonian and Lagrangian dynamics. Then,

we focus on the study of Mañé’s Lagrangians on compact manifolds, for which we exhibit

examples, some basic properties, their Mañé’s critical value, and the projected Aubry set.

Keywords: Lagrangian. Hamiltonian. Mañé’s Lagrangian.
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1 INTRODUÇÃO

A dinâmica Lagrangiana surge do estudo na Física do formalismo Lagrangiano, o

qual foi introduzido no começo como uma reformulação da mecânica clássica para depois

ser um objeto de estudo em outros campos como mecânica relativista e eletromagnetismo.

Por exemplo, o formalismo Lagrangiano permite obter a segunda lei de Newton e as

equações de Maxwell através das equações de Euler-Lagrange (ver Definição 3.1.4) de um

Lagrangiano específico.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e TM seu fibrado tangente.

Um Lagrangiano é simplesmente uma função contínua L : TM −→ R. Mas, ficar restritos

somente nessa condição nos impediria de fazer um estudo dinâmico, esta razão nos faz

definir o que é um Lagrangiano de Tonelli (ver Definição 3.1.2). A dinâmica Hamiltoniana

pode ser vista como um estudo análogo à dinâmica Lagrangiana mas feita agora no fibrado

cotangente T ∗M aproveitando a estrutura simplética deste.

O assunto principal desta dissertação é o Lagrangiano de Mañé, o qual foi intro-

duzido por Mañé em (1). É um tipo de Lagrangiano, que é associado a um campo X,

definido em M , da seguinte maneira: LX : TM −→ R, LX(x, v) = �v − X(x)�2
x. Além de

ser fonte de procura de contraexemplos, esse Lagrangiano tem sua própria importância de

estudo. O próprio Mañé, em (1) já utilizou esse Lagrangiano para contraexemplo, no caso

em que o Lagrangiano também depende do tempo.

O valor crítico de Mañé de L pode ser caracterizado de várias maneiras, uma delas

usando o Hamiltoniano associado a L (ver (2), (3), (4)). Em (4), o Teorema 4-4.1 permite

ver o valor crítico de L como o ínfimo dos k ∈ R para os quais H−1(−∞, k) contém um

gráfico Lagrangiano exato. A Teoria KAM fraca, em que Albert Fathi é pioneiro no seu

desenvolvimento e divulgação, nos permite dar um tratamento do assunto Lagrangianos e

Hamiltonianos do lado de Análise, ao contrário do tratamento clássico de Lagrangianos e

Hamiltonianos pelo lado de métodos variacionais ou mesmo de teoria ergódica.

Agora, vamos descrever a distribuição dos assuntos deste trabalho por capítulo. No

Capítulo 2 (Preliminares), nós fixamos algumas notações e fazemos uma breve revisão de

conceitos básicos de geometria e equações diferencias, tais como: variedades diferenciáveis,

fibrados vetoriais, campos vetoriais, órbitas e fluxos. No Capítulo 3 são introduzidas

as dinâmicas Lagrangianas e Hamiltonianas mostrando a conexão desses conceitos dada

pela transformada de Legendre (ver Teorema 3.3.6). Também são dados exemplos de

Lagrangianos de Tonelli como o Riemanniano, mecânico e magnético. Por último, fazemos

uma breve revisão de conceitos básicos de geometria simplética. No Capítulo 4, na primeira

seção, nós vamos definir o valor crítico de Mañé c(L) junto com a ação potencial de Mañé.

Na segunda seção, vamos definir a equação de Hamilton-Jacobi, a Barreira de Peierls a

qual permite caracterizar o conjunto de Aubry, as soluções KAM fracas e sua relação com
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as soluções de viscosidade. Além disso vamos mostrar uma caracterização do valor crítico

de Mañé usando o Hamiltoniano associado a L. No Capítulo 5, nós damos a definição e

apresentamos alguns exemplos e propriedades de Lagrangianos de Mañé. Nós mostramos

que o valor crítico de Mañé do Lagrangiano de Mañé numa variedade compacta é zero,

um resultado já conhecido. Também apresentamos o seguinte resultado, devido a (5): Se

LX satisfaz a condição de desconexão de Mather, então o conjunto de Aubry projetado

é o conjunto recorrente por cadeias do fluxo de X em M . No Apêndice A, damos uma

interpretação geométrica das transformadas de Fenchel e Legendre na reta.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo vamos dar os resultados básicos de variedades diferenciáveis, campos

vetoriais, fluxos, órbitas e homotopia baseando-nos em (6), (7) e (8) e apresentando

exemplos focando principalmente na esfera e no toro.

2.1 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS, FLUXOS E ÓRBITAS

2.1.1 Definição de variedades diferenciais e exemplos

Seja M um espaço topológico. Dizemos M é uma variedade topológica, de

dimensão n, quando M é localmente Euclidiana de dimensão n, isto é, para todo p ∈ M ,

existem abertos U ⊆ M , com p ∈ U, W ⊆ R
n e um homeomorfismo φ : U −→ W . Nesse

caso, o homeomorfismo φ : U −→ W é chamado sistema de coordenadas ou carta, às vezes

denotada por (U, φ).

Um atlas em M é um conjunto ou família de cartas

A = {(Ui, φi) : i ∈ I}.

tal que a família (Ui)i∈I é uma cobertura de M.

Dada M uma variedade topológica de dimensão n, às vezes denotada Mn, e um

atlas A em M , dizemos que duas cartas (U, φ), (V, ψ) são compatíveis de classe Cr quando

U ∩ V = ∅ ou quando a função, chamada mudança de coordenadas,

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

é um difeomorfismo de Classe Cr.

Figura 1 – Mudança de coordenadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Denotamos por U r(M) o conjunto de todos os atlas de classe Cr em M , munido

da relação de ordem parcial dada pela inclusão de conjuntos.

Definição 2.1.1

1. Um atlas A ∈ U r(M) é dito maximal quando para todo atlas Ã ∈ U r(M) tal que

A ⊆ Ã, tem-se Ã = A.

2. Uma estrutura diferenciável, de classe Cr, em M é um elemento maximal de U r(M).

3. Uma variedade diferenciável, de classe Cr, é um par (M, D), onde M é uma

variedade topológica e D é uma estrutura diferenciável de classe Cr em M.

Teorema 2.1.2 Seja M uma variedade topológica. Se A ∈ U r(M), então existe uma

única estrutura diferenciável Ã ∈ U r(M) tal que A ⊆ Ã.

Prova. Ver (6). �

Exemplo 2.1.3 • Para cada inteiro positivo n, o espaço Euclidiano R
n é uma n-

variedade diferenciável de classe C∞ com a estrutura determinada pela única carta

(Rn, IdRn).

• A esfera S
n com a topologia induzida do R

n+1 é uma variedade diferenciável de

dimensão n e de classe C∞.

Teorema 2.1.4 (Variedade Produto) Sejam M1, .., Mk variedades de dimensão n1, ..., nk

e classe Cr1 , ..., Crk , respetivamente. O espaço produto M = M1 × ... × Mk tem uma es-

trutura natural de variedade diferenciável, de dimensão n1 + ... + nk e classe Cr, onde

r = min{r1, .., rk}.

Prova Ver (6), página 29. �

Exemplo 2.1.5 (n-Toro) Para n positivo, o n-toro é o espaço produto T
n = S

1 × ...×S
1.

Pelo teorema anterior T
n é uma n-variedade diferenciável de classe C∞. O 2-toro é

chamado simplesmente de toro.

2.1.2 Aplicações diferenciáveis, subvariedades e fibrados.

Vamos definir aplicações diferenciáveis entre variedades. Seja Mm e Nn variedades

diferenciáveis e f : M −→ N . Dizemos que f é diferenciável, de classe Cr, r ≥ 1 se, para
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cada ponto p ∈ M , existem cartas (U, φ) em M , p ∈ U e (V, ψ) em N, com f(p) ∈ V , tais

que

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V )

é de classe Cr. Não é difícil provar que isto não depende da escolha das cartas.

Figura 2 – Aplicação diferenciável.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em particular, uma curva α : (−�, �) −→ M , é diferenciável se ψ ◦ α : (−�, �) −→
R

n é diferenciável, onde (ψ, U) é uma carta de M, com α(−�, �) ⊆ U . O vetor tangente a

α em p = α(0) é definido como o conjunto das curvas diferenciáveis β : (−�, �) −→ M tais

que β(0) = p e (ψ ◦ β)�(0) = (ψ ◦ α)�(0). Essa definição não depende da escolha da carta

(ψ, U). O espaço tangente a M em p, TpM , é o conjunto dos vetores tangentes a curvas

diferenciáveis passando por p. Segue- se que TpM tem uma estrutura natural de espaço

vetorial de dimensão m.

Se f : M −→ N é uma aplicação diferenciável entre variedades com f(p) = q,

definimos df : TpM −→ TqN como a aplicação que ao vetor tangente em p à curva

α : (−�, �) −→ M associa o vetor tangente em q à curva f ◦ α : (−�, �) −→ N . É fácil

ver que essa definição não depende da escolha da curva α e que dfp é uma transformação

linear.

Definição 2.1.6 Dizemos que uma aplicação f : M −→ N , de classe Cr, r ≥ 1, é

1. Imersão se dfp é injetora para todo p ∈ M.

2. Mergulho se é uma imersão injetora f : M −→ N que tenha uma inversa contínua

f−1 : f(M) −→ M.

Definição 2.1.7 (Subvariedade) Seja M uma variedade diferenciável. Uma subvari-

edade mergulhada de M é um subconjunto S ⊆ M que é uma variedade diferenciável

com a topologia induzida por M , e dotado de uma estrutura diferenciável com a qual a

inclusão i : S −→ M é uma imersão.

Definição 2.1.8 (Fibrado Tangente) Seja M uma variedade diferenciável. O fibrado

tangente de M é o espaço TM definido como a união disjunta dos espaços tangentes a M ,

TM =
�

p∈M

TpM =
�

p∈M

{p} × TpM = {(p, v) : p ∈ M, v ∈ TpM}.

Denotamos por π : TM :−→ M a aplicação, sobrejetora, definida por π(p, v) = p,

chamada projeção sobre M.

Teorema 2.1.9 Se M é uma variedade diferenciável, de classe Cr, r ≥ 1, e dimensão m,

então o fibrado tangente TM tem uma estrutura diferenciável natural, de classe Cr−1 e

dimensão 2m. Além disso, com essa estrutura π : TM −→ M é de classe Cr−1.

Prova. Ver (6). �

Definição 2.1.10 (Fibrado Cotangente) Seja M uma variedade diferenciável de di-

mensão m. Para cada p ∈ M , denotamos por T ∗
p M o espaço dual (TpM)∗, chamado
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espaço cotangente em p. Os elementos ω ∈ T ∗
p M são chamados covetores em p.

Dado um sistema de coordenadas (U, φ) em M , φ = (x1, .., xn), consideremos a base

coordenada Bφ = { ∂
∂1

, ..., ∂
∂m

} de TpM . A base de T ∗
p M , dual a Bφ é denotada por

B∗
φ = {dx1, ..., dxm}.

O fibrado cotangente de M é o espaço T ∗M definido como união disjunta dos

espaços cotangentes a M,

T ∗M =
�

p∈M

T ∗
p M =

�

p∈M

{p} × T ∗
p M = {(p, ω) : p ∈ M, ω ∈ T ∗

p M}.

A aplicação π∗ : T ∗M −→ M, tal que π(p, ω) = p, ∀(p, ω) ∈ T ∗M , é a projeção

natural definida no fibrado cotangente.

Teorema 2.1.11 O fibrado cotangente de uma variedade M de classe Cr e dimensão

m, tem uma estrutura de espaço topológico e de variedade diferenciável de classe Cr−1

e dimensão 2m. Além disso, a aplicação π∗ : T ∗M −→ M com essa estrutura é uma

aplicação de classe Cr−1.

Prova. Ver (6), página 276. �

2.1.3 Fluxos e órbitas

Definição 2.1.12 Uma aplicação X : M −→ TM diferenciável é dita um campo de

vetores em M se π ◦ X = IM . O conjunto dos campos de vetores de classe Cr em M é

denotado por X
r(M).

Definição 2.1.13 Uma curva integral de um campo X ∈ X
r(M) passando por um ponto

p ∈ M é uma aplicação de classe Cr+1 α : I −→ M, onde I é um intervalo contendo 0, tal

que α(0) = p e α�(t) = X(α(t)), para todo t ∈ I. A imagem da curva integral é chamada

de órbita ou trajetória.

Se f : M −→ N um difeomorfismo de classe Cr+1 e X ∈ X
r(M), então Y = f∗X,

definido por Y (q) = dfpX(p) com q = f(p) é um campo de classe Cr, pois f∗X =

dfp ◦ X ◦ f−1. Se α : I −→ M é uma curva integral de X, então f ◦ α : I −→ N é uma

curva integral de Y. Em particular, f leva trajetória de X em trajetória de Y. Assim, se

φ : U −→ Ũ ⊆ R
n é uma carta local, Y = φ∗X é um campo de classe Cr em Ũ . Com

essas considerações, os teoremas locais sobre existência, unicidade e diferenciabilidade de

soluções estendem-se a campos em variedades.

Definição 2.1.14 (Fluxos) Dado um campo vetorial X ∈ X
r(M), um fluxo local de

X, de classe Cr, é uma aplicação ψ : D = {(t, p) ∈ R × M : t ∈ Ip} −→ M , tal que

ψ(0, p) = p e ψ�(t, p) = X(ψ(t, p)). Se D = R× M dizemos que ψ é um fluxo global de X.
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Teorema 2.1.15 Seja M uma variedade compacta e X ∈ X
r(M). Existe em M um fluxo

global de classe Cr para X.

Prova. Ver (7), página 23. �

Corolario 2.1.16 Sejam X ∈ X
r(M) e ψ : R×M −→ M o fluxo de X. Para cada t ∈ R,

a aplicação Xt : M −→ M , Xt(p) = ψ(t, p), é um difeomorfismo de classe Cr. Além disso,

X0 =identidade, Xt+s = Xt ◦ Xs para todo t, s ∈ R.

Prova. Ver (7), página 23. �

Sejam X ∈ X
r(M) e Xt, t ∈ R o fluxo de X. A órbita de X por p ∈ M é o

conjunto o(p) = {Xt(p) : t ∈ R}. se X(p) = 0, a órbita de p se reduz a p. Nesse caso

dizemos que p é uma singularidade de X.
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2.2 HOMOTOPIAS

2.2.1 Definição de homotopia e exemplos

Definição 2.2.1 Sejam X, Y dois espaços topológicos. Duas aplicações contínuas f, g :

X −→ Y dizem-se homotópicas se existe outra aplicação

H : X × [0, 1] −→ Y

tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X. A aplicação H é chamada de Homoto-

pia entre f e g. Nós usamos a notação f � g ou H : f � g.

Para cada t ∈ [0, 1], a homotopia H : f � g. define uma aplicação contínua

Ht : X −→ Y , com Ht(x) = H(t, x). Assim, nós podemos pensar uma homotopia como

uma família (Ht)t∈[0,1] de aplicações continuas de X em Y . Onde H0 = f e H1 = g; ou

seja, a família (Ht)t∈[0,1] começa em f e termina em g.

Exemplo 2.2.2 .

• Seja Y ⊆ E, onde E é um espaço normado. dadas f, g : X −→ Y , suponha que

para cada x ∈ X, o segmento [f(x), g(x)] está contido em Y . Então f � g. Com

efeito, é suficiente definir H(t, x) = (1 − t)f(x) + tg(x). Esta homotopia é chamada

de homotopia linear.

• Quaisquer dois aplicações f, g : X −→ Y , com Y um espaço normado, são homotó-

picas. Isto é verdade pelo item anterior e porque todo espaço normado é convexo.

• Para n par, a aplicação antípoda h : Sn −→ S
n, h(x) = −x não é homotópica à

aplicação identidade. Ver (8), página 8.

Proposição 2.2.3 Sejam X, Y dois espaços topológicos. A relação de homotopia f � g

é uma relação de equivalência no conjunto das funções contínuas de X em Y .

Prova. Ver (8), página 5. �

A classe de equivalência da relação de homotopia é chamada de classe de homo-

topia. A classe de homotopia de uma função f : X −→ Y é denotada por [f ].

Proposição 2.2.4 Sejam f, f � : X −→ Y e g, g� : Y −→ Z aplicações continuas. Se

f � f � e g � g� então g ◦ f = g� ◦ f �. É dizer, a composição preserva homotopias.

Prova. Ver (8), página 6. �

Uma aplicação f : X −→ Y é chamada de equivalência homotópica quando

existe uma aplicação contínua g : Y −→ X tal que f ◦ g � idY e g ◦ f � idX . Quando isto
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acontece, nós dizemos que g é a inversa homotópica de f e que os espaços topológicos

X e Y têm o mesmo tipo de homotopia. Nesse caso, escrevemos X ≡ Y ou f : X ≡ Y .

Esta relação é uma relação de equivalência.

Exemplo 2.2.5 A esfera unitária S
n tem o mesmo tipo de homotopia de R

n+1 \ {0}.

Com efeito, considere a aplicação inclusão i : Sn −→ R
n+1, i(x) = x, e a projeção radial

r : Rn+1 \ {0} −→ S
n, r(y) = y

|y|
. Nós temos r ◦ i = idSn.

Agora vamos considerar um caso particular de homotopias, a homotopia por

caminhos.

Seja I = [0, 1]. Nós dizemos que dois caminhos a, b : I −→ X são homotópicos com

pontos fixos se existe uma aplicação contínua H : I × I −→ X tal que

H(s, 0) = a(s), H(s, 1) = b(s),

H(0, t) = a(0) = b(0),

H(1, t) = a(1) = b(1),

para todo s, t ∈ I.

Figura 3 – Homotopia por caminhos com pontos fixos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em particular, os caminhos fechados a, b : I −→ X são homotópicos quando existe

uma aplicação contínua H : I × I −→ X tal que, tomando a(0) = a(1) = x0 ∈ X, temos

H(s, 0) = a(s), H(s, 1) = b(s), H(0, t) = H(1, t) = x0

para cada s, t ∈ I.
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Figura 4 – Homotopia de caminhos fechados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.6 Considere um subconjunto convexo X de um espaço vetorial normado.

Se a, b : I −→ X são caminhos que têm o mesmo ponto final, então a � b . É suficiente

considerar a homotopia linear H : I × I −→ X, H(s, t) = (1 − t) a(s) + t b(s).

2.2.2 O grupo fundamental

Sejam a, b : I −→ X caminhos tais que a(1) = b(0). Isto é, o final de a coincide

com o início de b. O produto ab é o caminho ab : I −→ X definido por







a(2s) se s ∈ [0, 1
2
]

b(2s − 1) se s ∈ [ 1
2
, 1].

Figura 5 – Produto de caminhos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O caminho inverso de a : I −→ X, é por definição, o caminho a−1 : I −→ X

dado por

a−1(s) = a(1 − s), ∀s ∈ [0, 1].
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Nós vamos denotar por ex o caminho constante, tal que ex(s) = x para cada

s ∈ [0, 1]. Sua classe de homotopia é denotada por �x = [ex].

Dado um espaço topológico X, o conjunto dos caminhos em X munido com o

produto de caminhos não tem uma estrutura de grupo. [Ver (8), página 29]. Não obstante,

podemos obter uma estrutura de grupo considerando as classes de homotopia. Indo nessa

direção apresentamos o seguinte resultado, no caso em que a(1) = b(0).

Proposição 2.2.7 Se a � a�, b � b�, então ab � a�b� e a−1 � (a�)−1.

Prova. Ver (8), página 30. �

Num espaço topológico X, considere a classe de homotopia α de um caminho que

tem origem no ponto x ∈ X e final no ponto y ∈ X, junto com a classe de homotopia β

de um caminho que tem origem no ponto y ∈ X e final no ponto z ∈ X. Nós definimos

o produto αβ = [ab], em que a ∈ α e b ∈ β. Por definição, [a][b] = [ab]. Pela proposição

anterior, o produto αβ não depende da escolha dos representantes, isto é, o produto está

bem definido.

De forma similar, nós definimos α−1 = [a−1], onde a ∈ α. . A classe α−1 é chamada

de inverso de α.

A seguinte proposição nos dá a estrutura que procuramos.

Proposição 2.2.8 Considere os caminhos a, b, c : I −→ X tais que cada um deles começa

no ponto onde o outro termina. seja α = [a], β = [b], γ = [c] suas classes de homotopia,

x = a(0), y = a(1), e ex, ey os caminhos constantes nesses pontos. Se �x = [ex], �y = [ey].

Nós temos:

1. αα−1 = �x;

2. α−1α = �y;

3. �xα = α = α�y;

4. (αβ)γ = α(βγ).

Prova. Ver (8), página 32. �

Num espaço topológico X, o conjunto das classes de homotopias com extremos

fixados, munido com o produto antes definido, é chamado de grupóide fundamental

de X e é denotado por Π(X).

Consideremos o par (X, x0), onde x0 ∈ X é chamado de ponto base do espaço

topológico X. O caminho fechado a : (I, ∂I) −→ (X, x0) é chamado de caminho fechado

baseado no ponto x0. As homotopias que nós vamos considerar vão ser relativas a ∂I.
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Pela Proposição 2.2.8, o subconjunto π1(X, x0) do grupóide fundamental de um

espaço topológico X que consiste das classe de homotopias de caminhos fechados baseados

em x0, é um grupo. Ele é chamado de grupo fundamental do espaço topológico X

baseado no ponto x0

Proposição 2.2.9 Se x0 e x1 são pontos de uma mesma componente conexa por caminhos

de X, então π1(X, x0) e π1(X, x1) são isomorfos.

Prova. Ver (8), página 33. �

Corolario 2.2.10 Se X é um espaço topológico conexo por caminhos, então π1(X, x0) e

π1(X, x1) são isomorfos para quaisquer x0, x1 ∈ X.

Proposição 2.2.11 Se dois espaços topológicos conexos por caminhos X, Y têm o mesmo

tipo de homotopia, então seus grupos fundamentais são isomorfos.

Prova. Ver (8), página 39. �

Em virtude da Proposição 2.2.11, nos espaços conexos por caminhos podemos falar

do grupo fundamental do espaço sem fazer menção do ponto base.

Definição 2.2.12 Nós dizemos que um espaço topológico X é contrátil quando ele tem o

tipo de homotopia de um ponto.

Corolario 2.2.13 O grupo fundamental de um espaço contrátil tem um único elemento.

Prova. Segue-se da Proposição 2.2.11. �

Proposição 2.2.14 O grupo fundamental de um produto cartesiano X × Y é isomorfo

ao produto cartesiano dos grupos fundamentais de X e Y .

Prova. Ver (8), página 45. �

2.2.3 Conjuntos simplesmente conexos

Chegamos a uma das definições principais da seção.

Definição 2.2.15 Um espaço topológico diz-se que é simplesmente conexo se X é

conexo por caminhos e π1(X, x0) = {0} para cada x0 ∈ X.
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Exemplo 2.2.16 Os seguintes são espaços simplesmente conexos

• Os espaços contráteis;

• Os espaços R
n, n ≥ 1.

Proposição 2.2.17 Se n ≥ 2, a esfera S
n é simplesmente conexa.

Prova Ver (8), página 43. �

Exemplo 2.2.18 Se n ≥ 3, Rn \ {0} é simplesmente conexo. De fato, Rn \ {0} tem o

mesmo tipo de homotopia de S
n−1.

Proposição 2.2.19 O grupo fundamental do círculo S
1 é isomorfo ao grupo aditivo Z

dos inteiros.

Prova. Ver (8), página 57. �

Corolario 2.2.20 O grupo fundamental do toro T
2 = S

1 ×S
1 é isomorfo ao grupo aditivo

Z × Z.

Prova: Segue-se da Proposição 2.2.14 e a Proposição 2.2.19. �

Por último, uma das definições mais importantes da seção.

Definição 2.2.21 (Espaços e aplicações de recobrimento) Sejam X e X̃ espaços

topológicos. Uma aplicação ρ : X̃ −→ X é chamada de aplicação de recobrimento se

para cada x ∈ X, existe um aberto contendo x tal que

ρ−1(V ) =
�

α∈I

Uα

é união de conjuntos disjuntos dois a dois Uα tais que, para cada α, a restrição

ρ|Uα
: Uα −→ V é um homeomorfismo. O espaço X̃ é chamado de espaço de recobri-

mento de X, o conjunto ρ−1(x) é chamado de fibra sobre x. Às vezes, X é chamado

de base do recobrimento.

Observação 2.2.22 Às vezes nós só vamos nos referir ao espaço X̃, omitindo a aplicação

ρ : X̃ −→ X, quando falamos do espaço de recobrimento de um espaço X.
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Figura 6 – Aplicação de recobrimento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.23 A aplicação ρ : R −→ S
1 dada por

ρ(x) = (cos2πx, sen2πx)

é uma aplicação de recobrimento. Podemos representar p como a aplicação que envolve a

reta real R em torno do círculo S
1 e, no processo, aplica cada intervalo [n, n + 1] sobre S

1.

Exemplo 2.2.24 A aplicação produto ρ × ρ : R × R −→ S
1 × S

1 = T
2 é uma cobertura

do toro pelo plano R
2, onde ρ é a aplicação de recobrimento do exemplo anterior.

A prova desse fato é feita em (9), página 385.

Definição 2.2.25 Seja X um espaço topológico conexo por caminhos. Dizemos que um

recobrimento X̃ de X é um recobrimento universal, se X̃ é simplesmente conexo.

Teorema 2.2.26 Dois recobrimentos universais de um espaço topológico X são homeo-

morfos.

Prova. Ver (8). �

Observação 2.2.27 Pelo teorema anterior, em caso de existir um recobrimento universal,

nós dizemos que ele é o recobrimento universal de X.

Exemplo 2.2.28 O espaço Euclidiano R
2 é o recobrimento universal do toro T

2.
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3 DINÂMICA LAGRANGIANA E HAMILTONIANA

Neste capítulo vamos dar as definições e resultados básicos da dinâmica Lagran-

giana e Hamiltoniana tomando como principais referências (2), (4), (10). Na seção de

Hamiltonianos, nós vamos usar alguns conceitos e resultados de cálculo sobre formas

diferenciáveis. Nessa parte, as referências aconselhadas são (6) e (11).

3.1 LAGRANGIANOS

Definição 3.1.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta e co-

nexa. Um Lagrangiano em M é uma aplicação contínua L : TM −→ R.

Definição 3.1.2 Nós dizemos que L é um Lagrangiano de Tonelli de classe Cr, r ≥ 2,

se satisfaz:

1. Convexidade: O Hessiano
∂2L

∂vi∂vj

calculado em coordenadas lineares sobre a fibra TpM , é uniformemente positivo

definido para todo (p, v) ∈ TM , ou seja, existe A > 0 de modo que w ·Lvv(p, v) ·w ≥
A ||w||2p para todo (p, v) ∈ TM e w ∈ TpM .

2. Superlinearidade:

lim||v||p→∞

L(p, v)
||v||p

= +∞

uniformemente em p ∈ M .

Observação 3.1.3 .

• A seguinte é uma condição equivalente à condição (2) acima: Para todo A > 0 existe

B > 0 tal que L(p, v) ≥ A ||v||p − B, para todos (p, v) ∈ TM .

Com efeito, se A ∈ R, pela hipótese existe B0 > 0 tal que,

L(p, v) ≥ A||v||p, se ||v||p > B0. (∗)

Seja R = min||v||p≤B0
L(p, v), R existe pois M é compacta e L é contínua. Vamos

tomar B = AB0 + |R|.

– Se ||v||p > B0, por (∗), L(p, v) ≥ A||v||p ≥ A|v| − B.

– Se ||v||p ≤ B0, como L(p, v) ≥ −|R| e A(||v||p − B0) ≤ 0 temos,

L(p, v) ≥ A||v||p − AB0 − |R| = A||v||p − B.
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Reciprocamente, seja A > 0. Por hipótese, existe B0 > 0 tal que

L(p, v)
||v||p

≥ 2A − B0

||v||p
se v �= 0.

Se tomamos os v ∈ TxM tais que ||v||p ≥ B0

A
obtemos

L(p, v)
||v||p

≥ A e pela arbitrarie-

dade de A obtemos

lim
||v||p→+∞

L(p, v)
||v||p

= +∞.

�

• A partir de agora nós vamos considerar L como um Lagrangiano de Tonelli de classe

C2 pelo menos.

Definição 3.1.4 Seja γ : [0, T ] −→ M uma curva diferenciável e absolutamente contínua.

A ação de γ é definida por

AL(γ) =
� T

0
L(γ(t), γ̇(t)) dt

Um dos problemas principais do cálculo variacional é encontrar as curvas que

minimizam a ação. Vamos denotar Ck(q1, q2; T ) o conjunto das curvas CK-diferenciáveis

tais que γ(0) = q1 e γ(T ) = q2.

A equação de Euler-Lagrange associada a L (em coordenadas locais) é

∂L

∂x
(x, ẋ) =

d

dt

∂L

∂v
(x, ẋ)

Teorema 3.1.5 Se a curva x ∈ Ck(q1, q2; T ) é um ponto crítico da ação funcional sobre

Ck(q1, q2; T ), então x satisfaz a equação de Euler-Lagrange

d

dt
Lv(x(t), ẋ(t)) = Lx(x(t), ẋ(t))

em coordenadas locais. Consequentemente, esta equação não depende do sistema de

coordenadas.

Prova: Vamos escolher um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) sobre x(t). Seja h(t) uma

curva diferenciável tal que h(0) = h(T ) = 0. Então para cada � suficientemente pequeno a

nova curva Y� = x + �h ∈ Ck(q1, q2; T ) está contida no sistema de coordenadas. Seja

g(�) = AL(y�)
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definida numa vizinhança pequena do zero. Nossa hipótese é equivalente a dizer que a

função g tem um mínimo no zero e, portanto,

lim
�→0

g(�) − g(0)
�

= lim
�→0

� T

0

L(x + �h, ẋ + �ḣ) − L(x, ẋ)
�

dt

= lim
�→0

� T

0

�Lxh + �Lvḣ + o(e)
�

dt

= lim
�→0

� T

0
(Lxh + Lvḣ) dt

= lim
�→0

� T

0
[(Lx − d

dt
Lv)h + (

d

dt
Lvh + Lvḣ)] dt

= lim
�→0

� T

0
[(Lx − d

dt
Lv)h +

d

dt
(Lvh)] dt

= lim
�→0

� T

0
(Lx − d

dt
Lv)h dt + Lvh|T0

= lim
�→0

� T

0
(Lx − d

dt
Lv)h dt.

Assim,

0 = lim
�→0

� T

0
(Lx − d

dt
Lv)h dt

para qualquer h ∈ Ck(0, 0; T ). Isto vai implicar d
dt

Lv(x(t), ẋ(t)) = Lx(x(t), ẋ(t)). �

Definição 3.1.6 A equação de Euler-Lagrange é uma equação diferencial de segunda

ordem sobre M , mas a convexidade do Lagrangiano L implica que ela pode ser vista como

uma equação de primeira ordem sobre TM.

Fazendo a mudança ẋ = v e usando a regra da cadeia,

∂L

∂x
(x, v) =

d

dt

∂L

∂v
(x, v) =

∂2L

∂x∂v
(x, v) v +

∂2L

∂v2
(x, v) v̇

Como L é convexo, o operador ∂2L
∂v2 (x, v) é invertível. Assim,

v̇ =

�

∂2L

∂v2
(x, v)

�−1 �

∂L

∂x
(x, v) − ∂2L

∂x∂v
(x, v) v

�

O campo que define a equação diferencial

ẋ =v

v̇ =

�

∂2L

∂v2
(x, v)

�−1 �

∂L

∂x
(x, v) − ∂2L

∂x∂v
(x, v) v

�

é dito campo de Euler-Lagrange e é denotado por XL e seu fluxo, o Fluxo Lagran-

giano, é denotado por φL
t .
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Observação 3.1.7 Para garantir a existência do Fluxo Lagrangiano, o campo XL deveria

ter pelo menos classe de diferenciabilidade C1. Vamos ver que é suficiente que L seja de

classe C2 (Corolário 3.3.8).

A Função Energia do Lagrangiano L é E : TM −→ R é definida por

E(x, v) =
∂L

∂v
(x, v) · v − L(x, v).

Observe que se x(t) é uma solução da equação de Euler-Lagrange, então

d

dt
E(x, ẋ) =

�

d

dt
Lv − Lx

�

· ẋ = 0.

Então E : TM −→ R é uma integral (aplicação invariante) pelo fluxo de Euler-Lagrange

φL
t e seus conjuntos de nível, chamados de níveis de energia são invariantes sob φL

t .

Notemos que pela condição de convexidade de L existe A > 0 tal que

d

ds
E(x, sv) = v · Lvv(x, sv) · v + Lv(x, sv) · v − Lv(x, sv) · v = v · Lvv(x, sv) · v ≥ s A ||v||2x.

Logo,

E(x, v) =E(x, 0) +
� ||v||x

0

d

ds
E

�

x, s
v

||v||x

�

ds

≥E1 +
� ||v||x

0
s Ads

≥E1 +
1
2

A||v||2x (**)

onde E1 = min{E(x, 0) : x ∈ M}, o qual existe e é finito, pois M é compacta.

Teorema 3.1.8 O Fluxo Lagrangiano é completo.

Prova: Seja x0 ∈ TM . Suponha que o intervalo maximal da solução φL
t (x0) é (a, b). Como

E é invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange, existe k ∈ R tal que E(φL
t (x0)) = k, ∀t ∈

(a, b). Como φL
t (x0) tem a forma (γ(t), γ̇(t)), por (**) temos que

||γ̇(t)||γ(t) ≤
�

2(k − E1), ∀t ∈ (a, b).

Logo, φL
t (x0) está contido no conjunto compacto

{(x, v) ∈ TM : ||v||x ≤
�

2(k − E1)}.

Isto implica, pela teoria de equações diferenciais, que (a, b) = R. �
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3.2 HAMILTONIANOS

Seja M uma variedade diferenciável de classe C∞, denotemos por π∗ : T ∗M −→ M

a projeção canônica no fibrado cotangente e dπ : TT ∗M −→ TM sua derivada. Nós

vamos definir a 1-forma de Liouville, α, que leva (x, p) ∈ T ∗M na aplicação linear

α(x,p) : T(x,p)(T ∗M) −→ R da forma seguinte:

α(x,p)(ξ) = p[d(x,p)π
∗(ξ)], ∀ξ ∈ T(x,p)(T ∗M).

Esta aplicação está bem definida porque d(x,p)π
∗ : T(x,p)(T ∗M) −→ TxM e p :

TxM −→ R.

Uma carta local (x1, ..., xn) de M induz uma carta local em T ∗M da forma

(x1, ..., xn, p1, ..., pn), tal que para cada (x, p) ∈ T ∗M , temos p(x) =
�n

i=1 pi(x)dxi. Como

π∗(x, p) = x, segue-se que nessas coordenadas

α(x,p) =
�n

i=1 pidxi. (*)

Em particular, α é de classe C∞.

Definição 3.2.1 A forma simplética canônica em T ∗M é definida por Ω = −dα.

Lema 3.2.2 A forma simplética canônica tem as seguintes propriedades:

1. Numa carta local (x1, ..., xn, p1, ..., pn), tem a forma

Ω(x,p) =
n�

i=1

dxi ∧ dpi

2. É fechada.

3. É não-degenerada.

Prova:

(1) Segue de (*).

(2) Por definição, dΩ = d(−dα) = −d2α = 0.

(3) Vamos provar que Ω(x,p)(ξ, ·) �= 0 se ξ ∈ T(x,p)(T ∗M) é não nulo.

Com efeito, em coordenadas locais temos

ξ =
n�

i=1

Xi

∂

∂xi

+
n�

i=1

Pi

∂

∂pi

.

Assim, Ω(x,p)(ξ, ·) =
�n

i=1 Xidpi − �n
i=1 Pidxi. Portanto, Ω(x,p)(ξ, ·) = 0 implica que

Xi = Pi = 0, isto é, ξ = 0. �



29

Definição 3.2.3 Uma estrutura simplética (2-forma simplética) numa variedade Ck-

diferenciável N é uma 2-forma, Ck-diferenciável e fechada ω definida sobre N tal que,

para cada x ∈ N , ωx : TxN × TxN −→ R é não degenerada. O par (N, ω) é dito uma

variedade simplética.

Como um exemplo simples de variedade simplética, citamos (R2n, α), em que R
2n

com coordenadas (x1, ..., xn, p1, ..., pn) e α(x,p) =
�n

i=1 dxi ∧ dpi.

Teorema 3.2.4 (T ∗M, Ω) é uma variedade simplética, em que Ω é a forma simplética

canônica em T ∗M .

Prova: Segue-se do Lema 3.2.2. �

Um Hamiltoniano Cr definido em uma variedade simplética (N, Ω) é uma aplica-

ção H : N −→ R de classe Cr, r ≥ 2.

Nós vamos considerar somente os Hamiltonianos definidos no fibrado cotangente.

O campo Hamiltoniano XH associado a H é definido por

Ω(XH , ·) = dH(·).

Como H é de classe Cr e Ω é de classe C∞, temos que XH é de classe Cr−1. Se

r ≥ 2, podemos garantir a existência do fluxo local associado a XH . Este último é chamado

de Fluxo Hamiltoniano e é denotado por φH
t .

Em coordenadas locais, o campo Hamiltoniano define o sistema de equações

diferenciais parciais

ẋ =Hp

ṗ = − Hx

onde Hp e Hx são as derivadas parciais de H com relação a p e x. Seja (x(t), p(t)) uma

curva integral do campo Hamiltoniano.

d

dt
H(x(t), p(t)) = (Hx ẋ + Hp ṗ) = 0.

E daí, H é invariante pelo Fluxo Hamiltoniano φH
t . O Fluxo Hamiltoniano preserva a

forma simplética, (φH
t )∗

Ω = Ω.

Com efeito, por definição d
dt

[(φH
t )∗

Ω] = LXH
Ω, onde LXH

Ω é a derivada de Lie de

Ω ao logo de XH . Por outro lado, usando a fórmula de Cartan (ver (11, p. 74) temos

LXH
Ω =iXH

dΩ + diXH
Ω

=iXH
(0) + dΩ(XH , ·)

=0
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em que iXω = ω(X, ·), e daí d
dt

[(φH
t )∗

Ω] = 0. Por último, como (φH
0 )∗

Ω) = Ω, obtemos

(φH
t )∗

Ω) = Ω.

3.3 A TRANSFORMADA DE LEGENDRE

Nós vamos trabalhar com Hamiltonianos da forma

H(x, p) = sup
v∈TxM

{pv − L(x, v)}.

Esta forma particular de H é obtida considerando a transformada de Fenchel de L

(ver (2, p. 11), O que nos permite herdar propriedades importantes do Lagrangiano tais

como superlinearidade e convexidade.

Teorema 3.3.1 O Hamiltoniano H é convexo e superlinear.

Prova: Ver (4), página 13. �

Observação 3.3.2 Como L é superlinear e p é limitada

pv

||v||x
− L(x, v)

||v||x
−→ −∞ quando ||v||x −→ ∞

E daí pv − L(x, v) −→ −∞ quando ||v||x −→ ∞ e o máximo em v será atingido num

compacto de TxM . Isto implica

H(x, p) = max
v∈TxM

{pv − L(x, v)}.

Lema 3.3.3 H(x, p) = pv0 − L(x, v0) se, e somente se, p = Lv(x, v0) para algum v0 ∈
TxM .

Prova: Seja (x, p) ∈ T ∗M e suponhamos que H(x, p) = pv0 − L(x, v0), para algum

v0 ∈ TxM . Pela definição de H, para qualquer outro v1 ∈ Tx

H(x, p) ≥ pv1 − L(x, v1)

⇒ pv1 ≤ H(x, p) + L(x, v1)

⇒ pv1 ≤ L(x, v1) − L(x, v0) + pv0

⇒ p(v1 − v0) ≤ L(x, v1) − L(x, v0)

Tomemos v1 = v0 + �w, se � > 0

pw ≤ L(x, v0 + �w) − L(x, v0)
�

−→ Lv(x, v0)w quando � −→ 0.
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Portanto, pw ≤ Lv(x, v0)w. Analogamente, tomando � < 0, obtemos pw ≥ Lv(x, v0)w.

Então p = Lv(x, v0).

Reciprocamente, pela convexidade de L obtemos

L(x, v) − L(x, v0) ≥Lv(x, v0)(v − v0)

⇒ Lv(x, v0)v0 − L(x, v0) ≥Lv(x, v0)v − L(x, v)

Esta inequação é válida para cada v ∈ TxM . Assim,

Lv(x, v0)v0 − L(x, v0) ≥ H(x, Lv(x, v0)).

E daí,

Lv(x, v0)v0 − L(x, v0) = H(x, Lv(x, v0)).

�

Definição 3.3.4 A transformada de Legendre é a aplicação L : TM −→ T ∗M tal

que

L(x, v) = (x, Lv(x, v)).

Observação 3.3.5 Notemos que, pelo lema anterior,

E = H ◦ L.

Com efeito, seja (x, v) ∈ TM .

H(L(x, v)) = H(x, Lv(x, v) = Lv(x, v)v − L(x, v) = E(x, v)

�

O seguinte é o resultado principal do capítulo que relaciona as dinâmicas Lagrangianas e

Hamiltonianas.

Teorema 3.3.6 A transformada de Legendre L é uma conjugação entre o Fluxo Lagran-

giano φL
t e o Fluxo Hamiltoniano φH

t .

Prova:

L é um difeomorfismo de classe Cr−1: Em coordenadas locais, temos

DL(x, v) =




In 0

Lvx(x, v) Lvv(x, v)



 .

Pela convexidade de L, o operador Lvv(x, v) é invertível e, portanto, DL(x, v) é um

isomorfismo. Em virtude do teorema da função inversa, L é um difeomorfismo local.

Vamos provar que DL é injetiva. Se Lv(x, u) = Lv(x, w), definimos ξ por

ξ(t) = Lv(x, tu + (1 − t)w)(u − w).
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Pelo Teorema do Valor Médio,

0 = ξ(1) − ξ(0) = (u − w)Lvv(u∗)(u − w).

Da convexidade de L, u = w. Por último, L é sobrejetora. Com efeito, se (x, p) ∈ T ∗M ,

existe v ∈ TxM tal que H(x, p) = pv − L(x, v) e pelo Lema 3.3.3, p = Lv(x, v). Daí,

(x, p) = L(x, v).

L é uma conjugação entre φL
t e φH

t : Se (x, p) = (x, Lv(x, v)). Pelo Lema 3.3.3,

Hp(x, p) = v. Além disso,

H(x, p) = p · Hp(x, p) − L(x, Hp(x, p)).

Derivando com relação a x,

Hx(x, p) = −Lx(x, v).

Pela equação de Euler-Lagrange,

ṗ = − Hx(x, p) = Lx(x, v) =
d

dt
Lv(x, v)

ẋ =v = Hp(x, p).

Portanto,

DL · XL =




In 0

Lvx Lvv








v

Lvv
−1(Lx − Lvxv)



 =




v

Lx



 .

E assim,

DL · XL(x, v) = XH(L(x, v))

Por definição do fluxo, XH = d
dt

φH
t e XL = d

dt
φL

t . Daí, d
dt

(φH
t ◦ L) = d

dt
(L ◦ φL

t ) e, por

último, L ◦ φL
t = φH

t ◦ L. �

Corolario 3.3.7 O Fluxo Hamiltoniano é completo.

Prova: O Fluxo Lagrangiano é completo e conjugado ao Fluxo Hamiltoniano. �

Corolario 3.3.8 O Fluxo Lagrangiano é de classe Cr−1. Em particular, se r = 2, o Fluxo

Lagrangiano está bem definido.

Prova: Seguindo a demostração do teorema anterior, temos que L−1 ◦ φH
t ◦ L é de classe

Cr−1 e
d

dt
(L−1 ◦ φH

t ◦ L) = DL−1 ◦ XH ◦ L = XL.

Daí, mesmo que r=2, temos que o fluxo Lagrangiano existe e

φL
t = L−1 ◦ φH

t ◦ L.

�



33

Exemplo 3.3.9 Vamos apresentar alguns exemplos básicos de Lagrangianos.

O Lagrangiano Riemanniano: Dada uma métrica Riemanniana g = �·, ·�x sobre TM ,

o Lagrangiano Riemanniano sobre M é dado pela energia cinética

L(x, v) =
1
2

||v||x
2.

A equação de Euler-Lagrange é dada pela equação geodésica de g:

Dt ẋ = 0.

E o Fluxo Lagrangiano é o Fluxo Geodésico. Seu correspondente Hamiltoniano é

H(x, p) =
1
2

||p||x
2.

O Lagrangiano Mecânico: Também chamado Lagrangiano natural, o Lagrangiano

mecânico é a energia cinética menos o potencial U : M −→ R,

L(x, v) =
1
2

||v||x
2 − U(x).

A equação de Euler-Lagrange é dada pela equação:

Dt ẋ = −∇U(x),

em que Dt é a derivada covariante e ∇U é o gradiente de U em relação à métrica

Riemanniana g, ou seja,

dxU · v = �∇U(x), v�x.

A Função Energia e o Hamiltoniano estão dados por

E(x, v) =
1
2

||v||2x + U(x),

H(x, p) =
1
2

||p||2x + U(x).

Teorema 3.3.10 Se L : TM −→ R é um Lagrangiano, seja L̂ = L + ω, onde ω é uma 1-

forma diferenciável fechada. Então L e L̂ têm o mesmo fluxo de Euler-Lagrange.

Prova. Passando a coordenadas locais temos

ωxẋ =
n�

i=1

ωiẋ
i.

Observe que para cada k ∈ {1, ..., n} obtemos
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d

dt

∂(L − L̂)
∂ẋk

=
n�

i=1

∂ωk

∂xi
ẋi,

∂(L − L̂)
∂xk

=
n�

i=1

∂ωj

∂xk
ẋi.

Portanto,
d

dt

∂(L − L̂)
∂ẋk

− ∂(L − L̂)
∂xk

=
n�

i=1

�

∂ωk

∂xi
− ∂ωj

∂xk

�

ẋi.

Como ω é fechada, o termo ∂ωk

∂xi − ∂ωj

∂xk é zero para todo i, k ∈ {1, 2, ..., n}. Portanto,

as equações de Euler-Lagrange de L e L̂ são as mesmas. �

O Lagrangiano Magnético Generalizado: Para g = �·, ·�x a métrica Riemanniana,

ω uma 1-forma não-fechada, ou seja, dω �= 0, e U : M −→ R uma aplicação suave, o

Lagrangiano magnético generalizado é da forma

L(x, v) =
1
2

||v||2x + ωx(v) + U(x).

A equação de Euler-Lagrange é dada pela equação

Dtγ
� = ∇U(γ) + Y(γ)(γ�) (∗),

em que ∇U : M → TM é o campo gradiente de U, ou seja, o único campo vetorial tal que

gx(∇U(x), v) = dxU(v), ∀(x, v) ∈ TM,

e Y : TM → TM é o homomorfismo do fibrado tangente tal que

dωx(u, v) = gx(Yx(u), v), ∀x ∈ M , ∀u, v ∈ TxM.

O operador Y é chamado de Força de Lorentz. As soluções da equação de

Euler-Lagrange de um Lagrangiano Magnético Generalizado são chamadas de geodésicas

magnéticas.

Neste texto, algumas vezes omitiremos a palavra "generalizado"da expressão "La-

grangiano magnético generalizado".

A Função Energia é a mesma do Lagrangiano mecânico, mas o Hamiltoniano

associado muda:

E(x, v) =
1
2

||v||2x − U(x),

H(x, p) =
1
2

||p − ωx||2x − U(x).

Vamos provar que a equação de Euler-Lagrange do Lagrangiano magnético tem de

fato a forma de (*).
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Suponhamos dimM = 2 e seja γ : [a, b] → M uma curva e (V, φ) um sistema de

coordenadas com γ(t) ∈ V, ∀t ∈ [a, b]. Seja Bφ = {∂x1, ∂x2} o referencial móvel associado

ao sistema de coordenadas e

gij(p) = gp(∂xi(p), ∂xj(p)), i, j = 1, 2

ωi(p) = ωp(∂xi(p)), i = 1, 2,

os coeficientes de g e ω respetivamente no sistema de coordenadas. Se α(t) = φ(γ(t)) =

(u1(t), u2(t)) para t ∈ [a, b], temos que

γ�(t) =
2�

i=1

u̇i(t)∂xi(γ(t)).

Com estas considerações, temos

L(γ, γ�) =
1
2

2�

i,j=1

giju̇
iu̇j + U(γ) +

2�

i=1

ωiu̇
i.

Supondo que a curva γ é uma solução da equação de Euler-Lagrange

∂L

∂u̇k
=

2�

j=1

gkju̇
j + ωk

d

dt

∂L

∂u̇k
=

2�

i,j=1

∂gjk

∂ui
u̇ju̇i +

2�

j=1

gkjü
j +

2�

j=1

∂ωk

∂uj
u̇j.

Reorganizando os índices, temos

d

dt

∂L

∂u̇k
=

1
2

2�

i,j=1

∂gjk

∂ui
u̇iu̇j +

2�

i,j=1

1
2

∂gki

∂uj
u̇iu̇j +

2�

j=1

gkjü
j +

2�

j=1

∂ωk

∂uj
u̇j.

Por outro lado,

∂L

∂uk
=

1
2

2�

j=1

∂gij

∂uk
u̇iu̇j +

∂U(φ−1)
∂uk

(φ(γ)) +
2�

j=1

∂ωj

∂uk
u̇j

∂L

∂uk
=

1
2

2�

i,j=1

∂gij

∂uk
u̇iu̇j + ∂xkU(γ) +

2�

j=1

∂ωj

∂uk
u̇j.

Comparando as igualdades

�2
j=1 gkjü

j = 1
2
{

�2
i,j=1

∂gij

∂uk u̇iu̇j − �2
i,j=1

∂gjk

∂ui u̇iu̇j − �2
i,j=1

∂gki

∂uj u̇iu̇j} + ∂xkU(γ)

+
�2

j=1{ ∂ωj

∂uk − ∂ωk

∂uj }u̇j

= −1
2

�2
j=1{

∂gjk

∂ui − ∂gij

∂uk + ∂gki

∂uj }u̇iu̇j + ∂xkU(γ) +
�2

j=1{ ∂ωj

∂uk − ∂ωk

∂uj }u̇j.

Essa última igualdade é verdadeira para cada k. Multiplicando ambos lados da igualdade

por glk,

2�

j=1

glkgkjü
j = −1

2

2�

j=1

glk{
∂gjk

∂ui
− ∂gij

∂uk
+

∂gki

∂uj
}u̇iu̇j + glk∂xkU(γ) +

2�

j=1

glk{
∂ωj

∂uk
− ∂ωk

∂uj
}u̇j.
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Movendo k, obtemos

�2
j=1 gl1g1jü

j = −1
2

�2
j=1 gl1{∂gj1

∂ui − ∂gij

∂u1 + ∂g1i

∂uj }u̇iu̇j + gl1∂x1U(γ) +
�2

j=1 gl1{∂ωj

∂u1 − ∂ω1

∂uj }u̇u

�2
j=1 gl2g2jü

j = −1
2

�2
j=1 gl1{∂gj2

∂ui − ∂gij

∂u2 + ∂g2i

∂uj }u̇iu̇j + gl2∂x2U(γ) +
�2

j=1 gl2{∂ωj

∂u2 − ∂ω2

∂uj }u̇j.

Somando essas igualdades e fazendo l = k temos

ük = −
2�

i,j=1

(
1
2

2�

s=1

gks{
∂gjs

∂ui
− ∂gij

∂us
+

∂gsi

∂uj
}u̇iu̇j)+

�

i=s

gks∂xsU(γ)+
2�

s,j=1

gks{
∂ωj

∂us
− ∂ωs

∂uj
}u̇u.

Ou, equivalentemente,

ük +
2�

i,j=1

Γ
k
iju̇

iu̇j =
2�

s=1

gks∂xsU(γ) +
2�

s,j=1

gks{
∂ωj

∂us
− ∂ωs

∂uj
}u̇j. (3.1)

Portanto,

2�

k=1

(ük +
2�

i,j=1

Γ
k
iju̇

iu̇j)∂xk =
2�

k=1

(
2�

s=1

gks∂xsU(γ))∂xk +
2�

k=1

(
2�

s,j=1

gks{
∂ωj

∂us
− ∂ωs

∂uj
}u̇j)∂xk

e, finalmente,

Dtγ
� = ∇U(γ) + Y(γ)(γ�). (3.2)

É importante enfatizar que podemos obter o mesmo resultado, quando dimM > 2,

fazendo um raciocínio análogo.

Por último, vamos mostrar que o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano magnético

generalizado tem a forma acima.

Sabemos que a métrica g induz um isomorfismo ĝ de TM em T ∗M tal que para

cada x ∈ M e v ∈ TxM,

v �→ ĝx(v)

em que ĝx(v)(u) = gx(v, u) para cada u ∈ TxM.

Para cada u ∈ TxM , vamos denotar u� = ĝx(u) ∈ T ∗
x M . Seja X(x) ∈ TxM tal que

ωx = X�(x). Assim,

L(x, v) =
1
2

gx(v, v) + gx(X(x), v) + U(x)

=
1
2

v�(v) + X�(x)(v) + U(x).

Então,

Lv(x, v) = v� + X�(x).
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Ou,

v� = Lv(x, v) − X�.

Logo,

Lu(x, v)v − L(x, v) =
1
2

v�(v) − U(x).

Pelo Lema 3.3.3, existe v0 ∈ TxM tal que

H(x, p) =
1
2

v�
0(v0) − U(x).

Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos v�(u)
||u||x

≤ ||v||x e, como v�(v)
||v||x

=

||v||x, temos

v�(v) = ||v�||2x = ||Lv0
(x, v0) − X�(x)||2x = ||p − ωx||2x.

Portanto,

H(x, p) =
1
2

||p − ωx||2x − U(x).

3.4 SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

Definição 3.4.1 Seja V um espaço vetorial de dimensão m e ω : V × V −→ R uma

forma bilinear. Dizemos que ω é não-degenerada se para cada v ∈ V , existe u ∈ V tal que

ω(v, u) �= 0. O par (V, ω), em que ω é uma forma bilinear não-degenerada, é dito espaço

vetorial simplético.

Se (V, ω) é um espaço vetorial simplético e S ⊆ V é um subespaço vetorial de V , dizemos

complemento simplético de S, denotado por S⊥, ao subespaço vetorial

S⊥ = {v ∈ V : ω(v, u) = 0 para cada u ∈ S}.

A seguinte propriedade lembra o complemento ortogonal de um subespaço dado por algum

produto interno no espaço vetorial V.

Teorema 3.4.2 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético. Se S ⊆ V é um subespaço

vetorial, então dim S + dim S⊥ = dim V .

Prova. Ver (6). �

Teorema 3.4.3 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético. Se S ⊆ V um subespaço linear

de V então (S⊥)⊥ = S.

Prova. Ver (6). �

Umas das principais diferenças entre os espaços simpléticos e os espaços normados

é a seguinte: Se S =< v > é um subespaço vectorial de dimensão 1, pelo fato de que ω é

alternante ω(v, v) = 0. Portanto, S ⊆ S⊥. Isto diz, por exemplo, que S ∩ S⊥ �= {0}.
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Definição 3.4.4 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético e S ⊆ V um subespaço vetorial.

Dizemos que S é

1. Simplético se S ∩ S⊥ = {0}.

2. Isotrópico se S ⊆ S⊥.

3. Coisotrópico se S⊥ ⊆ S.

4. Lagrangiana se S = S⊥.

Proposição 3.4.5 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético, e S ⊆ V um subespaço

vetorial de V.

1. S é simplético se, e somente se S⊥ é simplético.

2. S é simplético se, e somente se ω|S é não-degenerada.

3. S é isotrópico se, e somente se ω|S = 0.

4. S é coisotrópico se, e somente se S⊥ é isotrópico.

5. S é Lagrangiana se, e somente se ω|S = 0 e dimS=1
2
dimV.

Prova. Ver (6), página 566. �

Vamos lembrar a definição de variedade simplética dada na seção anterior.

Definição 3.4.6 Seja N uma variedade diferenciável. Uma 2-forma não-degenerada sobre

N é uma 2-forma ω, tal que ωp é não-degenerada para cada p ∈ N . Além disso, se ω é

uma forma fechada, dizemos que ω é uma 2-forma simplética. O par (N, ω), em que

ω é uma 2-forma simplética, é dito uma variedade simplética.

Se (N1, ω1) e (N2, ω2) são variedades simpléticas, um difeomorfismo f : N1 −→ N2

tal que f ∗ω2 = ω1 é dito de simplectomorfismo. (O estudo das propriedades invariantes

pelos simplectomorfismos é chamado de Geometria simplética.)

Seja (N, ω) uma variedade simplética. Uma subvariedade S ⊆ N é dita uma

subvariedade simplética, isotrópica, coisotrópica, ou Lagrangiana se TpS tem a

propriedade correspondente para cada p ∈ S. Mais geralmente, um mergulho f : L −→ N

tem alguma destas propriedades se o subespaço dfp(TpN) ⊆ Tf(p)L tem a correspondente

propriedade para cada p ∈ N. Então uma subvariedade é simplética (isotrópica,...) se, e

somente se, a aplicação inclusão tem a mesma propriedade.
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Exemplo 3.4.7 Sabemos da seção anterior que (T ∗M, Ω), onde Ω é a forma canônica

simplética de T ∗M , é uma variedade simplética. Podemos identificar M como

Σ0 = {(p, 0) :∈ T ∗M : p ∈ M}, que é uma subvariedade de T ∗M de dimensão m. Além

disso, como a 1-forma de Liouville é zero em Σ0, temos que Ω também é zero restrita a

Σ0. Portanto, M (sua representação Σ0) é uma subvariedade Lagrangiana de T ∗M .
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4 O VALOR CRÍTICO DE MAÑÉ E A EQUAÇÃO DE HAMILTON-

JACOBI

As referências usadas neste capítulo são (2), (3) e (5).

4.1 O VALOR CRÍTICO DE MAÑÉ

Na presente seção vamos supor que todas as curvas são absolutamente contínuas.

Para cada x, y ∈ M , seja

CT (x, y) = {γ : [0, T ] −→ M |T > 0, γ(0) = x, γ(T ) = y}

e seja

C(x, y) =
�

T >0

CT (x, y).

Para cada k ∈ R vamos definir a ação potencial Φk : M × M −→ R ∪ {−∞}, por

Φk(x, y) = inf
γ∈C(x,y)

AL+k(γ),

em que AL+k é a ação Lagrangiana definida em 3.1.4.

Proposição 4.1.1 Se existe uma curva fechada γ com ação L + k negativa, então

Φk(x, y) = −∞ para quaisquer x, y ∈ M.

Prova. Seja γ(0) = γ(T ) = x0. Definimos γn = γ ∗ γ ∗ · · · ∗ γ
� �� �

n−vezes

: [0, nT ] −→ M a curva

que percorre img(γ) n-vezes. Sejam x.y ∈ M , vamos considerar dois casos.

Figura 7 – Colando as curvas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1. y /∈ img(γ), consideramos como no desenho (1) duas curvas α1, α2 tais que α1(0) =

x e α1(T ) = x0 e α2(0) = x0 e α2(T ) = y. A curva α1 γn α2 : [0, (n + 2)T ] −→ M

que resulta de colar as curvas como em (1) da figura acima é tal que

AL+k(α1 γn α2) =AL+k(α1) + AL+k(γn) + AL+k(α2)

=AL+k(α1) + nAL+k(γ) + AL+k(α2).

Logo, Φk(x, y) ≤ AL+k(α1) + nAL+k(γ) + AL+k(α2). Como AL+k(γ) < 0, fazendo n

tender ao infinito, temos que Φk(x, y) = −∞.

2. Se y ∈ img(γ), podemos supor que y = x0 e fazendo um procedimento análogo ao

caso anterior obtemos Φk(x, y) = −∞. �

Vamos definir os conjuntos

D1 = {k ∈ R | ∃γ fechada com AL+k(γ) < 0} e D2 = {k ∈ R | AL+k(γ) ≥ 0, ∀γ fechada}.

A aplicação k �→ AL+k é crescente. Além disso, pela superlinearidade, L é limitada

inferiormente. Portanto, existe k ∈ R tal que L + k > 0. Daí, D1 é limitado superiormente

e portanto existe sup D1 = inf Dc
1 = inf D2.

O numero c(L) = sup D1 é chamada de valor crítico de Mañé de L.

4.2 A EQUAÇÃO DE HAMILTON-JACOBI

Vamos considerar o Hamiltoniano H associado a um Lagrangiano de Tonelli L. A

equação de Hamilton-Jacobi de H está dada por

H(x, dxu) = c, (4.1)

em que c ∈ R. Uma solução clássica de 4.1 definida num aberto U de M é uma função

u : U −→ R de classe C1 tal que H(x, dxu) = c, para cada x ∈ U. Para nossos propósitos é

preciso obter soluções globais de 4.1, mas isto não é sempre possível. Isto nos leva a definir

soluções desde um ponto de vista mais geral com as quais podemos garantir a existência

global.

A seguinte noção de solução de uma equação diferencial foi dada pelos matemáticos

Michael G. Crandall e Pierre-Louis Lions no ano 1983.

Definição 4.2.1 (Solução de viscosidade.) Uma função u : V −→ R sobre um aberto

V ⊆ M é uma

1. Subsolução de viscosidade de H(x, dxu) = c, se para cada função φ : V −→ R

de classe C1 e todo ponto x0 ∈ V tal que u − φ tem um valor máximo em x0, temos

que H(x0, dx0
φ) ≤ c.
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2. Supersolução de viscosidade de H(x, dxu) = c, se para cada função ψ : V −→ R

de classe C1 e todo ponto x0 ∈ V tal que u − ψ tem um valor mínimo em x0, temos

que H(x0, dx0
φ) ≥ c.

3. Solução de viscosidade de H(x, dxu) = c, se é uma subsolução e supersolução

de viscosidade.

O seguinte resultado nos diz que que o conceito de solução de viscosidade é de fato

uma extensão do conceito de solução clássica.

Teorema 4.2.2 Uma função u : V −→ R de classe C1 é uma solução de viscosidade de

H(x, dxu) = c, se, e somente se é uma solução clássica.

Prova. Como u é uma solução de viscosidade, em particular, é uma subsolução de

viscosidade. Como u é de classe C1, podemos tomar φ = u, pois para cada x ∈ V

u − u tem um máximo em x. Daí, H(x, dxu) ≤ c para cada x ∈ V . Analogamente,

H(x, dxu) ≥ c, para cada x ∈ V . Reciprocamente, se u é uma solução de H(x, dxu) = c,

para cada x0 ∈ V e φ : V −→ R de classe C1 tal que u − φ tem um valor máximo em x0,

temos que dx0
u = dx0

φ e H(x0, dx0
φ) = H(x0, dx0

u) ≤ c. Então, u é uma subsolução de

viscosidade. Analogamente, u é uma supersolução de viscosidade. �

Definição 4.2.3 Seja u : U → R uma função, e seja c ∈ R uma constante, onde U é um

subconjunto aberto de M . Dizemos que a curva γ : I → U (contínua), de classe C1 por

partes, definida no intervalo I ⊂ R é (u, L, c) calibrada, se para cada t ≤ t� ∈ I, temos

u(γ(t�)) − u(γ(t)) =
� t�

t
L (γ(s), γ̇(s)) ds + c(t� − t).

Definição 4.2.4 Seja u : U → R uma função definida no conjunto aberto U ⊆ M . Se

c ∈ R, dizemos que u é dominada por L + c em U , o qual denotamos por u ≺ L + c, se

para cada curva γ : [a, b] → U contínua, de classe C1 por partes temos

u(γ(b)) − u(γ(a)) ≤
� b

a
L (γ(s), γ̇(s)) ds + c(b − a).

Se U = M , vamos dizer simplesmente que u é dominada por L + c.

Definição 4.2.5 Uma solução KAM fraca de tipo negativa (resp. de tipo positiva)

é uma função u : M → R para a qual existe c ∈ R tal que:

1. A função é dominada por L + c.
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2. Para cada x ∈ M podemos encontrar uma curva γ : (−∞, 0] → M (resp. γ[0, +∞) →
M) (u, L, c) calibrada da classe C1 com γ(0) = x.

Denotamos S
_

(resp. S+) o conjunto de soluções fracas KAM de tipo negativa (resp.

positiva).

A expressão KAM vem dos nomes dos matemáticos Andrey Kolmogorov, Vladimir

Arnold e Jürgen Moser, para uma teoria mais geral do que somente a tratada aqui.

Definição 4.2.6 Seja c(H) = inf{c ∈ R | ∃u : M −→ R, u ≺ L + c}. O valor real c(H) é

chamado de valor crítico de Mañé de H.

Teorema 4.2.7 O valor crítico de Mañé de H é finito.

Prova. Tomando c > c(H) existe u : M −→ R tal que u ≺ L + c. Seja x ∈ M e

γ : [0, 1] −→ M a curva constante γ(t) = x, ∀t ∈ [0, 1]. Logo,

0 = u(x) − u(x) ≤
� 1

0
L(x, 0)dt + c = L(x, 0) + c,

e assim c ≥ −L(x, 0) para cada x ∈ M . Então vale c ≥ infx∈M −L(x, 0) e tomando ínfimo

para c obtemos c(H) ≥ −L(x, 0). O resultado segue da continuidade de L. �

Teorema 4.2.8 (Weak KAM.) Existe u_ : M −→ R uma solução KAM fraca de tipo

negativa com c = c(H). Além disso, c = c(H) é o único valor para o qual existe uma KAM

solução fraca.

Prova. Ver (2), página 153. �

Teorema 4.2.9 Toda solução KAM fraca de tipo negativa u ∈ S
_

é uma solução de

viscosidade de H(x, dxu) = c(H).

Prova. Ver (2), página 220. �

Observação 4.2.10 Em (3) (página 62), obtemos que c(L) = c(H), em que H é o

Hamiltoniano associado ao Lagrangiano L.

Definição 4.2.11 Para cada t > 0, vamos definir a função ht : M × M −→ R dada por

ht(x, y) = inf
� t

0
L(γ(s), γ �(s))ds,

para cada x, y ∈ M , em que o ínfimo é tomado sobre o conjunto das curvas absolutamente

contínuas γ : [0, t] −→ M com γ(0) = x e γ(t) = y.
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A Barreira de Peierls é a função h : M × M −→ R definida por

h(x, y) = lim
t→∞

inf{ht(x, y) − c(H)t}.

Como M é compacta, a função h é finita para quaisquer x, y ∈ M . Ver (2), página

190. Definimos o conjunto de Aubry projetado como

A = {x ∈ M | h(x, x) = 0}.

Definição 4.2.12 As subsoluções de viscosidade que satisfazem 4.1 com c = c(H) são

chamadas de subsoluções críticas. O conjunto das subsoluções críticas é denotado por

SS.

Definição 4.2.13 Se u : M → R é uma subsolução crítica, denotamos por Ĩ(u) o

subconjunto de TM dado como

Ĩ(u) = {(x, v) ∈ TM : γ(x,v) é (u, L, c(H)) calibrada},

em que γ(x,v) é a curva definida sobre R por

γ(x,v)(t) = πφL
t (x, v).

Teorema 4.2.14 O conjunto de Aubry Ã é dado por

Ã =
�

u∈SS

Ĩ(u).

Prova. Ver (5). �

Definição 4.2.15 Seja (X, d) um espaço métrico compacto com métrica d. Seja ϕ :

R × X → X um fluxo e sejam x, y ∈ X. Dados ε > 0 e T > 0, uma (ε, T )-cadeia

de x a y é um par {x0, . . . , xk+1} e {t0, . . . , tk} de conjuntos finitos de pontos tais que

x0 = x, xk+1 = y, ti > T e d(ϕ(ti, xi), xi+1) < ε, para todo i = 0, . . . , k. Dizemos que x é

recorrente por cadeia quando para quaisquer ε > 0 e T > 0 existe uma (ε, T )-cadeia

de x a x. O conjunto dos pontos x ∈ X que são recorrentes por cadeia é chamado o

conjunto recorrente por cadeia do fluxo ϕ.

Definição 4.2.16 O Lagrangiano de Tonelli L em M satisfaz a condição de desconexidade

de Mather se para cada par u1, u2 ∈ S_, a imagem (u1 − u2)(A) é totalmente desconexa.

Lema 4.2.17 Suponha que L satisfaça a condição de desconexidade de Mather. Para

cada u ∈ SS, o conjunto de pontos em Ĩ(u) que é recorrente por cadeias para a restrição

φL
t |Ĩ(u) é precisamente o conjunto de Aubry Ã.
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Prova. Ver (5). �

Teorema 4.2.18 Se L satisfaz a condição de desconexidade de Mather, então as seguintes

afirmações são equivalentes:

1. O conjunto de Aubry Ã, ou o conjunto de Aubry projetado A, é conexo.

2. O conjunto de Aubry Ã é recorrente por cadeias para a restrição do fluxo φL
t |Ã.

3. Qualquer par de soluções KAM fracas diferem por uma constante.

4. O conjunto de Aubry Ã é igual ao conjunto de Mañé Ñ =
�

u∈SS Ĩ(u).

Prova. Ver (5). �
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5 O LAGRANGIANO DE MAÑÉ

No presente capítulo, o principal deste trabalho, vamos usar principalmente as

referências (1) e (2).

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) compacta e de classe C∞, e um campo

vetorial X : M −→ TM de classe C∞, o Lagrangiano de Mañé associado a X é a

aplicação LX : TM −→ R, tal que

LX(p, v) =
1
2

||v − X(p)||2x

=
1
2

||v||2p +
1
2

||X(p)||2p − �X(p), v�, ∀(p, v) ∈ TM.

Observe que a aplicação escalar U : M −→ R dada por U(p) = 1
2
||X(p)||2p é de classe C∞

e o termo �X(p), v� define uma 1-forma diferencial ξ ∈ Ω
1(M) tal que ξpv = −�X(p), v�.

A forma da equação de Euler-Lagrange de LX vai depender do campo X.

Proposição 5.0.1 Seja X : M −→ TM um campo vetorial de classe C∞ e LX : TM −→
R seu Lagrangiano de Mañé associado.

1. Se ||X(p)|| = k, para cada p ∈ M e dξ = 0, então a equação de Euler-Lagrange de LX

tem a mesma forma da Equação de Euler-Lagrange de um Lagrangiano Riemanniano.

2. Se ||X(p)|| é não constante e dξ = 0, então a equação de Euler-Lagrange de LX tem

a mesma forma da Equação de Euler-Lagrange de um Lagrangiano mecânico.

3. Se ||X(p)|| é não constante e dξ �= 0, então a equação de Euler-Lagrange de LX

tem a mesma forma da Equação de Euler-Lagrange de um Lagrangiano magnético

generalizado.

Prova. É imediato do Teorema 3.3.10. �

Observação. Na proposição anterior, o item (1) tem hipóteses que nem sempre são

possíveis de obter em algumas variedades compactas. Por exemplo, sabemos que em qual-

quer esfera de dimensão par é impossível obter um campo de vetores sem singularidades

(ver (9), página 417). A condição (1) pode ser obtida no toro de revolução e isto vai ser

exemplificado mas para frente na seção.

Proposição 5.0.2 Seja LX um Lagrangiano de Mañé. As seguintes afirmações são

satisfeitas:

1. LX(p, v) ≥ 0, ∀(p, v) ∈ TM e LX(p, v) = 0 se, e somente se v = X(p).
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2. As curvas integrais do campo X são minimizantes da ação Lagrangiana.

3. As curvas integrais de X são soluções da equação de Euler-Lagrange.

4. O conjunto

Σ = {(p, X(p)) : p ∈ M}

é invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange. Além disso, o seguinte diagrama é

comutativo.

Figura 8 – Comutatividade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5. O conjunto Σ da parte anterior é uma subvariedade Lagrangiana de TM.

6. LX é um Lagrangiano de Tonelli.

Prova:

(1) Segue-se pelas propriedades da norma Riemanniana.

(2) Seja γ : [0, T ] −→ R uma curva diferenciável, γ ∈ C∞(q1, q2; T ), tal que γ�(t) = X(γ(t)).

Daí,

LX(γ(t), γ �(t)) = 0

e ALX
(γ) = 0. Portanto, γ é uma curva minimizante da ação em C∞(q1, q2; T ).

(3) Segue-se da parte (2) e do Teorema 3.1.5.

(4) Seja (x0, v0) = (p0, X(p0)) ∈ Σ. Pela unicidade das soluções da equação de Euler-

Lagrange e o fato que as curvas integrais de X são soluções da equação de Euler-Lagrange,

φL
t (p0, v0) tem a forma (γ(t), γ�(t)), em que γ é dada como em (2) acima. Daí, φL

t (p0, v0) =

(γ(t), X(γ(t)) ∈ Σ, ∀t ∈ R.

(5) Como Σ é uma variedade difeomorfa a M , dimΣ = m = 1
2
dimTM . Seja

Ω̂ = L∗
Ω

dado por Ω̂(p,v)(u1, u2) = ΩL(p,v)(dL(p,v)(u1), dL(p,v)(u2)) para cada (p, v) ∈ TM e

u1, u2 ∈ T(p,v)(TM). A 2-forma Ω̂ é chamada de pullback de Ω para TM por meio da
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transformada de Legendre L. (Para mais detalhe sobre o pullback, ver (6), página 360.) Ω̂

é não-degenerada pois Ω é não-degenerada e L é um difeomorfismo. Por outro lado, como

o operador pullback e a derivada exterior são comutativos entre eles (ver (6), página 366),

dΩ̂ = dL∗
Ω = L∗dΩ = L∗0 = 0.

Assim, Ω̂ é fechada e, portanto, (TM, Ω̂) é uma variedade simplética. Como L é um

simplectomorfismo, Σ vai ser Lagrangiana em (TM, Ω̂) se L(Σ) é Lagrangiana em (T ∗M, Ω).

Notemos que

L(Σ) = {(p, Lv(p, X(p)) ∈ T ∗M : p ∈ M}.

Passando a cartas locais (x1, ..., xn), temos

L(p, v) =
n�

i,j=1

(vi − Xi)(vj − Xj)gij,

em que v =
�n

i=1 vi
∂

∂xi e X =
�n

i=1 Xi
∂

∂xi .

Portanto,

Lvk
(p, v) =

n�

j �=k

(vj − Xj)gkj + 2(vk − Xk)gkk.

Daí,

Lv(p, X(p)) = 0.

Assim,

L(Σ) = {(p, 0) ∈ T ∗M : p ∈ M}.

Pelo Exemplo 4.3.7, L(Σ) é uma subvariedade Lagrangiana.

(6) Estritamente convexo nas fibras: Note que LX = f ◦ h, onde f(y) = 1
2
y2 e

h(p, v) = ||v − X(p)||. Sejam u, w ∈ TxM . Pela desigualdade triangular, temos:

||tu + (1 − t)w − X(p)|| =||tu + (1 − t)w − tX(p) − (1 − t)X(p)||

≤t||u − X(p)|| + (1 − t)||v − X(p)||.

Como f é não-decrescente e convexa,

L(p, tu + (1 − t)w) =
1
2

||tu + (1 − t)w − X(p)||2

<
1
2

{t||u − X(p)|| + (1 − t)||v − X(p)||}2

≤1
2

t||u − X(p)||2 +
1
2

(1 − t)||v − X(p)||2

=tL(p, u) + (1 − t)L(p, w).

LX é superlinear: Seja p ∈ M. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz �−X(p), v� ≥
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−||X(p)|| e, assim,

LX(p, v)
||v||

=
1
2

||v|| +
1
2

||X(p)||2

||v||
− �X(p),

v

||v||
�

≥1
2

||v|| − ||X(p)||.

Daí,
LX(p, v)

||v||
−→ ∞, quando ||v|| −→ ∞.

�

Observação 5.0.3 Na prova do item (5), obtemos uma representação local da transfor-

mada de Legendre associada ao Lagrangiano de Mañé.

Teorema 5.0.4 O Hamiltoniano associado ao Lagrangiano de Mañé tem a forma

HX(x, p) =
1
2

||p||2x + p(X(x)).

Prova. Segue-se da página 36 do capítulo anterior que

HX(x, p) =
1
2

||p + �X(x), ·�x||2x − 1
2

||X(x)||2.

Se p = �p#, ·�x, então

||p + �X(x), ·�2||
2
x =||�p# + X(x), ·�2||

2
x

=||p# + X(x)||2x

=||p#||2x + 2�p#, X(x)�x + ||X(x)||2x

=||p||2x + 2p(X(x)) + ||X(x)||2x.

Portanto,

H(x, p)X =
1
2

||p||2x + p(X(x)).

�

Exemplo Seja M = T e X : T −→ T T. Vamos calcular a equação de Euler-Lagrange do

Lagrangiano de Mañé LX em uma carta local do toro.

Seja φ : (0, 2π) × (0, 2π) −→ T
2 dada por

φ(u, v) = ((a + rcosu) cosv, (a + rcosu) sinv, rsinu)

com a > r.

(φ−1, φ((0, 2π) × (0, 2π)) é um sistema de coordenadas local no toro T
2 e
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φu = (−rsinu cosv, −rsinu sinv, rcosu)

φv = (−(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv, 0).

Logo,

g11 = �φu, φu�
= �(−rsinu cosv, −rsinu sinv, rcosu), (−rsinu cosv, −rsinu sinv, rcosu)�
= r2

g12 = �φu, φv�
= �(−rsinu cosv, −rsinu sinv, rcosu), (−(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv, 0)�
= 0

g22 = �φv, φv�
= �(−(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv, 0), (−(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv, 0)�
= (rcosu + a)2

Daí,

(gij) =




r2 0

0 (rcosu + a)2





e, portanto,

(gij)−1 = (gij) =





1
r2 0

0 1
(rcosu+a)2





Γ
1
11 =

1
2

[g11(
∂g11

∂u
+

∂g11

∂u
− ∂g11

∂u
) + g12(

∂g12

∂u
+

∂g12

∂u
− ∂g11

∂v
)]

=
1
2

[g11(0) + 0(
∂g12

∂u
+

∂g12

∂u
− ∂g11

∂v
)]

=0

Γ
1
12 =

1
2

[g11(
∂g12

∂u
+

∂g11

∂v
− ∂g12

∂u
) + g12(

∂g22

∂u
+

∂g12

∂v
− ∂g12

∂v
)]

=
1
2

[g11(0) + 0(
∂g22

∂u
+

∂g12

∂v
− ∂g12

∂v
)]

= 0

= Γ
1
21
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Γ
1
22 =

1
2

[g11(
∂g12

∂v
+

∂g12

∂v
− ∂g2

∂u
) + g12(

∂g22

∂v
+

∂g22

∂v
− ∂g12

∂v
)]

=
1
2

[g11(0 + 0 − ∂g22

∂u
) + g22(0)]

= −1
2

g11 ∂g22

∂u

= −1
2

−2(rcosu + a) rsinu

r2

=
sinu (rcosu + a)

r

Γ
2
22 =

1
2

[g22(
∂g22

∂v
+

∂g22

∂v
− ∂g22

∂v
) + g12(

∂g22

∂v
+

∂g12

∂v
− ∂g12

∂u
)]

=
1
2

[g11(0 + 0 − 0) + 0(
∂g22

∂v
+

∂g12

∂v
− ∂g12

∂u
)]

= 0

Γ
2
21 =

1
2

[g22(
∂g12

∂v
+

∂g22

∂u
− ∂g21

∂v
) + g12(

∂g11

∂v
+

∂g12

∂u
− ∂g12

∂u
)]

=
1
2

[g22(0 +
∂g22

∂u
− 0) + 0(

∂g22

∂v
+

∂g12

∂v
− ∂g12

∂u
)]

=
1
2

2(rcosu + a)(−rsinu)
(rcosu + a)2

= − rsinu

rcosu + a

= Γ
2
21

Γ
2
11 =

1
2

[g22(
∂g12

∂v
+

∂g12

∂u
− ∂g11

∂v
) + g12(

∂g11

∂u
+

∂g11

∂u
− ∂g11

∂u
)]

=
1
2

[g22(0 + 0 − 0) + 0(
∂g11

∂u
+

∂g11

∂u
− ∂g11

∂u
)]

= 0.

No sistema de coordenadas, X tem a forma

X = x1φu + x2φv.

Assim,
U = 1

2
�X, X�

= 1
2
x2

1 r2 + 1
2
x2

2(rcosu + a)2
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e

ωφ(u,v) = −x1r
2du − x2(rcos u + a)2dv.

Vamos seguir a prova do final da seção anterior onde calculamos a equação de Euler-

Lagrange de um Lagrangiano magnético.

∂U

∂u
=

∂x1

∂u
x1r

2 +
∂x2

∂u
x2(rcosu + a)2 − x2

2(rcosu + a)(rsinu)

∂U

∂v
=

∂x1

∂v
x1r

2 +
∂x2

∂v
x2(rcosu + a)2

Dtγ
� =

�

ü +
sinu(rcosu + a)

r
v̇2

�

φu +
�

v̈ − 2
rsinu

rcosu + a
u̇v̇

�

φv

∂ω2

∂u
− ∂ω1

∂v
= −

�

∂x2

∂u
(rcosu + a)2 − 2x2(rcosu + a)(rsinu) − ∂x1

∂v
r2

�

Por 3.2, obtemos que a equação de Euler-Lagrange tem a forma:






ü +
sinu(rcosu + a)

r
v̇2 =

1
r2

�

∂x1

∂u
x1r

2 +
∂x2

∂u
x2(rcosu + a)2 − x2

2(rcosu + a)(rsinu)

�

− 1
r2

�

∂x2

∂u
(rcosu + a)2 − 2x2(rcosu + a)(rsinu) − ∂x1

∂v
r2

�

v̇

v̈ − 2
rsinu

rcosu + a
u̇v̇ =

1
(rcosu + a)2

�

∂x1

∂v
x1r

2 +
∂x2

∂v
x2(rcosu + a)2

�

+
1

(rcosu + a)2

�

∂x2

∂u
(rcosu + a)2 − 2x2(rcosu + a)(rsinu) − ∂x1

∂v
r2

�

u̇.

As contas feitas continuam valendo se trocamos o domínio de φ por (−π
2
, π

2
) × (−π

2
, π

2
),

desta forma estaríamos cobrindo o toro todo. �

Vamos considerar outros exemplos interessantes.

1. Seja X = φu. O campo X é paralelo aos meridianos (que são geodésicas do

toro). As equações de Euler-Lagrange têm a forma:







ü +
sinu(rcosu + a)

r
v̇2 = 0

v̈ − 2
rsinu

rcosu + a
u̇v̇ = 0

que são precisamente as equações das suas geodésicas. Isto acontece pois, pela Proposição

5.0.1, como X é unitário e a forma induzida por X é fechada, o Fluxo Lagrangiano tem a

forma de um fluxo de um Lagrangiano Riemanniano.
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Figura 9 – O campo X = φu no toro.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Vamos considerar o campo X = φv. É claro que esse campo é tangente aos

paralelos do T
2 e que o círculo máximo e o mínimo (entre os paralelos do toro) são as

únicas geodésicas que são curvas integrais de X. Nós vamos provar que essas são as únicas

geodésicas que satisfazem a equação de Euler-Lagrange. Substituindo na equação geral de

cima temos que a equação de Euler-Lagrange do Lagrangiano associado ao campo X é







ü +
sinu(rcosu + a)

r
v̇2 =

1
r

(rcosu + a)(sinu)(2v̇ − 1)

v̈ − 2rsinu

rcosu + a
u̇v̇ = − 2rsinu

rcosu + a
u̇

Esta equação é um caso particular de

Dtγ
� = ∇U(γ) + Y(γ)(γ�). (5.1)

Se β é uma geodésica magnética, então

Yβ(t)(β�(t)) =
�2

r
(rcosu + a)(sinu)v̇ , − 2rsinu

rcosu + a
u̇

�

.

Quando β não é um paralelo, a segunda componente da Força de Lorentz Y é diferente do

zero. Isto quer dizer que o "campo magnético está torcendo"β em relação aos paralelos do

toro de tal forma que sua curvatura geodésica fica diferente do zero (pois Dtβ
� �= 0). Daí,

β não é uma geodésica.

3. Seja X : S2 −→ TS2 o campo vetorial na esfera dado por

X(x, y, z) = (−xz, −yz, 1 − z2).

X é o campo obtido ao projetar o vetor (0, 0, 1) no plano tangente de cada ponto da esfera.

Além disso, X é tangente aos meridianos da esfera tirando os pontos N = (0, 0, 1) e S =

(0, 0, −1). Para mostrar isso, é suficiente ver que para cada ponto (x0, y0, z0) ∈ S2 \{N,S} o

vetor X(x0, y0, z0) está no plano Π, que passa pelos pontos (x0, y0, z0) , (0, 0, 1) e (0, 0, 0). A
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Figura 10 – O campo X = φu no toro.

Fonte: Elaborada pelo autor.

equação cartesiana desse plano é (x, y, z) · (−y0, x0, 0) = 0. Daí, é fácil ver que X(x0, y0, z0)

está em Π.

Considere a parametrização da esfera ψ : (0, 1) × (0, 2π) −→ S2 dada por

ψ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ,
√

1 − r2).

Logo,

ψr(r, θ) =(cosθ, sinθ,
−r√
1 − r2

),

ψθ(r, θ) =(−r sinθ, r cosθ, 0).

E o campo vetorial X, nesta carta, fica da forma

X(r, θ) = (−r
√

1 − r2 cosθ, −r
√

1 − r2 sinθ, r2) = −r
√

1 − r2 · ψr.

O campo X é precisamente o gradiente da função altura (f(x, y, z) = z) na carta

ψ. De fato, seja v = v1ψr + v2ψθ ∈ Tψ(r,θ)S2. Daí,

dfψ(r,θ) · v = −v1
r√

1 − r2

e

�X(r, θ) , v� = −v1r
√

1 − r2||ψr||
2 = −v1r

√
1 − r2

1
1 − r2

= −v1
r√

1 − r2
.

Portanto, dfψ(r,θ) · v = �X(r, θ) , v�, para cada v ∈ Tψ(r,θ)S2. Portanto, ∇f = X na carta

ψ.

Deste último, obtemos:

(i) A 1-forma ξ, induzida por X, é fechada: Como ξ = df , temos que dξ = d(df) =

d2(f) = 0.
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(ii) A função potencial U, induzida por X, é não-constante: Por definição,

U(r, θ) = ||X(r, θ)||2 = (r
√

1 − r2)2 ψr · ψr = r2.

De (i) e (ii), pela Proposição 5.0.1, o Lagrangiano LX , tem associado um fluxo de

um Lagrangiano mecânico na parametrização ψ.

Figura 11 – Projeção da função altura na
esfera.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Proposição 5.0.5 As funções constantes são soluções da equação de Hamilton-Jacobi

HX(x, dxu) = 0. Mais ainda, c(HX) = 0.

Prova. Se u : M −→ R é uma função constante, então dxu = 0 para cada x ∈ M .

Portanto, HX(x, dxu) = 0 e pelo Teorema 4.2.8 (Weak KAM ) temos que c(H) = 0. �

Observação 5.0.6 O conjunto Σ = graf(X) da Proposição 5.0.2 é tal que graf(X) =

Ĩ(0). Com efeito, seja γ : R −→ M uma curva integral de X. Logo,

0 = 0(γ(t2)) − 0(γ(t1)) =
� t2

t1

LX(γ(t), γ �(t))dt =
� t2

t1

0dt = 0,

para cada t1, t2 ∈ R. Assim, γ é (0, LX , 0)- calibrada. Como (γ(0), γ�(0) = (γ(0), X(γ(0)),

temos que (γ(0), X(γ(0)) ∈ Ĩ(0) e pela arbitrariedade de γ(0), temos que graf(X) ⊆ Ĩ(0).

Por último, como Ĩ(0) pode ser visto como um gráfico contínuo, graf(X) = Ĩ(0).

Teorema 5.0.7 Seja LX : TM → R o Lagrangiano de Mañé associado ao campo vetorial

X de classe Ck, k ≥ 2, sobre M . Suponha que LX satisfaz a condição de desconexidade

de Mather. Então temos o seguinte:

1. O conjunto de Aubry projetado é o conjunto recorrente por cadeias do fluxo de X

em M .

2. As constantes são as únicas soluções KAM fracas se, e somente se, cada ponto de

M é recorrente por cadeias sob o fluxo de X.

Prova.

1. Pelo Lema 4.2.17, o conjunto de Aubry Ã é o subconjunto de I(0) = graf(X)

recorrente por cadeias da restrição do fluxo φL
t |graf(X). Pelo item (4) da Proposição

5.0.2, Π|graf(X) conjuga a φL
t |graf(X) e φX

t . Portanto, Π|graf(X)(Ã) = A é o

conjunto recorrente por cadeias do fluxo de X sobre M .

2. Se as constantes são as únicas soluções KAM fracas, então elas diferem por uma

constante. Pelo Teorema 4.2.18 temos que Ã = N e como Ã ⊆ Ĩ(0) ⊆ N temos

que Ĩ(0) = graf(X) = Ã e, portanto, A = π(Ã) = π(graf(X)) = M . Assim, A é

conexo e pelo Teorema 4.2.18 Ã é recorrente por cadeias para a restrição do fluxo

φL
t |Ã e repetindo o raciocínio da parte (1) obtemos o desejado. Reciprocamente, se

M é recorrente por cadeias do fluxo de X, isto obriga que A = M e pela conexidade

de M temos pelo Teorema 4.2.18 que as soluções KAM fracas são todas constantes.

�

Definição 5.0.8 Um campo vetorial X sobre M é dito tipo-gradiente se podemos en-

contrar uma função f : M −→ R de classe C1 tal que
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1. Para cada x ∈ M , temos X · f(x) = dxf(X(x)) ≤ 0,

2. Para cada x ∈ M , temos X · f(x) = 0 se, e somente se, X(x) = 0.

Como exemplo de um campo vetorial tipo-gradiente, podemos tomar X = −∇f ,

onde f : M −→ R é de classe C1 e seu gradiente é tomado em relação à métrica

Riemanniana sobre M. Neste caso

X · f(x) = −dxf(∇f(x)) = −�dxf�2
x.

Teorema 5.0.9 Seja X um campo vetorial tipo-gradiente de classe Ck. Se k ≥ 2dimM −2

então LX satisfaz a condição de desconexidade de Mather.

Prova. Ver (1). �

Teorema 5.0.10 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e LX : TM −→ R o Lagran-

giano de Mañé associado ao campo vetorial X. Se existe uma curva integral de X que é

uma curva fechada ou se M é compacta, então c(LX) = 0.

Prova. Suponhamos que X tem uma curva integral fechada. Observemos que para cada

k ≥ 0 e cada curva fechada γ temos

AL+k(γ) =
� T

0

�

||γ�(t) − X(γ(t))||2x + k
�

dt ≥ 0. (5.2)

Logo, c(LX) ≤ 0.

Seja k < 0. Pela hipótese, existe σ, uma curva integral de X fechada e

AL+k(γ) =
� T

0

�

||σ�(t) − X(σ(t))||2x + k
�

dt =
� T

0
kdt = kT < 0.

Portanto, c(LX) = 0. Suponhamos agora que M é compacta. Pela Proposição 5.0.5 temos

que c(HX) = 0. Conforme a Observação 4.2.10 segue-se que c(LX) = c(HX) = 0. �
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6 CONCLUSÃO

Nesta dissertação, o objetivo principal foi trabalhar com o Lagrangiano de Mañé.

Apresentamos alguns exemplos, algumas propriedades e alguns resultados conhecidos.

Durante o nosso trabalho, vimos que existem muitos problemas abertos no assunto. A

intenção é continuar a investigação nesse assunto, a fim de resolver alguns desses problemas,

ao menos parcialmente.
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APÊNDICE A – Interpretação geométrica das transformadas de Legendre e

Fenchel na reta

Figura 12 – Ilustrando a Transformada de Fenchel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Geometricamente, a transformada de Fenchel de uma função convexa L é aquela

que para cada valor p atribui a longitude máxima que pode ter um segmento de reta

vertical secante para a região delimitada por L e px.

Exemplo Seja L : R −→ R, L(x) = 1
2
x2, ∀x ∈ R. Vamos calcular a transformada

de Fenchel de L.

Por definição, H(p) = maxx∈R{px − L(x)}. Derivando a função g(x) = px − L(x)

g�(x) = p − x

Portanto, g tem um valor máximo em x(p) = p. Daí, H(p) = p2 − 1
2
p2 = 1

2
p2.


