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RESUMO

O presente trabalho tem como principal objetivo apresentar um estudo que
determina uma cota superior para o grau de curvas algébricas projetivas planas
que sao invariantes por um sistema de equagoes diferenciais polinomiais em duas
variaveis. No texto, fazemos um breve estudo da teoria de Geometria Algébrica
e de Superficies de Riemann. Também apresentamos uma prova do Teorema
de Normalizagao de curvas algébricas projetivas planas singulares. O trabalho é
divido em duas partes: na primeira, consideramos curvas suaves e, na segunda,
curvas singulares. Ao final, apresentamos uma cota superior para o grau de uma
curva algébrica plana projetiva nodal que é invariante por um sistema de equacoes

diferenciais polinomiais.

Palavras-chave: Curvas Algébricas. Género de Curvas. Campos Polinomiais.

Superficies de Riemann.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present a study that determines an
upper bound for the degree of algebraic projective curves that are invariant by a
system of plane polynomial differential systems. In the text we make a brief study
of the theory of Algebraic Geometry and Riemann Surfaces. We also present a
proof of the Normalization Theorem of singular plane projective algebraic curves.
The work is divided into two parts, in the first we consider smooth curves and, in
the second, singular curves. Finally, we give an upper bound for the degree of a
nodal algebraic plane projective curve which is invariant by a system of polynomial

differential equations.

Keywords: Algebraic Curves. Genus of Curves. Polinomial’s Field. Riemann

Surfaces.
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1 INTRODUCAO

O matematica Henri Poincaré ao estudar solucoes algébricas para equagoes
diferenciais racionais no plano complexo, em 1981, publicou trés artigos sobre o
tema. Poincaré descobriu que se limitarmos o grau maximo de uma possivel solucao
de uma equagdo racional no plano complexo, entdo qualquer outa solugao (se
existir) pode ser encontrada apenas por operagoes algébricas. Desta forma, surge o
seguinte questionamento: “E possivel limitar o grau de uma solu¢do algébrica de
uma equagdo diferencial polinomial em termos de seu grau?”. E de conhecimento

geral que a resposta para a questao de Poincaré é nao.

No entanto, em 1991, Cerveau e Lins Neto mostraram em (13) que quando
as singularidades de uma curva invariante por um campo vetorial sao todas do tipo
nodal entao o grau da curva é no maximo o grau do campo mais dois. Em 1994,
Carnicer em (11) encontrou a mesma cota para o grau de uma curva invariante que
Cerveau e Lins Neto, quando a curva invariante nao contém nenhuma singularidade
dicritica do campo vetorial. J& em 1997, Campillo e Carnicer, em (9) exibiram

limites em termos da resolugao de singularidades da curva invariante.

Nessa dissertagao, apresentaremos o trabalho de Alexei Tsygvuntsev (36)
que obteve resultados andlogos aos de Cerveau e Lins Neto e Carnicer usando uma
técnica bem diferente. Ela baseia-se na relacao entre a teoria de curvas algébricas
projetivas e a teoria de Superficies de Riemann. Mais especificamente, associamos
a cada curva algébrica projetiva singular invariante por um sistema de equacoes

diferenciais polinomiais, ou seja, da forma

d
= =Pz, y)
(1.1)
dy
at Q(z, y),

onde P(z,y) e Q(x,y) sdo polindmios de mesmo grau com coeficientes complexos,
por uma superficie de Riemann e uma 1-forma diferencial meromorfa. Esta ideia é

apresentada no artigo (36).

Dada uma curva algébrica projetiva nodal de grau n e invariante pelo

sistema (1.1), mostraremos que o grau da curva é no maximo duas vezes o grau
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dos polinomios P e () mais dois. O texto esta dividido em sete capitulos, os quais

descrevemos a seguir.

O Capitulo 2 contém as principais defini¢oes e resultados de Geometria
Algébrica que serao usados no decorrer de todo texto. No Capitulo 3 introduzimos
os conceitos de campos vetoriais polinomiais e de 1-formas polinomiais. Além disso,
relacionamos estes dois conceitos. O Capitulo 4, com intuito de apresentar novas
ferramentas que serao usadas para o estudo de curvas algébricas, trabalhamos
com as superficies de Riemann. O Capitulo 5, através do estudo de poligonos
de Newton e expansoes de Puiseux, traz o conceito de Normalizagao de curvas
algébricas projetivas planas singulares. No Capitulo 6 apresentamos a Formula de
Noether que relaciona o grau e o género de curvas algébricas projetivas suaves e
de curvas singulares. Por fim, no Capitulo 7 apresentamos o resultado principal,
o Teorema (7.30), que fornece uma cota superior para o grau da curva algébrica
projetiva plana invariante, C' = Z(F), pelo sistema (1.1) em termos do grau do
sistema e do inteiro N, onde N > Ip(F,0F/0x5), para todo p ponto singular da
curva C. Em particular, no Corolario (7.31), mostramos que o grau de uma curva
nodal invariante pelo sistema (1.1) admite uma cota superior igual a duas vezes
o grau do sistema mais 2. Observe que a cota 2m + 2 é maior que a cota m + 2
obtidas por Cerveau e Lins Neto em (13), no entanto, ainda se apresenta como

uma cota 6tima.
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2 GEOMETRIA ALGEBRICA

Neste capitulo vamos apresentar os principais conceitos e resultados de
Geometria Algébrica que serdo a base de todo o trabalho. Descreveremos as
principais caracteristicas do espaco afim n-dimensional A" e dos espacos projetivos
P! e P2. Descreveremos em seguida os nossos principais objetos de estudos: as
curvas algébricas planas afins e projetivas. Ao fim do capitulo, apresentamos um

breve resumo sobre K-derivagoes e espago tangente.

Em todo o texto, K denotara um corpo algebricamente fechado.

2.1 O ESPACO AFIM

Vamos denotar o n-ésimo espaco afim sobre K por A ou simplesmente por
A" quando nao houver confusao. O anel de polinémios nas variaveis xy, xa, ..., Tp,
com coeficientes em K, serd denotado por K[zy, xo, ..., x,]. Para duas e trés

varidveis, costumamos usar as notagoes K[z, y] e K[z, y, z|, respectivamente.

Definigao 2.1. Dado S C K[x1, @, ..., x,], vamos denotar por
Z(8) ={x e A" f(z) =0,Vf € S},
o conjunto de zeros de S.

Definigao 2.2. Dizemos que um subconjunto X C A" é fechado se X = Z(S),
para algum S C K[zy, @9, ..., ,]. Um subconjunto de A™ é dito aberto se é o

complementar de um conjunto fechado.

Os subconjuntos abertos de A™ formam uma topologia, chamada de topologia
de Zariski.

Definicao 2.3. Seja A um anel comutativo com unidade e S C A um subconjunto.
Definimos o ideal de A gerado por S, denotado por (S), como sendo o conjunto de

todas as combinacoes A-lineares finitas:

(SYy=Ha1s1+ - +aps,;neN, q; € Aes; € S}.
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Observacgao 2.4.

(1) (S) é o menor ideal de A que contém S.
(2) 2(S)=2((S)), para S C A =Klzy,...,z,).

Definicao 2.5. Seja A um anel comutativo com unidade. Dizemos que A é um
anel Noetheriano se qualquer ideal I de A é finitamente gerado, isto é, se existem

ai, as, ..., ap € A tais que I = (aj, as,...,a).
Exemplo 2.6. Se K é um corpo, entdao K é um anel Noetheriano.

Exemplo 2.7. Um anel A é dito principal, se todo ideal de A é principal, ou seja,

¢ gerado por um tnico elemento. Todo anel principal é um anel Noetheriano.

Definicao 2.8. Seja I um ideal de um anel comutativo A. O radical de I é o ideal
\/Tzz{xeA; " € I para algum n € Z, n > 0}.

Teorema 2.9 (Teorema da base de Hilbert). Se A é um anel Noetheriano, entdo

Alz] é um anel Noetheriano.
Demonstragio. Ver em (15), Teorema 1.3. O

Em particular, K[z, 2, ..., z,] é Noetheriano e segue diretamente da
Definicao 2.2 e da Observacao 2.4 que todo fechado X C A" pode ser descrito como

o conjunto de zeros de um numero finito de polinémios.

Defini¢ao 2.10. Seja X C A™ um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X

como sendo:

I(X) ={f eKlzy, zo, ..., x,); f(z) =0, Vo € X}.

E facil ver que I(X), como definido acima, é um ideal de K[xq, xo, ..., z,].

Teorema 2.11 (Teorema dos zeros de Hilbert). Para cada ideal
J CKzy, To, ..., 2], temos [(Z(J)) =/

Demonstragio. Ver em (35), Proposigao A.9. ]
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Definicao 2.12. Em um espaco topoldgico, um subconjunto X ¢é dito irredutivel

se uma das afirmacoes equivalentes abaixo é valida:

(i) X nao é uniao de dois fechados préprios.
(77) Quaisquer dois abertos nao vazios de X se intersectam.
(7ii) Todo aberto nao vazio de X é denso em X.

Proposicao 2.13. Todo subconjunto X C A", nao vazio, se escreve de forma

unica, a menos da ordem, como unido finita
X=WiU...Uw,,

onde W; é um fechado irredutivel de X para cada i e W; & W se i # j.

Demonstragio. Ver em (15), Proposicao 1.11. O

Observacao 2.14. Os W;’s sao fechados em X e ndo sdo necessariamente fechados

em A",
Definicao 2.15. Uma variedade algébrica afim é um fechado irredutivel de A™.

Definigao 2.16. Seja A um anel comutativo com unidade. Um ideal P de A é

dito ideal primo, se P C A e se zy € P implica que v € Pouy € P.

Proposicao 2.17. Seja X um subconjunto de A™. Entao X é irredutivel se, e
somente se, [(X) é um ideal primo. Em particular, X € irredutivel se, e somente

se, X € irredutivel.

Demonstragio. Ver em (15), Proposi¢ao 1.12. ]

2.2 O PLANO PROJETIVO

A ideia da geometria projetiva é acrescentar pontos no infinito. O intuito
de tal acdo é por exemplo fazer com que duas retas quaisquer se intersectem, o que

nem sempre ¢é possivel no plano afim.
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Definigao 2.18. O espaco projetivo unidimensional ou a reta projetiva é o conjunto

definido por:
K?

~Y

Y

onde (zo, 1) ~ (yo,y1) se, e somente se, IN € K\ {0} tal que z; = Ay;, i = {0, 1}.

O ponto de P! correspondente a (zg,z;) € A%\ {(0,0)} é denotado por
(xo : x1). Dizemos que zg e x; sdo coordenadas homogéneas ou coordenadas

projetivas do ponto.

Os pontos do conjunto
{(zo:xy) €PY g #0} ={(1:2); x € A"}

sao chamados pontos finitos de P'. Tal conjunto estd em bijeciao com A'. O ponto
(0: 1) é chamado ponto no infinito e, com estas defini¢oes, temos naturalmente a

identificagao P* = A' U {(0: 1)}. Podemos considerar, de modo andlogo, o caso
T # 0.

Definicao 2.19. O espacgo projetivo de dimensao 2 é dado por:
K3 0,0,0
PZZP]%:: \{(7 ) )}

~Y

onde (zq, z1,x2) ~ (Yo, Y1, y2) se, e somente se, I\ € K\ {0} tal que z; = \y;, para
i € {0, 1, 2}.

O ponto de P? correspondente a (zg, 1, z2) € K3\ {(0,0,0)} é denotado por
(20 : 1 : x3). Dizemos que zg, 1, T3 sdo coordenadas homogéneas ou coordenadas

projetivas do ponto.

Fixado 2 = 0, chamamos os pontos do conjunto
Up={(mo:x1:2) €P* g £ 0}y ={(1:2:9); (z,y) € A®}
de pontos finitos de P2, e os pontos do conjunto
{(zo: 71 m2) €P% 29 =0} = {(0: 21 1 22); (71, 72) € A%}

de pontos no infinito. Note que o conjunto Uy pode ser identificado com A? e o

conjunto dos pontos infinitos pode ser identificado com P!. Desta forma, temos a
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identificacao P? = A2 UP!. As mesmas defini¢coes e identificacdes podem ser feitas
fixando i =1 ou ¢ = 2.

Definigao 2.20. Dizemos que um polindémio F' € K[xg, x1, x2] se anula no ponto
(2o : 1 : m3) € P2 se F(A\xg, A1, Az2) = 0 para todo A € K\ {0}.

Definigdo 2.21. Um polinémio F € Klzg, 21, x5] é dito homogéneo de grau
r€Z,r>0,se F(Arg, A1, A\xg) = N F (g, 21, 22) para todo A € K.

Os polinémios homogéneos de grau r em K[xg, 21, x2| sdo entdao da forma

T T T
F(xO; Iy, 1}2) = Z CTomrszOxlleZ'
ro+ritre=r

Todo polinémio F € K[xg,z1, 23] pode ser escrito como uma soma de

polinébmios homogéneos, ou seja,
F=Fy+ P+ +F,

onde os F;’s sao polindmios homogéneos de grau ¢ nas variaveis xg, 1, 9, para todo

i €{0, 1, ...,d}. Os polindémios F; sao chamados componentes homogéneas de F.

Existem dois processos importantes quando estudamos polindomios: a homo-

genizagao e a desomogenizacao. Vamos agora explicitar esses processos.

Considere f € K[xg, z1] um polindmio de grau d ndo homogéneo. O processo
de homogenizacao, consiste em acrescentar uma nova variavel e para obtermos um

polindmio homogéneo em trés varidveis.

Definigao 2.22. Se f € K[z, x1] é escrito na forma

f=f+ i+~ fa

onde f; é um polindmio homogéneo de grau i, entao o polindmio homogéneo
F(wo, w1, 2) = 24 fo(zo, x1) + 25" fi(wo, 21) + - -+ + @2fa1(z0, 71) + fa(wo, 71)

¢ chamado uma homogenizagao do polinémio f.
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Definig¢ao 2.23. Consideremos F € K|xg, 21, 5] homogéneo. O polinémio
f(zo, 1) = F(xo,21,1) € K|z, 2]

¢ chamado desomogenizacio de F' com respeito a xs.

As desomogenizagoes de um polindémio F' € K|xg, 21, x5] com respeito as

variaveis xg e x; sdo definidas de maneira andloga.
Definigao 2.24. Seja S C K|xg, 21, 25]. O conjunto de zeros de S em P? é
Z(8)={x €P* F(x) =0, VF € S}.
Definigao 2.25. Um subconjunto X C P? ¢é dito fechado projetivo se X = Z(S)
para algum subconjunto S C K|xg, z1, 2]
Um subconjunto de P? é dito aberto projetivo quando ¢ o complementar de
um conjunto fechado projetivo.

Definigao 2.26. Seja X C P? um subconjunto. Definimos o ideal de X como

I(X) ={F € K[zg, z1, z2]; F(z) =0, Vz € X}.

E facil mostrar que 1(X) é um ideal homogéneo, ou seja, F € I(X) se, e

somente se, todas as componentes homogéneas de F' estdao em I(X).

Os abertos de P? formam uma topologia, chamada topologia de Zariski.
Além disso, tal como no caso afim, consegue-se mostrar que todo X C P? se escreve
de maneira tinica como

X =W uUWaU---UWy,

para algum k € N, com W;’s fechados irredutiveis em X tais que W; € W; sempre
que i # j, paratodoi,j € {1,...,k}. Os conjuntos W;’s sdo chamados componentes

rredutiveis de X.

Definigao 2.27. Um fechado projetivo irredutivel é chamado de variedade algébrica

projetiva.

Observacao 2.28. Existe uma diferenga bésica entre os casos afim e o projetivo.
Considere o ideal I = (g, z1, 13) C K[z, 1, 22]. O conjunto de zeros de I em A?

¢ Z(I) ={(0,0,0)}. J& em P2 Z(I) =0, pois (0,0,0) nio define um ponto em P2,
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Teorema 2.29 (Teorema dos zeros projetivos). Eriste bijecio revertendo as inclu-

soes:
Ideais radicais homogéneos
{ Subconjuntos fechados em P?} <— em Klzg, z1, x5 diferentes de
(o, 71, 2)
X — Dp(X)
Z(J) «— J
Demonstragio. Ver em (15), Teorema 2.1. O

2.3 CURVAS ALGEBRICAS PLANAS AFINS

Definig¢ao 2.30. Uma curva algébrica plana afim ¢é a classe de equivaléncia de um

polinémio nao constantes f € K[z, y|, onde
f~ge Ire K\ {0} tal que f = Ag,
com f, g € K[z,yl e A € K.

Definigao 2.31. O traco de uma curva algébrica plana afim é o conjunto dos zeros,

em A2, de qualquer polindmio na classe de equivaléncia da curva.

Nesse contexto, dizemos que a equacao de uma curva algébrica plana afim é

f(z,y) =0, onde f é qualquer polindémio representante da classe de equivaléncia.

Observacgao 2.32. O trago de uma curva algébrica plana afim ¢ um subconjunto

fechado de AZ2.

Definigao 2.33. O grau de uma curva algébrica plana afim C' é o grau de qualquer

polindémio representante da classe de C' e sera denotado por gr(C).

Defini¢ao 2.34. Uma curva algébrica plana afim definida por f € K[z, y| é dita

irredutivel se f é irredutivel em K[z, y]| .
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Definicao 2.35. As componentes irredutiveis de uma curva algébrica plana afim C'

definida pelo polinémio f € K[z, y] sdo as curvas definidas pelos fatores irredutiveis
de f.

Suponha f(z,y) = fi"*(z,y) ... fi'™(x,y), onde os f;’s sdo fatores irredutiveis
de f e cada n; é um nimero inteiro positivo. A multiplicidade da componente f;
da curva algébrica plana afim dada por f é o expoente n;. Quando n; > 2 dizemos

que f; é uma componente multipla de f ou da curva C.

Ao longo de todo texto vamos designar pelo mesmo simbolo a curva algébrica

plana afim, o seu trago ou qualquer uma de suas equacoes.

Sejam C' uma curva plana afim definida pelo polinémio f e p = (a,b) € C,

ou seja, f(p) = 0. O ponto p é dito um ponto simples, nao singular ou liso de f se

Zgi(p) # 0 ou fy(p)zg#o'

fx(p) By

Neste caso, a reta de equacao

fo(p)(x —a) + fy(p)(y —b) =0

é chamada reta tangente de f em p. Um ponto p que nao é simples é chamado de
ponto singular. Uma curva que possui somente pontos simples é dita uma curva

nao singular ou suave.

Sejam f uma curva algébrica plana afim de grau n e p = (0,0). Escreva

f=fm+ foms1+--+ fu, com f; é um polindmio homogéneo de grau i em K|z, y] e
fu =TI LI #0. 2.1)

onde os L;’s sao retas distintas e os r;’s sao nimeros inteiros positivos.

Definimos m como sendo a multiplicidade de f em p = (0,0) e escrevemos
m = my(f). Se m,(f) =2, dizemos que p é um ponto duplo, se m,(f) = 3, dizemos
que p é um ponto triplo e se m,(f) = k, com k > 2, dizemos que o ponto p é k-uplo
As retas L;’s que aparecem na equagao (2.1) sdo chamadas retas tangentes

a f no ponto p e o inteiro nao negativo r; é chamado de multiplicidade da reta

tangente L;. Dizemos ainda que L; é uma tangente simples se r; = 1, tangente
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dupla se r; = 2 e uma tangente k-upla se r; = k, k > 2. Se f tem m tangentes
distintas em p, dizemos que p é um ponto multiplo ordindrio de f. Um ponto duplo

ordindrio é chamado de nd.

As definigoes anteriores podem ser estendidas a qualquer ponto p = (a,b) €

A?, basta considerarmos a mudanca de coordenadas
T(x,y) = (z+a,y+b)
e considerarmos [ (z,y) = fo T (z,y).

Observacao 2.36.

(1) p € f se, e somente se, m,(f) > 0.

(2) my(f) = 1 se, e somente se, p é um ponto simples. Neste caso, f; = 0 é

exatamente a equacao da reta tangente a f em p.

2.4 CURVAS ALGEBRICAS PROJETIVAS

Definicao 2.37. Uma curva algébrica plana projetiva é a classe de equivaléncia
de um polindémio homogéneo nao constante F' € K|xg, 21, 2], mbdulo a relagao
de equivaléncia que identifica dois polinomios F e G € K[zg, 1, xs], se existe

A € K\ {0} tal que F = \G.

Definicao 2.38. O traco de uma curva algébrica plana projetiva definida pela

classe de equivaléncia de um polinémio F' é o conjunto dos zeros de F' em P2,

Nesse contexto, F' = 0 é chamada de equacao da curva algébrica plana

projetiva F.

Observacao 2.39. O traco de uma curva algébrica plana projetiva é um subcon-
junto fechado de P2,

Definicao 2.40. O grau de uma curva algébrica plana projetiva C' é o grau de

qualquer um dos polindmios na classe de C' e serd denotado por gr(C').

Definigao 2.41. Uma curva algébrica plana projetiva dada por F' € Klzg, z1, xs] é

dita irredutivel se F' é irredutivel.
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Definigao 2.42. As componentes irredutiveis de uma curva algébrica plana pro-
jetiva definida pelo polinémio redutivel F' € K[xzg, 1, 23] sdo as curvas definidas
pelos fatores irredutiveis de F'.
Seja
F($7 y7 Z) = Finl (x7 y’ Z) R F’l’?],m <x7 y’ Z)?

onde os F;’s sao fatores irredutiveis de F' e cada n; é um nimero inteiro positivo.
A multiplicidade da componente F; da curva F é o expoente n;. Quando n; > 2

dizemos que F; é uma componente maltipla de F'.

Como no caso afim, vamos nos referir sem fazer distingao a curva algébrica

plana projetiva, ao seu traco ou a qualquer uma de suas equagoes.

Sejam C' uma curva algébrica plana projetiva definida pelo polinémio F' e
p=1(a:b:c) e C. O ponto p é dito um ponto simples de C' se
_OF _OF

Fx(p)—%(p)#o ou Fy(p)—afy(p)%o ou F.(p)

_OF

= g(p) # 0.

Neste caso, a reta projetiva de equagao

Fo(p)(z —a) + F,(p)(y = b) + Fx(p)(z —¢) = 0

é chamada reta tangente de F em p. Um ponto p que nao é simples é chamado
de ponto singular. Uma curva que possui somente pontos simples é chamada de

curva nao singular ou suave.

2.5 DERIVACAO E ESPACO TANGENTE
Sejam V' uma variedade algébrica afim e I = I(V') o ideal dos polinémios
que se anulam nos pontos de V. O anel

K[z, xo,. .., 2]
I

K[V] =

é chamado anel de coordenadas de V.

Como K[zy, xs, . .., x,] é um anel Noetheriano, podemos escrever I na forma

[:<f17f27"'7fs>-
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Fixemos p € V e consideremos uma reta L em A™ passando por p com vetor

diretor v = (vy,...,v,). Logo, a reta L é dada por L = {p + tv; t € K}.

Observe agora que
LNV ={p+tv; filp+tv)=0,Vi=1,...,s}.

Seja f(t) = mde{fi(p +tv),..., fs(p+tv)}. Comope LNV ep édado
por t =0, entdo t = 0 é raiz de f(t).

Definicao 2.43. A multiplicidade de intersecao da reta L com V em p é a
multiplicidade de ¢ = 0 como raiz de f(t). Se f(t) é identicamente nulo, entao por

convencao denotamos tal multiplicidade por +oo.

E possivel mostrar que a multiplicidade de intersecdo ¢ independente da

escolha das equacoes fi, ..., fs.

Definigao 2.44. Dizemos que uma reta L é tangente a V' em p se a multiplicidade

de intersecao de L com V em p for maior ou igual a 2.

A expansao em série de Taylor de cada f; em p, j=1,...,s, ¢
‘ t) = f. J Z J i
filp+tv) = f;(p) +; 3:102 2 kZ axk oo +

Como f;(p) = 0, obtemos

filp+t0) =13 =2 (p)oi+ (- --).
i=1 O%i
Desta forma, ¢ = 0 é raiz multipla das equagbes f;j(p+tv) =0,j=1,...,s e, e

somente se,

> af(p)-vi:(], Vi=1,...,s. (2.2)
i=1 9Ti

Portanto, uma reta L é tangente a V' em p se, e somente se, um vetor v que da a

sua dire¢do satisfaz as equagoes dadas em (2.2). Nesta situagao dizemos também v

¢ um vetor tangente a V em p.



23

Definicao 2.45. Seja V uma variedade algébrica afim em A™. O espaco tangente

a V em um ponto p, denotado por T,V é o espaco vetorial definido por

T,V :={v e A"\ {0} | v é vetor tangente & V em p} U {0}.

Pode-se mostrar facilmente que o espaco tangente a V' em p é uma variedade
algébrica em A", mais especificamente, podemos considerar o espago tangente como

sendo

V=2 (i@fl(p) Az — i), ~7iaifs<p) (g —pz)) :

i=1
Definicao 2.46. Sejam R um anel comutativo, A uma R-dlgebra comutativa e M

um A-modulo. Uma R-derivagdo de A em M é uma aplicacao R-linear
D:A— M,

tal que
D(ab) = aD(b) + bD(a), Va, b € A.

Para toda R-derivagdo de A em M, D(r) =0, Vr € R.

Definigao 2.47. Sejam R um anel, A uma R-dlgebra e M um A-médulo. Denota-

remos o conjunto das R-derivagoes de A em M por Derg(A, M), isto é,
Dergr(A,M)={D: A— M; D é uma R-derivacao}.

Exemplo 2.48. O anel K[z, zo, ..., z,]| pode ser visto como uma K-algebra. Para

isto consideramos a inclusdo de K em Klzy,...,z,]. Desta forma a derivada

ou 0;, ¢ uma K-derivacao de

parcial em relacao a variavel x;, denotada por
i

Kz, ..., z,) em Klxy, ..., z,].
Lema 2.49. Sejam V' C A™ uma variedade algébrica, p € V e v = (v1, vg, ..., Up)
um vetor tangente a V. em p. A aplicagao D, : K[V] — Klzy,...,x,], dada por

D, = sz@i ¢ uma K-derivacao.

=1

Demonstracao. Segue direto da definicao de K-derivacao. O
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Sejam V' C A" uma variedade algébrica afim e p € V. Consideraremos
K como um K[V]-médulo definindo, para f = F € K[V], onde F ¢ a classe de
equivaléncia de F' € K[z, o, ..., z,) em K[V] ea € K,

fa=aF(p).

Proposicao 2.50. Sejam v um vetor tangente a V em p e D, = > v;0; como
definido no Lema 2.49. A aplicagcio D : K[V] — K definida por D(f) = D,(F)(p),

onde [ = F(x1,...,2,) e F € Klxy,...,z,], € uma K-derivagao.

Demonstracao. Observe inicialmente que D esta bem definida e que ela é K-linear.
Em seguida, se f = F e g = G, entdo fg = F'G. Portanto,
D(fg) = Dy(FG)(p) = [F'D,(G)] (p) + [GDu(F)] (p) =
= F(p)Do(G)(p) + G(p) Do (F)(p) =
= fD(g) + gD(f).

]

A proposigao seguinte mostra que todo elemento de Derg (K[V], K) pode

ser obtido a partir de um vetor tangente a V' em p.

Proposicao 2.51. Seja D € Derg(K[V],K). Eziste um vetor tangente v € T,V
tal que D(f) = D,(f)(p), para todo f € K[V].

Demonstrag¢io. Ver em (2), Proposicao 3.3. ]

O Lema 2.49 e a Proposigao 2.51 implicam que existe um isomorfismo entre

o conjunto de vetores tangentes a V' em p, T,(V'), e o conjunto das K-derivagoes
Derg (K[V], K).

O isomorfismo mencionado anteriormente nos permite fazer a seguinte

definicao alternativa de espago tangente

Definicao 2.52. Sejam V' uma variedade algébrica afim e p € V. Definimos 7T,V

o espago tangente a V' em p, como sendo o K-espacgo vetorial dado por:

T,V = Derg(K[V],K).
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Exemplo 2.53. Para todo p € A", o espacgo vetorial T,A" tem como base o

conjunto
0 0
{2
P P
0 _of
Onde axz p(f) T axz(p>

A proposigao a seguir, cuja prova pode ser encontrada em (2), mostra o

carater local da definicdo de espaco tangente.
Proposicao 2.54. Se U for um aberto de uma variedade algébrica afim V' contendo
p, entao T,U ~T,V.

Assim somos motivados a fazer a seguinte definicao.

Definicao 2.55. Seja V uma variedade algébrica afim ou projetiva. O espaco
tangente a V' em p, denotado por T,V é definido como sendo 7,U onde U ¢

qualquer aberto afim de V' que contém p.
Exemplo 2.56. Para todo p € A" temos 7T,A™ = A", uma vez que I(A") = (0).

Exemplo 2.57. Seja V uma hipersuperficie de A", ou seja, I(V') = (f) para algum
feKzy, ..., x,], f#0. Suponha que p= (0, ..., 0) € V. O espago tangente a
V em p ¢é definido por

59 gy
fl(mlax%"wmn) T ; axz(())wl = 0.

Se fi1 # 0, entdo 7,V ¢é definido por uma equagao linear em A”. Por outro lado, se
f1 =0, entao T,V = A"™.
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3 CAMPOS VETORIAIS E 1-FORMAS

Para estudarmos as curvas invariantes por sistemas de equagoes polinomi-
ais, precisamos entender os conceitos de campos vetoriais e 1-formas, que serdao
apresentados neste capitulo. Também apresentaremos um método para relacionar
as expressoes locais de campo polinomial, 1-formas locais, 1-forma global e as

expressoes globais de campos vetoriais polinomiais.

3.1 CAMPOS VETORIAIS

Sejam P2 o plano projetivo sobre C e p = (29 : x1 : Z») um ponto em P.
Escrevemos U; = {(xg : z; : x3) € P%;x; # 0} para cada i € {0, 1,2}.

Em U, temos a aplicacao natural:

Uy — A?
%0 (xo: 211 x2) +—> (xl, :@)
g X

Usamos a notagdo x = z1/xg e y = x2/x¢ e diremos que (z, y) sdo as coordenadas

locais em Uy e (xg : 1 : 22) sdo as coordenadas globais.

Em U; temos a aplicagao natural:

Uy — A?
¢1 ' (330 N A 132) — (xo, I2>
1 I

Usamos a notacao r = xg/z; e y = x2/x1 e diremos que (x, y) sdo as coordenadas

locais em Uj.

Em U, temos a aplicagao natural:

U2 — Az
02 (xo: a1 1 x2) +—> (xO, xl)
To T2

Usamos a notagio = = x/x2 € y = 1/x9 e diremos que (x, y) sdo as coordenadas
locais em Us.
Ao longo do texto, um ponto p € U;, i = 0,1, 2 e sua imagem ¢;(p), ¢ =0, 1,2

poderao ser tratadas sem diferenciacao apenas por p.
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Definicdo 3.1. Um campo de vetores em uma variedade algébrica (afim ou

projetiva) V' é uma fungao y que associa cada ponto p € V' a um vetor tangente
x(p) € T,V.

Agora, vamos descrever o espago tangente a P4 em um ponto p.

Segue do Exemplo 2.53 e da Proposicao 2.54 as seguintes afirmacoes:

0 0
(i) se p € Uy, entao T,P2 = T,Uy=( —| , — ondexzﬁey:@,
ox| ' 0Oy To To
P p
0 0
(i) se p € Uy, entdo T,PL2 X T, Uy = ( —| , — onde z = 22 ey:&,
ox 8y T T
P p
0 0
(iii) se p € Uy, entao T,P2 2T, Uy = ( —| , —| ) onde z = o o Yy = o
ox , oy , T T

Sendo assim, um campo de vetores x em P% ¢ dado localmente por um par

de funcgoes a(z,y), b(x,y) nas coordenadas locais (z,y), tais que

0

X@:Mm% 0

+ b(P)@

p

p
Se a(x,y) e b(x,y) sdos polinomiais, dizemos que o campo € polinomial. Vamos

trabalhar apenas com campos polinomiais e escreveremos

X=a - +b—. (3.1)

Diremos que a expressao (3.1) é uma forma local do campo x, uma vez que ela

descreve o campo em um dos abertos U;, i € {0, 1, 2}.

Definigao 3.2. Uma forma global de um campo vetorial x em PZ ¢ uma expressio
do tipo

0 0 B
y=F— + i+ F (3.2)

8900 (91‘1 8ZE2 ’

onde Fy, Fi, F,, quando nao nulos, sdo polindmios de grau d.

O campo descrito por (3.2) tem expressoes locais nos abertos Uy, U; e Us.
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No aberto Uy a expressao local é
0 0
X‘UO = (fl_xfO)%+(f2_yf0)aiy7 (3.3)

x x
onde z = — ¢ y = — sio as coordenadas locais em Uy ¢ fi(z,y) = Fi(1, z,y).
Zo o

Em U; a expressao local é

0 0
oy 9 _um L 3.4
My, = o —afig + (= uh)g (3.4)
onde z = 2% ¢ Y= 2 50 as coordenadas locais em Uy e fi(z,y) = Fi(z, 1,y).
T T
Por fim, em U, a expressao local é
0 0
X‘UQ = (fo—xfz)%"‘(fl—yﬁ)@*y (3.5)
onde z = 2% ¢ y = ™ 0 as coordenadas locais em U e fi(z,y) = Fi(z,y,1).
) )

Defini¢do 3.3. Uma folheagdo em P% é um campo de vetores de P%

0 0 0
= F F F:
X 083‘;0 + 18%1 * 28.3(72

modulo multiplicagao por constantes nao nulas, onde Fy, Fy e F5, ou tem o mesmo

grau ou sao nulos.

Definigao 3.4. Um ponto p € U;, 7 = 0, 1, 2 é chamado de singularidade do campo

x quando p anula a expressao local de xy em U;, para algum ¢ =0, 1, 2.

3.2 1-FORMAS

Definigao 3.5. Uma 1-forma em PZ é uma aplicagdo w que associa cada ponto

p € P%4 a um funcional linear w(p) : T,P%4 — C.

Uma 1-forma em PZ é dada localmente por um par de fungoes a;, as nas

coordenadas locais (z, y), isto é,

w(p) = a1(p)dpr + as(p)dyy,
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onde {d,x,d,y} é a base dual de {(9/0z)|,, (0/0y)|,}

Se a1 e as sao polindmios, dizemos que a 1-forma é polinomial. As 1-formas

trabalhadas daqui em diante serdo polinomiais. Escreveremos simplesmente:
w = a1dr + asdy. (3.6)

Definigao 3.6. Seja w uma 1-forma em P dada em Uy por w = ajdz + axdy e

d = max{gr(a;); se a; #0 e 1 =1, 2}. O grau de w ¢ dado por

d, se —xayy—yasy # 0,
S =
d—1, se —zayq— yasy =0.

onde a4 € asq sao as componentes de grau d de a; e as, respectivamente.

Considere a 1-forma em P4 como dada na Defini¢io 3.6. A forma global de

w em P% ¢ uma expressao da forma
Q= AodIO + Ald[L'l -+ Agdl’g, (37)

onde Ay, Ai, Ay sdo os polindmios homogéneos de grau s + 1, quando nao nulos, e

dados por:
AO = .T(S) (—xlal (‘rl’ mQ) — T2G2 ('1‘17 $2>> ) (38)
Ty Xo To Xo
A = 2t (xl :@) 3.9
1 =2y a1 950’ 0 ) ( )
Afzﬁ“@(”j“>. (3.10)
o To

Observemos que xgAg + 141 + 2245 = 0.

Por outro lado, dada uma 1-forma global em P:
Q= Aodl‘o + Aldl’l + Agdxg,
com xgAg + r1A1 + 1245 = 0, as suas expressoes locais nos abertos Uy, Uy, Uy sdo:

Q
U

0

= aydx + asdy, (3.11)
onde a1 = A;(1, z, y) e ag = As(1, x, y),

qw:%m+@@, (3.12)
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onde by = Ag(z, 1, y) e by = As(z, 1, y) e

Q
U.

2

= codx + c1dy (3.13)

onde ¢g = Ag(z, y, 1) e c; = Ay(z, y, 1).

Seja w uma 1-forma em P? definida em Uy por w = a;dx + asdy. Para cada

p € Uy, w(p) : T,P% — C é um funcional linear cujo niicleo é gerado por

0

x(p) = —b(p) ==

52 € T,P¢,

p

0
+ a(p) oy

p

isto é, N(w(p)) = {Ax(p); A € C}. Podemos entao dizer que w define em Uy um
campo de vetores descrito localmente como y = —bd/dz + ad/dy. O que nos leva

a fazer a seguinte definicao.

Defini¢do 3.7. Uma folheagao de grau d em P2 é dada por uma 1-forma
Q= Aodl'o + Aldl‘l + AleEQ

onde Ay, A1, As sao polindbmios homogéneos de grau d + 1, quando nao nulos,
satisfazendo a condicao
.Cl?vo + xlAl + QTQAQ = 0,
modulo multiplos nao nulos.
Dizemos que a folheagao é induzida pela 1-forma (2.

Além disso, se um campo de vetores y de grau d pertence ao nicleo de {2

entdo diremos que x e § induzem a mesma folheagao de PA.

Definigdo 3.8. Um ponto p € PZ é dito uma singularidade da folheagio de P%
induzida pela 1-forma Q = Agdxg + A1dzy + Asdxs quando Ag(p) =0, A1(p) =0e

3.3 RELACOES ENTRE CAMPOS DE VETORES E 1-FORMAS

O campo de vetores em P% dado globalmente por

0 0 0
81‘0 + Fl 8!E1 + FQ@xQ’

X = Fy
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com os F!s sendo polinémios homogéneos nulos ou de grau d, tem expressao local

em Uy dada por:
0 0
X‘UO = (fi— l’fo)% + (fo — ny)@’

A expressao local em Uy da 1-forma 2 que induz a mesma folheagao que y é

w=—(f2 —yfo)dr + (fi — xfo)dy.
A expressao global da 1-forma acima é
Q= AodZEO + Aldl‘l + Azdl‘g,
onde
Ag = 21 Fy — 231,
Ay = —xoFy + 22 Fy,
A2 = LU()Fl — $1F0.

Logo, a 1-forma tem expressao global
Q= (l’ng — ZEQFl)dZEO + (-.ToFQ + ZEQFo)dZEl + (l’oFl - [L’lF())dZL’Q.

Portanto, a 1-forma associada ao campo de vetores representado por

0 0 0
F E:
8:60 + 181’1 * 281’2

X = Fo
é dada pelo determinante:

drg dxy dxo
Q= i T i)
Fo F B

Reciprocamente, dada uma folheacio de P% de grau d, induzida por uma 1-forma
Q = Agdry + Aidx + Asdxy, podemos reverter o processo e encontrar Fy, Fy e Fy
tais que o campo x = Fydy + F10; + F30; induz a mesma folheagdo de P%. Isto é

mostrado no seguinte resultado:
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Proposicao 3.9. Se Ay, Ay e Ay sdao polinomios homogéneos nulos ou de grau
d + 1 satisfazendo xoAg + x1 A1 + 12 A5 = 0, entdo existem polinomios Fy, Fi, F

homogéneos nulos ou de grau d tais que

AO = .CElFQ - LU2F1
Al == .TQFO - ZL‘()FQ
A2 = [E()Fl — l’lF().

Demonstracao. Como

l‘oAO = —l‘lAl - ZEQAQ (314)
e os Als possuem grau d + 1, 24" nao divide nenhum monémio de Ay pois, caso

contrario, "

2 seria um monodmio de —z1 Ay — z24,. Assim, todos os monémios de
Ap possuem fator z; ou x5 e podemos escrever Ay = x1Fy — Fix5, para polindmios
Fy, F5, ambos homogéneos de grau d. Substituindo Ay na igualdade (3.14), e

agrupando os temos em x; e xy, obtemos:
fﬂl(l'oFQ + Al) = fEQ(iL‘OFl — Ag) (315)

Logo, =1 | (xoF1 — As) e x1 | (xoFs + A;p). Desta forma, existem polinémios G3 e
G4, ambos de grau d tais que
-4 = Gs,
Tol' 2 163 (3.16)
$0F2+A1 == ZL’QG4.
Substituindo (3.16) em (3.15), obtemos z12:G4 = x2x1G3. Portanto G = G4 e

escrevendo Gy = G3 = Fy, segue que

Ay = xol) — 12k,
Al = $2F0—ZL’0F2.

[]

Observagao 3.10. Dada uma forma local de um campo de vetores y em PZ,
conseguimos determinar a forma global do campo de vetores y através de suas
1-formas locais e globais. Através das seguintes associagoes:

X\, :a8m+b8y:>wU = bdr — ady = €2 = x.

@ @
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4 SUPERFICIES DE RIEMANN

O objetivo agora ¢é definir uma superficie de Riemann e apresentar alguns
resultados. Usaremos o fato de que uma curva algébrica plana projetiva suave é
uma superficie de Riemann para definir seu género. O resultado principal deste
capitulo ¢ a Férmula do Indice de Poincaré-Hopf, que vai nos auxiliar a estudar o

grau de uma 1-forma meromorfa.

Definicao 4.1. Uma superficie de Riemann é um espaco topologico Hausdorff

conexo C' munido de uma cobertura por abertos {U, }, ¢ uma familia de aplicagoes:
Zo : Uy — C,

tal que cada z, é um homeomorfismo de U, em um subconjunto aberto z,(U,) C C

e se U, N Uz # (), entdo a aplicagdo:
Zg © 2;1 : Za(Ua N Uﬁ) — Zﬁ(Ua N Ug)

é biholomorfa.

Denominamos (U,, 2,) de coordenada holomorfa local e {(Uy, 2a)}a de

cobertura com coordenadas holomorfas.

Uma superficie de Riemann C' é dita uma superficie de Riemann compacta

se C for um espaco topoldgico compacto.

Exemplo 4.2. A extensao dos nimeros complexos ¥ = C U {oco} é um espago
topoldgico Hausdorff, conexo e compacto. Considere em ¥ a cobertura {Uy, U },

onde:

e as seguintes aplicagoes:

g Uy — C e ¢ : Uy — C

0 ; z=00
z > oz z
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Observemos que:

grogy': C\{0} — (13\{0}

z _ -
z

¢ uma aplicagao biholomorfa, e portanto, ¥ é uma superficie de Riemann compacta.

Teorema 4.3 (Teorema da func¢do implicita holomorfa). Suponha que f(w,z) €

uma fungao holomorfa em alguma vizinhanga de (0,0) € C? e que

of

—(0,0) # 0.

5, (0,0) #
Entdo existe uma fungdo g holomorfa em C tal que numa vizinhanga de (0,0) € C?,
temos

f(w,z) =0, se, e somente se, z = g(w).
Demonstrag¢io. Ver em (21); Capitulo I, Teorema 9.6. ]
O Teorema da funcao implicita holomorfa continua valido se trocarmos z

por w.

Exemplo 4.4. Seja C' uma curva plana algébrica irredutivel e S o conjunto
formado por todos os pontos singulares de C. E possivel provar que C e C \ S
sao subconjuntos conexos de P% (veja em (21), Capitulo I, Teorema 2.11). Além
disso, usando o Teorema da fungdo implicita holomorfa em cada ponto de C'\ S,
construimos cartas locais que satisfazem as exigéncias da Defini¢ao 4.1. Portanto,

C'\ S é uma superficie de Riemann.

Qualquer funcao holomorfa de um conjunto aberto U C C em um conjunto
aberto V C C:
w=f(z); ondew=u+wez=x+1y (4.1)

¢ também uma aplicacao suave do conjunto aberto U C R? no conjunto aberto
V C R?, dada por:

(@, y) — (ulz, y), v(z, ). (4.2)

Desta forma, podemos ver que uma superficie de Riemann compacta é

também uma variedade 2-dimensional real, suave e compacta, ou seja, uma superficie
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suave e compacta. A aplicacao suave (4.2) induzida pela funcao holomorfa (4.1)

deve satisfazer as equagoes de Cauchy-Riemann:

o _ o
or Oy’
o _ o
oy Oz
Entao,
ou Ou ) ,
dr Oy OJudv  Ouldv ou ou
det S '
¢ @ @ Ordy Oyox ox + dy >0
or 0Oy

Assim, conseguimos mostrar que toda superficie de Riemann compacta, do

ponto de vista topolégico, é uma variedade real 2-dimensional suave e orientavel.

Além disso, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5. Toda variedade compacta 2-dimensional, conexa e orientdavel é

homeomorfa a um toro com g buracos.
Demonstrag¢io. Ver em (28); Teorema 5.1. O

O ntmero de buracos g, no Teorema 4.5, é chamado de género da variedade

e é um invariante topologico (ver em (26); Apéndice C.2 ).
Definicao 4.6. A caracteristica de Euler de uma superficie compacta orientavel e
2-dimensional de género g é definida por:

X =2 —2g.

Como ¢ é um invariante topolégico, segue que a caracteristica de Euler é

também um invariante topologico.

Definicao 4.7. O género g de uma superficie de Riemann, ¢ nimero de buracos g
no Teorema 4.5. A caracteristica de Euler de uma superficie de Riemann de género
g ¢ definida por:

X =2-2g.
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Definic¢ao 4.8. Sejam C' uma superficie de Riemann e {(U;, z;) } uma cobertura
com coordenadas holomorfas. Uma fungao holomorfa (respectivamente, meromorfa)
f sobre C' é por definicao uma familia de aplicacoes f; : U; — X satisfazendo as

seguintes condigoes:

(i) fi = f; em U;NU; quando U; N U; # 0,

(ii) para todo i, f; o z; ' sdo fungdes holomorfas em z;(U;) C C' (respectivamente,

meromorfas).

Denotaremos a funcao f por {(U;, z;, f(2i)) }i-

O conjunto de fung¢des holomorfas sobre uma superficie de Riemann C', com
as operagoes usuais de adigao e multiplicacdo de fun¢des e multiplicacao por escalar,

formam uma dlgebra sobre C, a qual denotaremos por O(C').

Se C' é uma superficie de Riemann compacta, entao toda funcao holomorfa

definida sobre C' é constante.

Da mesma forma, o conjunto de fungoes meromorfas sobre uma superficie de
Riemann C, com as defini¢oes usuais de adi¢ao e multiplicacao de fun¢oes, forma o

corpo de fungdes meromorfas sobre C', ao qual vamos denotar por K(C).

Sejam C' uma superficie de Riemann compacta, f € K(C) e p € C. Con-
sidere um sistema de coordenadas locais z numa vizinhanca do ponto p tal que

z(p) = 0. Entdo numa vizinhanga de p, podemos escrever

f(z) =2"h(z), (4.3)

onde h(z) é uma fungao holomorfa, h(0) # 0 e n € Z. O valor de n na expressao
(4.3) independe da coordenada local z, satisfazendo z(p) = 0, ou seja, é unicamente

determinados por f.

Definicao 4.9. O nitimero n tal que f(z) = z"h(z) é chamado de ordem ou
multiplicidade de f no ponto p e serd representado por v,(f). Quando v,(f) >0, p
¢ dito zero de f e se v,(f) <0, p é dito polo de f. Além disso, o ntimero |v,(f)| é

dito a ordem ou a multiplicidade do zero ou do polo de f em cada uma dos casos.
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Definicao 4.10. Sejam C e C' duas superficies de Riemann e {(Uj, 2;) }ier €
{(U}, z;,) }kes suas coberturas em coordenadas holomorfas, respectivamente. Entao
uma aplicacao holomorfa f : C — C" é por definicao uma familia de aplicagoes
continuas

fi: Ui — C', para todo i € I,
tais que:
(Z) fZ:f] e UiﬂUj,se UZQUJ#Q),
(ii) z,ofioz; ' é uma funcio holomorfa em z;(f~1(UL)NU;), se zi(f~H(UL)NU;) # 0.

Definigao 4.11. Seja C' uma superficie de Riemann. Uma diferencial holomorfa

(respectivamente, meromorfa) w é por definigdo uma familia {(U;, z;, w;)} tal que

(i) {(U;,z)} é um atlas holomorfo de C e w; = fi(z;)dz;, onde f; € O(U;)
(respectivamente, f; € K(U;)),

(ii) se z; = ¢i;j(z;) ¢ a mudanga de coordenadas em U; N U;, com U; N U; # 0,

entao

fi(%j(zj))d(pé]gj) = fi(25),

isto é, a representacao local da diferencial muda de acordo com a regra da

cadeia
filwij(z)))dwij(z5) = fi(z5)dz;.

Denotaremos o conjunto das diferenciais holomorfas em C por Q'(C) e o

conjunto das diferenciais meromorfas em C por K'(C).

Definicao 4.12. Sejam C uma superficie de Riemann e

[ =AU 2, fi(z))} € K(C).
A diferencial meromorfa

df = {(Ui,zi,dfi - dﬁfi)dzi” e KY(C)

é dita diferencial da fungdo meromorfa f e serd denotada por df.
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Suponha que C' é uma superficie de Riemann. Considere
W = {(UZ',ZZ‘, fz(zz)dzz} € Kl(C), pE UZ N Uj.

Entao

up(fi) = vp (fi(@ij(zj))(wgfj)> = vp(/f3).

J

Logo podemos definir
vp(w) = v,(fi), se p e U,.

Se v,(w) > 0, entdo p é dito um zero de w. Se v,(w) < 0, entao p é dito um polo

de w.

Teorema 4.13. Seja C' uma superficie de Riemann compacta. Se f € K(C) ndo

¢ uma funcao constante, entao

va(f) =0.

peC

Em particular, temos que o numero de zeros e de polos de f sdo iguais, contando

as multiplicidades.

Demonstragio. Ver em (21); Capitulo I, Teorema 4.9. ]

Teorema 4.14 (Férmula do indice de Poincaré-Hopf para diferenciais meromorfas).

Seja C' uma superficie de Riemann compacta de género g e w € KY(C), entdo
gr(w) == > v,(w) =29 — 2.

Demonstragio. Ver em (21); Capitulo I, Teorema 6.5. ]



39
5 O CONCEITO DE NORMALIZACAO

Vamos apresentar um estudo sobre poligonos de Newton e expansoes de
Puiseux no anel de séries formais C [[z, y]] e no anel das séries convergentes C{z, y}.
Por meio das expansoes de Puiseux, conseguimos componentes analiticas locais
passando por um ponto singular. Desta forma, provamos que existem aplicagoes
biholomorfas locais, definidas em abertos proximos aos pontos singulares em estudo.
O Teorema da Normalizagao por meio destas aplicagoes locais nos mostra que dada
uma curva algébrica projetiva irredutivel(C), existe uma superficie de Riemann

compacta(C') e uma aplicagdo biholomorfa:
o:C\ o (Sing(C)) — C'\ Sing(C),

onde Sing(C) sdo os pontos singulares da curvas C' e #0~'Sing(C') é o ntimero de

expansoes de Puiseux ndo conjugadas de C' préoximo aos seus pontos singulares.

5.1 RESULTANTE DE POLINOMIOS

Teorema 5.1. Seja D um dominio de fatoragdo tinica e

flx) = apx™+ -+ an (ap #0)
g(@) = boz"+---+by (bo#0)

polinémios em Dlx]. Entdo f e g tem fator comum ndo trivial se, e somente se o
determinante R(f,g) = 0, onde

CLO a’l “ .. am 0
0 a o A

RUEG) =0 - oo ap @ coe oo anm
bo b1 b, 0 0
0 0 by b by,

Demonstragio. Ver em (21), Teorema 2.2. [l
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Definigao 5.2. O determinante R(f,g) é chamado de resultante de f e g.

Corolario 5.3. Seja D um dominio de fatoracdo unica e

flx) = apx™+ -+ an (ap#0)

polinomios em D|x|. Existem polinomios p, q € D[x], com gr(p) < n, gr(q) < m,
tal que:

p(x) f(z) + q(x)g(x) = R(f, 9)
Demonstragio. Ver em (21), Capitulo II, Corolério 2.4. ]

Definicao 5.4. Sejam D um dominio de fatoracao inica. Denominamos a resultante
de f € D[z] e de sua derivada polinomial f’ de discriminante de f, e denotamos

por

D(f) = R(f. ).

Corolario 5.5. Seja D um dominio de fatoracao unica. Uma condi¢dao necessdria
e suficiente para que f € D[z| tenha fatores maltiplos € que seu discriminante seja

tqual a zero.

Demonstragio. Basta aplicarmos o Teorema 5.1 em f e f'. O

Lema 5.6. Seja C' uma curva algébrica projetiva plana de grau n. Entdao é possivel
escolher um sistema de coordenadas em P% tal que C possui uma equagio afim da
sequinte forma

fle,y) =y" +ar(@)y"™" + - +ay(z) =0

onde aj(x) € Clz] com gr(a;(z)) < j ou a;j(x) = 0.

Demonstragio. Suponha que C' seja definida por F(zg,z1,22) = 0. Considere

a, A € C e fagamos a seguinte mudanca de varidveis em P%:

/ /

To = Tyt axy,
/

T = X1+ ATy,

Ty = Ty
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Seja b(ar, ) o coeficiente do termo z4" em F(xf + ax), &) + \xh, x5). Como
b(a, A) = F(a, A, 1), podemos escolher av e A em C de forma que b(cr, \) # 0. Entao

1
bla, A)

Fl(l’;),l‘,l,l'é) = < ) F(xavxllaxé)

é uma equagao de C no sistema de coordenas (xy, z, 25) e f(z,y) = Fi(1,z,y) tem

a forma descrita no enunciado.

]

Teorema 5.7. Uma curva algébrica plana projetiva irredutivel C' tem no mdximo

um numero finito de pontos singulares.

Demonstragdo. Suponha que a equacao afim de C' em Uy é:
flay) =y" +ai(@)y"™ + - +au(x) =0,

onde a;j(x) € Clz] com gr(a;(z)) < j ou aj(x) = 0. Considere f como um elemento
em C[z][y]. O discriminante de f com respeito a derivada parcial em relacao a y,
isto é,

of

D(f) = R(fa fy)7 Ondefy = 87y7

¢ um polinémio em C[z]. Vamos denota-lo por D(f)(x). Como f é irredutivel,
temos que D(f)(z) # 0.

Se Sing(C') é o conjunto dos pontos singulares de C', entdao
Sing(C) NC* C {(z, y) € C* f(x,y) =0, fy(x,y) =0},
Pelo Teorema 5.1, a projecdo de Sing(C') N C? na primeira coordenada é
D = {z € C D(f)(x) = 0}.

Observemos que D é o conjunto das raizes de um polindomio ndao nulo e portanto

possui um numero finito de elementos.

Agora, para cada xy € C que satisfaz D(f)(z) = 0, existe um ntmero finito

de y € C tais que f(z,y) = 0. E assim, temos que

#(Sing(C) N C?) < oo.



42

Além disso, como C' é uma curva algébrica irredutivel e a reta no infinito Lo, = Z(x)

intersecta C' em um nimero finito de pontos e segue que
#Sing(C) < oc.

]

5.2 POLIGONOS DE NEWTON E EXPANSAO DE PUISEUX PARA SERIES
FORMAIS

Considere no plano R? um sistema de coordenadas «, 3, onde a representa

o eixo horizontal e 3 o eixo vertical, orientados de forma convencional. Seja

flay)= 3 Agga®y’
(o, B)ENZ
um elemento do anel das séries formais C[[z, y]|. Para cada par (a, /) com A, 3 # 0
marcamos no plano o ponto de coordenadas («, ). Desta forma, obtemos um

conjunto discreto de pontos com coordenadas inteiras nao-negativas

A(f) =A{(a, B); Aa,p # 0},

que chamaremos de diagrama de Newton de f. Somando a cada ponto de A(f) os

pontos de R? cujas coordenadas sdo niimeros nao-negativos, obtemos

N(f)=AH+®R) = U A{(ap)+ R}
(@) EA)

Considere A(f) como sendo o menor conjunto convexo que contém A’(f). A fronteira
de A( f) consiste de duas semirretas paralelas ao eixos e uma reta poligonal unindo
as duas semirretas. Tal reta poligonal é chamada de poligono de Newton de f, ao

qual denotaremos por N(f).

Vamos orientar os poligonos de Newton da seguinte forma: da esquerda para
a direita e de cima para baixo. Entao, se os vértices de um poligono de Newton
N(f)sao P, = (a4, 8;),1 =0, ..., k,entdo ;1 < az e i1 > B, i =1,..., k.
Neste caso dizemos que N(f) se inicia em P, e termina no ponto P.. A altura

h(N(f)) e a largura w(N(f)) sdo, respectivamente, a ordenada méxima e a abscissa
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maxima dos pontos de N(f). Além disso, se I'; é um lado de N(f) com inicio
em (a;_1, f;—1) e fim em (o, 5;), definimos a altura h([';) = §; — B;_1 e largura

UJ(FZ) = ; — OG_1.

Observagao 5.8. Se x nao divide f(z,y) entao h(N(f)) é igual a menor poténcia
de y em f(0,y). Além disso, se y ndo divide f(z,y) entdo w(N(f)) é igual a menor
poténcia de y em f(x,0).

Dada f € C|[z,y]] gostarfamos de encontrar um tipo de série em z, y(z),

de modo que f(z,y(z)) = 0.
Para isso, teremos que trabalhar com séries em poténcias fracionérias de z.

Seja n > 1 um numero inteiro, escolha ¢, uma variavel livre sobre C, e

considere o C-monomorfismo de corpos

C(z)) — C((tn));
x — i

le,n :

onde C((z)) é o corpo de fragoes do anel C[[z]]. Identificando os elementos de
C((x)) com suas imagens pela ¢;,, temos que x = t!'. Desta forma, podemos
escrever /™ no lugar de t,, e denotaremos por /" a i-ésima poténcia de z'/",
obtendo assim a identificacdo C((x'/™)) = C((t,)).

Suponha que n’ é um inteiro positivo tal que n’ = nd, d € Z. Temos o

seguinte C-monomorfismo de corpos

C((z"™) — C((="™))
Zaimi/n —_ Zaz‘lL‘di/dn ’

¢n,n’ .

Assim, identificamos cada elemento em C((z'/")) com suas imagens por ¢, ./ e
vamos denotar por C ({x)) a unido de todos os elementos de C((z'/")) apds cada
identificacdo. Desta forma, C ((z)) é o conjunto de todas as séries formais de

Laurent
S aa,
©>r

comr,n€Z,n>1.

Tomemos

s = Zaixi/”

©>r
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uma série de poténcias fracionarias. Defina a ordem de z em s como sendo

00 , ses=20
0:(s) = { min{i; a; # 0} s s 40
n ’ '

As séries de poténcias fraciondrias s com 0,(s) > 0 sdo chamada séries de Puiseu.

Apods redugoes simultaneas de todos os expoentes que aparecem em s,
podemos assumir que n e mdc{i; a; # 0} ndao tem fatores em comum. Entao

dizemos que n é a ordem polidromica de s, ao qual vamos denotar por v(s).

Para cada n € N e para cada s = ) | a;z"'™ € C((z'/™)), definimos
>

o.(s)=> laa’",

©>r
onde €" = 1. Cada uma das série o.(s) é dita conjugada de s.
Agora, considere s € C[[z'/"]] uma série de Puiseux. Substituindo y por s

nos elementos f € C[[x,y]], a série resultante f(z,s) é um elemento de C[[z*/]].

Tal substitui¢do induz um morfismo de C-algebras

Cllz, y]] — C[[z"/"].

Uma série de Puiseux s é dita uma y-raiz de f se f(z,s) = 0.

De acordo com a defini¢ao, as séries da forma x®u, onde o € N e u é um
invertivel, ndo possui y- raizes. Observemos que estas sdo as séries cujo poligono
de Newton tem altura zero. Além disso, se f € Cl[z]][y], entao suas y-raizes sdo

raizes ordindrias como um polindémio.

Os proximos lemas dardo a relacao entre y-raizes e fatores lineares de uma
série f.
Lema 5.9. Uma série de Puiseuz s € C[[z'/"]] ¢ uma y-raiz de f € Cl[x,y]] se e

somente se y — s divide f em C[[z'/™, y]].

Demonstracao. Considere o automorfismo
U CllaVyl] — Cllz'/",y]]
xl/n — xl/n
Y — Y+ s.
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Sejam s € C[[z'/"]] uma y-raiz de f e

9(z,y) = U(f(z,y)) = f(z,y + 5).
Entao, g(x,0) = f(z,s) = 0, ou seja,

1/n
)

9(z,y) =y gi(z,y) em Cl[z"", y]].

Compondo g com a inversa de ¥ temos
fla.y) =" g(z,y)) = (y — )or(z,y — 5) em Cl[z"/", y]].

A reciproca é ébvia. O

Observacio 5.10. Se s € C[[z'/"]], denotamos por s = s',...,s" as v diferentes

conjugagoes de s. Segue do Lema 5.9, que se s ¢ uma y-raiz de f, entao suas

conjugadas também sao. Além disso, se g, = H(y — 5'), é possivel mostrar que
i=1
gs € Cl[[z]][y], é uma série irredutivel em C[[x,y]] e v(s) := v = h(N(gs)) (ver (12),

Secao 1.2).

Lema 5.11. Uma série de Puiseuz s € C[[z'/"]] é uma y-raiz de f se e somente

se gs divide f em Cl[z,y]].

Demonstra¢ao. Suponha que f(x,s) = 0. Vamos provar por indugao em v que gs|f
em Cl[[z,y]]. Para v =1 o resultado é garantido pelo Lema 5.9. Suponha agora que
f=W—sY...(y—sf; onde f; € Cl[[z*/" y]] e i < v. Entdo s é uma y-raiz

de f;. Pelo Lema 5.9, obtemos uma nova igualdade

f=- 51) oy = Si+1>fi+1-

Indutivamente chegamos a igualdade

[ = (y—sl),,,(y—sl’)fyzgsfy,

1/n

Em seguida basta observar que como f, g, € C[[z'/™, y]], entao f, também pertence.

A reciproca é 6bvia. n
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Dada uma série de poténcias formal

f(xay) = Z Aa,ﬁxay67
a, >0
para determinar uma y-raiz nao nula de f utiliza-se um processo indutivo. Come-

camos testando solugoes da forma
s=azr™" + .- (5.1)

onde m, n sao inteiros positivos, mdc(m,n) =1 e a € C\ {0}. A parte de menor

expoente de f(x,s(x)) é também a parte de menor expoente de

> Aq, palaetomim, (5.2)
o, >0

Reescrevendo a série (5.2) na forma

> S Ay pd® | b
k na+mpB==k
vemos que os pares («, f) que dao origem a um termo de expoente k/n em (5.2)

sdo os pontos de A(f) que estdo sobre a reta na + mf = k.

Consideremos todas as retas na + mf = k, k € Z, que tem intersecdo nao
vazia com A(f). Tome a reta ¢ mais perto da origem, ou seja, com k minimo.

Neste caso, os termos de menor expoente em (5.2) sdo

> Aa,gaﬁxo‘wm/”.
(o, B)ELNA(S)

A partir deste ponto temos dois casos a considerar.

Caso 1: Nao existe lado de N(f) com inclinagdo —n/m. Entdo existe um
tnico ponto (ayg, o) em A(f)N L e f(z,s(x)) tem um tnico termo de expoente

minimal, digamos

Bo naoerBO)/n_

Aaoﬁoa I(

Portanto, ele nao pode ser anulado pelos outros termos. Isto quer dizer que
f(z,s(x)) # 0 e portanto nao existe y-raiz de f(z,y) com termo inicial de expoente

m/n.
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Caso 2: Existe um lado de N(f), digamos I', com inclinagao —n/m (e,

portanto, sobre £). O termo de menor expoente em f(z,s(z)) é

(nag+mpBg)

(e, B)ET

onde (g, By) € T'. Suponha que o primeiro e o tultimo termo de I' sdo (aq, 51) e

(v, Po), respectivamente. Entao a expressao acima pode ser reescrita na forma

(nag+mpBg) (nag+mpBg)
a® ( > Aaﬁaﬁﬁ()) e =dFr(a)z
(o, B)ET

onde

Fr(z)= Y A" eCle]
(a,B)el

¢ um polinémio com termo constante nao nulo e expoente igual a h(I') = B, — So.

As analises anteriores nos ajudam a entender o algoritmo que sera usado

para determinar uma y-raiz de f.

Seja f(x,y) = Xa p>0 Aqpx®y”. Suponha que seu poligono de Newton N (f)
tem altura positiva, pois caso contrario nao possui y-raizes. Com o algoritmo de
Newton-Puiseux, que descrevemos abaixo, podemos determinar todas as y-raizes
de f.

Passo 1: Se h(N(f)) > 0, entdo N(f) ou termina acima do eixo a ou
tem pelo menos um lado em «. Inicia-se determinando uma y-raiz s = s de f

executando um dos passos abaixo.
Caso 1.1: se N(f) termina acima do eixo z, faca s() = 0 e pare o algoritmo.
Caso 1.2: escolha um lado I' de N(f), caso exista, e uma raiz a # 0 de
Fr(z). Suponha que I' tem equagdo na + mf = k, mde(n, m) = 1. Faga
r = xf
= 1" (a+y).
Entao, temos que

f= Z Aa,,gxo‘yﬁ = x’f ( Z Aa,ga:’f”mﬁ_k(ajtyl)ﬁ) )

na+mpB>k na+mpB>k
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Defina f; = 27" f € C[[x1,11]]. Tome, como y-raiz de f,
s = 2m/m(g + sW)

onde st é um elemento de C ({z;)) a ser determinado.

Agora repetimos o processo considerando 1, y; e fi. Assim teremos

m;/n;

50 = ym/n (a + le/m(al oz (a4 sUTD) L) =
— om/n (a 4 pm/nn (@ + -+ xmi/""'”i(ai + S(H_l)) ... (5.3)

Pela nossa construcao, se s = 0, para algum ¢ > 0, entdo s = 0,Ym, m > i.

E possivel mostrar que as séries obtidas pelo algoritmo sao y-raizes de f e

que sdo séries de Puiseux (ver (12)).

Como na Observacao 5.10, para cada série de Puiseux s de f escreveremos
u(s
gs = 1(_[)(y —sM), onde s*, k =1,...,v(s), sdo as séries conjugadas de s. Feito isso
temo]sczo1 seguinte resultado:
Teorema 5.12. Se f € C|[x,y]], entao existem séries de Puiseux Sy, ..., Sy, m > 0,

tais que f se decompoe, de maneira unica a menos da ordem, na forma

J=ux"gs,gs, - - s
onder € Z, r >0, u € um elemento invertivel em C[[z,y]].

Observacao 5.13. No Teorema 5.12 vale a igualdade
h(N(f)) =v(s1)+ -+ v(sm)- (5.4)

Definigao 5.14. Seja n € Z, n > 0. Dizemos que uma série f € C[[z,y]] é regular
de ordem n em y se ord,(f(0,y)) = n. Isto equivale a dizer que seu poligono de

Newton tem altura n e comega no eixo (.

Definicao 5.15. Um polinémio

n

>_ai(z)y' € C[[z]][y]

i=0
¢ chamado uma polinémio de Weierstrass formal em y de grau n se a,(x) =1 e

a;(0) = 0, para i < n.
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Teorema 5.16 (Teorema da preparagao de Weierstrass formal). Se uma série
f € C[[z,y]] € regular de ordem n em y, entdo existe um unico polindmio de

Weierstrass g em y tal que f = ug, onde u € C[[x,y]] € invertivel. Além do mais,

gr(g) = n.
Demonstracao. Usando o Teorema 5.12, temos que f pode ser esrito na forma

f=ua"g59s - Gsu-
Da regularidade de f concluimos que r = 0. Fazendo g = g5, s, - - - gs,,, Obtemos a
existéncia da decomposicao.

Se n =0, entdao f ¢é invertivel e trivialmente segue a unicidade da decompo-
sicao. Supondo que n > 0, entdo m > 1. Se f = uyg1, entdo g5, tem que dividir g;.

Sendo assim, a unicidade sai por inducdo em n.

Por 1ltimo, temos que

gr(g) = ord,(g(0,y)) = ord, (f(0,y)) = n.

5.3 SERIES DE PUISEUX E O ANEL DAS SERIES CONVERGENTES

Considere s uma série de poténcias fraciondrias e suponha que o,(s) > 0,
entao temos que s é escrito na forma
s(z) = az'/™
i>0
Dizemos que s é uma série de poténcias fraciondrias convergente se e somente se a

série de poténcias

s(t") =" a;t’

1>0

tem raio de convergéncia nao nulo.

Teorema 5.17. Se f € C{z, y}, ou seja, f é uma série convergente, entio todas

as y-raizes de f sdo convergentes.

Demonstragio. Ver em (12), Teorema 1.7.2. ]
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De forma inteiramente andloga ao caso de séries formais, se s é uma série
de Puiseux, escrevemos gs = [[y(y — ¢'), s € { conjugados de s}. Além disso, se s
é uma série convergente, entdao claramente g, também é convergente. Ja que g, é

irredutivel em C[[z,y]], ele também ¢é irredutivel em C{x,y}.

Teorema 5.18. Se f € C{z,y}, entdo existem séries de Puiseuzr convergentes
S1s---,8m, m > 0, tais que f se decompoe, de maneira unica a menos da ordem,

na forma

f = ungslgsz <o Gsms

onder € Z, r <0, u é um elemento invertivel em C{x,y}.

Demonstragio. Ver em (12), Teorema 1.8.3. O

Definicao 5.19. Os polindmios de Weierstrass formais cujo os coeficientes sao

convergentes sao chamados de polinémios de Weierstrass.

Observagao 5.20. A relagdo dada em (5.4) continua sendo vélida na decomposicao

dada no Teorema 5.18. Além disse, se f for regular de ordem n, entdo teremos que
n=v(s) 4+ +v(sm). (5.5)

Teorema 5.21 (Teorema da preparagao de Weierstrass para séries convergente). Se
f € Cl{x, y} € reqular de ordem n em y, existe um dnico polinomio de Weierstrass

g em y tal que f = wug, onde u é invertivel em C{z, y} e gr(g) = n.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 5.16 e do Teorema 5.18. O]

Para estudar localmente uma curva plana C' consideraremos um polinémio

f que a define como um elemento do anel das séries convergentes C{x,y}.

5.4 ESTRUTURA LOCAL DE CURVAS ALGEBRICAS PLANAS

Seja C' uma curva algébrica plana projetiva irredutivel C. Vamos estudar

como C' se comporta na vizinhanga de um ponto p € C. Para facilitar as contas,
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escolhemos um sistema de coordenadas em P2 de forma que p = (1:0: 0). Pelo

Lema 5.6 podemos supor que C' possui uma equacao em U da seguinte forma:
flay) =y" +ai(@)y"™ 4+ +an(2) =0,

onde a;(z) € Clz], gr(a;(z)) < j ou a;(z) = 0.

Considere f como um elemento em C{z}[y]. Entdo, pelo Teorema 5.18,

podemos fatorar f em produto de fatores irredutiveis:

f=rfifar--fs, com f; € C{z}y], Vi € {1,2,..., fs.

O discriminante de f em C[z][y] e em C{z}[y] s@o iguais. Como f ¢ irredutivel
em C|z][y], entdo, pelo Corolario 5.5, o discriminante de f em C{x}[y| satisfaz

D(f) # 0. Portanto, a fatoragdo de f em C{z}[y] ndo contém fatores multiplos.

Definicao 5.22.

(1) Suponha que f € C{z,y}, f(0,0) =0, p > 0 e € > 0 suficientemente pequenos,

entao
V= {(z,y) € C*% |z] < p, ly| <&, f(z,y) =0}
é chamado de curva analitica local na vizinhanga de p = (0, 0).
Se f é irredutivel em C{z,y}, entdo V é chamado uma curva analitica local

irredutivel.

(2) Suponha que f = f{" ... f"s, onde os f;’s sdo todos irredutiveis em C{z,y}.
Entao, escrevemos

V=mVi+ - +miV,
onde
Vi=A{(z,y) € C% |2 < p, |yl <e, filz,y) =0},
para todo j € {1, 2, ..., s}, p > 0 e £ > 0 suficientemente pequenos.

Cada curva V; ¢ dita uma componente analitica local irredutivel de V.
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Observagao 5.23. Se f = fifa--- fs e f(0,y) = y", entdo f;(0,y) # O,
Vi € {1,...,1}. Logo, pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass (ver Teo-
rema 5.21), podemos escrever f; = u;w;, onde u; é invertivel em C{z,y} e w; é

um polinémio de Weierstrass, para cada i = 1, ..., s. Entao podemos definir V; por
Vi ={(z,y) € C* [z] < p, ly| <&, wy(z,y) = 0}.
Assim, podemos considerar cada f; como sendo um polindémio de Weierstrass.

Observagao 5.24. Seja s;(x) = Z apx®™ uma expansao de Puiseux de f;, para
k>0
cada i = 1,...,s. Pelo Teorema 5.17, temos que s;(z) converge, para cada i.

Logo, podemos supor que existe uma vizinhanga A; de 0 tal que Z arix® converge.
k>0
Portanto, podemos definir as seguintes aplica¢oes holomorfas:

@i - Az — (sz

to= (1)) agt®).
k>0

A fungdo ¢; ¢é dita uma parametrizacao de V;.

Pelo Teorema da Fungao Implicita, V; \ {(0,0)} pode ser considerada como
uma superficie de Riemann com coordenada holomorfa local z. Assim, como

xr = t", obtemos que a aplicacao:

i - 8\ {0} — VA {(0,0)}

¢ biholomorfa.(Ver em (21), Capitulo II, Lema 3.2).

5.5 NORMALIZACAO

Nesta secao apresentaremos o conceito de Normalizacao de uma curva

algébrica plana projetiva.

Definigao 5.25. Sejam C' uma curva algébrica plana projetiva irredutivel e Sing(C')
o conjunto de seus pontos singulares. Se existe uma superficie de Riemann compacta
C' e uma aplicacdo holomorfa

o:C — P,

satisfazendo as seguintes propriedades:
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(1) o(C)=C,
(2) o71(Sing(C)) é um conjunto finito,
(8) o:C\ o' (Sing(C)) — C'\ Sing(C) é injetiva,

entao dizemos que (C, o) é uma normalizagao de C.

A normalizagdo é tnica a menos de isomorfismos. Ou seja, se (C,d) e

(é’ ,0') sdo duas normalizagoes de C, entdo existe uma aplicagao biholomorfa
r:C— (',

de forma que o diagrama comuta

C T s O

A demonstracao deste fato pode ser encontrada em (21), Teorema 3.3.

Teorema 5.26 (Teorema da normalizacao). Dada uma curva algébrica irredutivel
C C P2, existe uma superficie de Riemann compacta C' e uma aplica¢io holomorfa

o tal que o(C) = C e o é injetiva sobre a imagem inversa do conjunto dos pontos

suaves de C'.

Demonstracao. Daremos aqui apenas um esbogo da prova. Para a prova completa
veja (21).

Suponha que C' possui apenas um ponto singular q. Trocando C' pela parte
afim que contém ¢, podemos supor que C' C C2. Além disso, podemos considerar
que existem m > 1 componentes analiticas locais de C' passando por esse ponto.
Assim, existem m discos abertos A; (j = 1, ..., m) juntamente com aplicagoes

locais p; (j =1, ..., m) tais que cada

w; A\ {0} — C'\ {q}

sao uma aplicagdes biholomorfas sobre o conjunto imagem.
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Considere a unido disjunta (C'\ {q})| JA: e a relacdo de equivaléncia para

os pontos de p € Ay: p ~ ¢1(p).

Entao, considere
(C\{ahJAr = (C\{g} UA)/ ~.

Como ¢ : Ay \ {0} — C'\ {¢} é uma aplicagdo biholomorfa sobre o conjunto

imagem, vemos que (C'\ {¢}) | J A1 pode ser dotado com coordenadas holomorfas
w1
para ser transformado numa superficie de Riemann.
Prosseguindo desta forma, obtemos a superficie de Riemann:

¢ =@\ {ahUAUds-- A

Y1 w2

Se o conjunto de pontos singulares Sing(C') contém mais de um ponto,

digamos
Slﬂg(c) = {QIa qz, - - -, QZ}a

repetimos o processo acima para cada ponto ¢; e consideramos a superficie

CY = C \ Slng(C) Usﬂll All U<p12 A12 s leml Alml
Upas D21 Uy Doz Uy,
T U¢z1 All U@u ngz Al? T Usﬂzml Alml’

A aplicacio o de C' em PZ ¢ entdao dada por:

p; p € C\ Sing(C)
o(p) =
s, (P); P E Aps,,
onde 1 <r<lel<s, <m,.

Portanto o : C'\ Sing(C') — P% ¢ a normalizacao de C. O

Pela construgao descrita acima, para cada ponto p € Sing(C') temos que
#(o71(p)) é o nimero de componentes locais analiticas de C' numa vizinhanga de p.

Ou seja, ¢ igual ao nimero de expansoes de Puiseux nao conjugadas de C' préximos

a p.



55
6 A FORMULA DO GRAU-GENERO DE NOETHER

Vamos apresentar a formula do grau-género de Noether para curvas algébri-
cas projetivas. Primeiro apresentaremos a demonstragao da férmula para curvas
curvas suaves e em seguida para curvas singulares. Em curvas suaves, obtemos que
o género de uma curva projetiva de grau d é

1
g=(d-1)d~2)
Para uma curva singular, obtemos
1
g=3@d-1d-2 - 3 )

pESing(C)
onde §(p) é um nimero inteiro positivo. Esta férmula é o principal auxilio para

buscarmos um grau de uma curva, quando analisarmos a superficie de Riemann

que se relaciona com a curva em estudo por meio da normalizacgao.

6.1 COBERTURAS RAMIFICADAS

Seja C' uma curva projetiva nao-singular em PZ% definida por um polindémio
homogéneo F'(xg,x1,z2) de grau d > 1. Fazendo uma mudancga de coordenadas

adequada, podemos assumir que (0:0: 1) & C. Supondo isso a aplicagao:

<Z53{ C — P!
(x

0:$12x2> — (xole)
fica bem definida.

Definig¢ao 6.1. O indice de ramificagao, vy(a : b: ¢), de ¢ no ponto (a:b:c) € C
é a multiplicidade de z = ¢ como um zero do polinémio g(z) = F(a,b, z). O ponto

(a:b:c)échamado ponto de ramificagao de ¢ se vg(a:b:c) > 1.

Lema 6.2. Sejam C = Z(F) uma curva nao-singular de P% tal que o ponto

(0:0:1)¢C ep=(a:b:c)eC. Valem as sequintes propriedades:

(1) vg(a:b:c)>1 se e somente se

OF

I — 0= 2=
(a,b,¢) = 0= ——(

a? b? c)7
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ou seja, (a:b:c) € C ea reta tangente a C' no ponto (a : b : c) contém o
ponto (0:0:1).

(2) vy(a:b:c)>2 seesomente se

Gj ( *F
0z N

ou seja, (a :b:c) é um ponto de inflexao em C' e a reta tangente a C no

F(a,b,c) =0 =

ponto (a:b:c) contém o ponto (0:0:1).
Demonstracao.

(1) Pela definicao de indice de ramificagao, temos
vg(a:b:c)>1w mult.(g(z)) > 1.

Pela definicao de multiplicidade, segue que

OF
g(c):Oeg’(c):O@a(a:b:c):O:F(a:b:c).
Portanto, obtemos que

F
v¢(a:b:c)>1<:>aaz(a:b:c):O:F(a:b:c).

(2) Segue diretamente da defini¢ao de indice de ramificacdo que
vg(a:b:c)>2 e mult.(g(z)) > 2.

Pela defini¢ao de multiplicidade, segue que

F ’F
F(a:b:c):aaz(a:b:c):aaﬁ(a:b:c):Q

]

Lema 6.3. O nimero de pontos na imagem inversa de algum ponto (a : b) € P!

por ¢ € exatamente

d— > (ve(P)—1).

Pegp—1(ad)
Em particular, ¢~ *(a : b) contém d pontos se e somente se ¢~ '(a : b) ndo contém

pontos de ramificagdo de ¢.
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Demonstragio. Um ponto de C estd em ¢~ '(a : b) se e somente se é da forma
(a:b:c)e F(a,b,c) =0. Como (0:0:1) ¢ C, entdao F(0,0,1) # 0. Sem perda de
generalidade suponha que F(0,0,1) = 1. Entao, F(a,b, z) é um polinémio monico

de grau d na variavel z e pode ser escrito na forma

Fla,b,z)= [ (z—a)™

1<i<r

onde cq, ..., ¢, sao numeros complexos distintos e myq, ..., m, sao inteiros positivos

tais que mqy +msy + - -+ +m, = d. Segue que:
dMa:b)={(a:b:¢);1<i<r}.
Além disso, o indice de ramificacdo de ¢ em (a:b:c) é vy(a:b: ¢;) =m;. Logo,

d— > ((P)=1) = d= > we(P)+#{P;P € (a:b)}

Pegp—1(a:d) Peg—1(a:b)

= d=> mi+r=d—d+r=d
=1
= #o (a1 ).
L]

Definicao 6.4. Seja R o conjunto dos pontos de ramificacao de ¢. O conjunto
imagem de R por ¢, ¢(R), é dito local de ramificacdo de ¢ e ¢ : C' — P{. é dita

uma cobertura ramificada de P¢.

Proposicao 6.5. Sejam C wma curva projetiva plana suave de grau d tal que
(0:0:1)¢ C e¢:C —> PL a cobertura ramificada de C' sobre Pg.

(1) ¢ tem no mdzimo d(d — 1) pontos de ramificagao.

(2) Se vg(a:b:c) <2 para todo (a:b:c)e C entio C tem exatamente d(d — 1)

pontos de ramificacao.

Demonstracao. Suponha que C' seja dada por

C = {(x()?xl’xQ) S IED(ZC, F(SEO7$17$2) —_ 0}’
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onde F(xg,x1,22) é um polinémio homogéneo com coeficientes em C de grau d.
Como C é uma curva suave em P% entdo C' é irredutivel. De fato, suponhamos que

existam polinémios Q1, Q2 € Clxg, z1, x5], tais que

F(xo, 1, 22) = Q1(z0, x1, T2)Q2(T0, 71, 22). (6.1)

Assim, tome um ponto (a: b : c) tal que Q1(a:b:¢c) =Qz(a:b:c)=0. Entao
(a:b:c)eC, pois

0= Fl(a,b,c) =Q1(a,b,c)Qa(a,b,c).

Ja que C' é uma curva suave podemos supor que

oF

871‘0(@, b, C) 7£ 0.
Por outro lado, temos que:
oFr B an aQ? _
a—%(a, b,c) = e (a,b,c)Qsz(a, b, c) + Oz (a,b,c)Q1(a,b,c) =0.

O que é uma contradi¢ao. Entdao F' é um polinémio irredutivel e C' é uma curva

irredutivel.

Agora, como (0 : 0 : 1) ¢ C, entdo o coeficiente F(0,0,1) de xd em

F(z9,x1,22) é ndo nulo e
oF

87372(1)0’ X1, .1'2) 7£ O

Logo, o grau do polinémio a—(xo, r1,x9) éd—1e
T2

OF
F(.To, Iy, x2) * %(1‘07 x17$2)-
2

A curva D, de grau d — 1, definida pelo polinémio OF /Jxy(z, 1, 22) ndo tem
componente comum com a curva C'. Entao pelo Teorema de Bezout, as curvas C' e

D se intersectam em no maximo d(d — 1) pontos, o que prova o item (1).

Suponhamos, agora que vy(a : b:c) < 2 para todo (a:b:c) € C. Observe
que o conjunto R dos pontos de ramificacao de ¢ é dado por R = C N D. Assim,

pelo Teorema de Bezout, basta provarmos que se (a : b : ¢) pertence a R =C N D,
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entdo (a : b : ¢) é um ponto ndo-singular de D e a reta tangente a C' e D em
(a : b : c) sdo distintas. Vamos provar por contradigdo. Suponha que o ponto
(a:b:c) € R, ou seja,
OF
F(a,b,c) =0=—/(a,b,c).
(@b.6) = 0= Z—(a.b,0

Além disso, suponha que o vetor

O*F O*F O*F
(M(a, b, C), —~ \a, b, C), m(d, b7 C))

é nulo ou um multiplo escalar do vetor

OF oF OF
= = = (a,b,c) .
(axo ((I, b7 C)> X (a7b7c xr a, ,C))

Em ambas as situagoes temos que

oF 0?F
F(a,b,¢c) = —1(a,b,¢c) = ——=—(a,b,c) = 0.
Logo, vg(a : b:c) > 2. Isto é uma contradicdo, e assim obtemos o item (2). O

Lema 6.6. Sejam C uma curva plana projetiva suave tal que (0:0:1) ¢ C e
® a cobertura ramificada de C sobre PL. Aplicando uma transformacdao projetiva

adequada em C' podemos assumir que
ve(a:b:c) <2,
para todo (a:b:c) € C.

Demonstra¢io. Suponha que C' = Z(F'), onde F(zg,x1,22) é um polinémio ho-
mogéneo de grau d. Se d = 1, entdo vy(a : b: ¢) =1, para todo(a:b:c) € C.
Se d < 2 entdo C' possui no maximo 3d(d — 2) pontos de inflexdo (ver em (26),
Apéndice C). Aplicando uma mudanca de coordenadas em P§ adequada, podemos
supor que (0:0:1) ¢ C e nao pertence a qualquer reta tangente a C' sobre seus

pontos inflexdo. Assim, pelo item (2) da Observagao 6.2, segue o resultado.

]
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6.2 FORMULA DO GRAU-GENERO DE NOETHER PARA CURVAS ALGE-
BRICAS PROJETIVAS SUAVES

Definicao 6.7. O conjunto
A={(z,y) eR*2>0,y>0,z+y <1}

¢ chamado tridngulo unitério em R? com os vértices em (0,0), (0,1) e (1,0). Deno-
tamos por
A ={(z,y) ER} 2>0,y>0,z+y<1}

o interior do tridngulo unitario.

Definicao 6.8. Seja C' uma curva plana projetiva suave sobre C. Uma triangulacao

em C é dada por:

(1) um conjunto finito V' # () de pontos de C, chamados de vértices.

(2) um conjunto finito A # ) de aplicagdes continuas
a:[0,1] — C,
chamadas de arestas.
(3) um conjunto finito F' # () de aplicagoes continuas
fA—C,
chamados de faces, satisfazendo:
(a) Os vértices sdo pontos extremantes das arestas, ou seja,

V ={a(0); a € A} U{a(l); a € A};

(b) se a € A, entao a restrigdo de a no intervalo aberto (0,1) é um homeo-
morfismo sobre sua imagem em C' e sua imagem nao contém pontos em

V' ou na imagem de qualquer outra aresta.
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(c) se f € F, entdo a restrigdo de f sobre A° é um homeomorfismo sobre

uma componente conexa Ky de C'\ T, onde I' = | J a([0,1]). Além

acA
disso, se

r:[0,1] — [0, 1]

o;:[0,1] — A,

para 1 < < 3, sao dadas por

r(t) = 1—t
o(t) = (t0)
oo(t) = (1-11)
o3(t) = (0,1—1),

entao qualquer f oo; ou foo; or é uma aresta azc € Aparal <i<3;
(d) a aplicacao
f — K f
de F' para o conjunto das componentes conexas de C'\ I' é uma bijegao;

(e) para qualquer a € A existe exatamente uma face f,;5 € F tal que
a = fF oo; para algum i € {1,2,3} e exatamente uma face f, € F tal

que a = f, oo; or para algum ¢ € {1,2,3}.

Observagao 6.9. Podemos assumir que os conjuntos A, V' e F' sao finitos pois C

é compacta.

Defini¢ao 6.10. O ntimero de Euler x de uma triangulagdo de uma curva plana

complexa projetiva suave C, denotado por x(C), é dado por:
X = #V — #A+ #F.

A caracteristica de Euler da curva C definida como acima coincide com a

caracteristica de Euler de C' vista como uma superficie de Riemann (Definicao 4.6).
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Exemplo 6.11. Uma reta projetiva complexa em P4 é homeomorfa a uma esfera
e assim ela admite uma triangulacao com trés vértices, trés arestas e duas faces
(Ver (26), Exemplo 4.14 e Lema 4.1). Desta forma, como P{ pode ser visto como

uma reta projetiva em P2, temos que:

X(Pe) = #V —#A+#F

= 3—-3+2

= 2.
Lema 6.12. Seja {p1, ..., p.} CP& comr > 3. Entdo existe uma triangulagio de
Pt tendo 3r — 6 arestas, 2r — 4 faces € p1, ..., p, como vértices.
Demonstragio. Veja em (26), Lema 4.21. ]

Proposicao 6.13. Sejam C' uma curva plana projetiva complexa suave que nao
contenha o ponto (0:0:1) e ¢p(zo : @1 : x2) = (20 : 1) a cobertura ramificada de C
em PL. Suponha que (V, A, F) seja uma triangulagio de P{ tal que o conjunto de
vértices V' contenha o local de ramificagcao ¢(R) de ¢. Entdo existe uma triangulagdo

(V, A, F) de C tal que:

Vo= o7Y(V)
A = {a:[0,1] — C; a € continua e poa € A}
F = {f:A—>C;fécontfnuaeqSOfeF}.

Além disso, valem as sequintes igualdades:

#V = d#V) = (vs(p) — 1)

PER
#A = d(#A)
#E = d#F)
Demonstragio. Ver em (26), Proposicao 4.22. O

Teorema 6.14. Seja C' uma curva plana projetiva complexa suave definida por um
polinémio homogéneo de grau d. Se r é um ndmero inteiro positivo, r > d(d — 1)
er >3, entio C admite uma triangulagio com rd — d(d — 1) vértices, 3(r — 2)d

arestas e 2(r — 2)d faces.
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Demonstragio. Pelo Lema 6.6, podemos supor, sem perda de generalidade, que o

ponto (0:0:1) ¢ C. Portanto, a cobertura ramificada
5 C — Pg
(o 21 :m9) — (x:y)
fica bem definida. Além disso, podemos supor que o indice de ramificagao vy(a : b : ¢)

de ¢ sobre qualquer (a:b: ¢) € C satisfaz

vgla:b:c) <2

Assim, pela Proposicao 6.5, ¢ tem exatamente d(d—1) pontos de ramificagao,
ou seja, #R = d(d—1). Agora, pelo Lema 6.12, podemos escolher uma triangulagao
(V,; A, F)dePL tal que VD ¢(R) e #V =1, #A =3r — 6 e #F = 2r — 4.

Dal, pela Proposigao 6.13, existe uma triangulacao (\7, A, F) de C' tal que:

#A = d#A) = 3(r—2)d,
#F = d#F) =  2(r—2)d,
B = d#V) = X (el = 1),

Como #R =d(d — 1) e vg(p) = 2, Vp € R, obtemos
#V =rd —d(d - 1).
]

Teorema 6.15 (Férmula do grau género para curvas suaves). O nidmero de Euler
X € 0 género g de uma curva projetiva suave em P4 definida por um polinémio
homogéneo de grau d sdo dados por

x=d3—d) e g:;(d—l)(d—Z).

Demonstragao. Pelo Teorema 6.14, uma curva projetiva suave C' de grau d admite
uma triangulagdo, com #V =rd —d(d — 1), #A =3(r —2)d e #F = 2(r — 2)d.
Assim,
X = #V —#A+#F
= rd—d(d—1)—3(r—2)d+2(r—2)d
= —d*+3d=d(3-d).
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Além disso,

(2—x)

= S2-d3-d)

— DN =

= Sd-1)d-2)

]

6.3 FORMULA DO GRAU-GENERO DE NOETHER PARA CURVAS ALGE-
BRICAS PROJETIVAS SINGULARES

Para uma curva projetiva suave de grau d em PZ, mostramos que a relacio
entre o género e o grau da curva é dado pela férmula:

g ;(d— 1)(d - 2).

Agora vamos determinar uma férmula para o género de uma curva projetiva
singular em P4 em fungio de seu grau. Como uma curva projetiva redutivel em P%
é a uniao finita de curvas irredutiveis, basta apresentarmos o estudo para curvas

irredutiveis. Desta forma, considere
C = {(z0: 71 :29) €EPE; F(xg: 11 : 1) = 0}

uma curva irredutivel em P2 tal que o grau de F é d.

J& mostramos pelo Teorema da Normalizagdo que existe uma superficie de

Riemann compacta e conexa C' e uma aplicacdo sobrejetiva continua
o:C — C,
cuja a restricao
o:C\ o7 (Sing(C)) — C'\ Sing(C)
¢ um homeomorfismo.

Definimos o género da curva C' como sendo o género de C'.

Suponha que as coordenadas projetivas foram escolhidas de forma que o

ponto (0:0:1) ¢ C.



65

Defina
5 { C — P¢
L«

To: X1 Ta) — (mg: )
e considere a composta

v=¢oo:C — PL.
como uma cobertura ramificada de C' para P¢.

O conjunto:

R:U_l{(a:b:C)EC; gi(a:b:c):O}

é dito conjunto de pontos de ramificagao de v, chamaremos a imagem ¥ (R) de

local da ramificacao de 1.

Proposi¢ao 6.16. Dada uma triangulagio (V, A, F) de Pg tal que o local de rami-
ficagio (R) de ) estd contido no conjunto de vértices V', existe uma triangulagao
(V,A,F) de C tal que

‘7 - ¢_1(V)7
#A = d#A)
e
4F = d(4F).
Demonstragao. Ver (26). O

Como feito anteriormente para curvas suaves, se p = (a : b : ¢) € C
definimos vy(p) como sendo a multiplicidade de z = ¢ como uma raiz do polinémio

g(z) = F(a,b, 2).

Lema 6.17. Dada uma triangulacio (V, A, F) de P{ tal que o local de ramificagio
Y(R) de 1) estd contido no conjunto de vértices, existe uma triangulagio (V, A, F)
de C tal que:

#V =d#V)— Y () =1+ Y (#o'(p)—1).

pea(R) peSing(C)
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Demonstragdo. A triangulacao (V, AF ) é obtida usando a Proposigao 6.16. Sendo

assim resta apenas calcular #V.

Pelo Lema 6.3, a imagem inversa sobre

¢: C — Pg

de algum ponto ¢ € P{ contém exatamente
d— > (vsp) —1)

PES~1(q)

pontos. Além disso, como v4(p) =1se p ¢ o(R) e p~(V) D o(R). Entao
#oTH (V) =d#V — Y (vs(p) - 1).
pEo(R)

Como

o :C\ o Sing(C)) — C'\ Sing(C)

é um homeomorfismo e ¢~1(V') contém os pontos singulares de C' segue que

#Y~h = H#o (o H(V))
= #o ' (¢7H(V) \ Sing(C)) + #0 ' (Sing(C))
= #(¢p7'(V)\ Sing(C)) + #0~ ' (Sing(C))
= d#V - Y () -1+ Y (#oH{p}-1).

pEa(R) pESing(C)

]

Denotemos por I, (F,G) o indice de intersecao das curvas C' = Z(F') e
D = Z(G) de P%4 em um ponto p.

Lema 6.18. Sejam C e D duas curvas projetivas em P% e p um ponto de P%.
Entao I,(C,D) =1 se e somente se p € um ponto nao-singular de C' e de D e as

retas tangentes de C' e D no ponto p sdo distintas.

Demonstragio. Ver em (26), Proposicao 3.22. O
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Lema 6.19. Seja C = Z(F') uma curva projetiva plana sobre C. Considere um
sistema de coordenadas em P2, tal que o ponto (0 : 0 : 1) ndo pertence a C e a
nenhuma das retas tangentes de C' nos pontos p € C'\ Sing(C') que sao pontos de

inflexao de C. Entao se p € o(R) e p ¢ Sing(C') temos vg(p) =2 e

oF
]p (P, a@) :].

Demonstragio. Se p € o(R) e p ¢ Sing(C) temos pelo Lema 6.6 que vy(p) < 2.

Pela demonstracao da Proposicao 6.5 e com essas hipdteses

g@”#oeglj“ 0= F(p) = vy(p) = 2.

X2

Agora pelo Lema 6.18 obtemos que

oF
L|F,— ] =1
p< ’81‘2>
]

Corolario 6.20. Seja C = Z(F) uma curva algébrica plana projetiva. Considere
o sistema de coordenadas em P2 tal que o ponto (0:0: 1) ndo pertence a C e a
nenhuma das retas tangentes a C' nos pontos p € C'\ Sing(C') que sdo pontos de

inflexdo de C. Entdo o nimero de Euler x(C) de C' ¢ dado por:

X(C)=dB—-d)+ > F«Gfg>—%@+#fﬂm

p€eSing(C)

Demonstragio. Seja (V, A, F') uma triangulagao de P%. Entao

#V — #A+ #F = x(PL) = 2. (6.2)

Considere (V, A, F) a triangulacio de C' obtida via Proposicio 6.16. Por definicio,

temos
X(C) = #V — #A+ #F.

Pelo Lema 6.17 e pelas hipoteses, obtemos

X(C)=d#V = #A+#F) = Y (vp) =D+ Y (#o{p}—1). (63)

pEa(R) p€Sing(C)
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Pelo Lema 6.19, segue que

Y ) -)= % (C)IP<P, ?f)

pEa(R)\Sing(C) pEa(R)\Sing
OF :
Como o(R)=Z(F)NZ o) € Sing(C') C o(R), segue do Teorema de
)
Bézout que

OF oF
S g (F ) —dd-1)- S I, <x2, > . (6.4)

pea(R)\Sing(C) 0y pESing(C) Oz

Substituindo (6.2) e (6.4) em (6.3), obtemos que

(@) =d3-d+ Y )(fp (22 5 ) st + #0751

p€ESing(C

O
Definicao 6.21. Seja p um ponto singular de uma curva irredutivel C' dada por
C = {(wo : 21 1 3) € Pg; Flwo, 21, 72) = 0}.

Suponha que o sistema de coordenadas usado seja tal que (0: 0 : 1) ndo pertenga a
C' ou qualquer uma das retas tangentes de C' no pontos p € C'\ Sing(C') que sao

pontos de inflexdo de C'. Definimos
1 oF
Sp)== L, | F,— | — -1 :
0= (1 (F ) = v + 0 )
Observagao 6.22. O ntmero §(p) na defini¢do anterior é um inteiro positivo.
Demonstragio. Ver em (5), Secao 9.2. ]

Usando que o Corolario 6.20, a definicio de 6(p) e que x(C) = 2 — 2g,

obtemos a Formula de Noether:

Teorema 6.23 (Férmula de Noether). O género g de uma curva projetiva irredutivel

C de grau d em P% é

g= -2~ ¥ o).

p€eSing(C)
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7 CURVAS ALGEBRICAS INVARIANTES DE SISTEMAS DIFE-
RENCIAIS POLINOMIAIS

Vamos apresentar um estudo sobre o sistema de equacoes diferenciais com-

plexas;
dx
T _p
o (2, y)
(7.1)
dy

onde P, @ € C[z, y] sdo polindmios de grau m, onde m é um niimero natural.

Usando o Teorema da Normalizacao e considerando a diferencial meromorfa
dx
w=—
P
estudaremos o género de uma curva algébrica projetiva C' invariante pelo sistema.
Observe que sobre a curva C' tem-se que
dr dy
w=-—=-=.
P Q

Por fim, apresentaremos uma cota superior para o grau de uma curva algébrica

projetiva nodal invariante pelo sistema.

7.1 DIVISOR DE DARBOUX E PONTOS NO INFINITO

Considere o sistema de equagoes diferenciais complexas dado em (7.1).
Podemos supor, sem perda de generalidade, que P(z,y) e Q(x,y) ndo tem fatores

€Im comuin.

Associamos ao sistema de equagoes diferenciais (7.1) o campo vetorial em
C? dado por

= Pl i) +Qle ) (7.2

O campo x é dito campo de vetores associado ao sistema de equacgoes diferenciais
(7.1).

Definicao 7.1. Seja V' C C um conjunto aberto. Dizemos que uma funcao

0:VcC—C?
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¢ uma solucao do sistema (7.1) se para todo t € V' tivermos que

Definicao 7.2. Uma curva afim C' dada por

C'=2(f) ={(z,y) € C* f(z,y) = 0},

onde f(z,y) é um polinémio com coeficientes complexos, é dita uma curva invariante

por (7.1) se para qualquer solugao do sistema da forma
6 : B(0,r) Cc C — C?,

com r € R er >0, que satisfaz f(6(0)) = 0 tivermos que f(0(t)) = 0, para todo
te B(0,r).

Definicao 7.3. Sejam U C C? um conjunto aberto e F': U — C uma funcio
holomorfa nao constante. Dizemos que F' é uma integral primeira para o sistema de
equagoes diferenciais (7.1) se F' é constante ao longo das solugoes de (7.1) contidas

em U. Isto é, se  é uma solugao, entao existe ¢ € C tal que F(6(t)) = c.

Proposicao 7.4. Uma fungdo holomorfa F : U — C é uma integral primeira do

sistema (7.1)em U se, e somente se, X(F) =0 em U.

Demonstragio. Sejam p € U e 0(t) uma solugao do sistema (7.1) definida em um
aberto I contendo 0, tal que #(0) = p. Se F' é uma integral primeira de x temos
que F(0(t)) = ¢, para algum ¢ € C e para todo t € I tal que 6(t) € U. Logo,

d
0 = —[FO@)
_ <(Z];(6’(t)), ?;w») 0'(t)

oF oF
_ <ax(9(t)), 8y<9<t>> (PO1), QUO1))))
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Como existe uma solugdo do sistema (7.1) passando por cada ponto p de U,
concluimos que
X(F)(p) =0,vpeU.

Logo, X(F) = 0 em U. Reciprocamente, se x(F') = 0 em U, entdo para toda
solugao 60 : I — U temos que,

jt [F(0(t))] = P(G(t))g@(t)) + Q(H(t))g];(f)(t)) =X(F)(@1) =0,vteU

Portanto, F(6(t)) = ¢, para algum ¢ € C e para todo t € I. O

Proposicao 7.5. Seja f(z,y) € Clz,y] um polinémio irredutivel. A curva
C = Z(f) € uma curva algébrica invariante pelo sistema (7.1) se, e somente

se, existe um polinomio K(x,y) € Clx,y|, de grau m — 1, tal que

WD = Pla)3 + Q) = K

Demonstrag¢do. Suponha que C' seja um curva algébrica invariante por (7.1). Sejam
p€eC?e: B(0,r) — C? uma solugao do sistema de equagoes diferenciais (7.1)
passando por p. Entao, f(0(t)) = 0, para todo t € B(0,r). Consequentemente,

oo = (oo Jen)ro -0 wesor)

Como 0'(t) = (P(6(t)), Q(6(t))), temos que:

PO(0) 51 (6(0) + QIO 5. (6(6) =0, Vi & B(0.7)

Portanto, o polinémio

0 0
Plaa)3 +QG.0)5

se anula em todos os pontos da curva C. Como por hipétese o polindbmio f é

(7.3)

irredutivel, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert,

Logo, como o polinémio (7.3) pertence a I(Z(f)), existe K (z,y) € C[z,y] tal que

() = Pl + Q(;U,y)gz _

9 Kf.



72

Comparando os graus do lado esquerdo e direito da igualdade anterior vé-se que o

grau de K é m — 1.

Reciprocamente, suponha que exista K (z,y) € C[z,y| tal que

W = Plaa)3 + Q)5 = K

Considere 6 : B(0,r) — C? uma solugao do campo Y, tal que f(6(0)) = 0. Entao,
em B(0,r), temos que

o = (5o, 5o o0 = xownsoo).

Portanto, f(6(t)) = ae?®, para algum a € C e alguma fungao g(t). Assim, como

f(0(0)) = 0, obtemos que a = 0. Portanto, f(6(t)) =0, Vt € B(0,7). O

Defini¢ao 7.6. Um polindémio f(x,y) € Clz,y] é chamado integral algébrica parcial

do sistema (7.1) se existe um polindémio K (z,y) € C[z,y] tal que

of | JOf _
Py +Qg, = KF (7.4)

O polinémio K (z,y) na equagao (7.4) é chamado de cofator.

Lema 7.7. Seja f(z,y) € Clz,y] uma integral algébrica parcial do sistema (7.1)
com cofator K(x,y).

(1) Se K(x,y) =0 entdo f é uma integral primeira do sistema (7.1).

(2) Se f(z,y) é redutivel e f = fi"™ ... fi", onde fr € Clz,y| é irredutivel se
k=1,....l e fi # f; sei # j, entdo os polinomios f sdo integrais parciais
do sistema (7.1).

Demonstragao.

(1) Suponha que K(z,y) = 0 na equagao (7.4). Desta forma temos

of of _

+Q(z,y) 0. (7.5)

ox
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Se 0(t) = (x(t),y(t)) é uma solugao de (7.1), temos que

d d
Plz,y) =" ¢ Qay) = d%-

— (7.6)

Assim, substituindo (7.6) em (7.5) e aplicando a regra da cadeia, obtemos

que
@ [falt). )] = 0.

Logo, f é constante ao longo de 6(t).

Considere f = f1fo, com fi, fo € C[x,y]. Como f satisfaz o sistema (7.1),

temos:
of Oh Ofs  ON) _
P(z,y) <f1 o + /2 6:15) + Q(z,y) <f1 By + /2 oy ) = K fifa.
A igualdade acima pode ser reescrita na forma:
df2 df2 oh oft\
A (P %2 Q2] + 1 (Pan e+ 0 PE) = ki
Como mdc(f1, fo) = 1, concluimos que existem polindémios K, e K, tais que:
0 0 N
P<xay)£ + Q(x7y)a];2 = K2f2
) of of

O caso geral é obtido por indugdo no nimero de polindmios irredutiveis

presentes na decomposigao de f(z,y).
]

Para o que nos propomos a trabalhar neste capitulo, estudar as curvas

invariantes pelo sistema (7.1) ou, equivalentemente, as integrais parciais algébricas

de (7.2), precisaremos trabalhar em P%. Portanto, serd necessario conhecermos o

sistema (7.1) ou o campo vetorial (7.2) nos abertos Uy, U; e U, de P4. Para esta

andlise, vamos considerar que (z,y) sao as coordenadas de Uy e que campo X é a

expressdo local em Uy de um campo vetorial x definido em PZ, ou seja, X = x o
0
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No que segue vamos considerar que P(z,y) Z P, Q(x,y) Z Q;, onde
P;, ); sao polindbmios homogéneos de grau i, para cada i €{0,.. m} e que
Rpi1 =2 Qu(z,y) —y Bn(z,y) #0. (7.7)
Além disso, vamos supor que x,y sao as coordenadas locais do aberto U
de PZ.

Usando as relagoes entre campos vetoriais e 1-formas apresentadas na Secao

3.3, concluimos que o campo ¥, que é a forma global do campo (7.2), é

m ) 8 m (171 1’2) 8
— P 7.8
X= (ZEO .T()) axl + o Q o To 8x2 ( )
Por (3.4) obtemos que a forma local de x em Uj, com coordenadas locais

u=2xg/x1 €V ="1/19, €

o m+1p<1 U) 8au+{ Q(i’Z) —utp (i72)}§) (7.9)

Note que em Uy NU; temos u=1/z e v =y/z.

X

Agora usando (3.5), concluimos que forma local de y em Uy, com coordena-

das locais w = xg/x9 € 2 = 1 /19, é

o= () e e (o) e (00 o2

Observacao 7.8. As defini¢oes e os resultados apresentados anteriormente para y

X

sao validas também para as formas locais X‘U ex
1

Uz
Quando consideramos campos vetoriais em P4 a Definicio 7.6 toma a

seguinte forma:

Definigao 7.9. Uma curva projetiva C' = Z(F), onde F(zo, z1,22) € Clzg, 21, 23],

é dita invariante por um campo vetorial

0 0 0
= F{ F E
X 081’0 * 181’1 + 28!1327

onde Fy, Fy, F; sao polindmios nulos ou homogéneos de grau m em PZ%, se existe

um polinémio K (xg, z1,x2) € Clzg, 1, 2] tal que

2F R L RO kR (7.10)

X(F) FO 8,1’ 81'2
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E facil ver que se f (z,y) é uma integral algébrica parcial de y . de grau
0

n, com cofator K, entdo a curva projetiva plana C' definida por
F(xg, 21, 22) = xg f (21/20, T2/70) = 0

é invariante pelo campo y com cofator K = x0' 'K (x1 /20, T2/ %0) .
Considere a expressao local do campo vetorial (7.2) em U; dada em (7.9).

Denotaremos por:

A(u,v) = —u™tP <1 U),

s = efo () -er (L)

Neste caso,

Seja C'= Z(f(x,y)) uma curva invariante pelo sistema (7.1), com cofator
K(x,y). Entdo a curva C' de P2 definida por

F($0,SU17132) :ng(lh xQ)

13071'0

é invariante pelo campo y com cofator K = 20" ' K (1 /20, 22/70) . O nosso préximo
passo sera descrever o polinémio que define C' N U; e mostrar que ela é invariante

por x|, - Vale notar que C' = C N U,.

Escrevendo f na forma f(z,y) = Y _ fi(z,y), onde cada fi(z,y) ¢ um
i=0

polindomio homogéneo de grau i, + = 0,1,...,n, obtemos
F(xo, 1, @) = af fo+af " fu(@y, 22) + -+ + Tofuo1 (21, 22) + ful(1, 22).

Proposicao 7.10. Seguindo a notacao anterior, temos que CNU, é uma curva

definida por g(u,v) =0 e é invariante por X‘U com cofator K (u,v), onde
1

o) = g (2.2)

u u
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Demonstracio. Inicialmente observamos que C' N U, é dada por

g(u,v) = Fu,1,v) =u" f (1 U)

)
u u

onde u = xg/x1 € v = X9/ 7.

(1 (50) -

o 1) (3 e -
nr( ) s () e 82 )

(b))

[ () =mee ()] ()

X

+u™

Ou seja,
o) =[x (G 7) =P ()] o
[
Observacao 7.11. Dizemos que a equacao
o0.0) = f (1. 2) = ot 0 A1) 4+ (1) + Fu(10) = 0

representa a curva C' préximo a reta no infinito Lo, = Z(u). Da mesma forma,

dizemos que o campo X‘U representa o campo vetorial de (7.1) préximo a reta no
1
infinito Lo, = Z(u).

Sejam D; = (x; : y;), ¢ = 1,...,m + 1, as raizes em P{ do polinomio
homogéneo R,,;; definido em (7.7). Escolhendo um sistema de coordenadas
adequado em P{, se necesséario, podemos supor que x;y; # 0, se i =1,...,m+ 1.

Portanto, podemos supor, que as raizes da equagao (7.7) sao

Di=(1:2),2€Cez#0,i=1,....m+ 1.

m—+1

Definigdo 7.12. D = ) D, é chamado divisor de Darboux do sistema (7.1).
i=1

O suporte de D é o conjunto definido por supp(D) = {D1,..., Dpi1}-
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Observacgio 7.13. Cada ponto D; = (1 : z;) corresponde ao ponto (0:1: z;) de

L, via o isomorfismo L., ~ PL dado por
(0: 21 1 z9) —> (21 @ 29).

De maneira andloga, cada ponto da forma (0,v;) corresponde ao ponto

(0:1 : v;) de Uy, via o isomorfismo U; ~ C? definido por
(2o : 1:x9) —> (20, 22).

Lema 7.14. Um ponto (0,v9) € Uy é um ponto singular de X’U se e somente
1
Rm+1(1,vo) = 0.

Demonstracao. Os pontos singulares de X’U perto da reta no infinito, ou seja, em
0
Uy N Lo, s@o os pontos da forma (0, vg) tais que A(0,vy) = B(0,v) = 0. J& que
A(u,v) = —u™MPy(1,v) —u"Py(1,0) — -+ —uPp(1,0),
Blu,v) = wQo(1,0) + -+ Qu(L,v) — (" Po(1,0) + -+ + Py(1,0)),

concluimos que A(0,vg) = B(0,v9) = 0 se e somente se

Rm+1(1,2}0) = Qm(l,vo) — UPm(l, Uo) =0.
]

Proposigao 7.15. Os pontos D; = (1 :2;) € D,i=1,...,m+ 1 sao os pontos

singulares do sistema (7.1) no infinito.

Demonstragio. A forma local do campo x em Uj representa o campo vetorial (7.2)
préximo ao infinito, ou seja, em U; N Ly,. Além disso, a representacao de cada D;
em coordenadas projetivas é D; = (0 : 1 : z;). Logo, a representagao de D; em U

serd (0, z;). Portanto, o resultado segue diretamente do lema anterior.

]

Vamos mostrar que o suporte do divisor de Darboux D contém todos os
possiveis pontos no infinito de cada curva algébrica invariante pelo sistema (7.1).

Temos que
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é a reta no infinito.

Denotaremos por Iy o conjunto de pontos no infinito de uma curva algébrica
afim C' definida por f(z,y) =0, onde f(z,y) é uma integral algébrica parcial do
sistema (7.1).

Observacgao 7.16. Escreva f na forma

f(:v,y) = fO(xay) + fl(xvy) +eoe fn(x,?J),

onde f; é um polinémio homogéneo de grau i e seja

F(xg, 21, 22) = xp fo(x1, 22) + flfg_lfl(ﬂ?l,l"z) + o folzr, 22)

a homogeneizacio de f. Os pontos de C' no infinito sdo da forma (0 : z : x5) € P2

e tais que f,(z1,x2) = 0, ou seja,

Iy ={(0:2:y) € P fula,y) = 0}.

Teorema 7.17. Sejam f € Clz,y] e C = Z(f(x,y)) wma curva algébrica invariante
pelo sistema (7.1) (ou equivalentemente, f é uma integral algébrica parcial do
sistema (7.1)). Entao,

Iy € supp(D),

onde D € o divisor de Darbouz do sistema (7.1).

Demonstracao. Considerando os fatores homogéneos de maior grau em ambos os
lados da igualdade (7.4) obtemos que

Oh | o) e
ox oy
Para termos Iy C supp(D), basta que valha a afirmac@o: f,(zo,%0) = 0 entdo

P, + Qm = km—1fn- (7.11)

(x0,%0) € supp(D). Isso por sua vez, equivale a R,,11(xo,yo) = 0.

Podemos escrever a expansao de Taylor do polinémio f,(x,y) em torno do

ponto (xg,yo) tal que f(xo,yo) = 0 na forma:

i\ g ) 0xr 0y

falz,y) = li ( ) ) %(xo,QO)(ﬂf—xo)r_j(y—yo)j +---

e lzn: ( n ) W(xo,yo)(m —20)" 7 (y — yo)?, (7.12)

nl =\ j "I Oy
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onde r = ordy, (zg, yo) € 1 <r < n.

Agora, facamos a seguinte mudanca de variaveis

r = X9+ 1
Yy = Yo+
Dai, a equagao (7.12) pode ser expressa como

1 K[ r " fr o
. - s T=24,,7
fn(xl + To, Y1 + yO) - 7! jzo ( ) 856 Ja ]< anO)‘rl Y1’ +

;i( )6”]%( oayo)l‘ln_j%j- (7-13)

Ox1"=10y,)
Observemos que, para cada i € {r,...,n}, o termo
SR d'f, o
_ ————(xp, —Jq.,J
il 5 ( ) G0y "o )T

pode ser reescrito (ver em (24)) na forma

L0 0 e

Assim sendo, escrevendo F(xy1,y1) := fu(z1 + 2o, y1 + %0) €

a a n—
Fz1,p) = oy ,
(1, 91) P (xoa ) +y08y1> ful@1, 1)
obtemos
F(z1,y1) E Fi(xy,y1), com r > 1. (7.14)

Segue diretamente da defini¢ao de F' e da mudanga de varidveis que F; (1, y1)

é um polinémio homogéneo de grau i para todo i € {r,r +1,...,n}.
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Como r > 1 temos que F, #Z constante. Temos também que

. OF, oy oF,
08:171 83/1

.

y08y1 (n—r)! 00551 y08y1 n 21, Y1 =

e (0 oY o
RRCEST (xoaxl + Yo ) 8$1fn<xlayl>+

Yo L R _
+ (n—1)! <x06’x1 +y08y1> o fa(z1,91) =

1 0 0 xoafn(:cl,yl) +y08fn(x1,y1)
8x1 ayl

= o \Pan T ey ) (T0ag T gy, ) Inlon ) =

B n—r+1 . 0 N 0 n=(r= Uf(x -
= ), 0a yoay1 n\T1,Y1) =

=n—-—r+1)F_1(x1,y1) =0.

Podemos reescrever a equagao (7.11) em fungao de (z1,y;) da seguinte forma

O fn 0 fn
Pm($o+$17yo+yl)$($o+$1, Yo+y1)+Qm(zo+11, yo+y1)aiy($o+$17yo+y1) =

= Kkm—1(x0 + 21, Y0 + y1) fu(xo + 1,90 + v1). (7.15)

Observe ainda que,

F(zi,) = folzo+ 21,90 + 11)

oOF 0
O (xl yl) = aj; (l’o + 1, Y0 + y1> (7.16)
a of,

ayl( 1 yl) = 8y (x0+xl)y0+yl>
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Substituindo as relagoes (7.16) na equagao (7.15), obtemos

oF

OF
P (zo+ 21,90 + yl)@Tsl($1’ Y1) + Qum(zo + 21,90 + yl)@TJl(xl’ Y1)+

- km—l('ro + 21, Y0 + y1>F<x17 yl) = 0. (7-17)

Como f,, ¢ um polindmio homogéneo de grau n em (x,y) vale a igualdade

Ofn  Ofn
Donde obtemos,
oF oF
(w0 + 901)87:“@1,@1) + (yo + yl)aiyl(xlvyl) = nF(z1,1),
ou ainda,
1 oOF OF
Pl = 1 (0t o050+ w3 ) (7.19)

Substituindo (7.19) em (7.17), obtemos:

oF or
Pm(xO + Z1,Yo + yl)i(xlv yl) + Qm(xo + T1, %o + yl)i(l‘hyl)_'_

0, oy
1 OF OF
— km—1(xo+ 21,90 + yl)g ((IBO + 551)87%(351, ) + (yo + yl)aTJl(%a y1)>
= 0.
Assim,
1
[Pm(xo + 21, Y0 + Y1) — km—1(x0 + 1, yo + yl)ﬁxo"‘
1 OF
— ke ’ P
1m0 + 21,90 + y1)n$1 BT
1
+ |:Qm(x0 + 21,90 + Y1) — km—1(x0 + 21, Yo + yl)ﬁyO‘i‘
1 oF
K1 (w0 + 1, - }—0. 7.20
1(xo + 21,90 +y1)ny1 o ( )

Considerando

X
Ni(z1,y1) = Po(xo + 21,90 + y1) — Po(z0,Y0) — ;Okmq(%o + 21, Yo + 1)+

x T
+ gokmfl(ifoj Yo) — ikmfl(ﬂfo + 21, y0 + Y1)



82

No(z1,y1) = Qm(zo + 21, Y0 + 11) — Qum (0, Y0) — %kmfl(ﬂfo + 21, y0 + Y1)+
+ %kmA(xo;yo) - %kmfl(flfo + 21, Y0 + 1),

podemos reescrever (7.20) como

0 0
<[C1 + Ni(@1,91)] o + [ca 4+ Na(z1, 91)] 6y1> (Fp+---+F,) =0,

(7.21)
Zo Yo

S€Nndo €1 = L m(To,Yo) — —Fm-1\To,Yo) € C2 = Wm Lo, Yo) — —RKm—1\To, Yo0)-

do €1 = P(w0, 30) = ~*kin-1 (w0, o) Qun (w0, 90) = 2 k-1 (0, 0)

Temos que

x
N1(0,0) = Py(xo + 0,y0 + 0) — Pp(z0, yo) — ;Ok‘mq(ﬁo +0,y0+ 0)+

x 0
+ Zokm—l(x()vyO) - ﬁkm—1<x0 + 07?/0 + O) =0

N3(0,0) = Qm(zo + 0,90 + 0) — Qmn(x0, Y0) — %kmfl(iﬂo +0,y0 +0)+
0
+ %km—l($0a Yo) — ﬁkm—l(x() + 0,4 +0) =0.

Agora, precisamos analisar dois casos. A saber:

CASO 1: ¢; = ¢y = 0. Pela equagao (7.21), temos que

T
Pm(%’o,yo) = ;Okmfl<x07y0) € Qm(%,yo) = %kmq(xo,yo»

Segue que

Rm+1($0, yo) = onm(l‘o’ 3/0) - yOPm(xO, yo) =
Yo Zo

mogkm—l(ﬁoa Yo) — yozkm—l(xo,yo) = 0.
Portanto, (z¢ : yo) € supp(D).
CASO 2: (¢q,c9) # (0,0)
Da equagao (7.21), concluimos que
OF, OF,

=0
0y e 3y1 ’

C1
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T T

+ C2
014 Oy
tem grau maior ou igual a r. Assim, temos que:

pois o grau de ¢ ¢ menor ou igual a r — 1 e as demais parcelas (7.21)

(w0.t0) - (2o, O
Zo, Yo a.Tl’ 3y1

OF, OF,\
(01’0”'((%1’ ay1> =0

OF, OF,
Oy ’ 3y1

Como (
Logo,

) # 0, segue que os vetores (zg,yp) € (c1,¢2) sdo colineares.

0= c1yo — camo =
= Yo <Pm - Iokml) — 2o (Qm - yokm1> =
n n
= yOPm - xOQm = _Rm(x(]a y0)7
ou seja, (g : yo) € supp(D). O
Decorre diretamente do Teorema 7.17 o seguinte resultado:

Corolario 7.18. Sejam D = D1+ Do+ -+ D,,, 11 o divisor de Darbouzx do sistema
(7.1) el; = a;x + by, a;, by € C, i € {1,...,m+ 1} um conjunto de formas lineares

tal que 1;(D;) = 0,Vi € {1,...,m + 1}. Entdo existem inteiros ndo-negativos
m+1
N1y .oy Npr1 tGIS que Z ni=mne
i=1
m+1

fulw,y) = 11 (G 9))™,

i=1
Demonstracao. Como f,, é homogéneo ele pode ser escrito na forma

n

fn(xay) = H Si(l‘,y),

=1

onde s;(z,y) sdo polindémios homogéneos de grau 1. Usando o Teorema (7.17)

concluimos que s;(x,y) € igual a algum dos [;’s. Donde segue o resultado. O]
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7.2 CURVAS SUAVES

Seja C' C PZ uma curva algébrica projetiva. Suponha que C seja dada em
Uy, por f(x,y) =0, onde o grau de f é n e que f é uma integral primeira parcial

do sistema (7.1). Sem perda de generalidade, podemos supor que
flx,y) =y" +ai(x)y" '+ +an(z), com a;(z) € Clz], Vi € {1,2,...,n}.

Podemos ainda supor, sem perda de generalidade que (0:0: 1) ¢ C. Considere a
funcao holomorfa:
C — P
o
(xo:a1 1 m9) — (x0:27).
Como definido na Secao 6.1 (Definicao 6.1), seja v4(p) o indice de ramificagao de ¢
num ponto p € C.

Definimos o divisor de ramificacao de C por

R=73 (vs(p) = 1)p.

peC

Observe que R € Div(C) e pode ser decomposto na forma R = Ry + Rs, onde

Ri= Y (vsp)—1)p e Ro= > (vy(p)—1)p.

pECNLoo CnUy

Lema 7.19. Seja C C P4 uma curva algébrica suave. Suponha que CNUy, definida
por f(xz,y) =0, seja um curva invariante pelo sistema (7.1). Entdo gr(Ry) <n—1,

onden € o grau de f.

Demonstragao. Seja f = fo+ --- + f, a decomposicao de f em componentes

homogéneas. Pelo Corolario 7.18, sabemos que

m+1

fal@,y) = 11 Uiz, 9)™, (7.22)

i=1

m—+1
onde Z n;=n,m+1<mn,m>1el(x,y) sdo polindmios homogéneos lineares

=1
para todo ¢ € {1,2,...,m + 1}. Assim, temos que #{p; p € CN L} <m+ 1.

Se F(xg,x1,x2) = x f (x1/x0,22/20) e p = (0 : a : b) € C'N Ly, entdo
C=Z2(F)e F(0,a,z) = fa(a, z). Portanto, segue da definicdo que v,(p) coincide
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com a multiplicidade de z = b como raiz de f,(a, z). Assim, (a : b) € I; C supp(D),
l;(a,b) =0 e da decomposigdo dada em (7.22) , obtemos:

m+1
Y. wp)= ni=n
pECﬂLoo =1

Portanto, como m > 1, concluimos que
g(R)= Y () -D= ¥ vp)—(#{pi p€ CNLo}) = n-m—1<n-L.
peCNLoo pECNLoo

]

Lema 7.20. Seja C C P% uma curva algébrica suave. Suponha que CNUy, definida
por f(x,y) = 0, seja uma curva invariante pelo sistema (7.1) de grau n. Entdo,
gr(Ry) = n* —n — gr(Ry).

Demonstragdo. Se g é o género da curva C', entao, pelo Teorema 6.15, temos

_ (n—1)(n—2)
5 .

Pela férmula de Riemann-Hurwitz (ver em (21), Teorema 8.5) temos

gzw—n—l—l.
2
Logo,
(n—1)(n—-2) gr(R)—2n+2

2 N 2

Portanto, gr(R) = n? — n.

Por outro lado, temos

gr(R) =Y (vs(p) — 1) = gr(Ry) + gr(Ry).

peC

Logo, gr(Ry) = n? —n — gr(Ry). O

Agora vamos analisar o divisor Ry. Se p = (xo,%0) € supp(Rs), entdo

Of/0y(xg,y0) = 0, pois é um ponto de ramificacao. Além disso, vale a relac¢ao

P(x, yo)gf (70, %0) + Q(zo, yo)?i(xoa Yo) = 0. (7.23)
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Lema 7.21. Seja C C P4 uma curva algébrica suave. Suponha que CNUy, definida

por f(x,y) =0, seja uma curva invariante pelo sistema (7.1). Entdo
gr(Rs) < mn,

onde m € o grau do sistema (7.1) en € o grau de f.

Demonstrag¢io. Temos que C' = Z(F'), onde

F(xo, 21, 72) = xg f (21/70, 72/ 20) -

Vamos primeiramente provar que

volp) ~1=1, (f, gg) vp € supp(Ry) (7:24)

onde I, (f,df/0y) denota o indice de intersecao das curvas definidas por f(z,y) =0
e df /0y(z,y) = 0.

Considere p = (xg,%p) um ponto de ramificagdo de f. Como C é nao
singular e vg(p) > 1, segue do item (2) da Observagao 6.2 que ggjj(p) = 0. Logo,
of

x = g(y), definida num aberto I contendo yq, tal que

(p) # 0 e, pelo Teorema da fungao implicita, existe uma fungdo holomorfa

zo = g(y) e f(g(y),y) =0, Vy € I. (7.25)
De (7.25) obtemos
) 0
ai (9(y);v) g'(y) + a”; (9(y),y) =0, Yy € I,
ou ainda,
o1 of

9 (9(y).9) = =5 (9(y):9) 9'(v), ¥y € L. (7.26)

De (7.26) concluimos que

ordy, g(g(yly) + ordy, (¢'(y)) = ordy, (lf(g(y),y) :
(a9 (5
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Como 2 (g(yn). o) # 0, obtemos

ordy, (g'(y)) = ord, (gg(g(y%y)) :

Pela Proposicao 15, Capitulo 6, Se¢ao 2 de (37), temos que

I, (f, gi) = ordy, (gg(g(y),y)> :

Donde segue que:

0o(p) — 1 = ordyy (g(y)) — 1 = ordyn(9'(v)) = I, (f, Zi) |

Fazendo essa andlise em Uy, concluimos que (7.24) vale para todo p € supp(Ry).

Portanto,

gr(Re) = > I (ﬁg;)-

pesupp(R2)

Por fim, usando a equagao (7.23), temos

0 0 0 0
L(r5) <nr@ e (1 5) = (red) =5 (rPYl) < 1)

Além disso, pelo Teorema de Bézout

Z [p(f,P)SZIp(f,P)Smn.

pesupp(R2) peC
Logo,
of
gI’(Rz) = Z [p f7 ) < Z IP<f7 P) < mn.
pesupp(R2) Yy pEsupp(R2)

]

Teorema 7.22. Seja C' C P% uma curva algébrica suave. Suponha que C'N Uy,
definida por f(x,y) =0, seja uma curva de grau n, invariante pelo sistema (7.1).
Entao,

n<m-+ 1.
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Demonstragio. Pelo Lema (7.20) temos
gr(Ry) + gr(Ry) = n® —n. (7.27)
Dos Lemas (7.19) e (7.21) obtemos

gr(Ry) +gr(Ry) <n—1+ mn. (7.28)

Suponha, por absurdo, que n > m + 2. Entao
gr(Ry) +gr(R) =n*>—n>(m+2)n—n=mn+n.

Isso contradiz (7.28). O

7.3 0S POLINOMIOS DE WEIERSTRASS NO SISTEMA (7.1)

Seja p = (20, o) € C? um ponto singular de uma curva irredutivel C' C C2.

Escolha um sistema de coordenadas tal que p = (0,0). O Lema 5.6 nos

garante que o polinémio f(x,y) pode ser escrito como
flx,y) =y" +a(x)y" '+ +a, (),
onde a;(z) € Clz] com gr(a;(z)) < j ou a;(z) = 0.
Da Observacao 5.23 podemos escrever f na forma
fla,y) =z, y) filz,y) fola,y) - filz,y), (7.29)
onde u(z,y) é invertivel em C{x,y} e
filz,y) = y% +ca(x)y™ 4 F g (), i =1,..., 1,

sao polinomios de Weierstrass irredutiveis .

Pela Observacgao 5.24, para cada i = 1,...,[, existe um disco aberto
A ={t e Clt] < p;}

e uma func¢ao holomorfa

(7.30)

A, — C?
q; :
t +—

(t%, gi(1)).
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tais que fi(t%, g;(t)) = 0, para todo t € A;. Vamos escrever as fungoes g;’s na forma
(o.¢]
gi(t) = Z aixt®, onde a;; € C.
k=1

Definicao 7.23. Um ponto p = (zy,yo) ¢ dito um ponto singular do sistema (7.1)
se P(xo,y0) = Q(0,y0) = 0.

Teorema 7.24. Seja C C C? uma curva algébrica. Suponha que C' seja uma curva
invariante pelo sistema (7.1), dada por f(x,y) = 0. Seja p = (xo,yo) um ponto

singular de C. Entdo p é um ponto singular do sistema (7.1).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que p = (xg, %) ndo é um ponto singular
do sistema (7.1). Entao existe uma tnica solucao de (7.1) passando por este ponto.

Tal solucao é da forma

r = w0+ Plzo,yo)t+ > a;t'
= (7.31)
Yy = Yo+ Qo yo)t+ > bt

=2
onde a;,b; € C, t € A ={t € C; [t| < p} para algum p € R (ver (38)).

Por outro lado, como p é um ponto singular de C' e f é uma integral parcial
do sistema (7.1), usando (7.29) e o Lema 7.7, concluimos que o sistema (7.1) tem
pelo menos [ solugoes diferentes passando por p. Além disso, cada uma delas pode
ser expressa como em (7.30). Logo, I =1 e a solugao (7.31) é uma parametrizacao
local da curva C' em torno do ponto singular p. Mas supomos que p nao é um
ponto singular de (7.1), isto é, P(xq,yo) # 0 ou Q(xg,yo) # 0. Portanto, p é um

ponto suave em C, o que é uma contradicao. O

Corolario 7.25. Seja C' C P% uma curva algébrica. Suponha que C'N Uy seja uma
curva invariante pelo sistema (7.1). O nimero de pontos singulares de C N Uy € no

mdximo m?*. Além disso, como x Qu(x,y) —y Py (z,y) # 0, temos
#(Sing(C)) <m* +m + 1.
Demonstragio. Temos que todo p € Sing(C N Up) é um ponto singular de (7.1),

ou seja, P(p) =0e Q(p) =0, Vp € Sing(C N Up). Logo, pelo Teorema de Bezout,
#(Sing(C N Up)) < m?.
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Se p € Sing(C' N Ly,), entdo pelo Lema 7.14, temos que #Sing(C' N L) <

m + 1. Portanto, como

#(Sing(C)) = #(Sing(C NUy)) + #(Sing(C N L)),

segue o resultado. O]

7.4 O GENERO DE UMA CURVA INVARIANTE

Seja C uma curva algébrica projetiva. Suponha que C' N Uy seja uma curva

de grau n, invariante pelo sistema (7.1), dada por f(z,y) = 0.

Pelo Teorema da Normalizagao (Teorema 5.26), existem uma superficie de

Riemann compacta C' é uma aplicacdo continua e sobrejetiva o : C' — C' tais que
o:C\ o }(Sing(C)) = C'\ Sing(C)

¢ uma aplicacao holomorfa bijetora. Consideremos a seguinte diferencial meromortfa
em C'N U()

dr  dy
- = 7.32
w=F -2 (752)
Seja w o divisor associado a w. Entao, pelo Teorema 4.14, temos que
gr(w) =29 — 2, (7.33)

onde g é o género de C. Pela férmula do grau-género de Noether para curvas
nao-singulares (Teorema 6.23), temos
n—1)(n—-2
e ] (7.34)

p€eSing(C)

onde

o) = 5 (1 (P 5 ) = voto) + #70)

e F(xo,x1,22) = a5 f(21/20, 22/ 20).
Por defini¢ao, a diferencial meromorfa w nao possui zeros em C N Uj.

Suponhamos que p = (zg,yo) € C? seja um ponto singular da curva C em Upy. Sem
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perda de generalidade, podemos supor que p = (0,0). Podemos fatorar f(z,y) em

fatores irredutiveis em C{z,y}, a saber

f=ufifo-fr,

onde u(0,0) # 0 e os f;’s sdo polindmios de Weierstrass irredutiveis, como fizemos
na Secao 7.3. Desta forma, temos que o nimero de expansoes de Puiseux nao

conjugadas de C' préximo ao ponto p é r, ou seja, #o~ '(p) = r (Se¢ao 5.5)

Entao, a curva C' N Uy préximo de (0,0) pode ser representada como
CNUy=C1+Cy+--- 4+ C,
onde cada C; ¢ definida numa vizinhanca de p por

Ci = {(z,y) € C% |z| < p, y| <&, fi(z,y) =0},

sendo p e € nimeros reais positivos Além disso, pela Observacgao 5.24 a parametri-

zacao de Puiseux de C; em torno do ponto p = (0,0) é dada por:
r=t" e y=> ayt", (7.35)
k=1
onde a;, € C, para todo k, e m; = gr(f;), 1 <i <.

Como p = (0,0) é um ponto singular de C'N Uy, segue do Teorema 7.24 que
P(0,0) = 0. Logo, p é um polo de w; de ordem pelo menos 1. Portanto,

100 (e, = o) < -1 = ~(ho0.0) (130

gr (w‘Cm@) = Yo uw) <= > #o (). (7.37)

p€eSing(CNUy) p€eSing(CNUp)
Observagao 7.26. Por defini¢do w nao tem zeros em C'NU,. Os pontos singulares
de C' N Uy sao polos de w em Uy. Por isso, usa-se os pontos singulares para dar

uma cota superior para a ordem de w.

Vamos estudar w no infinito. Para isso, comecamos relembrando que a

equacao de C'NU; é

g(u,v) =u"f (u’ u) = fu(l,v) +ufp1(1,v) + -+ fou" =0. (7.38)
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Suponhamos que a decomposicao de f,, como produto de fatores lineares

distintos seja

fu(l,v) =c f[l(v — ;)™ (7.39)

Em seguida, consideramos f,(1,v) escrito na forma f,(1,u) = LjLyLs,

onde:

T

Li(v) = ]J(v—wvy), onde cada vy; ¢ uma raiz simples de f,(1,v),
i=1
k
Ly(v) = (v — )™, onde o; > 1 e Ag/Iu(0,vy;) # 0,
i=1
Ly(v) = JJ(v— v3;)%, onde B; > 1 e dg/0u(0,vs;) = 0.
i=1

Observagao 7.27.

(i) Os pontos (0,vy;), ¢ =1,...,r, sdo pontos nao singulares de C' pois, como vy;

é uma raiz simples de f,(1,v), segue que
0g/0v(0,v1;) = 0f,/Ov(1,v1;) # 0.

Na vizinhanca de cada um destes pontos a curva C' admite a seguinte para-
metrizacao:
u==t (§] V=01 + tli (bOz + blit + O(t)) s (740)

onde t € C é um parametro local, by; # 0 e [; € N.

(ii) Como dg/0u(0,vy;) # 0, os pontos (0, vs;), 7 = 1,..., k, ndo sao singularidades
de C.

Uma parametrizagao de C' préximo a (0, vq;) é dada por
u=1%(eq; + et +O(t)) e v=uwy+t, (7.41)

onde t € C é um pardmetro local, ey; # 0, Vi € {1,..., k}.
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(iii) Os pontos (0,vs;), i = 1,...,s, sdo pontos singulares de C'.

Neste caso, por (7.35), as componentes analiticas C;; de C, j = 1,... 1,

numa vizinhanga (0, v3;) podem ser parametrizada por

w=1" (hoij + bt + O(t)) e v =wvg +1t%, (7.42)
onde t € C é um parametro local, hy;; # 0, para todoi =1,...,s e para todo
T
Jj=1,...,7r;, di e k;; sdo nimeros inteiros positivos e Z kij < B
j=1

Note ainda que

k s
r+Y ai+> Bi=n
i=1 i=1

e
CNLe=V1UWUVs Vi=2Z(L;), 1 €{1,2, 3}
Vamos usar a parametrizagao (7.40) em (7.32). Sabemos que z = u~!, assim
dx = —u2du. Assim, como u = t, temos que
du = dt,
de = —t2dt,
1w o .
P(.ﬁ[,y) =P (7) =u mP(u>U) =1 mP(u,U).
uu
Portanto,
—t2dt o dt
W= — = g2
t=mP(u,v) P(u,v)
donde concluimos que
U(01v1i)<w) <m-—2.
Logo,
gr <w V) = v (W) <r(m—2). (7.43)
! i=1

Agora usando a parametrizagao (7.41) em (7.32) e repetindo o processo,

obtemos

w(t) _ _tai(m—l)—l (60,‘ + eyt + O(t))miQ[Oéi(BOi + eyt + O(t)) + t(eli + OI(t)]dt
P(u,v) '




94

Logo,
V(02 (W) < ai(m —1) — 1.

Portanto,
k k k
or (w‘v) =3 v0u() < leutm = 1) = = [(m = ) Sl k. (744)
i=1 i=1 =1

Denotemos por w;; a restri¢cao de w a componente analitica C;; de C préximo
ao ponto (0,vs;), onde j = 1,...,7;. Aplicando (7.42) em (7.32) e repetindo o
processo, obtemos

s (t) — thij(m=1)—1 (hoij + hlijt + O(t))m_z[k‘w’(hol’j + hlijt + O(t)) + t<h1ij + Ol(t))]dt
%) - p<u7 U) ‘

Sendo assim,
V0s) (wig) < Kig(m —1) — 1.

Portanto,
2 U0 (@ig) < 2 [k (m —1) = 1] < (m = 1)f = s

Logo,

# (el

Somando (7.43), (7.44) e (7.45) obtemos

o (4l ) <

<rm=2)+(m—-1)> a;—k+ (m —1251 Y #(op) =

i=1 p€eSing(CNL)

=n(m-—1)— Z H(o Hp)) —k —r (7.46)

p€eSing(CNL)
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Por fim, de (7.46) e de

glo], )<— X #0)

p€eSing(CNC2)

obtemos que

2g—2=g¢gr(w) = gr (w‘cmoj +gr (w‘CmU(J)
< am-1)- ¥ # @) k-

p€ESing(C)
Desta forma, provamos o seguinte resultado.

Teorema 7.28. Seja C' é uma curva algébrica projetiva. Se CNUy = Z(f(x,y)) €

uma curva invariante pelo sistema (7.1), entao o género de C' satisfaz

29-2<nm—1)— > o '(p)), (7.47)

p€Sing(C)

onden é o grau de f.

7.5 CURVAS ALGEBRICAS NODAIS INVARIANTES

Lema 7.29. Seja C C P% uma curva algébrica projetiva. Suponha que C' N Uy seja

uma curva invariante pelo sistema (7.1) dada por f(z,y) = 0. Entdo,

#Sing(C) < m? + 2,

onde m € grau do sistema (7.1) e n = gr(f).

Demonstragio. Vamos mostrar que a curva C' tem no maximo n/2 pontos singulares

no infinito e assim, o resultado segue do Corolario 7.25, pois #Sing(C N Uy) < m?.

Sabemos que C'N Lo, tem no maximo n pontos, onde n = gr(f). Considere

a decomposicao de f em polindmios homogéneos

flx,y) = folz,y) + filz,y) + -+ fulz,y).

Pela Observacao 7.16, os pontos infinitos de C' sdo da forma (0 : u : v) e satisfazem

fn(1,v). Se decompusermos f,(1,v) obtemos

fo(v) = (0 =v1)™ - (v — o)™



96

onde n; > 1 para cada 1.

n ) )
Suponhamos que k > 5 Assim, teriamos

n1+n2—|—---+nk22kz>2<g):n

k
e temos nossa contradicao, pois Zn, =n. [
i=1
Teorema 7.30. Seja C = Z(F) C P4 uma curva algébrica projetiva plana.
Suponha que C' N Uy seja uma curva de grau n invariante pelo sistema (7.1) e que

exista um numero inteiro N tal que I, (F,0F [0xs) < N, Vp € Sing(C') . Entdo

N[

- 442m+ N+ [(4+2m+ N)? + 16 Nm?|
n
— 4 )

onde m € o grau do sistema (7.1) en € o grau de f.

Demonstracio. Das expressoes (7.34) e (7.47), temos

2((n_1)2(n_2)— > 6<p>)—2§n<m—1>— > #0).

p€ESing(C) p€ESing(C)
Donde segue que
OF
nin=3)— > LI|F— |4+ >  wp) <n(m-1).
- 0:1:2
p€eSing(C)

E por ultimo,

oF
nn—3)— > I, (F, 8) < n(m—1). (7.48)
p€ESing(C) Z2
Pelo Lema 7.29 e pela hipotese segue que
or
- Y g <F a) > _N <m2 + ”) . (7.49)
pESing(C) x2 2

Agora, usando (7.49) e (7.48), temos

_N<m2+g) <- ) Ip<F,§i> <n(m—1) —n(n—3).

p€ESing(C)
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Chegamos entao a seguinte desigualdade
N
n? —2n —nm — Tn < Nm?. (7.50)

A desigualdade (7.50) pode ser reescrita na forma

4+ 2 N
nQ—(—i_T;—i_)n—Nngo.

Analisando a expressao quadratica em n a esquerda da desigualdade anterior, segue

que

_A42m 4 N+ [(442m + N)® + 16Nm?:
[— 4 .

n

]

Corolario 7.31. Seja C' = Z(F) C P4 uma curva algébrica projetiva de grau n
que tem apenas nos como pontos singulares. Suponha que C N Uy seja invariante
pelo sistema (7.1). Entdo,

n <2(m+1).

Demonstragio. Sendo um né um ponto duplo ordindrio, temos I, (F, 0F /0xs) < 1,

para cada p € Sing(C'). Entao podemos considerar K = 1 no Teorema 7.30. Assim,

_ A42m+1+[(4+2m+1)%+ 16m?)z
J— 4 .

n

Observe que

(6m +3)* = (2m + 5)* + 32m® — 16 + 16m =
= (2m + 5)* 4+ 16m? — 16 + 16m? + 16m > (2m + 5)* + 16m?,

pois m > 1. Entao,

_ A42m+ 1+ [(4+2m+1)2 + 16m?]2 _2m+5+6m+3

= A = A

=2(m+1).

]
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