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RESUMO

Neste trabalho, baseado no artigo Classification of algebroid curves with semigroup
(6,9,19) de autoria de Hefez e Hernandes (ver [10]), classificamos, médulo classe de
equivaléncia formal, as curvas algebroéides planas irredutiveis que possuem semigrupo de
valores I' = (6,9, 19).

Palavras-chave: Curvas Algebréides. Parametrizacao de Puiseux. Semigrupo de

Valores.



ABSTRACT

In this work, based on the article Classification of algebroid curves with semigroup
(6,9,19) by Hefez and Hernandes (see [10]), we classify, modulo formal equivalence, all

irreducible algebroid plane curves with semigroup of values I' = (6,9, 19).

Keywords: Algebroid Curves. Puiseux Parametrization. Semigroup of Values.
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1 INTRODUCAO

Azevedo, em sua tese de doutorado (ver [1]), elaborou a seguinte conjectura:
Conjectura de Azevedo: Seja I' = (vg,v1,...,v,) um semigrupo de valores, entao a

curva canonica
xT — tBO
g

y = Y ¢

i=1
onde os (3;’s sdo os expoentes caracteristicos obtidos da parametrizacao de Puiseux, atinge
numero de Tjurina maximo entre todos as curvas algebréides planas irredutiveis com

semigrupo de valores I'.

Curvas de género g = 1, isto é, curvas com semigrupo I = (vg, v1), sdo formalmente
equivalentes a curva descrita no Teorema de Zariski (Teorema 6.3.1) e, neste caso, a

Conjectura de Azevedo é trivialmente verificada.

Para curvas de género g = 2, o semigrupo de valores mais simples é I' = (4,6, 13)
(ver [2], p. 73) e foi mostrado por Luengo and Pfister (ver [13], p. 259) que se I' tem a
forma I" = (2p, 2q, 2pq + d), onde p e ¢ sdo primos entre si e d € N é um ntimero impar,
entdo o nimero de Tjurina e o nimero de Milnor possuem a relagdo 7 = p— (p—1)(¢ — 1).

Desta forma, para I' = (4,6, 13) a Conjectura de Azevedo é trivialmente verificada.

O préximo semigrupo para o qual se pode produzir um contra-exemplo para a
conjectura de Azevedo é T' = (6,9, 19).

O primeiro contra-exemplo foi dado por Heinrich (ver [11]) que usou um método
computacional para exibir uma curva particular com semigrupo de valores acima e que

nao satisfaz a conjectura.

Em [10], Hefez e Hernandes mostram como usar os métodos computacionais
desenvolvidos em [9] para nao sé produzir um contra-exemplo para a conjectura de
Azevedo mas principalmente para classificar, médulo equivaléncia formal, curvas com
semigrupo (6,9, 19).

Com objetivo de apresentar os conceitos necessarios para classificar curvas com

semigrupos (6,9, 19), fizemos uma divisao do texto da seguinte maneira.

No Capitulo 2 sao apresentados conceitos basicos acerca das séries de poténcias

formais e também o importante Teorema de Weierstrass.

Ao longo do Capitulo 3 apresentamos as curvas algebroides planas que serdo nosso
principal objeto de estudo. Apresentamos também uma importante parametrizacao para
tais curvas, conhecida como parametrizacao de Puiseux. Por fim, definimos semigrupo de

valores de uma curva algebréide.

No Capitulo 4, introduzimos um algoritmo para determinar as solu¢oes minimais

de uma equagao diofantina e também um algoritmo para encontrar uma base padrao



minimal para algebras. Tais bases desempenham um papel central na classificacdo de

curvas algebroides.

Ja no Capitulo 5 estudamos o modulo das diferenciais de Kéahler de cuma curva al-
gebroéide plana e também um algoritmo para determinar uma base padrao para submodulos

de K[z, ..., z,]].

Por fim, no Capitulo 6 apresentamos a classificacao formal das curvas planas que
possuem semigrupo de valores I' = (6,9, 19), definimos os ntimeros de Milnor e Tjurina de
uma curva algebroéide e apresentamos um contra-exemplo para a Conjectura de Azevedo

na classe de equisigularidade das curvas com semigrupo I' = (6,9, 19).



2 ANEL DE SERIES DE POTENCIAS

O anel das séries de poténcias formais sera uma importante ferramenta para nosso

estudo e, neste capitulo, iremos introduzir os principais conceitos acerca deste anel.

2.1 ANEL DAS SERIES DE POTENCIAS FORMAIS

Sejam K um corpo e x1, xs, ..., T, elementos em alguma extensao de K transcenden-
tes sobre K. O anel das séries de poténcias formais, denotado por R = K [[x1, xa, . .., 2,]],

é definido como sendo o conjunto de todos os elementos da forma:

f=YF=FR+F+ -,

1=0

onde cada F; é um polinomio homogéneo de grau ¢ em zq, 2o, . .., T,.

Observacgao 2.1.1. Dois elementos f = Z F,eg= Z G; € R serao ditos iguais quando
i=0 i=0
F; = G;, para todo 1.

Dados f=Fy+ Fi+--eg=Go+ G+ € K[[x1,29,...,2,.]], definimos

f+g=) (Fi+G) e frg=2 3 F;i-Gij.
i=0 i=0 j=0
Nao é dificil ver que K|[[z1, s, ...,2,]||, com as operagoes definidas acima, é um

o
anel comutativo com unidade e que f = Z F; é invertivel se, e somente se, Fy # 0.
=0
Note que o anel de polindmios em z1, ..., x,, isto é, K[z, zs,...,x,], ¢ um subanel

de K[[z1,29,...,2.]].

Definigao 2.1.2. Seja f = F,,+ F, .1+ € K [[x1,29,...,2,]] tal que F,, # 0. O polind-
mio homogéneo F), é chamado forma inicial de f. O inteiro n é chamado multiplicidade

de f e é denotado por mult(f). Se f = 0, dizemos que mult(f) = occ.

Observacao 2.1.3. Segue direto da Definicao 2.1.2 que f € Kl[z1,2z,...,2,]] — {0} é

invertivel se, e somente se, mult(f) = 0.

Proposicao 2.1.4. (Propriedades da multiplicidade) Sejam f,g € K [[x1, 22, ..., x.]].

Entao valem:

(i) mult(f - g) = mult(f) + mult(g);

(it) mult(f + g) > min{mult(f), mult(g)}, com a igualdade ocorrendo quando

mult(f) # mult(g).
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Demonstracio. Sejam f, g € K [[x1,xa, ..., x,]] tais que
f=F+F, 1+ e g=Gn+Gpy1+ -,
onde F,, # 0 e G,,, # 0. Dai,
f-g9=F,G,, + termos de grau maior,

e, como F,G,, # 0, segue que mult(f - g) = n+m = mult(f) + mult(g).

Agora suponhamos mult(f) # mult(g) e n > m. Entao

f+g =Fn+-- )+ (Gp+--)
= (Fp + Gm) + (Fos1 + Gr1) + -+

onde F; =0, parat=m, ..., n— 1. Portanto,

mult(f 4+ g) > m = min{mult(f), mult(g)}.

Observe que se n > m entao F,, + G, #0 e

mult(f + g) = m = min{mult(f), mult(g)}.

[
Proposicao 2.1.5. K [[xy,22,...,x.]] é dominio de integridade.
Demonstragio. Sejam f, g € K [[x1,x9,...,2,.]] — {0}. Entao
mult(f) - mult(g) = mult(f) + mult(g) < oo.
Portanto f-g # 0. O
Proposicao 2.1.6. K{[z1,...,z.]] € um anel local e Mg = (x1,...,x,) € seu unico ideal

mazimal.

Demonstragio. Seja f € K[[x1,...,z,]] ndo invertivel. Entdo, f = F,+ F, 1+, F, #0
en > 1, ou seja, f € Mg. Por outro lado, cada elemento de Mg possui multiplicidade

maior ou igual a 1. Assim,

Mpr=A{f € K[[z1,...,2.]]; mult(f) > 1} ={f € K[[z1,...,2,]]; f ndo invertivel}.

]

Definig¢ao 2.1.7. Dados f,g € K [[x1, 22, ..., x,]| definimos a distancia entre f e g por:

—mult(f—g)
p , se  f#y,
d(f.g) =

0, se  f=g,

onde p > 1 é um nimero real fixado.
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Observagao 2.1.8. Mostra-se facilmente que d é uma métrica em K[[zy,...,z,]].
Teorema 2.1.9. (K [[z1,z,...,2,.]],d) € um espago métrico completo.
Demonstragio. Seja {fihien C K [[x1, %9, ..., x,]] uma sequéncia de Cauchy. Entdo, para

todo k € N, existe y(k) € Z tal que
d(fm, fn) < o NYm,n> ~v(k), ou seja, p’m“lt(fm’f”) <pFV¥m,n> (k).

Consequentemente, mult(f,, — f,) > k, ou seja, fn, — f, € ME, para todo m,n > (k).

Escolhendo (k) de forma que eles formem uma sequéncia crescente, temos que:
Sy — Jyes1) € M}, Yk € N,
Agora, para cada i € N, escreva
Jviy=Pio+Pip+---,
onde cada P;; ¢ um polinémio de grau j e defina
J=Po+ P+ -+ P+

Entao, f — fyu) € Mj,, para todo i € N, ou seja, klim Jyak) = f. Com isso, mostramos
— 00
que toda sequéncia de Cauchy em K|[[x1,zs, ..., z,]|] possui subsequéncia convergente e,

portanto, {f;}ien é convergente. Logo, (K [[x1, 2, ..., x,]],d) é completo. O]

Embora, por definicdo, possamos somar apenas um numero finito de séries de
poténcias é possivel, em algumas circunstancias, somar familias infinitas de séries de

poténcias.

Definicao 2.1.10. Seja F = {f\; A € A} C K [[z1, 29, ..., 2,]] uma familia de séries de

poténcias. Dizemos que a familia F é somavel se, dado n € N, temos
#{X € Ay mult(fr) <n}:=A,) < 0.

Proposicao 2.1.11. Sejam {fx; A € A} e {gx; A € A} duas familias somdveis em
K [[z1,29,...,2,]] e sejam A, B € R. Entao valem:

(i) A soma > fr é um elemento bem definido de K [[z1, s, ..., z,]], onde
AEA

z{:,fA:: Jigi>5% e Sy, = 2{: I

AEA AEA,

(ii) A familia {Af\+ Bgx; A € A} € somdvel e

ST(Afx+Bg) =AY AL+ B> g

AEA AEA AEA
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(iii) A familia {frgr; (A, 1) € A x A} € somdvel e vale
(Z fA) ' (Z QA) = > Hg
AEA A€A (A p)eAXA

Demonstragio. (i) Considere o conjunto A, = {\ € A; mult(f,) < n}. Como fy é somével,

o conjunto A, é finito. Para qualquer inteiro m > n, temos

A=A U{X €A n<mult(fn) <m}e

Sm—Sn:Zf)\_ZfA:(};K‘FZfA)_ A:Zf,\,
AEA, AEA, An Aer An Aer

onde I' = {\ € A; n < mult(f\) < m}.

Portanto, para m > n, mull(S,, — S,) > n. Dali,
d(Sm,Sn) _ pfmult(smfsn) < pfn.

Como p~" — 0 quando n — oo, temos que S, ¢ de Cauchy e, portanto, converge.
(74) Primeiramente iremos mostrar que {Afy + Bgy} é somavel.

De fato, dado n € N, o conjunto
N ={X € A; mult(Afy + Bgy) < n}
é finito, pois existe apenas um nimero finito de \’s que satisfazem

man{mult(A) + mult( fy), mult(B) + mult(gx)} < mult(Afy + Bg)) < n.

Defina A,, como em (i) e A/, = {\ € A; mult(gy) < n}. Observe que se A € A, entdo
A€ A, ou e Al. Definindo
¢n: Z (Af,\+Bg,\) € ¢n:A Z f)\—i-B Z gx
AeA! XA, AeA!,
temos que ¢, — ¥, € Mptt, pois podemos escrever ¢, e v, da seguinte forma
On = > (AL+Bo)+ >, (ALh+Ba)+ >, (Afa+Bg)
AEA,NALNAY AEALNAY—A!, AEALNAY—Ay,
= > AR+ Bg)+ >, AR+ D). Bg+
AEALNALNAY AEALNAL—AL, AEALNAY—A!,
ey) 2)

+ > AN+ > By

XEA,NAY —A,, XEA, NN —A,,

®3)
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v = A Y fa+A Y fs+A Y fztA DY [zt

BEARNALNAY BeANAYL—AL, BeANAL—A, BEAn—(A,UAL)
+ B > ¢ +B Y. 9 +B Y. 9 +B ) G

~YEARNA! NAY ~EALNAY — A, ~YEARNAL —AY yEAL, —(ApUAY)

_ S (AR +Bo)+A Y fs+ Y (Afs+ Bgs) +

AEALNALNAY BEALNAY—A!, BEALNAL —AY
1) (2)
+ A > fz+B > g +B D gy

BEAn—(ALUAY) YEALNAL —An YEAL —(AnUAY)
3)
Dai,
(bn_wn = Z Bg)\+ Z Af)\_ Z (Afﬁ+Bgﬁ) -
AEARNAY —AL, AEAL,NAY — A, BEARNA!, —A!
- A Z Jo— B Z G-
BEAn—(ALUAY) YEAL, —(AnUAY)

Agora observe que
e e Ap,NA — A = X¢ N, = mult(Bgy) = mult(B) + mult(gy) > n;
e Ne NNA — A, = XA, = mult(Af\) = mult(A) + mult(f)) > n;
o fe N, NA —A!'= 5 ¢ AN = mult(Afs + Bgs) > n;
o e, —(AL,UAN!)= B¢ A UAN! = mult(Afs) = mult(A) + mult(fs) > n;

e ye A —(A,UA!) =~ ¢ A, UAN! = mult(Bg,) = mult(B) + mult(g,) > n.

Consequentemente, mult(¢, — 1,) > n, ou seja, ¢, — ¥, € M e

lim (¢, — 1) = 0.

n—oo

Portanto,

> (Afs+ Bgy) = lim (¢,) = lim (¢n) = A3 fa+ B Y o».

AEA AEA AEA
(7i1) De modo andlogo ao feito na demonstragao do item (ii) mostra-se (iii). [
Proposicao 2.1.12. Sejam {P,};eny uma familia de polindmios homogéneos, com P; €

Klyi,...,ys| de graui, e g1,...,9s € Mg. A familia F = {P;(g1,...,9s) }ien € somdvel.

Demonstragio. Defina g = (g1,...,9s) e ¥y = (Y1,---,Ys)-

Afirmamos que mult(P;(g)) > i. De fato, como P;(y) é homogéneo de grau i, segue

que sua multiplicidade é igual a 7. Além disso, se P; é da forma

Py)= > Yaa¥ttyl,
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entao
Plg)= > gt 9o

Como cada g; € Mg, segue que mult(g;) > 1, Vj =1,...,s. Logo,

mult(Pi(g)) > mult(g{* . .. &) = acamult(gy) + - - - + asmult(gs) > ag + -+ + a5 = 1.

Agora defina A,, = {i € N; mult(P;(g)) < n}. Segue da nossa afirmagao que este

conjunto ¢ finito. Consequentemente F é somavel. O
Se f = ZPZ-(yl,...,ys) € Kl[y1,---,ys]] € g1, --+, gs € Mg, entdao segue da

i=0
Proposicao 2.1.12 que {P;(g1, .. ., gs) }ien é uma familia somavel, cuja soma sera denotada

por f(gi1,...,9s) e sera chamada substituicao de yy,...,ys por gi,...,gs. Em particular,

podemos substituir yq,...,ys por 0,...,0 em f obtendo F.
Segue das Proposicoes 2.1.11 e 2.1.12 o seguinte resultado.

Corolario 2.1.13. Sejam ¢1,...,9s € Mg, f,h € K|[y1,...,ys]] e a € K, entdio

(7’) (f + ah)(gb te 795) = f(gb te 795) + ah(gla s 795);
(”) (f : h)(gla ce e ags) = f(gla ce. ags) ' h<gla . 795);
(iii) O mapa de substituicio

Sgl ~~~~~ gs - K[[y17~-'7y5]] — K[[xb'"’x?“]]
f — Sgl ~~~~~ gs(f):f(g].?"‘?gs)

¢ um homomorfismo de K-dlgebras.

Observagao 2.1.14. A condicao ¢1,...,9s € Mg é essencial para a boa definigdo do
mapa de substitui¢des. Por exemplo, se tomarmos f(z) =1+xz+2>+--- e g =1 nao
estd definido f(g), pois f(1)=14+1+1+4--- ¢ K.

2.2 HOMOMORFISMOS ENTRE ANEIS DE SERIES DE POTENCIAS

Sejam R = K[[z1,...,z,]] e S = K[[y1,...,ys]] e Mr e Mg os ideais maximais de

R e S, respectivamente.

Proposigao 2.2.1. Seja T : S — R um homomorfismo de K-dlgebras. Entdo
(i) T(Mg) C Mg;
(i) T € continua;

(tit) Existem g1, G, . ..,9s € Mg tais que T = Sy, ..
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Demonstracao. (i) Seja f € Mg e suponha que T'(f) ¢ Mg. Entao T(f) = ¢+ g, onde
ce K—{0} e g€ Mg. Como T éum K-homomorfismo, temos que

g=T(f) —c=T(f) —c-T(1) =T(f) + T(=c) =T(f — 0.
Absurdo, pois (f — ¢) é invertivel em R e um homomorfismo leva elemento invertivel em
elemento invertivel.
(74) Do item (i), temos que T'(Mg) C Mg o que implica que T'(Mg) C M}, para
todo n € N. Dali,
mull(f — g) < mull(T(f) —T(9)),Vf,g€Se

d(T(f),T(g)) = p~mtTD=TED < pmmulli=o) — q(f, g).
Logo, T' é continuo.
(¢73) Do item (i) temos que T'(y;) = g; € Mg, Vj=1,...,s.

Seja f = Z P, € S, onde cada P; € K[y1,...,ys| ¢ um polinémio homogéneo de
ieN

grau i. Note que f = 1}1_)1{)10 (Z Pi(y, - .. ,ys)>. Da continuidade de T', temos
i=0

T(f) = lim T (z B(yl,...,y») — lim 3P, T(0) = lim Y Pilga, - 90)
i=0 1=0

n—o0 ;
=0

LOgO, T(f) - Zpi(glv te ’gs) = Sgl ~~~~~ gs(f)‘ D
=0

Observacgao 2.2.2. Sejam f = ZPi, onde P; é homogéneo de grau i e ¢g1,...,9s € M,.

Da demonstracao da Proprosicao 2.1.12, temos

mult(Sy, 4. (f)) = mult(f(g1,...,gs)) > mult(f) - miin{mult(gi)}.
Entao, se T': S — R é um K-isomorfismo, temos que
mult(f) < mult(T(f)) < mult(T~HT(f))) = mult(f).

Ou seja, K-isomorfismos preservam multiplicidades.

2.3 CORPO DAS SERIES DE LAURENT

O corpo de fragoes do anel das séries de poténcias formais em uma varidvel K[[x]],

denotado por K((z)), é chamado corpo das séries de Laurent.

Dado h = f/g € K((x)) — {0} com f, g € K[[z]] e g # 0, podemos escrever
f=2"-ueg=2a" -v,ondenemé€N eue v sao invertiveis em K[[z]]. Dal segue que

todo elemento nao nulo de K((z)) tem a forma
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onde r € Z e w € K|[z]] é um invertivel. Ou seja, qualquer elemento de K ((z)) é da forma
h=a_ o " +a_ppz "4 da iz agFax e,
onde a; € K er € N.
Os elementos de K ((z)) sao chamados séries de poténcias formais de Laurent.
Definicao 2.3.1. Dado h € K((x)) — {0}, se escrito na forma h = z" - w, onde r € Z

e w € K|[[z]] é invertivel, definimos a multiplicidade de h, denotada por mult(h), como

sendo o inteiro r. Para h = 0, definimos mult(h) = oco.

Como no caso de K{[z]], definimos a distancia entre dois elementos f, g € K((z))

por

—mult(f—g)
p Y s€ f % g?
d(f,9) =
0, se  f=g,
onde p > 1 é um ntmero real fixado e f, g € K((z)).

Também é verdade que (K ((x)),d) é um espago métrico completo.

Teorema 2.3.2. Dado um K-automorfismo T de K((x)), temos que T'(z) = w(z) - z,

onde w(x) € K[[z]] é um invertivel.

Demonstragio. Seja T'(z) = z" - w(z), onde r € Z e w(x) é um invertivel de K|[[z]].

Afirmamos que se 7 < 0, entdo T'(z + x + - - ) nio estaria definido, pois

Tx+2>+---) = T(x)+T(@)T(x+2>+--)
= T(z)+ (T(x)* + (T(x))’T(x +2° +---)
= T(z)+ (T(@))* 4+ -+ (T(@)*" '+ (T@)'T(x+2®+--)
= 2" w@)+ -+ (2 w@) T (e + ).

Se supormos mult(T(x + z* + ---)) = ko € N, teremos que existe k € Z suficientemente
grande tal que mult(T*(z)) = r - k < ko, pois r < 0. Logo, tal caso ndo pode ocorrer.
Suponho r = 0, teremos T'(z) = w(z), mas 0 = T(0) = w(0) # 0. Portanto, T'(z) =
" -w(x), onde r > 0 e w(z) é um invertivel de K[[z]].

Afirmagao: Dados a(z) € K[[z]] invertivel e f = P,(z) + P,y1(x) + - -+ € K[[z]],
com P;(x) € K[x] polinémio homogéneo de grau i, P,(z) # 0 e n > 0, entao a(f) é um
elemento invertivel de K[[z]].

De fato, como a(x) é um elemento invetivel de K{[z]], entdo a(x) é da forma
a(.ilj) = ao(l’) + al(:z:) + a2(x) +oee,

onde cada a; € K|[z], para todo ¢ > 0, é um polinémio homogéneo de grau i e ag(x) # 0.

Assim,

a(f) = ao(f) + ar(f) + as(f) + -~ .
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Ja que ap(z) é um polinémio homogéneo de grau 0 ndo nulo segue que ag(z) = A € K —{0},
e ag(f) = ag(x) = XA # 0. Logo, a(f) é um elemento invertivel de K{[x]].

Como T ¢ um automorfismo, segue que existe T !(z) = 2* - w/'(z), onde s > 0 e

w'(x) é um invertivel de K[[z]]. Dal,

onde w”(x) = (w(x))® - w' (2" - w(x)) e, como r > 0, ¢ um invertivel de K[[z]].

Da equagao acima concluimos que rs = 1 e w” = 1. Como r e s sdo inteiros

positivos, temos que 7 = s = 1.
Logo, segue o resultado. O]
Observacgao 2.3.3. Analogamente ao demonstrado na Proposicao 2.2.1, é possivel mostrar

a continuidade dos K-automorfismos de K ((x)).

2.4 LEMA DE HENSEL

Assim como para os polindmios, dizer quando uma série é irredutivel ndao é uma
tarefa facil, e para ajudar, usaremos como ferramenta o Lema de Hensel. Sera possivel
utilizar esta ferramenta em séries de K[[z]|[y], onde K é um corpo e x e y sdo variaveis.

Por conveniéncia, definimos o grau do polindémio nulo como sendo —oo.

Lema 2.4.1. Sejam P = P(y) e Q = Q(y) € Kly] — K tais que mdc(P,Q) = 1 e
deg P =r edeg@ = s. Dado F = F(y) € Kly|, de grau menor que r + s, entao ezistem
unicos G = G(y), H = H(y) € K[y|, com deg H <r edegG < s, tais que

F=GP+ HQ.
Demonstra¢io. Como mde(P, Q) = 1, existem ¢, € K|[y| tais que

1=pP+9Y0Q.
Seja F'= F(y) € K[y] de grau menor que r + s. Da equagdo acima temos que

F = FoP + FQ. (2.1)

e, do algoritmo da divisao para polinémios, temos

Fi¢=Pp+ H, (2.2)
onde p, H € Ky| e deg H < deg P = r. Substituindo (2.2) em (2.1)

F = FoP+ (Pp+ H)Q = FpP+ PpQ + HQ
= P(Fo+pQ)+HQ
= PG+ HQ,
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onde G = Fo + pQ € K[y]. Como deg P = r, temos

deg G + deg P = deg GP = deg(F — HQ) < r + s.

Logo, deg G < s e o resultado segue.

Para mostrarmos a unicidade de G e H, suponha que GP + HQ = G'P + H'Q,

com H e H' de grau menor que r e G e G’ de grau menor que s. Dali,
(G-G)P=(H—-H)Q. (2.3)

Como P e @) sao primos entre si, segue que P|(H — H'). Mas,

deg(H — H") < deg H < r = degP.

Logo, H = H'. Ou ainda, como H = H’ de (2.3) temos que (G — G')P = 0, como

P # 0 e estamos em um dominio segue que G = G'. O

Teorema 2.4.2. (Lema de Hensel) Seja [ € K[[z]|[y] um polinémio em y madnico
tal que f(0,y) = P(y) - Q(y), onde P = P(y) e Q@ = Q(y) € Kly] — K sao primos
entre si, deg P = r e deg ) = s. Entado, existem unicos g e h € K[[z]|[y] de grau r e s,
respectivamente, tais que f = g-h, com g(0,y) = P(y) e h(0,y) = Q(y).

Demonstragdo. Supondo n = deg, f, como f é monico, entdo n = deg, f(0,y) = r + s.
Escrevendo
f=Foy)+zFi(y) +2*Fay) + -,

temos que Fy(y) = f(0,y) tem grau n e cada F;(y) nao nulo, para i > 1, é um polindémio

em Kly| de grau menor que n.

Queremos determinar
g=9g(x,y) = P(y) + 2Gi(y) +2*Ga(y) + -+ e

h=h(z,y) = Q(y) + xHi(y) + x*Ha(y) + - - -,

onde G;(y) é nulo ou tem grau menor que r, H;(y) é nulo ou tem grau menor que s e

satisfazendo f = ¢ - h. Entao, para ¢ > 1, devemos ter
Fi(y)=P-Hi+G-Hi1+ -+ G- Hi + G - Q. (2.4)

Vamos encontrar G; e H; em (2.4) de forma recursiva. Suponha determinados G;(y) e
H;(y), tais que degG;(y) < s e deg H;(y) < r, para todo j < i — 1. Para que (2.4) seja

verdadeira, H; e GG; devem satisfazer

P-H+Q G =F—-G -H-1—-—Gi1 Hi. (2.5)
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Como deg G;(y) < s e deg H;(y) < r, para todo j <1i— 1, temos que
deg(Fi—Gl-Hi_l—- . '_Gi—lHl) S max{deg Fi, deg(Gl-Hi_l), . ,deg(Gi_l-Hl)} < r+s.

Entao, pelo Lema 2.4.1, existem tnicos H;, G; € K[y, com deg H; < r e deg G; < s tais

que a equagao (2.5) é verificada. O

Exemplo 2.4.3. O polinémio f =z — 2y + 2 + y° + 2%y é redutivel em C[[z]][y].
Primeiramente observe que f(0,y) = 3° — 2y = y(y* — 2). Fazendo P = y e

Q = y* — 2 € Cly], temos que P e Q sdo polindmios ndo constantes primos entre si de
graus 1 e 4, respectivamente. Entao, pelo Lema de Hensel, existem tnicos g, h, € C[[z]][y]
polindmios de graus 1 e 4, respectivamente, tais que f = g-h, com g(0,y) = P e h(0,y) = Q.
Logo, f é redutivel em Cl[z]][y].

2.5 O TEOREMA DA PREPARACAO DE WEIERSTRASS

Nesta secao mostraremos o Teorema da Preparacao de Weierstrass e algumas de

suas consequéncias que serao de grande ajuda para lidar com as séries de poténcias.

Defini¢ao 2.5.1. Dizemos que f € Kl[z1,...,z.]] é reqular de ordem m, m € N com
respeito a varidvel z; se 27'[f(0,...,z;,...,0) e x;-’”“l f f(0,...,z;,...,0). E, dizemos
que f é reqular em x; quando f é regular com respeito a z; de ordem n = mult(f). Neste

caso,

mult(f) = mult(f(0,...,z;,...,0)).

Lema 2.5.2. Dados f, g € K|[[z1,...,x,]| séries ndo constantes, entao f-g € reqular com
respeito a x; de uma certa ordem se, e somente se, [ e g sao requlares com respeito a x;

para alguma ordem.

Demonstragdo. Vamos supor que f e g sao regulares com respeito a x;, digamos de ordem

my e my, respectivamente. Entao
M f(0,. . xy, ..., 0) e Y f(0,. .z, ..., 0) e

2lg(0,... xy,. ., 0) e 2 (0, z,. . 0).

Assim,
a e = g0,y .., 0) - g(0, . g, 0) e
x?1+m2+1 :m;.nl -,1';”2 :L’j/{/ f(O,,:I:],,O)g(O,,w],,O)

Logo, f - g é regular com respeito a x; de ordem m; + mo.

Por outro lado, se f - g é regular com respeito a x; de ordem m, entao

()0 0) e (e g) (0, 0).
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Dai,

o[ fQ0, .. xy,...,0) - g0,z 0).
Portanto, "™ | f(0,...,2;,...,0) e 2}|g(0,...,2;,...,0), onde n < m. Logo, para uma
certa ordem, f e g sao regulares em x;. O]

Teorema 2.5.3. (Teorema da Divisdo) Seja f € Mg reqular de ordem m com
respeito a x,. Dado g € K|[xy,...,2,||, existem tunicas séries ¢ € Klx1,...,2,]] e

s € K[[x1,...,x,1]][x,] com deg, s <m tais que g = f - q+ s.

Demonstracio. A demonstracao sera feita por inducao sobre 7.

O caso r = 1 segue do algoritmo da divisao para séries de poténcias em uma
variavel. Suponhamos o resultado valido para n — 1 indeterminadas e vamos mostrar o

resultado para n variaveis. Para n > 1, escrevamos

f=folwr,....zem0) + filz, .o )z, + fo@n, .o @m)2) + -

g=go(x1, ..., 2 1) + qi(@r, . )Ty + go(@n, - T) T A+ -

q=qolx1,...,0,_1) +q(x1, ..., 00 )1, + a1, ... T )T -
= so(21, .., @p1) F51(21, 0 L)y + So(T1, o Te) XD

onde fi, gj, gr e 51 € K[[x1,...,2,4]].
Assim, g = f - ¢+ s equivale a

9o = qofo + so
g1 = qof1 +qfo+ s
92 = qofo+qifi +qfo+ 52

gi = qofi+ -+ qg-fi +aqfo+si

Como f é regular de ordem m com respeito a x,, isto é, f(0,...,0,z,) # 0 e
mult(f(0,...,0,z,)) = m segue que mult(fo(0,...,0,2,)) = m. Além disso, para cada
s; € K[[o, ..., x,]] temos que deg, s; <m, Vi=1,2,..., logo deg, s <m.

Por inducao, os ¢; e s; sdo encontrados sucessivamente e sao tinicos por construcao.

Portanto, temos o resultado para ¢ e s. O
A prova que fizemos para o Teorema da Divisao é construtiva, assim podemos
construir as séries g e s até a ordem desejada.

Teorema 2.5.4. (Teorema da Preparagdo de Weierstrass) Seja [ € K[[z1,...,z,]]
reqular com respeito a x, de ordem m. Entdo existem tunicos u € K{[z1,...,x.]] invertivel
e Ay,..., Ay € M, onde R' = K|[z1,...,x._1]], tais que

fru=am4+ Ar™ 4+ Apr™ 2 4+ A (2.6)
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Além disso, se f € regular em x,, isto é, m = mult(f), entao mult(A;) > i,
Vi=1,...,m.

Demonstragio. Seja g = zI* € K|[xy,...,2,]]. Do Teorema da Divisao, existem tnicos

q € K[lxy,...,2.]] e s € K[[x1,...,2,-1]|[x,] com deg, s < m tais que

g=1fa+s (2.7)

Tome u=qe Ajz™ '+ Aga™ 2+ ...+ A,, = —s. Como [ é regular com respeito a z,
de ordem m e deg, s < m, pela equagao (2.7), temos que ¢(0,...,0,z,) = A € K — {0}.

Portanto ¢(0) # 0 e, consequentemente, u = ¢ é invertivel.

Como f satisfaz a equagao (2.6) e 2| f(0,...,0,z,), temos
Ai(0)=...=A,(0) =0.

Logo, cada A; € Mp.

Se f é regular em z, e mult(f) = m, entao

m=mult(f) = mult(f u) = mult(z™ + Ax™ "+ Agz™ 2+ .+ A)
> min{mult(z™), mult(Ax™"), ..., mult(A,)}.

Dai segue que cada mult(A;x™") = mult(A;) + mult(x™ ") = mult(A;) + (m — 1) > m, ou

seja, mult(A;) >, Vi=1,...,m.

A unicidade de u e de cada A; segue diretamente do Teorema da Divisao. O

A condicao de f ser regular nao é tao restritiva quanto parece. Assumindo K
um corpo infinito podemos compor f com um automorfismo linear de K{[zy,...,z,]] e
transforma-lo em uma série regular em uma de suas variaveis, escolhidas arbitrariamente,

o que ¢ mostrado no teorema a seguir.

Teorema 2.5.5. Seja K um corpo infinito. Dado uma familia finita F de polinomios

homogéneos de K[y, ...,y.] — {0}, entdo existe uma automorfismo linear
T:Klzy,...,z.] — Klyi, ..,y
tal que VF € F, de grau n, existe \p € K — {0} tal que
F(T(x1,...,x.)) = Apz) + (termos de grau menor que n em x, ).

Demonstra¢io. Como F é finita e K é infinito, existem (o, ..., a,.) € K" com «a, # 0 tais
que
F(Oél,...,OéT) %0, VF € F.
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Defina T da seguinte forma:

U1 10 --- 0 aq T
Yo o1 ---0 (6D) )
Yr 00 ---0 (679 Ty
—— ——
Y T X
Dai temos,
yit oyl = (ot axs)™ (e o) ()™

= a... a4 (termos de grau menor que Y m; em ;).

Consequentemente, V F' € F de grau n, temos

F(T(xy,...,z.) = F(y1,...,y,) = F(aq,...,a,)x] + (termos de grau menor que n em x,.).

Seja A\p = F(aq,...,a;) # 0. Assim,
F(T(xy,...,2.)) = Apx + (termos de grau menor que n em ).
[l

Corolario 2.5.6. Seja K um corpo infinito. Dado uma familia finita F de séries nao
nulas de Kl[xy,...,z,]|, existe um automorfismo linear T de K{[z1,...,x.]| tal que todos

os elementos de F oT', sao requlares na ultima varidvel.

Demonstragio. Suponha que F = {Fy,..., F;} é a familia de elementos nao nulos de

K|[[x1,...,x,]]. Para cada i =1,..., k escreva
F,=F, +F, .+,

onde m; = mult(F;) e cada sz é um polinébmio homogéneo de grau j.
Sejam f; == F! e F = {fi,..., fr}. Aplicando o teorema anterior a F’, existe

uma transformacao linear 7' : K[xy,...,x,] — Klxy,--- ,x,] tal que f;(T(xq,...,2,)) é

regular em z,, V1.

Defina T : K|[zy,...,%.]] — K]|[y1,--.,y-]] por

T(z;) =T(z))=xj+aqz,=y; Vj=1,...,r—1
T(z,) = a2, =y,
a, # 0. Observe que T é a substituicao de x; por y;, onde y; = x; + a;x,, quando

=1,---,r—1, ey, = a,z,. Como a matriz da transformacao de T ¢é invertivel

1
(det(T") # 0, pois a,. # 0), segue que T é um automorfismo de K[z, ..., x,]]. O
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Do Corolario 2.5.6 e do Teorema da Preparacao de Weiertrass, segue o corolario.

Corolario 2.5.7. Seja f € Kl[z1,...,2.]] — {0} um elemento de multiplicidade n.
Entao existem um K-automorfismo T de K|[x1,...,x.]], um elemento invertivel u de
K([x,..., )] e Ay, ..., Ay € K[[z1,...,2,1]] tais que mult(A;) > i, Vi=1,...,n, e

T(f) u=a+ A"+ + A,

2.6 FATORACAO DE SERIES DE POTENCIAS

Nesta se¢ao veremos que Kl[zy,..., .|| ¢ um dominio de fatora¢do tnica

Definigao 2.6.1. Um pseudo polinomio (respectivamente, um polinomio de Weierstrass)

em x, é uma série de poténcias p em K[[z1, ..., .|| da forma
p(xlv s 7IT) - I? + AII;L_I + -+ An € K[[l’l, s 7'r7"—1]”x7“]7

onde n € N, cada A; € K[[x1,...,x,—1]] e mult(A;) > 1 (respectivamente, mult(A;) > i),
Vi=1,...,n.

Note que todo polinomio de Weierstrass ¢ também um pseudo polinémio.

Observacgao 2.6.2. Seja f € K[[z1,...,2,]] de multiplicidade n, K um corpo infinito.
Podemos supor que f ¢é regular em x, pois, pelo Corolario 2.5.6, existe um automorfismo

linear T de K|[[x1,...,z,]] tal que f oT é regular em z,.

Lema 2.6.3. Dados f1,..., fn, € K[[z1,...,2._1]][x,] mdnicos, o produto fi-...- f, éum
pseudo polinomio (respectivamente, um polinomio de Weierstrass) se, e somente se, cada

fi € um pseudo polinémio (respectivamente, um polinémio de Weierstrass).

Demonstragio. E suficiente provar o resultado para n = 2. Suponha

fi=al + A e+ Ay € K[z, o] 2], (2.8)

fo=a"+Bia" '+ -+ B, € K|[[z1,...,7,1]][z], (2.9)

onde m,n > 1, mult(A;) > 1 e mult(B;) > 1, para todo ¢, j. Entao,

fi-fo = (@ +A™ 4+ A (@ + B 4+ B,)
= 2™ 4 (A + Byt g

r

+ (Ai+A B+ -+ ABi + B 4+ Ay B,
Como mult(A;) > 1 e mult(B;) > 1, segue que
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Portanto f; - fo é um pseudo polinémio.

Por outro lado, se f; - fo é um pseudo polinémio, temos

fi-fo = ($T+A1$T_1+---+Am)-(xf+31xf_1+---+Bn)
+ (Ai+ A Bi+ -+ AB 1+ B -+ Ay By,
onde cada mult(A; + A; 1By + -+ A1B;_1 + B;) > 1, Vi.

Supondo mult(A;) = 0, para algum i, temos mult(f1(0,...,0,z,)) < m. Mas,
mult((f1 - f2)(0,...,0,2,)) = mult(f1(0,...,0,2,.)) + mult(f2(0,...,0,z,.)) = m + n,

o que implicaria mult( f5(0,...,0,2,)) > n. Absurdo, pois fo = 2" + Byz" ' +--- + B,.
Analogamente, mostra-se que mult(B;) > 1, Vj.

Se f1, fa sdo como em (2.8) e (2.9) e fi - fo ¢ um polindémio de Weierstrass, entao

mult(f1) + mult(fo) = mult(fy - fo) = mult((f1 - f2)(0,...,0,2,)) = m + n.

Como mult(f1) < m e mult(fy) < n, segue da equagao acima que mult(f;) = m e

mult(fa) = n. Consequentemente,

: T
K3

Logo,

mult (Aix:l’i) = mult (A;) + mult (xm’z) = mult(4;) + (m — 1) > m,

.
isto é, mult(A;) > i. Analogamente, podemos mostrar que mult(B;) > j. Portanto, f; e
f2 sao polindmios de Weierstrass.

Mostrar que se f; e fo sdao polinomios de Weierstrass entao f; - fo ¢ um polindémio

de Weierstrass é analogo a mostrar que se f; e fo sdo pseudos polindmios, entao f; - fo é

um pseudo polindémio. O
Lema 2.6.4. Seja f € K[[x1,...,z.—1]|[x,] um pseudo polinémio. Entdo f € irredutivel
em Kl[z1,...,x.]] se, e somente se, f é irredutivel em K|[[z1,. .., x.—1]][z,].
Demonstra¢io. Suponha que f seja redutivel em K[[xy,...,z,]], entdo existem séries
fi, f2 € K[[z1,...,x,]] ndo invertiveis tais que

f=h-f.

Como f é um pseudo polinémio temos que f é regular de certa ordem com respeito a x,,
entao pelo Lema 2.5.2 temos que f; e fy sao regulares de certa ordem com respeito a z,

de ordem maior ou igual a 1.
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Do Teorema da Preparagao de Weierstrass, existem tnicos uy,uy € K|[xy, ..., z,]]

invertiveis tais que
hi = fi1-ui e hy= fo-us
sao pseudo polindmios de grau maior ou igual a 1. Tomando u = u; - us temos que u é

invertivel em K|[xy,...,z,]] e

fru=(fi-w) (foruz)=hy-hy € K[[x1,...,2.1]][,].

Como h; e hy s@o pseudo polindmios segue do Lema 2.6.3 que f - u é um pseudo polinémio.

Além disso, como f é um pseudo polindomio e f -1 = f, da unicidade do Teo-

rema da Preparacao de Weierstrass segue que f = hy - ho, ou seja, f é redutivel em

Kl[z1, ..., zeoa]] 2]
Reciprocamente, se f € K|[[z1,...,2,-1]|[z;] é um pseudo polindémio redutivel
de grau d, temos que existem hy e hy € K[[z1,...,2,1]][z;], mbnicos de grau m e n,

respectivamente, tais que

J = hi-hy,
com m,n >1ed=m+n. Pelo Lema 2.6.3, hy e hy sdo pseudo polindmios de grau maior
ou igual a 1 e, portanto, sdo nao invertiveis em Kl[zy,...,z,]|, ou seja, f é redutivel em
K[z, ..., z]]. O

Proposicao 2.6.5. O anel K{[[z]] é um dominio de fatora¢io iunica.

Demonstragio. Vamos mostrar K[[z]] ¢ um dominio de ideais principais.

Sejam I um ideal ndo nulo de K[[z]] e S o conjunto definido por

S ={n € N; n = mult(f) para algum f € I —{0}}.

Como S # (0, pelo Principio da Boa Ordenacao, existe A € S minimo.

Seja f € I tal que mult(f) = A. Entao,
f = e +ayq2M +=a2MayFarar+--); ay #0.

Do fato de ay # 0, temos que a série ay + ayp1x + - -+ € invertivel em K[[z]], ou

seja, existe h € K[[z]] tal que h - (ay + ayy1x + -+ -) = 1. Consequentemente, f -h = 2.
Como f - h € I, segue que () C I.

Seja g € 1. Entao, mult(g) > X\ e
g = Do+ bop ™ H s by #0 e a> A
= 2%ba + bar1z 4+ ) = 3% N bo + bop1z + -+ )2,
ou seja, g € (z*). Logo, I = ().

Como todo dominio de ideais principais também é um dominio de fatoracao tnica

segue o resultado. O]
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Teorema 2.6.6. K[[z1,...,x.]] é um dominio de fatoragao unica.

Demonstragio. Ver [8], p. 25.
]

Corolério 2.6.7. Suponha que F € K|[xy,...,x,—1]][x,] € um pseudo polindmio (respecti-
vamente, um polinomio de Weierstrass) com respeito a varidvel x,. Se F = Fy-...-Fs é a
decomposi¢ao de F' como produto de irredutiveis em Kl[x1, ..., x.]|, entdo podemos escolher
a decomposi¢io onde cada F; é um pseudo polindmio (respectivamente, um polindmio de

Weierstrass).

Demonstragio. Do Teorema 2.6.6 e do Lema de Gauss, temos que K[[z1, ..., z,—1]|[z,] é

um dominio de fatoracao unica.

Sejam F, ..., Fy € K|[xy,...,z,_1]|[z,] tais que F' = F} -...- Fy é a decomposigao
de F' em fatores irredutiveis de K[[z1,...,2,_1]][z,]. Pelo Lema 2.6.4 essa decomposicao é
também a decomposicao de F' em fatores irredutiveis de K{[[zy,...,z,]]. Como F' é um

pseudo polindmio (respectivamente, um polindémio de Weierstrass) segue que ele é monico

e desta forma podemos considerar cada F; monico. Do Lema 2.6.3 segue o resultado. [J
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3 CURVAS PLANAS

A partir de agora iremos relacionar o que vimos acerca de séries de poténcias com
curvas algebrdéides planas. Embora muitos resultados vistos anteriormente sejam validos
para corpos arbitrarios focaremos apenas em resultados para corpos com caracteristica

zero, pois esta ¢ uma condi¢ao necessaria para a parametrizacao de Puiseux.

3.1 CURVAS ALGEBROIDES PLANAS

O estudo de uma curva algébrica plana ou uma curva analitica em C? pode ser

feito através das propriedades algébricas desta curva vista como um elemento de K[z, y]].

Defini¢ao 3.1.1. Dois elementos f, g € K[[z,y]] sd@o ditos equivalentes se existe h €
K[z, y]] invertivel tal que f = hg. A classe de equivaléncia de um elemento nao invertivel
f € K|[z,y]] — {0}, denotada por (f), Cy, ou simplesmente f, quando ndo houver confusao,

é chamada uma curva algebroéide plana.

Como a multiplicidade de uma série é invariante por multiplicagdao de invertivel,
faz sentido definir a multiplicidade de uma curva algebréide plana (f) como sendo a
multiplicidade de f.

Definicao 3.1.2. Uma curva algebréide plana sera chamada de regular se sua multiplici-

dade for igual a 1. Caso contrario, dizemos que a curva é singular.

Uma curva algebréide plana (f) serd dita irredutivel se f for irredutivel. Neste

caso, chamamos (f) de ramo plano ou simplesmente ramo.

Definigao 3.1.3. Seja (f) uma curva algebréide plana e considere a decomposigao de f
em fatores irredutiveis em K{[x,y|], f = fi- fo-...- fr- As curvas algebrdides planas (f;),
para j = 1,...,r, serdo chamadas de ramos da curva (f). A curva (f) serd chamada de

reduzida se (f;) # (f;), para i # j, isto é, se f; e f; ndo forem associados quando ¢ # j.

Muitas propriedades de uma curva algebréide plana sao preservadas por K-

automorfismos de K|[[z,y]]. Isto motiva a seguinte definigao.

Definigao 3.1.4. Duas curvas algebrdides planas (f) e (g) sdo ditas formalmente equiva-
lentes, ou simplesmente equivalentes, se existe um K-automorfismo ¢ de K[[z,y]] e um

elemento invertivel u € K[[z,y]] tal que

o(f) =u-g.

Escreveremos (f) ~ (g) para denotar duas curvas algebréides planas que sdo formalmente

equivalentes.
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Proposicao 3.1.5. Se (f) e (g) sao curvas regulares, entio (f) ~ (g).

Demonstragio. Como (f) é regular temos que mult(f) = 1, entdo f = ax + by + - -+, com

a#0oub#0. Se a0, podemos considerar o K-automorfismo ¢ definido por

¢: Klz,yl] — K,y
x — f
y — y

que mostra que (f) ~ (x). Se b # 0, teremos (f) ~ (y). Analogamente, podemos mostrar

que (g) ~ (z) ou (g) ~ (y). Como (y) ~ (x), por transitividade, temos que (f) ~ (g). O

Definig¢ao 3.1.6. Seja (f) uma curva algebréide plana de multiplicidade n e considere f
escrito na forma
f=F,+F, 1+, (3.1)

onde cada F; é um polindémio homogéneo em K[z, y|] de grau i e F,, # 0. A curva (F,) é
dita cone tangente de (f). Se f = ax + by, com a # 0 ou b # 0, entdo (f) é chamada de

reta.

Como qualquer polinémio homogéneo em duas varidveis em um corpo algebrica-

mente fechado se decompoe em fatores lineares (ver [6], p. 24), podemos escrever

S

Fn = H(azx + biy)ri>

=0

onde Zri:n, a;, bj € K, parai,j=1,...,5eab; —ajb; #0, se i # j.
i=0
Note que o cone tangente de uma curva (f) consiste no produto de retas de K{[z, y]],
cada uma com multiplicidade r;. Tais retas serdo chamadas de retas tangentes de (f). Se
a curva (f) é regular, ou seja, se mult(f) = 1, entdo o cone tangente de (f) consiste de

apenas uma reta tangente de multiplicidade igual a 1.

Exemplo 3.1.7. Considere a curva (g) = (y* — 2%*(z + 1)). Escrevendo g como em (3.1),

temos

g=(y" —2°) — 2.

2

Assim, mult(g) = 2, seu cone tangente é (Gs) = (y* — 2%) = (y — x)(y + z) e suas retas

tangentes sao (y — x) e (y + x) cada uma com multiplicidade igual a 1.

Exemplo 3.1.8. Seja (f) = (y* — 2%). Entao f = y*> — 23. Dai, mult(f) = 2, seu cone

tangente ¢ (F,) = (y?) e sua reta tangente é (y) que possui multiplicidade igual a 2.

Proposicao 3.1.9. Sejam f e g € K[[x,y]] com formas iniciais F,, e G,,, respectivamente.
Se (f) ~ (g), entao n =m e (F,) ~ (Gp).
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Demonstragio. Se (f) e (g) s@o equivalentes entao existem um K-automorfismo ¢ de

K|[z,y]] e um invertivel u € K[[z,y]] tal que

Como ¢ é um automorfismo ele preserva multiplicidade, entdao n = m (Observagao 2.2.2).

Além disso,

O(f) = o(Fn) + ¢(Fogr + ) =u-Gptu- (G +---).

Como o tnico ¢(F;) que possui multiplicidade n é quando i = n e o tnico G; que possui
multiplicidade igual a n é também quando i = n, segue que ¢(F,) = u - G,, ou seja,
(Fn) ~ (Gn) O

3.2 TEOREMA DE NEWTON-PUISEUX

Nesta secao retornaremos ao estudo do corpo das séries de Laurent, denotado por

K((x)), que é o corpo de fragdes do anel K[[z]].

De agora em diante assumiremos o corpo K sera um corpo algebricamente fechado

de caracteristica a zero.

Lembremos que um elemento f de K((x)) é da forma
flx) =b_pa™™ + b—m-|—1I7mJrl + bzt 4 by + by + bt 4,

onde b; € K, para i > —m, m € N.
E fato que K ((z)), o fecho algébrico de de K ((z)), contém as raizes da equacio

y" —x =0, Vn € N. Consequentemente, contém elementos da forma T e qualquer uma

de suas poténcias.

Definigao 3.2.1. Seja F//K uma extensao de corpos. Se o grupo
G(F/K)={0:F — F; 0 é um K — automorfismo}

é finito e K é seu corpo fixo, isto é, {a € F; o(a) = a, Yo € G(F/K)} = K, entao a
extensao F'/K é chamada galoisiana e o grupo G(F/K) é chamado grupo de Galois da
extensao F/K.

Denotaremos por U,, o grupo multiplicativo das n-ésimas raizes da unidade em K.
Este grupo é ciclico, j& que é um subgrupo multiplicativo finito de um corpo (ver [12],
Teorema 1.9, p. 177) e tem n elementos distintos ja que o polindmio =" — 1 é separdvel

sobre K, pois K possui caracteristica zero e é algebricamente fechado.

Do Teorema 2.3.2, temos que qualquer K-automorfismo o de K ((z#)) é da forma

o (x%) =a (xﬂ -, para algum a(z+) € K|[[z#]] invertivel.
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Lema 3.2.2. A extensio de corpos K((x))/K((z)) ¢ finita e galoisiana com grupo de

Galois isomorfo ao grupo U,.

Demonstragio. Sejam o grupo de Galois da extensio G(K ((zw))/K((z))) =G e o € G.
Entdo, o é um K ((z))-automorfismo de K ((z#)), e para algum b, (z7) € K[[z+]], temos

o (o) =t (22) 5t

Além disso,

Observe que O’(l’%) => bix%, com b;, # 0. Da equagdo acima, temos

i=ig
r= (o ()" = (b b )

Por 1gualdade de séries, temos que ig = 1, b =1 = [bg(x%)r eb;, =0, Vi> 1. Entao
by(z7) € U, C K. Vamos denotar b,(z+) apenas por b,.

Afirmamos que h : G — U, definido por h(c) = b,, é um isomorfismo de grupos.

De fato, se p € GG, entao

o0 (8) = b (52) % = (o (54)) = 00 (+%) ) =00 (1) o)
= by (z7) b, (27) 27,

Dai, byos = byb, € h ¢ um homomorfismo de grupos.

Suponha que b, = b,. Entao

o (S bian) =Y bdlwr =3 bibiar =p (3 b)),

e, consequentemente, p = o e h ¢é injetivo. Pela construcao de h segue a sobrejetividade.

Logo, h é um isomorfismo de grupos.

Agora vamos provar que o corpo fixo de G é exatamente K((x)). Vimos que
o(z) =z, Vo € G, consequentemente K ((x)) estd contido no corpo fixo de G.

Suponha que dados » b € K((x%)) e ¢ € U,, temos

i>i0

S b = biCian

i>io i>ig
Portanto b; = b;(?, Vi > ig. Se n| i entdo b;Cizw € K((z)). Caso contrario, b; = 0, pois
sendo ¢ € U, uma n-ésima raiz primitiva da unidade e b;(1 — ¢*) = 0, temos b; = 0.
Consequentemente, Y bz € K((z)). O

i>10
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O Lema 3.2.2 também mostra que K((z)) € K((z%)) ¢ K((x)), onde K((z))

denota o fecho algébrico de K((z)). Com isso vamos definir

K (@) = U K(h) © K@)

De agora até o fim desta secao nosso principal objetivo serd mostrar que a inclusao

acima ¢ uma igualdade, ou seja, que o fecho algébrico de K ((z)) é K((x))*.

Observe que um elemento f de K((z))* é da forma
P P2
b b (32)

onde b, € K, p;j, ¢ € Zeq; #0, V7,1, je % < Z—j < ..., onde a colecao de fracoes

pi/q; @ € N— {0}, admite um denominador em comum.
Exemplo 3.2.3. A série ) i ¢ K((x))*, pois seus expoentes nao admitem um denomi-

ieN
nador comum.

Se a série f em (3.2) é tal que by # 0, entdo diremos que a multiplicidade de f é

mult(f) = P Por conveniéneia definimos mult(0) = co. Além disso, também ¢é valido o

0
seguinte resultado.

Proposicao 3.2.4. Dados f e g € K((x))*. Entao

(i) mult(f - g) = mult(f) + mult(g) e

(it) mult(f + g) > min{mult(f), mult(g)}.
Demonstracio. Anédloga a demonstracao da Proposicao 2.1.4 O]

Se K[[z]]* = U, K[[z+]], temos que qualquer elemento f de K[[z]]* é da forma
(3.2) com mult(f) > 0.

Lema 3.2.5. K((x))* é um subcorpo de K((x)).

Demonstragio. Se f e g € K((x))*, entdo existem 7, s € N tais que f € K((z7)) e
g € K((z+)). Como

K((z7) C K((z7)) e K((a%))C K((z7))
temos que f+g¢, f-g, e ‘; (se g # 0) pertencem a K ((z7)) C K((z))*. O

Lema 3.2.6. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao, todo
polinomio da forma

p(y) =y +aw" *+--+a, €Ky, (3.3)

com algum dos a; # 0 e n > 2, admite pelo menos duas raizes distintas em K.
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Demonstracao. Como K é algebricamente fechado segue que K contém todas as raizes de
p(y). Suponha que p(y) admite somente uma raiz «. Entao

n n!

Como p(y) é dado em (3.3) segue, por igualdade de polindémios, que —an = 0, entao
a = 0 ja que n # 0 e a caracteristica de K é zero. E, se isto ocorre, temos que a; = 0,

Vi=2,...,n, o que contradiz a hipdtese.

]

Teorema 3.2.7. (Teorema de Newton-Puiseux) K((x)) = K((z))*.

Demonstragio. Se mostrarmos que K ((x))* é algebricamente fechado o resultado sera
véalido. Para isso vamos mostrar que todo polindémio em K ((z))*[y| de grau maior ou igual
a 2 é redutivel.

Seja p(z,y) = ao(x)y" + ar(x)y"t + -+ - + ay(x) € K((2))*[y], onde ao(x) # 0 e
n > 2. Sem perda de generalidade vamos considerar ag(z) = 1.

Usaremos uma mudanga de varidveis para eliminar em p(z,y) o termo de grau

n — 1. Considere o K ((x))*-isomorfismo dado por

o K((0)lyl — K((x)[4]

S L Lol
Entéo, :
g(z,2) = @(p(w,y)):< —C‘lﬁf)>n+ 1(3:)( —“17(;6)>n_1+ + an(z) =
- S ()
_ [z"—m"j;l(“”u --]—F[a ()" + ]+

onde b;(z) € K((x))*, para todo i =2, ..., n. Se b;

em K((x)))*[z] e com isso p serd redutivel em K ((x

(z) = 0, Vi, segue que ¢ é redutivel
)

)*[y]. Do contrério, existe i tal que
b;(x) # 0. Denotaremos por u; a multiplicidade de b;(z). Considere

u.
u-min{,z; 2§i§n}.

]
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Seja 2 < r <n tal que u = — e considere a aplicacao
r

U K((2)[z] — K((w))[]
T — w”

z — Zwvr.

Vamos mostrar que ¥ é um isomorfismo de K-algebras que preserva o grau de

polinémios em z.

Dado f(z,z2) = ap(z)2" + a1(x)2"1 + - + a,(x) € K(())*[2] de grau n, temos
V(f) = ag(w")2"w"" 4 - - + an(w’)

que ainda é um polinémio de grau n em z. Logo, ¥ preserva grau de polindbmios em z.

O homomorfismo v definido por

v K@)l — K@)l

w — x
z
z — —
Iu
é o inverso de V.
De fato, observe que
o Y(U(@) =) = (v(w) = (1) =2
o B(U(:) = wzum) = () - ()" = 5o = Do

Logo, ¥ = ¥~ é homomorfismo inverso de V.
Seja

w2y~ Y2 gl sty

wrur wnur

ci(w)z" " € Kl[w]]*[2], (3.4)

=2
bi(w") . .

onde ¢;(w) = ———=. Note que mult(¢;) = ru; —iu, > 0, com igualdade ocorrendo quando
wtur

i = r. Consequentemente, ¢,.(0) # 0 e ¢;(w) € K[[w]]*, para 2 < i < n. Entao, existe

k € N tal que

h(w®, 2) = 2" + Zn:ci(wk)z”_i € Klwl][z].

=2
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Como ¢,(0) # 0 e a caracteristica de K é zero, pelo Lema 3.2.6 segue que h(0, z) tém
pelo menos duas raizes distintas. Entao, pelo Lema de Hensel (Teorema 2.4.2), existem

hy(w, z), he(w, z) € K[[w]][z] de grau maior ou igual a um tais que
h(w®, 2) = hy(w, 2) - ho(w, 2).
De (3.4), segue que ¥(q(z, 2)) = w™ h(w, z) = w™ hy(wr, ) - ho(wr, z). Além disso,
a(w,2) = U™ h(w,2) = U " h(wh, 2) - h(wk, 7))
F

_ gg"?T\D*l(hl(w%,z)) U (ho(wF, 2)).

Consequentemente, g(x, z) é redutivel em K((x))*[z]. O

3.3 EXTENSAO DO CORPO DAS SERIES DE LAURENT

Como visto no Lema 3.2.2, o grupo de Galois da extensio K ((z#))*/K((z)) é

isomorfo a U,. Assim, temos que um elemento p € U,, age sobre um elemento
1\? i 1
a=>Y bz(xn> = bz € K((zn))
’L'Zio 1210

da seguinte forma

proa=Yy_ bi(p(gg%))i = bban

i>10 1210
A funcao
o1 Upx K((zv) — K((xv))
(p, @) = pra=) bib;x%

i>ig

é uma agao de grupos. De fato,

=> b b’xn = bi(e)'xn

i>10 1210

onde e é elemento neutro de U,. Além disso, se p, v € U,, entao
6(p, (v, 0)) = ¢ (p, S biblwn ) = S bibibiav =" bi(byb,) 't = ¢(p7, ).
Logo, ¢ ¢ uma acio de U, em K((z7)).

Lema 3.3.1. Sejo a € K((x))*—K((z)) en = min{q; o € K((xé))} Entao (xa # pxa,
V¢, p € Un, com C# p.

Demonstragio. Como a ¢ K((x)), temos que n > 2. Suponha que ( * a = p % a, com

¢ # p. Entao, escrevendo a = > bz-x%, temos

C*a:Zbibéx% :Zbib;x% = p*a.
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Consequentemente, b = b, Vi tal que b; # 0, ou seja, " = p’, Vi tal que b; # 0.

Seja d = mdc{n, i; onde i é tal que b; # 0}. Entdo d = 1, pois caso contrario,
terfamos o € K ((xﬁ)), com n' = % < n, o que ¢ uma contradi¢do. Logo existem inteiros
Aj e A, tais que nA 4 igAg + i1 A + - - - + 1A, = 1. Dal,

C=(CMNC0 (€)M = (M) () = p.
Absurdo, pois contradiz nossa hipétese que ¢ # p. n

A seguir iremos descrever as principais extensoes algébricas de K ((x)), isto é, o

corpo K ((z))(«) obtido a partir da adjuncao de um elemento algébrico o sobre K ((z)).
Seja v € K ((x)) algébrico sobre K ((z)). Podemos escrever K ((z))(a) da seguinte

forma

K((2))(e) = K((z))a] = {P(a); P € K((z))[yl]}.

Teorema 3.3.2. Seja o € K((z))* — K((x)) que iremos denotar por « = ¢ (a:%), onde
n=min{g € N; a € K((z7))}. Entdo

(i) K((z))[a] = K((z7)).

(it) O polindmio minimal de o sobre K((x)) é dado por
g(@.y) =1y — ),
i=1
onde a; = ¢ (sz%), para algum gerador ¢ de U,.

(i1i) Temos g(x,y) = y™ + a1 (x)y" ' + - + a,(z) € K((x))[y], onde

lt(ay,
mult(a;(x)) > 1 - mult(a) =i - wj
n
com igualdade ocorrendo quando i = n. Em particular, se mult(a) > 0 (res-

pectivamente, mult(cr) > 1), entdo g(x,y) € K|[z]][y] e é um pseudo polinémio

(respectivamente, um polindomio de Weierstrass).

Demonstragio. (i) Sejam G = G (K((x))/K((x))) e G' = G (K((z7))/K((x))[a]).
Note que G/ C G, pois G’ é o grupo dos isomorfismos de K ((z7)) que fixam K ((z))[e],
e em particular, fixam K((z)). Além disso, pelo Lema 3.3.1, G' = {0 € G; b, * a = a}.
Consequentemente, G’ = (e), pois caso contrario, existiria ¢’ € G, o’ # e, tal que
by % @ = b, % @, com o’ # e, o que contradiz o Lema 3.3.1. Logo K((z+)) = K((z))[a], jé
que, pelo Lema 3.2.2, a extensio K ((x7))/K((z)) ¢ galoisiana.

(i) Primeiramente observe que se « é raiz de g e ( é gerador de U,, entao
n

;= @ (Cix%) = (" x o também serd uma raiz de g. Logo, g(z,y) = [[(y — a;). Do fato
i=1
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de que g é um polinébmio em y que possui « como raiz e G ~ U,, segue que

G(K((x))[al/ K((x)))] = deg(g(z,y)) = n.

Consequentemente g(z,y) ¢ irredutivel em K ((z))[y].

(i17) Os coeficientes de g(z,y) sdo dados por a;(x) = (—1)’s;(a, ..., a,), onde os

s; sdo polindmios simétricos elementares calculados em aq, s, ..., a,. De (ii), temos que
mult(co;) = mult(a), Vj =1, ..., n, dai segue que

mult(an(x)) = mult((—1)"s,) = mult(s,) = n - mult(a). (3.5)

Além disso,
mult(a;(z)) = mult((—1)"s;) = mult(s;) > i - mult(a). (3.6)

De (3.5) e (3.6), temos

mult(a;(z)) > i - mult(a) =i - M‘
n
Caso mult(a) > 0 ou mult(«) > 1 é imediato que g(x,y) € K|[z]][y] é um pseudo polinémio

ou é um polinémio de Weierstrass, respectivamente. O

Corolario 3.3.3. Toda extensio finita de K((x)) é da forma K((zw)), para algum n € N.

Demonstracio. Como a caracteristica de K é zero, segue que toda extensao finita de
K((z)) é simples (ver [14], Teorema 3.3.4(4), p. 81) e consequentemente é da forma
K((z))[a], para algum o € K((x))*. Entao, pelo Teorema 3.3.2, segue o resultado. [

Corolario 3.3.4. Sejam f € K((x))[y] um polindmio ménico e irredutivel de grau n > 1
e o € K(())* uma raiz de f. Entao

(i) min{qg € N; a € K((z1))} = n.

(ii) Se v = gp((i:c%), para algum ¢ gerador de U,, entao

n

fley) =11y — ).

i=1
(iii) Se f € K[[x]][y] é um pseudo polinémio (respectivamente um polindmio de Weiers-

trass), entao mult(c) > 0 (respectivamente mult(a) > 1). Em particular, o € K[[z]]*.
Demonstragio. Os itens (i) e (ii) seguem do Teorema 3.3.2. Vamos verificar (#i7). Suponha
que f(x,y) =y" + a;(z)y" ' + - + an(z) € K[[z]][y] seja um pseudo polinémio. Como

—a" = a,(z) + an_1(2)a+ -+ ar(z)a™
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segue que,
n-mult(a) = mult(—a") = mult(a,(z) + ap_1 () + - + ay(z)a™ 1)
> min{mult(a,(z)a™ "), ..., mult(a,(r))} = min{mult(a;(x)) + mult(a")}.
Para algum iy € {1,...,n}, temos

min{mult(a;) + mult(a™™")} = mult(a;,) + mult(a™ ") = mult(a;,) + (n — o) - mult(a).

Entao,
n - matt(er) > mult(a;,) +n - a) — iy - mult().
Logo, ig - mult(a)) > mult(a;,(x)).

Se f ¢ um pseudo polindémio, temos que mult(a;,(z)) > 0. Dai, mult(a) > 0. Se f

é um polinémio de Weierstrass, entao mult(a;,(x)) > ig. Portanto,
io - (1 — mult(a)) = ig — ip - mult(a) < mult(a;,) — io - mult(a) < 0.
Como ig > 0, temos que mult(a) > 1. O

Observacgao 3.3.5. Como o anel K[[z]] é um dominio de fatora¢do tnica, com corpo de
fragdes K ((x)), temos que, pelo Lema de Gauss, todo elemento moénico irredutivel em
K|[[z]][y] é também irredutivel em K ((x))[y].

A seguir mostraremos um resultado que servird como critério para verificar se uma

série em K|[x,y]] é irredutivel.

Lema 3.3.6. (Lema da Unitangente) Seja f € K|[x,y]] com f(0,0) = 0 irredutivel

de multiplicidade n. Entao a forma inicial de f € do tipo
F, = (az + by)",
coma # 0 oub#0.

Demonstracio. Podemos supor que f é regular em y pois, caso contrario, podemos fazer

uma mudanca de coordenadas para que f seja regular em y.

Pelo Teorema 2.5.4, existem p = p(z,y) € K|[[z]][y] polindmio de Weierstrass de
grau n e u € K[[z,y]] invertivel tal que f = u-p. Como f é irredutivel em K]|[z,y]],
segue que p é irredutivel em K[[x,y]]. Consequentemente, pelo Lema 2.6.4, temos que p é
irredutivel em K|[[z]|[y]. Além disso, pela Observacao 3.3.5, p é irredutivel em K ((z))[y].
Do Corolario 3.3.4(i7)

=

p(z,y) = I (v — e(¢Fam)),

k=1
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onde ¢ é uma n-ésima raiz primitiva da unidade e
gp(x%) = b + br+1x% +--- € K((x%)),
com b, # 0. Como p é um polindmio de Weierstrass, ainda do Corolario 3.3.4(iiz), temos
que mult(go(:v%)) > 1, o que implica que = > 1, ou seja, r > n.
A forma inicial de p é a forma inicial de

q(z,y) = ﬁ(y—é’“’brx%)

k=1

k=1

k=1

Se r = n, temos
=11 (y — Qk’"brx%) H —b,x) —bx)".
k=1 k=1
Se r > n, temos que ir > in, dain — i+ % >n,Vi=1, ..., n. Observe que
mull(p(z,y)) = mull(q(z,y))
= mult (y — (b Z ¢Fram ) T4 (—1)%;}1,-’“)
= min{n n—1i+ — } n.

Neste caso, q(x,y) = y".

Como a forma inicial de f é o produto de u(0,0) (# 0) com a forma inicial de p,

segue que F, é da forma (az + by)™. O]

Observacao 3.3.7. Seja f = F,+ F,, 11+ - € K[[z,y]] uma série de poténcias irredutivel
com multiplicidade n. Pelo Lema da Unitangente 3.3.6, temos que F,, = (ax + by)", para
algum a, b € K. Assim, f é regular em z (quando a # 0) ou regular em y (quando b # 0).

Supondo que f seja regular em y, entao podemos escrever f da seguinte forma:
f=ao(@)y" +ar(@)y" ™"+ +an(z) +y" iz, y), (3.7)
com a;(x) € K|[[z]], mult(a;(z)) > i, parai =1, ..., n, ag(0) # 0 e h(z,y) € K[[z,y]].

Exemplo 3.3.8. Seja f(z,y) = 3xy — (2* — y?). Primeiramente observe que a forma
inicial de f é o polindmio Fy(z,y) = 3xy # (ax + by)?, Va, b € K. Logo, pelo Lema da

unitangente, f nao é irredutivel.

A reciproca do Lema da Unitangente nao é verdadeira, isto é, mesmo que exista
uma série g € K[[z,y]] de multiplicidade n tal que sua forma inicial G,, = (az + by)",
onde a # 0 ou b # 0, nao temos a garantia de que esta série ¢ irredutivel, como mostra o

seguinte exemplo.
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Exemplo 3.3.9. Seja g(z,y) = (z +y)? — z*. Temos que ¢(0,0) = 0 e que a forma inicial
de g é G = (z +y)?. Porém,

g=(x+y—2°) (z+y+2?).

egi(r,y) =x+y—y*e gx,y) =z +y+ y* sdo elementos nao invertiveis em K[z, y]],

pois ¢1(0,0) = 0 = g(0,0).

Exemplo 3.3.10. Seja h(z,y) =z —y+ay+2®+y° € K|[z,y]]. Observe que h(0,0) =0
e que a forma inicial de h é o polinémio Hy(z,y) = x —y. Em principio, ndo é possivel

dizer se h é redutivel ou nao. Mas podemos escrever h da seguinte forma
h(z,y) =21 +y+2°) +y(-1+y") =2 hl,y) +y- ha(z,y),

onde hy e hy € K[|z, y]] sdo invertiveis. Assim,

Kyl K[z, K]

(h) (- hi(z,y) +y-holz,y))

Como K|[[z]] é um dominio de integridade segue que h é irredutivel.

3.4 PARAMETRIZACAO DE PUISEUX

A parametrizacao de Puiseux serd uma poderosa ferramenta para o entendimento
das propriedades algébricas de ramos planos. Dado um ramo plano existe um algoritmo
que ajuda a determinar a parametrizagdo de Puiseux associada a este ramo, porém nosso
objetivo de estudo nao sera encontrar estas parametrizacoes de Puiseux mas sim entender

as propriedades algébricas do ramo plano através do estudo dessas parametrizagoes.

Lema 3.4.1. Seja f € K[[z,y]] irredutivel de multiplicidade igual a n e regular em y.

FEscrevendo f como em 3.7, temos

mult(a,(x))

mult(a;(z)) > i - "

, para 1 =20, ..., n.

Demonstracio. Como f é regular em y, pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass,

existem u € K|[x,y]] invertivel, Ay, ..., A, € K][[z]], 4;(0) = 0, tais que
u-f=Ply) =y +Ay" '+ +A, (3.8)
e mult(A;) > i,i=1, ..., n. Como u- f é irredutivel em K|[z,y]], temos pelo Teorema

3.3.2(7i1) que para i =0, ..., n vale

mult(A;) > 1 - mUh;EAn)
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Vamos escrever u = ug(z) + ui(z)y + - -- € K[[z]][[y]]. Como u é invertivel em
K[z, y]] segue que uy(0) # 0. Dai,

u-f=@w+wy+--) (ay"+ay" '+ +a, +y"h)
= (upag + uray + - - + Upan)y" + (o + uras + up_qa,)y" "+ -+
+ (Uo@; + 11 + -+ + Un—ian)y" " + -+ + (woan) + (y"h- )
=y"+ A"+ + A, = P(z,y).

Da igualdade de séries, temos

Ugag + uray + -+ +upa, =1

Up; + UQip1 + - -+ Upa, = A;, parat=1, ..., n—1
annZAn
y"the . =0.

Em particular, temos mult(a,) = mult(upa,) = mult(A,). Além disso, observe que para

1 =mn — 1, temos uya,—1 + ara, = A,_1. Dai,

mult(a,_1) = mult(upa,_1) = min { mult(An—1); mult(ay) + mult(ay,) }
—_— — —— ——

>n—1 >0 >n
> (A, ) > (n—1) - mult(A,) _ (n—1)- mult(an).
n n
Continuando o processo recursivamente
mult(a;) = mult(upa;) = mult(Ai — Ui —  — uu_ian)

> min {mult(Ai); mult(uia;q + -+ - + un_ian)}

> mult(A;) > i - mult(A,) _ i mult(a,)
- Y= n n '

0
Lema 3.4.2. Dado [ € K|[[z,y]]—{0} de multiplicidade n e reqular em y, sao equivalentes:
(i) O cone tangente de (f) é (y™);
(ii) Para todo i > 1, mult(a;) > i.
Demonstragio. Vamos escrever f como em (3.7). Entao
f=ao(@)y" +ar(2)y" "+ + an(z) +y"h(z,y),

com a;(x) € Kl[z]], mult(a;(x)) > i, parai =1, ..., n, ap(0) # 0 e h(z,y) € K|[z,y]].
Caso exista algum i tal que mult(a;) = i, entdo o cone tangente de (f) nao poderia ser

(y™). Por outro lado, se para todo i > 1, mult(a;) > i o resultado é imediato. O
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Seja f € Kl[z,y]] irredutivel de multiplicidade n e regular em y. Entao, pelo
Teorema da Preparacido de Weierstrass, existem u € K[[z,y]] um elemento invertivel,

Ay, ..., Ay € K[[z]], Ai(0) = 0, tais que
u-f=Plz,y) =y"+ Ay "+ + A,

Como u - f ¢ irredutivel segue, pelo Corolario 3.3.4, que se « é uma raiz de
P(z,y) em K((z))*, entdo a = ¢ (x%) € K[[z+]], onde n = min {q eEN; ac K((x%))} ¢
P(z,a) =P (x, cp(x%)) — 0. Se escrevermos ¢ =z, entdo teremos p(t) € K[[t]] e

f{t",o(t) = 0.
Neste caso dizemos que

zr = t"

)y = o) =3 b, (3.9)

i>m
¢ uma parametrizacdo de Puiseux do ramo (f).

Observe que outra raiz de P(x,y) nos dé outra parametrizagao de Puiseux (", 9(t)),
onde ¢(t) = ¥((t) e ¢ é uma n-ésima raiz da unidade. Além disso, n e os indices i, para
os quais b; # 0, nao admitem fator comum, pois caso contrario existiria um n’ € N tal que

n<neae€ K((a:ﬁ)) (ver demonstragao do Lema 3.3.1).

Do Teorema 3.3.2(7ii) e do Lema 3.4.1, temos
mully(p(t)) = n - mult,(a) = mult,(A,) = mult,(a,) > n.
Assim, podemos reescrever (3.9) com algumas informagoes adicionais

z = t"
DYy = o) = S bt by #0. m>n. (3.10)

>m
Se tivermos ainda que o cone tangente de (f) é (y"), pelo Lema 3.4.2,

multy(p(t)) = mult,(a,) > n.

Se f for regular em x, entao temos o mesmo resultado trocando x por .

Defini¢ao 3.4.3. Seja (f) como em (3.10). Definimos duas sequéncias (g;) e (5;) de

nimeros inteiros associados a (f) como a seguir:

co=PFB=n
p; =min{i; i Z0modej_q e b; # 0}, seegj_1 #1
gj =mdc(gj—1, B;) = mde(Bo, Prs ---, Bj)-

Os inteiros (5;) sdo chamados de expoentes caracteristicos do ramo (f).
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Observe que se €1 # 1, entdo {i; i Z 0 mod €1 e b; # 0} # (). Além disso,
é o primeiro expoente de (t) que possui coeficiente ndo nulo e que nao é multiplo de
Bo = €0. Observe ainda que a sequéncia (g;) é uma sequéncia decrescente de inteiros, logo
finita.

n=c > >...>1=¢4 geN.

Consequentemente, a sequéncia (/3;) também sera finita. O inteiro g tal que ¢,_; # 1 e

g4 = 1 é chamado género do ramo (f).

Exemplo 3.4.4. Considere a parametrizacao de Puiseux de um ramo plano (f) dado por

<f>:{”“":t

y = o) =1t +13 410+t
Entao,
g0 = 0o =4; [ =min{6, 10, 11} =6; &1 = mdc(ey, 51) = mdc(4, 6) = 2;

P =min{ll} =11 e &9 =mdc(ey, o) = mde(2,11) = 1.

Portanto, o género de (f) é igual a 2 e (8o, (1, B2) = (4, 6, 11) sdo seus expoentes

caracteristicos.

Exemplo 3.4.5. Seja (f) um ramo plano que possui parametriza¢ao de Puiseux dada por

x = 9,
(f):9 vy = 2+t +ant! + ast!® + aygt' + a;rt!” + agot?® + agst®+
+aget™ + agt® + asgt® + asst™®,

onde a; € K. Entao,
e g0 = [y =6;
e By =min{i; i Z0modeyeb; #0} =9;
e ¢1 = mdc(gg, 1) = mdc(6, 9) = 3;
e By =min{i; i £ 0mod ey e b; # 0} = 10;

o co = mdc(ey, f2) = mdce(3,10) = 1.

Portanto, o género de (f) é igual a 2 e (B, 51, 52) = (6, 9, 10) sdo seus expoentes
caracteristicos para quaisquer a; € K.

Definig¢ao 3.4.6. Dado um ramo plano (f) com sequéncias associadas (g;) e (f3;), para

i=1, ..., g, definimos os pares de Puiseux de (f) como (n;, i1;), i =1,...,g em que

€i—1 - Bi

2 62

N =
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Note que como ¢; = mdec(g;—y1, 5;), temos mdc(n;, ;) = 1.

Proposicao 3.4.7. Dado um ramo plano (f) de género g. Entdo para todo j =1,...,g¢,

temos
i) > 1
i) M= NE; = N2 Ngs
1) €5 = Njgp1 " Ng-

Demonstragdo. (i)Como os e’s formam uma sequéncia decrescente, segue que

€j-1

n; = > 1.
€
(77) Note que
iy = S e — == LT g,
Mg = 2T BT oy = 0L — -,
RSN g’ £1 €3 &g g
(7i1) Finalmente,
£ Eag—1
j 9-1 _
Mj1 1 ==
Ej+1 €g

3.5 ANEL LOCAL DE UMA CURVA PLANA

Seja K um corpo e seja f € M = (x,y), onde M ¢é o ideal maximal de K|[[z,y]].

Definimos o anel de coordenadas da curva (f) como sendo a K-dlgebra

A classe residual de um elemento h € K[[z,y]] em O podera ser denotada por h,

ou simplesmente A se ndo causar confusao.

O anel Oy ¢ um anel local com ideal maximal M; dado por

De fato, seja g € Oy — My, onde g € K[z, y]], entdo g(0,0) # 0 e consequentemente
g € Kl[z,y]] ¢ invertivel em K|[[z,y]]. Dai, existe h € K[[z,y]] tal que g -h = 1, isto ¢,
g-h=T1. Logo, todo elemento que nio estd no ideal M, é invertivel, em outras palavras

Oy ¢é um anel local.

Observe que quando f ¢ irredutivel, entao o anel Oy é também um dominio.
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Teorema 3.5.1. Sejam (f) e (g) curvas algebroides planas em K[|z, y|]. Entao (f) ~ (g)

se, e somente se, Of ~ O,.

Demonstragio. Dado h € K|[[z,y]] denotaremos por & e h a classe residual de h em Ore

Oy, respectivamente.

Primeiramente suponha que (f) ~ (g), isto é, existem um automorfismo ® e um

elemento u € K[z, y]] invertivel tais que

O(f)=u-g
Observe que a composicao
Koyl = Kl = O,
h —  ®(h) +— ®(h),
onde 7 é a projecao candnica de K|[[z,y]] em O,, é sobrejetiva e tal que ker(m o @) = (f).
Consequentemente, Oy ~ O,.

Reciprocamente suponha que Oy >~ Q4. Se mult(f) = mult(g) = 1, entdo (f) e (g)
sao curvas regulares e, da Proposicao 3.1.5, segue que (f) ~ (g). Se mult(g) > 1, considere
® o isomorfismo tal que Of >~ O,. Sejam t; e t, € M tais que &J(T) =1 e Eﬁ(g) =15 ety

to sdo séries dadas por
ty = (az +by) + Tip(z,y) + Tiglz, y) +--- e

ty = (C.CE + dy) + T272(£E,y) + T2,3<x>y) +oey

onde 7;; é um polindmio homogéneo de grau j em K|z,y].

Defina
o Klz,yl] — Kl[z,y]]
T — tq
Y — to.

Como ® é um isomorfismo de O em O,, segue que existem r e s € K [[x,y]] tais que

=0(r(@, p)=r(h &) e T=0(s(z, 9) =5 (&, &) -
Consequentemente, x — 7(ty,t2) € (g) C M? e y — s(t1,t2) € (g) C M?, pois mult(g) > 2.
Além disso, se r(z,y) = (cqx + fry) +12(x, y)+--- es(z,y) = (Mx+my)+s(z,y)+---,
onde 7;, s; sdo polinémios homogéneos em K[z, yl, entao

sl

x —r(ty, t2) = x — (aqty + Bita) + 1o

( ty, t2) +
[a ax + by + -

—

[

+ Bi(cx +dy + - )}+~"€M2.

(
)

Yy — S(tl, tg) A tl -+ ’Yltg) + 19

A (ax + by + - -

t1, ta) +
+y1(cr +dy + - - )}+~'~€M2.

(
)
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Como x — r(t1,ts) e y — s(t1,t2) € M2, temos que suas multiplicidades sdo dadas por:
mult(x — r(t1,t2)) > 2 e mult(y — s(t1,t2)) > 2, ou seja, as séries acima nao devem ter

mondmios de grau 1. Equivalentemente, os sistemas

a1a+ﬁlc:1 )\1a+’}/1C:0
Oélb—Fﬁld:O )\16+")/1d:1

possuem solucao e, portanto, ad — bc # 0. Consequentemente, ® é um automorfismo de
K[z, y]] tal que
0= (I)(f(f, y)) = ?(tl’ t2)7

o que implica que ®(f) € (g), portanto
O(f)=h-g. (3.11)

Em particular, mult(f) = mult(®(f)) = mult(h) + mult(g) > 2.

Como ® é um automorfismo e ®~! induz ®~!, invertendo os papéis de f e g,
concluimos que

U g) =W -f > g=d(K) D(f),

De (3.11), temos ®(f) = h - ®(h') - ®(f). Portanto, h é um elemento invertivel em
K{[z, y]]. Logo, (f) ~ (g). O

O resultado acima nos diz que o anel local Oy é invariante médulo relagao de

equivaléncia de curvas algebroides.
Corolario 3.5.2. Se Oy ~ O,, entdo mult(f) = mult(g).

Proposiciao 3.5.3. Seja f € K[z, y|] regular em y de ordem n. Entio O; é um

K|[[z]]-mddulo livre de posto n dado por
Op=K[z] @ K[lzlly® K[l2]l7* @ ... ® K[[2]]g" ™",
onde §' € a classe residual de y* em Oy.

Demonstracio. Se g € K|[z, yl], pelo Teorema da Divisao (Teorema 2.5.3), existem tnicos

q € K[z, y]] e r € K[[z]][y] tais que g = f - ¢ + r, onde deg, r < n.
Consequentemente, g = f-qg+r =7 € K[[z]] @ K[[z]]y ® ... ® K[[z]ly"". Ou

seja, Oy ¢ um K|[z]]-m6dulo gerado por 7*, i =0, ..., n— 1.
Agora resta mostrar que {1, 7, ..., "'} é livre sobre K|[z]]. Suponha que existem

séries de poténcias a;(x) € K|[z]] tais que

ao(z) + a1 ()G + - + an_1 (2)y" ' = 0.
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n

Como a classe residual de ag(z) + a1 ()7 + - + ap_1(x)7" ! em Oy ¢ a classe residual do

zero, existe um ¢ € K[z, yl] tal que

ao(x) +ar(z)y 4+ ap 1 (2)y" = f-q.

Ou ainda,
fq—(ap(x) +ar(z)y+ -+ ap_1(x)y" ") = 0.
Pela unicidade do Teorema da Divisao, segue que ag(x) + ai(z)y + -+ + ap_1(2)y" ! =0,

uma vez que 0 = f -0+ 0. Logo a;(z) =0,Vi=0,...,n— 1.

Proposicao 3.5.4. Seja [ € K|[z, y|] uma série irredutivel reqular em y de ordem n.

Seja (t", @(t)) uma parametriza¢io de Puiseux da curva (f). Entdo a aplicagio
Hy: Kz, y] —  KI[]]
g = gt e(t))

¢ um homomorfismo de K-dlgebras tal que ker(H,) = (f).

Demonstragio. Sejam gy e go € K|[z, y|]. Entao

He(g1 + 92) = (91 + g2) (8", () = 91(t", (1)) + 92(1", @(1)) = Hyp(91) + Hyp(92)-

Além disso,

Hy(g1 - g2) = (g1 - g2)(t", (1)) = q1(t", @(t)) - ga(t", @(t)) = Hy(g1) - Hy(g2)-

Portanto, H, ¢ um homomorfismo. Resta verificar que seu nucleo é gerado por f. Seja
g € ker(H,). Entao, pelo Teorema da Divisao 2.5.3, existem tnicos ¢ € K[[z, y]] e
r € Kl[z]][y] tais que g = f-q+r, onde r = 0 ou deg,r < n. Como (", ¢(t)) é
uma parametriza¢ao de Puiseux de (f) existe a = ¢ (x%> € K((z))" — K((x)) tal que
f(z,a) = 0. Além disso, como g € ker(H,), temos

9(t", ¢(t)) = g(z, a) = 0.
Dai,
g(z, o) = f(z, a) - q(z, a)+r(x, a) =0.
E consequentemente r(x, ) = 0. Entdo como r é um polinémio em y com coeficientes em

K((x)) que possui o como raiz segue, pelo Teorema 3.3.2, que o polinémio minimal de «

sobre K((z)) divide r e possui grau n. Logo r = 0. O

Corolario 3.5.5. Dado f nas condigoes da proposi¢io anterior com (t", p(t)) uma para-

metriza¢io de Puiseux de (f). Entdo a aplica¢io
H,: Of — K[[t]]
g > g(t" ¢(t))

¢ um homomorfismo de K-dlgebras injetor.



47

Chamaremos a imagem de Oy pelo homomorfismo H, de A, isto é,
Ay = Hy(Op) = K[[t", o(t)]]-

Com esta defini¢do, podemos ver O; como uma subélgebra de K[[t]].

Se ¥(t) = ¢((t), onde ¢ é uma n-ésima raiz da unidade, entdo A, ~ A, pelo

automorfismo

heo K[t — K[[t]]
p(t) > p(Ct).

Além disso, da Proposicao 3.5.3, temos

Ay = H,(Of)
= H, (K[l2]] ® K[l2]lye K[2]ly* & ... & K[l2]ly"™")
= H, (K[[])) ® H, (K[[2]ly) ® H, (K[[2]ly*) ... © H, (K[[]ly"")
= K[[t"]) @ K[[t")lp © K[[t"]]¢* @ ... @ K[[t"]}p" "

Observagao 3.5.6. O corpo de fracoes de A, é K((t)). Primeiramente note que Oy ~ A,
e como f é irredutivel, temos que A, ¢ um dominio de integridade. Entao faz sentido
olharmos para seu corpo de fragoes.

s p(@n)]] ¢ K((an)).
Como K[z, ¢(z)]] ~ K[[t", ¢(t)]] = A, temos que K((z%)) ~ K((t)) é o corpo de
fragoes de A,.

Do Teorema 3.3.2(7), temos que o corpo de fragoes de K[z

Se tivermos f regular em x de ordem n, entdo os resultados acima seriam analogos

trocando o y por .
Definicao 3.5.7. Seja K um corpo. Uma valorizagdo discreta sobre K é um mapa

v: K-{0} — Z
x — (),

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) v(zy) = v(x) +v(y), e
(i) v(z +y) > min(v(z), v(y)).

O conjunto consistindo do elemento zero de K e de todos os elementos x € K — {0}
tais que v(x) > 0 é chamado de anel de valorizagio de v. Este é um anel de valorizacao do
corpo K. O conceito de valorizacao discreta pode ser estendido a todo K se considerarmos
v(0) = 0.
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Exemplo 3.5.8. O corpo das séries de Laurent das séries de poténcias em uma variavel,

K((t)), possui uma valorizacao dada por

v: K((t))—{0} — Z
f s o(f) = mult(f).

Pelas propriedades de multiplicidade é imediato que v satisfaz (i) e (ii) da definigdo acima.
Além disso, note que todo elemento f € K((t)) — {0} tal que mult(f) > 0 pertencera a
K[[t]], ou seja, K[[t]] é o anel de valorizacao do corpo K((t)).

Seja f € K|[[x, y|]] uma série irredutivel, regular em y de ordem n. Considere
(t", ¢(t)) uma parametrizacdo de Puiseux de (f). Lembrando que a aplicacao H,, ¢ injetiva

(Corolario 3.5.5), podemos induzir uma valorizagdo em Oy da seguinte forma

H, v
vp: Of — K|[t]] — NU{o0} (3.12)
g = gt o(t)) — v = muli(g(t", ©(t)).
A valorizacao vy é chamada valorizacao associada a f.

3.6 SEMIGRUPO DE VALORES

Nesta secao estudaremos o semigrupo de valores associados a uma curva algebréide

plana irredutivel.

Definigao 3.6.1. Seja G # {0} um subconjunto dos niimeros naturais contendo o zero.

Dizemos que G é um semigrupo se ele é fechado para a operagao de soma dos naturais.

Dado um semigrupo G chamaremos de multiplicidade de G, e denotamos por

mult(G), o menor inteiro positivo nao nulo de G, isto é, mult(G) = min(G — {0}).

Se g, ..., x, € N, entao
G={(xg, ..., xr) ={doxo + ... + \ay; \; € N}
¢ um semigrupo dos naturais gerado por zy, ..., x,. Os elementos zg, ..., x, sdo chamados

de geradores do semigrupo G.

Proposicao 3.6.2. Dado um semigrupo G, existe um unico conjunto finito de elementos

Vo, .., Vg € G tal que

(1) vo < ...<wv, ev; #v; mod (vy), para i # j.
(i) G = (vg, ..., v,).

(7it) {vo, ..., vy} estd contido em qualquer conjunto de geradores de G.
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Demonstra¢io. Vamos mostrar (i). Tome vy = mult(G) e defina
vy = min({G — (vg) }).

Observe que vy [ v; pois, caso contrario, vy pertenceria a (vg), isto é, vy Z v; mod (vp).

Defina vo = min({G — (vg, v1)}). Dai, vg Z vo mod (vg) € v1 # v, mod (vg), pois

caso contrario vy € (vg, v1). Para i > 3, defina
v; = min({G — (vo, v1, ..., vi_1)}).

Anélogo ao observado para vy e vy, temos que v; # v; mod (vg), para i # j.

Observe que o nimero maximo dos v;’s tais que v; = min({G — (vo, v1, ..., vi—1)})
é vg — 1 que é exatamente o nimero maximo de nao divisores de vy médulo vy. Como o

minimo de um conjunto, quando existe, é tinico segue a unicidade dos v;’s.

Para (i7i) suponha que existam dois conjuntos finitos de elementos {vy,...,v,}
e {uvg,... ,v'g,} tais que estdao contidos em qualquer conjunto de geradores de G. Desta
forma, G = (vo,...,vy) = (vy,...,v,), consequentemente {vo,...,v5} C {vp,..., v} e
{vg, -+ vy CH{vo, .-, v}, 0 que conclui a demonstragao. O
O conjunto {vg, ..., vy} visto na proposicao acima serd chamado de sistema

minimal de geradores de G e o inteiro g serd chamado de género do semigrupo . Note
que g < vy — 1 = mult(G) — 1.

Observe que a demonstracao da Proposicao 3.6.2 é construtiva, ou seja, dado G um
semigrupo qualquer de N sempre conseguimos encontrar o sistema minimal de geradores

apenas seguindo os passos da demonstracgao.

Dado um semigrupo G os elementos pertencentes a N — G serdao chamados de gaps,

ou lacunas, de G.

Exemplo 3.6.3. Se G = (2), entdao todo nimero impar é um gap de G. Por outro lado, o

semigrupo H = (2, 7) possui apenas os numeros 1, 3, 5 como gaps.

Dado um G semigrupo, se o numero de gaps de G for finito, entao existe um tnico

inteiro ¢ que satisfaz

(a) c— 1€ G,

(b) se z > ¢, entdo z € G, Vz € N.

Este elemento ¢ é chamado de condutor do semigrupo G.

Observe que se G = (n), n # 1, todo elemento m # 0 mod (n) é um gap de G.

Proposicao 3.6.4. Seja G um semigrupo. Sdo equivalentes
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(i) G possui condutor;

(ii) Os elementos de G tém mdzimo divisor comum igual a um;

(iii) Existem dois inteiros consecutivos em G.
Demonstragao. (i) = (ii)
Se ¢ é o condutor de G é claro que c e ¢ + 1 € G, pela definicio de condutor
Consequentemente, mdc(G) = 1.
(i7) => (iii)
Seja {vg, ..

., Uy} o sistema minimal de geradores de G. Se mdc(G) = 1, entdo

mdc(vg, ..., vy) = 1. Dai, existem Ao,

..., Ag € Z tais que
)\01)0 + ...+ )\gvgzl.

Vamos somar |\;|v; na equagao acima, quando \; for negativo. Assim,

Z /\jvj =1+ Z |/\1|UZ € G,
JEAL 1EA—
cG

onde Ay = {i; \; >0} e A_={i; \; <0}
Sejamaea+1¢€G.

Afirmagao: Qualquer natural n > (a — 1)(a + 1) pertence a G. De fato,

a*—1=(a—1D(a+1)=(a+1) + ... + (a+1)€q.

(a—1) Vezes

Além disso, se k < a, entao

a+k=kla+1)+(a—kla=(a+1) + ... + (a+1) +a+ ... + a€G.
—_— —
k vezes (a—k) vVezes

Se k > a, escreva k = kia + ko, onde k1, ks € N e 0 < ky < a. Consequentemente

a4+ k=a®+ (kia+ k)
= (a® + k) + kia € G.
~~

N——
€G eG

Portanto, o nimero de gaps de G ¢ finito. Consequentemente, G possui condutor.

O
Observacao 3.6.5. Note que da demonstracao da Proposi¢ao 3.6.4 temos que se a e a + 1

sao elementos de GG, entao podemos estimar o condutor deste semigrupo que sera um
inteiro ¢ < (a — 1)(a + 1).
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Definicao 3.6.6. Seja G = (v, ..., v,) um semigrupo de N com condutor ¢. Definimos
duas sequéncias de naturais associadas aos geradores vy, ..., vy, de G. Defina ey = vg e
ng=1 Parai=1, ..., g defina
€i—1
e; =mde(vg, ..., v;) e mn;=
€;
Da definigao é imediato que ;| e;_1, Vi e e, = mdc(vo, ..., v,) = L.

De agora em diante, f denotard um elemento de M = (z,y) C K[z, y|] irredutivel.
Um semigrupo dos naturais que nos dard mais informagoes sobre a curva (f) é chamado

semigrupo de valores associados a (f) e serd definido a seguir.

Definigao 3.6.7. O semigrupo de valores associados a uma curva (f) é o conjunto

Ty ={vs(@); g€ 0y - {0}},
onde vy ¢é a valorizacao definida em (3.12).

Observacao 3.6.8. O semigrupo de valores de um determinado ramo plano também pode

ser identificado como
Ty = {mult(H,(9)); g € O5 — {0} } = {multy(h); h € A, —{0}}.
O semigrupo de valores associado a (f) como definido acima é um semigrupo dos

nimeros naturais.

De fato, como f ¢é irredutivel, entao existe g € K[[x, y|] tal que g & (f). Dali,
g # 0 em Oy, o que implica que vs(g) # 0, se g ndao é um invertivel, e vy(g) =0, se g é
um invertivel. Além disso, dados vs(g) e vy(h) € 'y, entao ve(g) > 0 e ve(h) > 0 e, pela

definicao de valorizacao, temos
vi(g) +vp(h) = vs(g - h) = 0.
Consequentemente, vs(g) +vs(h) € 'y, ou seja, 'y ¢ um semigrupo dos naturais.
Definigao 3.6.9. Dois ramos planos (f) e (g) serdo chamados de equisingulares quando
Ty =T,.
Se dois ramos planos sao tais que (f) ~ (g), entdo I'y =I'y, uma vez que Oy ~ O,

(Teorema 3.5.1).

Proposicao 3.6.10. O semigrupo de valores associados a um ramo plano possui condutor.

Demonstragio. Seja (f) um ramo plano. Da Observac¢ao 3.5.6 temos que o corpo de
fracoes de A, é K((t)), entao existem p e ¢ € A, nao nulos tais que Pove K((t)). Se
q

chamarmos mult(q) = k, entao

mult(q) =k €Ty e mult(p) = mult(q - t) = mult(q) + mult(t) =k +1 €Ty
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Assim, pela Proposicao 3.6.4, I'y possui condutor. O

Exemplo 3.6.11. Considere o ramo plano (f) = (y* — 2%). Uma parametrizagiao de

Puiseux da curva (f) é o par (1", p(t)) = (t2,1?) e seu semigrupo de valores serd dado por
Iy ={vs(9); g € Oy —{0}}.
Temos que
vi(z) = mult(Hy(x)) = multy(t*) =2 e vs(y) = mult(H,(y)) = mult,(t*) = 3.

Além disso, como 2 e 3 sao inteiros consecutivos em I'y, temos que o condutor ¢ de I';

possui a seguinte estimativa (Observagao 3.6.5)
c<(2-1)(2+1)=3 = <2 (2€TIy).

Note que 1 € I'y se, e somente se, t € A,. Set € A,, como A, ~ Oy, entdo existiria

h € Oy tal que H,(h) =t. Ainda do fato que H, é um homomorfismo, temos
Hw(h2) = H@(h ) h) = Hw(t) ’ Hw(t) =%,

Por outro lado, Hy(z) = t* e, pela injetividade de H,, temos que h? = z, mas isto nao
pode ocorrer pois x ¢ irredutivel. Logo, o condutor de I'y é ¢ = 2. Portanto, podemos

escrever I'; da seguinte forma

T;={0,2 34,56, ...} =(2 3).

2

Exemplo 3.6.12. Seja (f) o ramo plano dado por (g) = (y*> — x°). Uma parametrizacio

de Puiseux de (f) é dado pelo par (¢?, t5). Vamos encontrar seu semigrupo de valores.

Primeiramente vamos calcular os valores de x e y.

vp(z) = mult(Hy(x)) = mult,(1*) =2 e vp(y) = mult(H,y(y)) = mult,(t°) = 5.

Note que todo elemento [ > 4 pode ser escrito como | = 2r + 5s, r e s € N. Dado
S a;z'y’ € Oy, temos
Uy (Z aijxiyj) = multt (Z Qi (t2)1<t5)]) =2r + 58,
para algum r, s € N. Portanto, o condutor de I'y é ¢ = 4. Assim,

I;={0,2 4,567, ..}

Em geral, encontrar o semigrupo de valores associados a uma determinada curva

pode nao ser algo facil de ser determinado.

Para o seguinte teorema vamos definir, para £k =0,...,n,
M, == Klla]ly + K[[a]ly* + - + K[[2]ly* € O,

onde n = mult(f) e y é a classe residual de § em Oy. Do Teorema da Divisao, temos que
Mn,1 - Of
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Teorema 3.6.13. Seja (f) uma curva algebréide plana com parametrizacao de Puiseux

dada por
r = t"

Dy = o) =S bitl, by £0, m > n.

i>m

Entao se g € o género de (f) ee;, B; sdo como na Definigio 3.4.3, temos

t. Para j=2,...,9,

Lep1 —e
v = Z — B + ;.
k=1 Ci-1

it. Se h € My com k < ---n;, entio v(h) € E{:O v;N. Em particular,
L'y = (vo,...,7).

iti. mde(ej_1,v;) = €5, para j =1, ..., g. Além disso, v; € o menor elemento ndo nulo

de I'y que nao é divisivel por €;_;.
w. O género del'y € g e os inteiros vy, ..., vy SG0 0 sistema minimo de geradores.

Demonstragio. Ver [8], p. 85. ]

Observagao 3.6.14. Do Teorema 3.6.13 I'y = (vy, ..., v,) e da Definicao 3.6.6, temos

€i—1
e; = mdc(vg, ..., v;) e mn;=—
€
Mas, por (éii.), &; divide v;, para todo j =0, ...,7. Em particular, ;| e; = mdc(vy, . .., v;).

Por outro lado, do item (i.), e; divide §;, j = 0,...,4, ou seja, e;| mdc(By,...,5) = €.

Logo, e; = ¢; ¢

para todo i = 0,..., g (ver Definigao 3.4.6).

Observacao 3.6.15. Da Proposicao 3.4.7 e do Teorema 3.6.13, podemos escrever
vj =nj-1vj-1 — Bj-1 + B;,

para j =2,...,g.
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De fato,
-1
€k—1 — €k
Uj2275k+5j=
k=1 -1
g9 — € g1 —¢€ €i_g — Ei_
=8 += 252+"'+M6j—1+5j:
-1 €j—1 €j—1
_ Mg m g g g Tl Mg
nj..-ng ’r]j-..’r]g
+Uj—l"'ﬁg—ﬁj"'ﬁgﬁj_lJrﬁj:
My g
B Y FI B Y T FU
_ (m =1z ---mjm n951+(n2 )13 M-y Mog ...y
T]j..-’r}g ’r]j--.’r]g
ni—1—1)n; -1
+(] )] gﬁjfl_kﬁj
’r]j-..’r]g

vi=(m—=Dmna-nj—aBi+me—)nz---ni—1fa+ -+ (njo1 — 1)Bi—1 + 5.

Consequentemente,
vji—1=(m =Dz mjafBi+ (e — Dnz - mj—2Bo + -+ + (Nj—2 — 1)Bj2 + Bj-1.

Dai, v; = n;1v;-1 — 81 + 5.
Exemplo 3.6.16. Seja f uma curva algebréide plana parametrizada por
x = t°,
(f):q y = 0+t +ant™ + aigt™® + apat™ + argt'” + agol™ + agst®+

+a26t26 + a29t29 + a32t32 + a35t35.

Veremos que seu semigrupo de valores associados é I' = (6,9, 19).
Do Exemplo 3.4.5, temos que g = 2, (5o, f1,52) = (6,9,10) e (€9, 1,€2) = (6,3, 1).

Assim, pelo teorema acima,

- 63
— <0 51/31+52:T9+10=19.

Vg =
€1

Portanto, I'y = (v = 6,v; = 9,19). Além disso, com o auxilio de um software (ver [15]),

podemos verificar que os gaps de I' sao
{1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 20, 22, 23, 26, 29, 32, 35, 41}.
Logo ¢ = 42 é o condutor deste semigrupo I'.

Teorema 3.6.17. Seja f € K|[z,y]] irredutivel com uma dada parametriza¢io de Puiseux.

Entao I'y e os expoentes caracteristicos determinam uns aos outros.

Demonstragio. Ver [8], p. 88. ]
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Teorema 3.6.18. Seja I' um semigrupo de valores com um condutor e sistema minimo de
geradores sendo vy, v1, ...,V tais que n; > 1 e v; > n;_1v;—1 para todo i =1,...,g. Entao

existe uma curva algebroide plana irredutivel (f) tal que I'y =T.

Demonstragio. Ver [8], p. 88. ]
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4 BASE PADRAO MINIMAL PARA ALGEBRAS

Neste capitulo nosso principal objetivo sera encontrar uma base minimal para uma
determinada algebra. Com esta finalidade usaremos um algoritmo, que sera visto adiante,

para nos auxiliar neste trabalho.

Ao longo deste capitulo, considere K um corpo algebricamente fechado, o anel das

séries de poténcias K|[[x1, o, ..., 2,]| =t K[[X]] e Mgyxy o ideal maximal de K[[X]].

4.1 BASE PADRAO PARA ALGEBRAS

Seja F' = {f1, fa, ..., fm} C K[[X]] e considere o homomorfismo substituigao
Sfl ~~~~~ fm K[[yh ce 7yM]] — KHXH
g — g(f177fm)
A K-subélgebra K[[F]] de K[[X]] é definida como

K[[F)] = Sp. oo (Kl[y1: -+ ym]])-

Um F-produto é um elemento da forma

m
F* = H fz‘aiv
i=1
onde o = (o, g, . . ., (v,) € N™.

Note que qualquer constante a € K é um multiplo escalar de um F-produto, basta
tomar a = (0,...,0) € N™. Observe ainda que cada F-produto é associado a uma unica
m-~upla a € N™,

Dado um subconjunto arbitrario G' de Mgxj) — {0}, ndo vazio, podendo inclusive
ser infinito, definimos um G-produto como sendo um F-produto para algum subconjunto

finito F' de G.

Definimos a K-algebra

K[G= U KI[[F].

Quando G é finito a definicao de G-produto e F-produto definido acima coincidem,

consequentemente, K[[G]] serd uma subdlgebra completa.

Vamos introduzir um conceito de ordem nos monémios de K[[X]].
Definigao 4.1.1. Sejam f e g € K[[X]] dois mondémios. Entao

f=Xpxt - aym e g= )\gxfl cxhn

n n

Escrevendo o = (v, ..., ) e 8= (01, ..., 0,) € N” dizemos que f < g (ou equivalente-

mente a < ) se @ = 5 ou a primeira coordenada nao nula de g — a é positiva.
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A ordem definida anteriormente é conhecida como ordem lexicografica.

Exemplo 4.1.2. Sejam z ¢ y € K[[z, y]]. Entdo o = (1, 0), 5 = (0, 1) sdo os elementos

de N? associados a x e y, respectivamente. Consequentemente, y < .

Exemplo 4.1.3. Considere os monomios f = z%y3 e g = 2%yz* € K|[z,v,2]]. Entao
a=(2,3,0) e 3=(2, 1, 4) sdo os elementos de N* associados a f e a g, respectivamente.

Como a primeira coordenada nao nula de o« — ( ¢é igual a dois temos que g < f.
Definicao 4.1.4. Seja f € K[[X]]. Escreva f como soma de monomios, isto ¢é,
[ = Z Ao X,

onde X*=z{"...20 a= (a1, ...,a,) €E N e N\, € K. A poténcia lider de f e o termo

lider de f sao definidos como
(p(f) = min{X% Ao # 0} e Lr(f) = min{A X% Ay # 0},

respectivamente. Se G C K[[X]], vamos denotar por ¢p(G) o conjunto das poténcias

lideres de todos os elementos nio nulos de G.

Definigao 4.1.5. Seja G C Mg x))—{0} um subconjunto nao vazio. Dados dois elementos
g er € K[[X]], dizemos que g se reduz a r, ou que r é uma redug¢io de g médulo G, se

existe um G-produto F'* e uma constante a € K tais que
r=g—aF® comr=0 ou (lp(g)<{p(r).

G aF® . .
Neste caso, escrevemos g —> r ou ¢ — r, se quisermos especificar o G-produto usado

para a redugao. Observe que g —r € K[[G]].

Observagao 4.1.6. Note que a condicao 7 = 0 ou fp(g) < {p(r) significa dizer que

conseguimos “cancelar” o termo lider de g com termo lider de aF'®.

Considere a cadeia (possivelmente infinita) de redugoes
G G G G G
g—7T1 —>0Ty ——> ... — Ty —> ...

Por definicdo, existe um G-produto F ) e o,y € K — {0} tais que
m o
i=1

Cp(aan, F1 V) < Lp(aa, FL®) < ... (4.1)

Se a cadeia ¢ infinita, temos a seguinte sequéncia em K[[X]]

m
_ (i)
{Sm - Zaau)Fi }
=1

meN—{0}
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Quando o conjunto G ¢é finito, a sequéncia s,, converge a um elemento de K|[[X]].
De fato, de (4.1) temos que o conjunto {aa(i) F'®: i > 1} é somével e, portanto, seu limite

existe em K[[X]] e serd o mesmo que o limite de s,,.

Dizemos que r é a redugao final de g médulo G se r é uma reducao de g e r nao
possui nenhuma outra redugado médulo G, isto é, {p(F*) # {p(r), VG-produto F*. Neste

caso, escrevernos

G
g5

Definicao 4.1.7. Um conjunto H com uma operag¢ao * é chamado de mondide se

i) axbe€ H, para todo a,b € H;
it) (a*b)*c=ax(bxc), para todo a,b,c € H,;

i11) existe tnico e € H tal que a x e = a = e x a, para todo a € H.

Um submonéide de H serd um subconjunto H' de H, nao vazio, que ainda é um mondide

com a operacao .

O mondide gerado por um conjunto B C KJ[X]], com a operagdo produto de

K[[X]], serd denotado por (B). Chamaremos o monéide gerado por xy, ..., x, de T™.

Note que dado G C Mk x) — {0} sempre temos que ¢p(K[[G]]) é um submondide
de T™ e que
(€p(G)) C Lp(K[G]]).

A inclusdo contraria nem sempre € verificada e motiva a seguinte defini¢ao.

Definigdo 4.1.8. Dizemos que o conjunto G C Mgyx) — {0} é uma base padrio de

algebras se
(tp(G)) = Lp(K[[G]]).
Equivalentemente, G é base padrao para K[[G]] se dado f € K[[G]] — {0},
p(f) = lp(F%),
para algum G-produto F'“.

Exemplo 4.1.9. O conjunto G = {x;, x9, ..., x,} é uma base padrao para a algebra
K{[[z1, xo, ..., x,]], pois qualquer poténcia lider de elementos de K[z, ..., x,]] — {0} é

um G-produto.

Exemplo 4.1.10. O conjunto G = {xz, Z x’} C K/[[z]] é uma base padrao para algebras.
i=3

De fato, se f € KI[G]], entdo ¢p(f) = 1 ou £p(f) = z*, para algum \ > 2.
Consequentemente, (p(f) € (22, ) = ((p(G)).
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Definicao 4.1.11. Uma base padrao de algebras G C Mgqx) — {0} serd chamada minimal
se para todo g € G, temos (p(g) ¢ ({p(G —{g})).

Definig¢ao 4.1.12. Dado uma soma em K|[[X]],

> £y e KX,

AEA

definimos a altura da soma como

ht( > fA) = Iglei/{l{gp(f,\)}-

AeA
Definigao 4.1.13. Seja G C K[[X]]. Um S-processo de G é um elemento da forma
aF® + bFP,
onde a, b € K — {0} e F* e ¥ sdo G-produtos tais que
(p(aF* +bFP) > ht(aF® 4+ bF®),

sempre que aF'“ + bFP £ 0.

Se G C K|[X]] tiver n elementos, entdo cada S-processo é associado a um par de
n-uplas (a, ) € N?" tal que
S(a, B) = aF* 4 bF”.

Observagao 4.1.14. A condigio {p(aF*+bF?) > ht(aF'*+bF"?), sempre que S(a, () # 0,
é 0 mesmo que dizer que as poténcias lideres de aF'® e bF? sdo iguais e seus termos lideres

se cancelam.

Exemplo 4.1.15. Seja G = {f =z, g=ay>, h=9y*+1° k=95 +9"} C K|[z, y]]. As

expressoes fg — gf, h3f* — g* e k2 f* — g* sdo S-processos em G. De fato,
Primeiramente observe que fg—gf =0, logo fg—gf é um S-processo de G. Além

disso,
R =gt =" +y°)*(2)! = (ay?)*

— (24 1 30ty 4 Bty g aty) — h?

—30ty3 4 3ty 4 gyl
Dai, £p(h3f* — g*) = 2ly!® > 2y'? = ht(h3 f* — g*). Portanto, h? f* — g* é um S-processo
de G.

Por 1ltimo,
=gt =" +y")2(2)! = (ay)!
— (2 1 20ty 4 ) —
4,13 | 4 14

=227y + a2ty .

Assim, (p(k*f* — g*) = 2'y"3 > 2ly'? = ht(K*f* — g*) e k?f* — ¢g* é um S-processo de G.
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4.2  ALGORITMO PARA DETERMINAR BASE PADRAO PARA ALGEBRAS

Defina ord,, (z7" - ... - 25") = a;. Um S-processo de G da forma
S =aF“+bF”,
onde a, b € K e FF={f, ..., fu} C G, é determinado a menos de constantes por
a=(ap,a9,...,am), B=1(061,052...,0m) € N™ solugoes das equagdes diofantinas

f: ajord, (Cp(f;)) = i:l Bjords, (¢p(f;))

Jj=1

iajordxn(fp(fm S Bjords, (64(F)).

Jj=1

O conjunto de todas as solucoes do sistema acima é um subconjunto de N*™. Além
disso, o conjunto das solugoes minimais de (4.2), isto é, conjunto das solugoes que sao

linearmente independente umas das outras, serd denotado por D.

Dado F' = {fi, ..., fm} C K[[X]], os S-processos correspondentes as solugdes

minimais de (4.2) serdo chamados de S-processos minimais de F.

Se G é conjunto arbitrario de K[[X]], entdo definimos um S-processo minimal de

G como sendo um S-processo minimal de algum subconjunto finito F' de G.

Dada uma equacao diofantina
> iz — Y Bjw; =0, (4.3)
i=1 j=1

onde m, n € N, definimos seu defeito em (a, 3), onde o = (ay,...,q,) € N" e § =
(B1,- .., 0n) € N, pela diferenga

d(¢, n) = Z%’Q‘ - Zﬁjﬂj-
i=1 j=1

Note que quando o defeito é nulo o elemento («, 5) = (a1, ..., Qm, P1, -, Bn) € N

é solucao da equagao diofantina (4.3).

No caso particular em que o sistema de equagoes diofantinas (4.2) tem somente

uma equagao, temos

> _ajord,(Lp(f;)) = > _ Biordi(Lp(f;))- (4.4)
j=1 =1
Chamando ord;(¢p(f;)) = ¢, Vj =1, ..., m, temos que as solucoes de (4.4) sao
dadas pelos pares (a, 3) = (1, .., Qm, B1, -+, Bm) € N*™ tais que seu defeito é nulo.

A fim de encontrar as solugoes minimais de (4.4) usaremos o seguinte algoritmo

para o calculo das solu¢oes minimais de (4.3).
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Teorema 4.2.1. Dada uma equagio diofantina como em (4.3) calculamos suas solugies

minimais da sequinte forma.

Defina: P = {(e1, 0), ..., (em, 0)}, onde e; = (O,...,/l\,...,O),
0=1(0,...,0) eN™
My = 0
Q=0
Enquanto P, # 0 faca
Qi1 = {p+(0,¢e); pe Py, dlp) >0el <j<n}
U {p+ (e, 0); peP, dlp)<0el<i<m}

=

Jr
'
I

{p € Qk11; d(p) =0}
Pevi = {p € Qi1 — Myy1; p é minimal em {p} UUE, M;}
Saida: M = U, M,

O conjunto M serd o conjunto das solugoes minimais de (4.3).

Demonstragao. Ver [3], p. 205. ]

Observagao 4.2.2. Para determinar Py, utilizamos a relacao de ordem parcial em N?™
dada por: para todo par p = (p1, ..., Dom), P = (D}, ..., Ph,,) € N*™ entdo p < p/, se
pi < pi, paracadai=1, ..., 2m.

Exemplo 4.2.3. Vamos encontrar as solu¢oes minimais da equagao diofantina
6041 + 9042 — 661 — 952 = 0. (45)

Seja d(a, ) = 6ay + 9 — 631 — 953, onde a = (ay, an) e B = (B1, B2) € N2 As solugoes
de (4.5), serao dadas pelos pares a e ( tais que d(a, 5) = 0.

Primeiro passo do algoritmo 4.2.1:
Pl - {
M, = 0
Q=0

(61,Q), (erQ)}

Sequndo passo do algoritmo 4.2.1:

@ = {p+(0e);peP,dp) >0el<j<2}U
{p+(e;,0); pe Py, d(p) <0el<i<?2}
{(e1,€1), (e1,€2), (€2, €1), (€2, €2)}

My = {p€Qq; d(p) =0} = {(e1,e1), (e2,€2)}

P, = {p€ Qy— Ms; péminimal em {p} U M;}.
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Terceiro passo do algoritmo 4.2.1:

Qs = {p+(0,e); pe P, dlp) >0el<j<2}U
{p+(e;,0); pE Py, d(p) <0el<i<?2}
{(2e1,e2), (e1 + €2, €2), (e2,2€1), (e2,e1 + €2)}.
My = {peQyydp) =0}=0
Py = {p€Qs3— Ms; pminimal em {p} UM; UMy} = {(2e1,e2), (e2,2¢1)}.

Observe que p = (e; + €3, €3) nao é minimal em {p} U My U My e p = (ea,€1 + €2)
nao é minimal em {p} U M; U M,.

Quarto passo do algoritmo 4.2.1:

Qs = {p+0,¢);pePs, dlp)>0e1<j<2}U
{p+(e;,0); pe Py, d(p) <0el<i<?2}
= {(2e1,e1 + e3), (2e1,2e3), (e1 + €2,2¢e1), (269, 2¢1)}
My = {peQs dp)=0}=0
Py = {p€Qs— My pminimal em {p} UM; U My U M3} = {(2e1,2¢3), (2e2,2¢1)}.

Quinto passo do algoritmo 4.2.1:

Qs = {p+(0e);pePy,dp)>0el<j<21U
{p+(e;,0); pe Py, d(p) <0el<i<2}
{(3e1,263), (2e1 + e9,2€3), (262, 3e1), (262,21 + €3) }
Ms; = {p€ Q4 d(p) =0} ={(3e1,2es), (2e9,3e1)}
Ps = {p€Qs— Ms; pminimal em {p} UM; UMy U Mz U M} = 0.

Portanto as solugoes minimais de (4.5) sao dadas pelo conjunto

5
M = U ]\/[Z = {(81, 61), (62, 62), (361, 262), (262, 361)}.
=0
Teorema 4.2.4. (Algoritmo para determinar base padrdo para dlgebras) Seja

B C Mgqxy — {0}. Entao, sempre obtemos uma base padrao G para K[[B]] da sequinte

forma:
Entrada: B;

Defina: Fy= B ei=0;

Faga: S; ={s; se é um S-processo minimal de F;}
R; = {r; sﬂw’, seS;er#0}
Fiyn=FUR;
1=1+1;

Saida: G = UF.

i>0
Além disso, se K[[B]] admite uma base padrio finita, entdo o processo acima produzird

uma apos um numero finito de passos.
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Demonstragio. Ver [9], Teorema 2, p. 55. ]

Vamos aplicar o algoritmo dado no Teorema 4.2.4 para obter uma base para o anel

local de algumas curvas algebroides planas.
Teorema 4.2.5. Seja (f) uma curva algebréide plana parametrizada por

x = t5,
tg + th + antll + a13t13 + a14tl4 + a17t17 + a20t20 + a23t23+ (46)
t26 t29 + a32t32 + (135t35.

+CL26 + Q99

Entdo a base minimal padrao para Oy serd G = {z,y,z = y* — 2°}.

Demonstragio. Vamos calcular a base padrao de O usando o algoritmo 4.2.4. Para isto
defina B = {z,y}, entdo Oy ~ K|[B]].

Primeiro passo do algoritmo 4.2.4: Foy = B, 1 = 0.

Para i = 1, temos S; = {s; s é um S-processo minimal de Fy}. Os S-processos
minimais de Fjy sdo as solugoes minimais da equagao diofantina
60[1 + 9@2 - 651 — 952 =0 (47)
que, pelo Exemplo 4.2.3, sao elementos do conjunto

M — {(61) 61)7 (627 62)7 (3617 262)7 (262) 361)'

Dai,
S = {S(aB) = aF* —bF?; (a,5) € M}
{S(2e1,3eq) = y? — 3 = —S(3e1, 2e9) }.

3

Note que para y? — 2% ndo existem um Fy—produto F'® e a € K tais que

r=(y*—2% —aF* com r=0 ou [lp(y*—2*)<{p(r).

Logo, Ry ={r; s & r, s€ S1er#0} = {y> — 2%}

Segundo passo do algoritmo 4.2.4: Temos que Fy = FoU Ry = {x, y, z = y* — 23}
Precisamos agora encontrar os S-processos minimais de F} o que equivale a encontrar as

solugoes minimais da seguinte equacgao diofantina

60&1 + 9@2 + 190&3 — 651 — 962 — 1953 =0. (48)

Com uma implementacao do algoritmo apresentado no Teorema 4.2.1 apresentada

no Apéndice A, encontramos as solugbes minimais da equagao (4.8) que sao os elementos



do conjunto M dado por

€1 ) (627 62) (637 63)7 (3637 261 + 562)7 (261 + 5627 363)7

Ges, e1 + 12e3), (€1 + 126y, 6e3), (6es, 19e1), (19¢1, Ges)
963, 1962) (1962, 963)7 (262, 361)7 (361, 262)

(

(363, bep + 3es), (5ey + 3ea, 3es), (€1 + 3es, Tea), (Tea, €1 + 3es),
M = (3es,8e1 + €3), (8¢ + e9,3e3), (e2 + 3es, 1leq), (11ey, ex + 3es),

(

(
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Note que se (o, 5) é uma solugdo minimal de (4.8), entdo (3, a) também serd uma solugao

minimal da equacao. Consequente um S-processo minimal determinado por um par (o

serd o mesmo, a menos de sinal, S-processo minimal determinado por (5, «).

)

Do Exemplo 3.6.16, temos que 42 é o condutor do semigrupo gerado por 6, 9 e 19,

logo, para todo n > 42 existem oy, g, ag € N tais que

n = 6ay + 9as + 19as.

Isto implica que todo elemento t" tal que n > 42 pode ser escrito como t" = ¢6@1¢9a2¢19as

Além disso, podemos observar (t% ¢ t'9) = (z,y,2), poisy = t? - uy e z =t - u

uy, ug € K[[t]] elementos invertiveis.

Portanto qualquer poténcia t", n > 42, é um Fj-produto.

Vamos determinar as redugoes finais moédulo F; dos S-processos de M.

S(er,e1) = aF* —bF* = az'y’(y* — 2°)° — ba'y (y* — 2°)° =0 5% 0;
S(ez, e2) = aF** —bF** =0 KihiN 0; S(es,e3) =aF®= —bF* =0 A 0;

S(3es, 2e; + Hey) = aF3es — pF2eitbes — axOyO(yQ _ x3)3 _ bx2y5(y2 .
— At58 + .. F1+ O

S(3es, ey + 3eg) = aF3es — pFoertie: — \¢58 4 .. RLE

S(@l + 363, 762) = )\t64 + . F1+ 0 S(S@g, 861 + 62) = )\t58 E} 0.

S(es + 3es, 1ley) = A5 + -+ B5.0; S(6ey, €1 + 12¢5) = A1 4 ... Bh .

S(6es, 19¢1) = At'? - i =5 0; S(9es3,19¢5) = M2 4 ... RN

S(2e,3e1) = y* — a3 = fid ),

3)0

2

Lembre que, se S(a, 8) = aF® — bF” é um S-processo, entdo os inteiros a e b sdo tais que

as poténcias lideres de aF'® e bF*® sdo iguais e seus termos lideres se cancelam.

Os demais S-processos sdao andlogos. Logo, Ry, = (). Desta forma, segue que o

conjunto G = {z,y,z = y*> — 2®} é uma base padrdo para O;. Se g € G, temos que

lp(g) ¢ ({p(G —{g})), ou seja, a base padrao G é minimal.

O
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5 BASE PADRAO PARA 0dO

Assim como no capitulo anterior nosso objetivo serd encontrar uma base padrao,
porém agora no contexto de médulos. Mais especificamente, encontraremos uma base
padrao minimal para o médulo das diferenciais de Kahler de um tipo particular de curva
algebréide plana irredutivel. Esta base serd importante para o calculo de um invariante

da curva f, 74, chamado nimero de Tjurina que serd definido no préximo capitulo.

5.1 DIFERENCIAL DE KAHLER SOBRE RAMOS

Seja f uma curva algebrdide plana irredutivel em K[[x,y]] e K um corpo algebri-

camente fechado de caracteristica zero. O ideal gerado por f, (f), é primo em K[[z,y]] o

K[z, y]]
()

Definicao 5.1.1. O mddulo das diferenciais de Kdihler sobre O é o O-mddulo

que implica que o anel O := ¢ um dominio de integridade.

02

(’)d@ — )
(e19x + e2gy; g € (f))

onde {e1, es} é a base candnica de O2.

Observacao 5.1.2. Utilizando a regra do produto temos

OQ

OdO = 5 e T o)

Vamos denotar por dx e dy a classe de ey e es, respectivamente, em OdQO. Observe
que os elementos dz, dy nao sao geradores livres de OdO como O-modulo. De fato, temos

a seguinte relacao
9zdz + gydy =0, Vg € (f).

Além disso, temos a K-derivagdo universal

d: O — 0OdO
g v+ dg = g, dv + g,dy.

Denotando a funcao H, por ® (ver Proposi¢ao 3.5.4), construimos o seguinte

homomorfismo

V. 040 — K]

e oy > B0n) () + B(02) T (1),

onde a estrutura de O-médulo sobre K[[t]] é induzida pelo mapa ® obtido através da

parametrizacao de Puiseux do ramo (f).
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Definigao 5.1.3. O submddulo de tor¢io T de OdO é o submodulo definido por

T ={w € OdO; hw =0, para algum h € O — {0}}.
Proposicao 5.1.4. Se (f) € o ideal gerado por f, entio o nicleo do homomorfismo ¥ é
o submddulo de tor¢io T de OdO.

Demonstragao. Ver [9], p. 93. ]

Do resultado acima, temos OdO/T ~ ImWV.

d
Definigao 5.1.5. Se w € 7 entao o valor de w é definido como
v(w) = v(¥(w)) +1,

onde v ¢ a valorizagao discreta como em (3.12).
Se w = g1dx + gody € OdO/ T, entédo

V() = B(g) 5 () + B(g2) 5 (1)) = 0 (", o)™+ go(t", 9(1)) (1),

Consequentemente,

v(w) = v(¥(w) + 1 =v(gi(t", p()nt" " + ga(t", (1))’ (£)) + 1.

Definicao 5.1.6. Dizemos que w € OdO ¢é uma diferencial exata se existe g € O tal que
w = dg. Caso contrario dizemos que a diferencial é nao exata. Sera denotado por dO o

conjunto das diferencias exatas de OdQO.
Proposicao 5.1.7. Seja I'y o semigrupo de valores de uma curva f e c o seu condutor.
Se w € OdO € uma diferencial exata, entdo v(w) € I'y.

Por outro lado, se v(w) > ¢, entdo w é uma diferencial exata.

Demonstracao. Observe que se w = dg entao podemos assumir g nao invertivel. Em

particular, temos que v(w) # 0.

Para a primeira parte da proposicdo, suponha w = dg e observe que

W(dg) = ga(t", o (£))nt" " + gy (t", (1)) () = jt(g(t", p(t)))-

Logo, v(¥(dg)) = v(g) — 1 se g € O e, consequentemente,

v(w)=v(Y(dg))+1=v(g) —1+1=uv(g) €l.

Seja w € OdO tal que v(w) > ¢. Como v(w) > ¢, entdo existe h; € O tal que
v(w) = v(hy) = v(dh;). Consequentemente, existe ¢; € K tal que v(w — c1dhy) > v(w).

Continuando o processo recursivamente encontramos ¢; € K tais que

o> 0(w = epdhy) > v(w — cpo1dhy 1) > ..o > v(w — cadhs) > v(w — c1dhy).
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A familia {c¢;dh;; i > 1} é somavel pois, por construgao,
v(crhy) = v(w) < v(cghe) = v(w — c1hy) < ...

Portanto,

i>1 is1

[
Definimos A = v(OdO — {0}) = v(Im(¥) — {0}). Note que para todo h € Mgy
temos que v(dh) = v(h). Em particular, I' — {0} C A.

Defini¢ao 5.1.8. O maior inteiro ¢ tal que ¢ ¢ A serd chamada maior gap de A.

Note que sempre £ ¢ I' e £ < ¢ — 1, onde ¢ é o condutor de T

5.2 BASE PADRAO PARA SUBMODULOS DE K[[z1, .. ., %]

Nesta secao iremos reescrever os principais conceitos vistos no capitulo anterior no
contexto de submédulos de K[[X]] = K[[z1,...,z,]]

Em todo capitulo, A serd uma subalgebra completa de K[[X]] e M um A-submédulo
completo de K[[X]]. Também consideraremos no monéide 7" = (xy,...,x,), a ordem

lexicogréfica.

Definigao 5.2.1. Seja H um conjunto de geradores de um A-médulo M. Dizemos que H

é uma base padrao para o A-mddulo M se, para todo m € M — {0}, temos
tp(m) = lp(ag),

para algum a € A e algum g € H.

Se GG é uma base padrao para a algebra A podemos escrever um elemento qualquer
a € A como a=3Y,bFy, onde by € K e F} ¢ um G-produto e a tem amplitude 1, isto &,
o niimero de somandos Fy em a que contribuem para a altura de a é igual a 1. Logo, se

F /\)‘00 é um G-produto minimal em relacio aos demais FY, entdo £p(a) = (p (F /{\g’)

Podemos entao reescrever a Definicao 5.2.1 como: um conjunto geradores H de M

sobre A é uma base padrao para M se, para todo m € M — {0},
lp(m) = lp (FRg),

para algum G-produto F} e algum g € H.

A defini¢ao de reducao é andloga ao caso de dlgebras. Dizemos que h € K[[X]| se

reduz a r modulo (H,G) se existem b € K, F* um G-produto e g € H tais que

r=h—bF°g,
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onde £p(r) > £p(h) sempre que r # 0. Neste caso escrevemos h A

Assim como no caso de algebras, dizemos que r é a reducao final de A mdédulo
(H,G) se r ¢ uma redugao de h e r ndo possui nenhuma outra redu¢do médulo (H, G).
Esta reducao final sera denotada por h (IﬂJr r

Defini¢ao 5.2.2. Sejam A C K[[X]] uma subdlgebra com base padrao G, M um A-
submédulo de K[[X]] com base padrdao H. A base padrao H serda chamada minimal se
para todo elemento h € H temos {p(h) # {p(F“g), para todo g € H — {h} e para todo
G-produto F*.

Definicao 5.2.3. Seja A C K[[X]] uma subélgebra com base padrao G. Um S-processo

sobre G de um par de elementos g, h € K[[X]] é uma expressao da forma
S =S(g, h) = aF“g+ bF’h,
onde a, b € K, F*, F® sao G-produtos tais que
(p(S) > min{lp(F*g), p(F°h)} = ht(aF“g + bF’h),
quando S(g,h) # 0.

Observacgao 5.2.4. Note que um S-processo aF®g + bF®h sobre G, do par de elementos
g, h € K[[X]], com F ={f1,..., fs}, é determinado a menos de um multiplo escalar como

solucao minimal do seguinte sistema de equagoes diofantinas nao lineares

S~ asords, (o)) + ord, (to(9)) = iﬁjordm £p(17)) + ords, (£p(h)

(5.1)

iajordxn(fp(fj)) +ord,, ({p(g)) = iﬁjordxn Up(f;)) +ord,, (€p(h)).

j=1

No caso de apenas uma variavel, ainda sera possivel utilizar o algoritmo encontrado no
Teorema 4.2.1 para resolver a equacao diofantina nao linear. Basta reescrevermos a equagao

na forma

Zajordt Cp(f;)) + mord(p(g) Zﬁjordt Cp(f;)) + Ye0rdi(Lp(h)).

Jj=1 Jj=1

e procurarmos as solugoes minimais tais que v; = v, = 1.
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Teorema 5.2.5. Seja G uma base padrao minimal para a dlgebra O. Entdo encontramos

uma base padrao H para o O-médulo OdO da sequinte forma:

Entrada:  G;
Defina:  H_y=10; Hy={dh; h€ G} ei=0;

Enquanto H; # H;\1 faca
A ={v(G*w); w € H; e G* um G — produto};
l; = maior gap de N\;;
S ={s; s é um S-processo minimal ndo trivial de H; sobre G
com v(ht(s)) < {;, nao calculado em algum passo anterior};
R ={r; s 9T Lys e g er #0};
Hiy1 = H; UR;
1 =1+ 1;

Saida: H=H;, N=A\;, { =1,

Demonstragao. Ver [9], pagina 96. ]

Como aplicacao do algoritmo, encontraremos a base padrao minimal do O-mdédulo

OdO no caso de um tipo de curva algebréide particular.

Teorema 5.2.6. Seja (f) uma curva algebréide plana parametrizada por

x = 9,
Yy = tg + th + antn + a13t13 + a14tl4 + a17t17 + a20t20 + a23t23+
+(126t26 + a29t29 + a32t32 + a35t35.
Se z=y? — 2%, w = zdy — %ydx, Wy = xdz — %9, w3 = 9ydz — 19zdy e

1, 1 11 ¢, d
= - N == Bwa— | =
w (w2 + 37 ydx 13 (6&13 + 1 > zdy) + Buws (6:6 + 12952) dz,

onde ¢ = 90a13 + 540a14 + 35, d = —156@%3 — 166a14 — 139a13 + 432a13a14 + %7,

769 73 4
A= 532a17—630a§3+576a§4—644&13a14—224a13—7(114—14 e B= (8(114 BETR 3(113) :
entao uma base padrao minimal para OdO serd dado por
Condigdo Base para OdO Ay =T
an ¢ {—3.8 dz, dy, dz,wy,ws, ws | 16,22,26,29, 32,35, 41
ap =3 dz, dy, dz, wy, ws 16,22, 26, 32, 35,41

ap = _% e A#£0 | dr,dy,dz,w,ws,w | 16,22,29,32,35,41
aj] = —% e A = 0 dx,dy,dz,wl,wg, 16, 22729,35,41
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Demonstragio. Do Teorema 4.2.5, temos que G = {z,y, 2} é uma base minimal padrao

para O. Vamos utilizar o algoritmo visto no Teorema 5.2.5 para encontrar a base padrao

de OdO.

Primeira etapa do algoritmo:
e Hy={dz,dy,dz} onde

dr = 6t°,

dy = 98 +10t% + 11la t'°+--- e

dz = 38" +20(1 + ay1)t" + 42a1:t* + 22(2a13 + a3 )t** + 46(a14 + a13)t**+
+48(ayy + ar1a13)t? + 50a11a14t** + 26(2a17 + a23)t% + 54(a7 + ayzays)t?+
+28(2ay1a17 + a3y t* + +58ag0t®® + 60(ag + aizai7)t?® + 62(a11a90 + argarr) 0+
_|_64a23t31 4o

Ao = {v(G°W); w € Hy e G* um G — produto}
= {v(z*y*?2®w) = oqu(z) + av(y) + azv(z) + v(w); o, 0,03 € N e w € Hy}.

Como v(w) € {v(dx) = 6,v(dy) = 9,v(dz) = 19} temos
v(G*w) = 6y + g + 193 + v(w) = 6a) + 90, + 1903,
com oy, €N, 4, € {1,2,3}.

Portanto, Ag = (6,9,19) =T e ¢, = 41.

0 2 3 4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] @) @) O O O [ ] @) O [ J o ) [ ] @) O [ J O @) [ ] [ J O [ ]

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
O O [ ] [ ] O [ ] [ ] @) [ ] [ J O [ ] [ ] ©) [ J [ J [ ] [ ] [ ] O [ ] [ ]

Figura 1 — Diagrama do semigrupo I' = (6,9, 19)

No diagrama da Figura 1, bolinhas pretas indicam que o inteiro esta em I'.

o S ={s; s é um S-processo minimal nao trivial de Hy sobre G' com v(ht(s)) < 41}

S = {s#0;s8=aG% + bGP wy;a, B € N3 wy,wy € Hy e v(p(s)) > v(ht(s))}
B s = ax™y°2 2w, + b1y 2% w,y;
N s #0,q;, 8; € Nywy,wy € Hy e v(lp(s)) > v(ht(s)) |

Pela Observacao 5.2.4, os elementos de S sdo as solugbes minimais da equacao

diofantina néo linear

6a; + 9an + 193 + k1 = 6581 + 985 + 1983 + ko,
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com ki, ko € {5,8,18} e k; # ko. Ou ainda, sao as solugoes minimais da equagao

diofantina linear

6@1 + 90(2 + 190(3 + ]{31’}/1 = 6B1 + 9ﬁ2 + 1953 + k‘Q’}/Q, (52)
satisfazendo v; = 72 = 1, kq, ko € {5,8,18} e ky # ko.
Temos entdo trés possibilidades para ki, ks e para a equagao (5.2). A saber,

(I) k1:5ek2:8,istoé,wlzdxerZdy,
(I1) ky =5eky=18,isto é,wy =drewy, =dz e
(IT1) k1 =8 e ky =18, isto é, wy = dy e wy = dz,

cujas equagoes correspondentes sao, respectivamente:

6041 + 9&2 + 19043 + 5’)/1 = 651 + 962 + 1963 + 8’72 (53)
6061 + 9042 -+ 196(3 + 5"}/1 = 6B1 + 952 + 1963 + 18’}/2, (54)
6041 + 9042 + 190(3 + 8’}/1 = 651 + 962 + 1963 + 18’}/2 (55)

Usando o algoritmo dado no Teorema 4.2.1, as solugdes minimais da equagao (5.3),

satisfazendo vy, = 7, = 1, sdo:

s1 = az’y°20dx + ba y 2 dy

Qy, Qg, A3, 771, P11, P2, O3, = 270’0’1’0’1’0’1 =

(o, a2, 3,71, Bu, Bas B3,72) = ( ) s1 = ax2dx + bydy

sy = ax'%%9°20dx + baVy 23 dy
sy = ar'®dz + b23dy

s3 = axy'20dx + barly°20dy

(0617 Qg, 03,71, 617 627 637 72) = (107 07 07 ]-7 07 07 37 ]-) =

gy, g, 3,71, P1, P2, P3, = 071a0717170’071 =
(a1, a2, 3,71, B1, P2, B3, 72) = ( ) s = aydx + bady

s4 = azx®y°23dx + ba 52 dy

a7a{7a7 Y Y Y Y = 070737170767071 :>
(a1, a2, 3,71, Br, Basy B3,72) = ( ) 54 = az’dz + bySdy

As solugoes minimais da equagao (5.4), satisfazendo v, = v, = 1, sdo:

(ala Qg, (3,71, 617 627&3)72) - (27 O) 17 17 07 2) 07 1) = S5 = a'TQde + bdeZ
(Oél,0527043,’}/1,51,62,63,’}/2) = (070717171707071) = S6 :azd:c—i—b:l:dz
(ala Qg, (3,71, /Bla 627B3772) = (O’ 0747 17 Oa 77 07 1) = S7= G,Z4d$ + by7d2

Por fim, as solu¢oes minimais da equagao (5.5), satisfazendo v; = v, = 1, sdo:

(alaa27a3771761762763772) = (071717173707071) = S = CLyZdy—i—bZC?)dZ
(011,052,043,71,/81,52753,’72) = (O’ 071717()’17071) = S :(IZdy+bde
(a17a27a3a71761a627ﬁ37’72> = (Oa 0)471711707071> = S10 :CLZAdy_’_bIlle
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Para determinar as constantes a e bem s;, parai = 1,2, ..., 10, vamos usar que x = t°,
Yy = t9 + th + CLHtH +---+ (l35t35, z = y2 — 1'3 = 2t19 + (1 + 2&11)t20 + 2@11t21 + .- s

dx = 6t°,
dy = 9t% +10t° + 11ay t1° + - - - + 3basst
dz = 38t18 + 20(1 + 2&11)t19 -+ 42&11t20 —+ ..

Entao,

s1 = ax’dx + bydy
= [a(t%)%6t°] + [b(t? + ' 4+ ayit™ + - - - + azst?®) (92 + 1087 + - - - + 35agst)]

Como v(€p(s1)) > v(ht(s1)) = v(t'7) = 18, concluimos que 6a = —9b, isto é, a menos

de multiplo escalar, a = —3 e b = 2. Dai segue que
s1 = 2ydy — 32%dx = dz.
Para so, observe que
sy = ax'dr + b23dy
= a[(t®)16t5] + [b(2t1 4 -+ )3(9t® + 1087 + - - - + 35azst®*)]
e que v(ht(sg)) = 66 > 41 = {y. Logo, sa € S.
Em s3, temos
s3 = aydx + bxdy
= [a(® + '+ apt™ + -+ + az5t3)6t°] + [bt%(9t® + 10t? + - - - + 35azst??)] .
Como v(€p(s3)) > v(ht(s3)) = 15, temos que 6a = —9b, isto é, a menos de multiplo
escalar, a = —3/2 e b = 1. Dali segue que

3
s3 = xdy — iyd:v.

Como no caso de sy, temos que

sy = az3dr + byldy

[a(2t" + -+ )36t°] + [b(t? + - - - + asst®®)(9t° + - - - + 3Bagst™)]

e v(ht(s4)) =63 > 41 = {y. Logo, s4 & S.
De modo analogo, podemos concluir que
s5 = 192%2dx — 6y%dz,
S¢ = xdz — %zdm,
’U(ht(87)) > 41 = 60,
sg = 19yzdy — 923dz,
Sg = Yydz — 19zdy e
’U(ht(Slo)) > 41 = 60'
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Portanto, o conjunto .S serd dado por

g_ ) s= 2ydy — 32%dx, s3 = xdy — 3ydx, s5 = 19z%zdx — 6y3dz,
- S¢ = xdz — %zdm, sg = 19yzdy — 923dz, sq = ydz — 19zdy '

Os elementos de R serdo as redugoes finais ndo nulas dos elementos de S, médulo
(Hp, G). Lembre que uma redugao de s médulo (Hy, G) é um elemento r = s — bGw,
onde b € K, G = z*y*22%w, w € Hy = {dz,dy,dz} e «o; € N, satisfazendo
Cp(r) > €p(s), sempre que r # 0. Isto equivale a encontrar b, um G-produto G* e w
tais que os termos lideres de s e bG“w se cancelem, ou ainda, encontrar uma solucao
para a equacgao

6a1 + 9 + 19a3 + m = v(lp(s)), (5.6)

onde m € {5,8,18} e ay, an, ag € N.
Como s; = dz, escolhemos bGYw = —dz e temos que s; —% . Portanto, s; ¢ R.

Para encontrar sua reducao final de s3 médulo (Hy, G), observe que

s3 = xdy — 2ydx
= (£)(9t° +10° + 11an ' + 13a15t'? + 1dayt™ + - - )+
2+ ant" + ant® a4 )(68)
= [98" + 108" + 11ayyt" + 13a15t™ + 1ay g™ + -] +
— [98 + 9¢° + 9ayyt® + 9a1t™® + 9argt™ + -]
— 15 4 20118'0 + dayst™® + Bagyt® + - -

Entdo, £p(s3) = t'° e a equagio (5.6) fica na forma
61 + 9as + 19a3 +m = 15.

Como m e cada «; sao naturais, a3 = 0 e m # 18. Porém, ainda que m = 5 ou

m = 8, a equagao acima nao terd solugao com oy, s € N. Portanto, s3 ndo pode ser

(

. , . Ho,G)+
reduzido médulo (Hy, G), ou seja, s3 f0.%) sz e s3 € R.

Agora vamos verificar se o S-processo s5 se reduz médulo (Hy, G). Entao,
s5 = 191%2dx — 6y°d=
= 19(2")(2t" + (1 4 2a11)t* + .. .)(6t°)+
— 6(t9 410 )2(38t18 + 20(1 + 2a11)t19 4. )
=6-19 2%+ 19(1 + 2001t + - | +
— 6 [38¢% + (20(1 + 2a11) + 76)t°7 + - -+ |
= [2046(1 + 2a1;) — 456] ¢*" + - - - .

Observe que
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i) 37 =19+ 18 e t3" = p(zdz),
ii) 38=2-6+2-9+8et® = (p(x?y?dy),
iii) 39=2-6+9+ 18 e t3 = (p(2?ydz),
ou seja, independentemente do valor de aj; conseguiremos reduzir s5 médulo (Hy, G)
se {p(ss) =t", com n € {37,38,39}. Por outro lado, ndo existem «ay, s, az naturais
e m € {5,8,18}, tais que 40 = 6ay + 9oy + 19a3 + m. Assim, conseguiremos
reduzir s5 até a poténcia t1°, caso o coeficiente de #*° seja ndao nulo. Caso contrério,

teremos v(ht(ss)) > lp = 41 e, portanto, ndo precisa ser considerado. Por enquanto,

consideraremos que s se reduz a s = A\t° + .- podendo A; ser ou nio nulo.

Agora vejamos se sg se reduz modulo (Hy, G).

ss = 19yzdy — 923dz
=19(t7 + 10 4 - ) (2t + (1 4+ 2a1 )t + - ) (9 + 1087 + - )+
— 9(2®) (38t 4-20(1 + 2a1 )t + - -+)
= [3426%° + (722 + 171(1 + 2a1)t + -+ +
— [3426% 4 180(1 + 20,0 )£7 + -]
= [722 4+ 9(1 + 2a11)] 77 + - -+

Analogamente ao que foi feito para ss, podemos reduzir sg, médulo (Hy, G), a
Sé:)\gt40+“', X € K.

Vamos renomear w; = s3, Wy = Sg, W3 = Sg, Wy = S € Ws = Sg. Para as redugoes de
we = S € w3 = Sg modulo (Hy, G) precisaremos fazer algumas consideragoes.

Caso (i): ap ¢ {—l @}. Dal,

27 18
w3 = ydz — 19zdy
=9(t° + 1 +apt't 4+ - )38 + 20(1 + 2411 )" + 4201, + - )+
—19(2t" + (1 + 2a10)t% + 2a11t* + - )(9t° +10t° + 11ay t'° + - - )
= (34267 + (180(1 + 2a11) + 342))t> + (720a; + 180(1 + 2a,) 1% + -+ | +
— [342677 4 (380 + 171(1 + 2a11))#* + (T60ays + 190(1 + 2a11))£* + -
= [=38 + 9(1 + 2a1,)] t*® 4 [~40a1; — 10(1 + 2a1,)] t*° + . ...

Como ay; # 2, temos que {p(w3) = ¢*. Mas ndo existem ay, as, ag € N e

m € {5,8, 18}, tais que 28 = 6c; + 9as + 193 + m. Logo, w3 nado se reduz médulo
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. Ho,G
(Hop, G), isto é, ws (Ho,G)+ ws e, portanto, ws € R.

19
we = xdz — dex

19
= (t%)(38"% +20(1 + 2a1 )t + ) — E(21#9 + (14 2a11)t%° 4 - ) (61°)
= 382+ 20(1 + 2000 )2° + - | = [38£21 + 19(1 + 211 )% + - - |
= (1 + 2@11)t25 + .-

Como a1y # —1/2, lp(wy) = t¥. Além disso, ndo existem aj, as, a3 € N e
m € {5,8,18}, tais que 25 = 6c; + 9as + 19a3 + m. Consequentemente, wy Nao se

reduz médulo (Hy, G), dai wy € R. Assim,

R - {wl,WQ,W37W4,W5}

H, = HyUR = {dz, dy, dz,w;, ws, w3, Wy, ws }.
Segunda etapa do algoritmo:

o Ay = {v(G*Ww); we H e G*¢éum G-produto}. Observe que v(dx) = 6,v(dy) =9,
v(wy) =16, v(dz) = 19, v(wy) = 26, v(w3) =29 e v(wy) =41 = v(ws)}, se Ay # 0 ou
A2 # 0. Entao,

Gw = 2"y z%w; we H = v(G°) =601+ 9as + 19a3 + v(w),

v(w) € {6,9,16,19,26,29,41}, caso A\; # 0 ou Ay # 0. Se A\; = Ay = 0, usamos que
41 = v(xzwy), ou seja, 41 € A;. Logo,

Ay = {6,9,12,15,16, 18,19, 21,22, 24, 25, -},

onde a seta indica que todo natural maior ou igual 25 esta em A;.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

Figura 2 — Diagrama que representa Ay

e Consequentemente, ¢, = 23.

e Encontrar os S-processos minimais nao triviais de H; sobre G, ou seja, encontrar

solucoes minimais da equacao

60&1 + 9(12 + 190&3 + k?l’}/l == 661 + 952 + 19B3 + k?2’72, (57)
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onde ay, ﬂj S N, kl,kg S {5,8, 15, 18,25,28,40}, k’l 7é kz €Y1 =72 = 1.

Ja& encontramos no passo anterior as solugbes minimais de (5.7) no caso em que kq,
ke € {5,8,18} e k1 # k. Se k; € {25,28,40}, os S-processos minimais obtidos terao
altura maior que ¢; = 23. Logo, k; € {5,8,15,18}, com k; = 15 ou ky = 15. Sem
pedra de generalidade, podemos supor ks = 15. Se k; = 18, entdo a; = as = a3 = 0,
pois, caso contrério, a altura dos S-processos minimais seriam maior do que ¢, = 23.

Mas, neste caso, a equagao (5.7) seria
18 =681 4+ 985 + 1963 + 15,

que nao tem solugdo. Com isso, os S processos de H; sobre G correspondem as

solugoes minimais das equagoes

6061 + 9062 —+ 19@3 + 5’}/1 = 651 -+ 952 —+ 1953 + 15’}/2 (58)

6061 —+ 90[2 -+ 190&3 + 871 = 661 -+ 962 + 1963 + 15"}/2, (59)
onde o, B €ENey =y =1.
As solugoes minimais da equagao (5.8) satisfazendo v = 79 = 1 s@o
(a17 Qg, 3,71, 517 527 637 72) (87 07 07 17 07 07 27 1) = 851 = CL.CL’SdI + bZ wi € U(h’t(sl))
(04 Qg, 3,71, 515 527 637 2) (05 17 17 17 37 07 07 1) = 83 = ayzd:v + b$ wi € U( t(SQ))
(a 042,013,’}/1,/81,52,/83,’)/2) (076a0717170a271) = S3 = be6d$+b$22wl € U( t(SS)) 60
(a17 Qg, 03,71, 617 627 637 72) (07 07 ]-7 17 07 ]-7 07 1) = 84 = azdx + bywl € U(ht(84))
Como v(ht(s;)) > €1 = 23, para i = 1,2, 3,4, temos sy, Sg, S3,54 ¢ S.
As solugoes minimais de (5.9), satisfazendo v, = 72 = 1, sdo
(aly Qg, 03,71, 517 52a 53’72) = (1 O’ ]-7 17 0 2 O 1) = S5 = CL’L'Zdy + 592001 € U(ht(815)) =34
(0617 G2, (3,71, 517 527 63772) (0 5 07 17 0 O 2 1) = S¢ = CLdey + bzzwl € U(ht(sfi)) =54
(0417 Qg, (3,71, 515 527 637 72) = <Oa Oa 17 17 27 Oa 07 1) = §7 = aZdy =+ beWI € U(ht(57)) =28
Como v(ht(s;)) > ¢, = 23, para i = 6,7, 8, temos sg, S7,55 ¢ S.
Desta forma, R e S sdo como na primeira etapa do algoritmo, o que implica que
Hy = H; e o algoritmo termina.
Conclusao: H = {dx,dy, dz,w,ws, ws, wys, ws} é base padrao para o O-méddulo OdO.
Porém, como vimos anteriormente, p(zzw;) = t*0 = lp(w,), se Ay # 0. Assim, wy é
redundante na formacao da base minimal. O mesmo vale para ws. Logo,

H = {dz,dy,dz,w;,ws, w3}

é uma base minimal padrao para OdQO.
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Caso (ii): a1 = 5.
Neste caso, {p(ws) = t* = (p(x?ydy) e dai segue que existe a € K — {0}, tal que

aa:2 7 . .
wy T 430 4 -, com ag € K. Além disso, t3° = {p(2%dz). Logo, existe b € K

tal que

az’ydy  bxdz
wy B R L = Mgt

para algum A3 € K. No entanto, nao existem inteiros a;, as, a3 nao negativos e
m € {5,8,18} tais que 31 = 6c; + 92 + 19a3 + m. Consequentemente, wj nao se
reduz médulo (Hy, G).

Neste caso, também temos que £p(ws) = t%.

e Portanto, R = {w1, wa, wh, wy, ws }.
o Hy = HyUR = {dz,dy, dz, w;,ws, w}, wy,ws}.
Segunda etapa do algoritmo, considerando o caso a;; = 29/18.
o Ay = {v(GW); w € Hy e G* é um G-produto}.
Gw =2y 2%w = v(G°W) = 6ag + 9as + 19a3 + v(w),

v(w) € {6,9,19,16 = v(wy),26 = v(ws2),32 = v(w}), 41 = v(wy) = v(ws)}.
Como no caso em que a;y # —1/2,29/18, se v(wy),v(ws) > 42, ainda teremos

41 = v(zzwy) € A;. Logo,

Ay = {6,9,12,15,16, 18,19, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, — }.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

Figura 3 — Diagrama que representa A; no caso a;; = 29/18

e Consequentemente, /1 = 29.

e Vamos encontrar os S-processos minimais de H; sobre G tais que v(ht(s)) < ¢, = 29.

Para isto teremos que encontrar as solu¢oes minimais da equacgao
60&1 + 9(12 + 190&3 + kl'}/l = 651 + 952 + 19B3 + k?g’yg, (510)

onde oy, B € N, ky, ko € {5,8,15,18,25,31,40}, ki # ko, tais que 7 = 7 = 1.
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Como v(ht(s)) < 1 = 29, a;’s e ;’s sdo inteiros ndo negativos, devemos ter na
equagdo (5.10) ki, ko # 31 e 40. Além disso, para ki = 25, a equagao (5.10)
nao tera solugdo, qualquer que seja ko € {5,8,15,18}. Assim temos que analisar
apenas as solugoes em que ki, ks € {5,8,15,18}. Mas as solu¢oes minimais em que
ki, ks € {5,8,18} ja foram obtidas no primeiro passo do algoritmo. Logo, ou k; = 15

ou ky = 15. Sem perda de generalidade, vamos supor que ky = 15.

Se k1 =5 e ky = 15, a equagdo (5.10) é igual a equagao (5.8), cuja solu¢do minimal
s tal que v(ht(s)) < 1 =29 é:

1
(a17a270537'71761762763772> = (0707 17 1707 1707 1) = 51 = _Ede—i_zywl € U(ht(sl)) = 25.

Também ja encontramos as solugoes minimais da equagao (5.10) quando k; = 8 e
ke = 15 (veja solugbes da equacao (5.9)). Apenas uma satisfaz v(ht(s)) < 29, a

saber,

(Oll,052,053,71,61,52,53,’72) = (0707 17 17 2a 0707 1) = S2 = Zdy_18x2wl € U(ht(SQ)) = 28.

Por fim, se k; = 18 e ky = 15, temos
6aq + 9o + 193 + 18y, = 651 + 985 + 19683 + 1575. (5.11)
As solugoes minimais de (5.11) , tais que 73 = 72 = 1, sdo:

(1, v, 3,71, B1, B2, B3, 72) = (1,0,0,1,0,1,0,1) = s3 = 38yw; — zdz e v(hit(s3)) = 25
(a1, o, 3,71, B, B2, B3, 72) = (9,0,0,1,3,0,0,1) = s4 = ax’dz + bz3w; e v(ht(sq)) = 83
(o, g, 3,71, B1, B2, B3, 72) = (0,1,0,1,2,0,0,1) = s5 = 382%w; — ydz e v(ht(ss)) = 28
(o, g, 3,71, B1, B2, B3, 72) = (0,6,0,1,0,0,3,1) = s¢ = ay®dz + bz3w; e v(ht(sg)) = 73.

Assim, apenas si, Sg, S3 € S5 € S.

Vamos agora fazer as redugoes desses S-processos mdodulo (Hy, G). Observe que

1 1 1
— [xdz — 692d:v = |2zydy — 3y*dx — ézdx + 6?zd:n' — :r;dz}

1
§1 — Wy = [2yw1 — ézdx

= [Qxydy — 3y%dx + 3zdr — xdz} = [Qxydy — 3y%dx + 3y*dr — 323dw — :z:dz}

(H1,G)+

= 2(2ydy + 32%dx) — xdz = 2dz — xdz = 0 = s, 0.

Além disso, s — w3 =0 e s3 — 18w2 = 0 o que implica sy (HLGQJF 0e s3 (HLGQ+ 0.

640420 4 (FL.G)

Por fim, s5 = —73 © 0, pois todo monémio ", para n > 29, se reduz

modulo (Hy, G) ja que Ay contém todo natural maior ou igual a 29.

Logo, o conjunto R contém apenas os elementos do passo anterior o que nos leva a

Hy; = H; e ao fim do algoritmo.
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e Concluimos assim que H = {dz,dy, dz,w;,ws, w}, ws,ws} é uma base padrao para
OdQO. Também analogamente ao caso anterior, temos que w, e ws possuem reducao
final nula médulo (H,G). Além disso, {p(xws) = ¢p(w}). Logo, podemos tirar w} de

H e a base minimal padrao, neste caso, sera H = {dz, dy, dz,w;,ws}.
Caso (iii): Suponhamos a;; = —31. Entao,
w3 = Yydz — 19zdy

31
= —38t28 + 20t29 + [54@13 + 4‘| t30 + [72@14 — 64&13 — 8‘| t31 —+ .-

Como nao existem o, o, i3 € Nem € {5, 8,18} tais que 28 = 6a3 +9as+19a3+m,

temos que w3 nao possui redugao modulo (Hy, G), ou seja, ws € R.
Além disso, wy = xdz — %gzda: e, portanto,
wy = 10(38" + 20(1 + 2410 )" + 42011 + 22(2a13 + a7, + 46(a13 + an)t?+
+48(a1a + anars)t? + 50a11a14t* + 26(2a17 + afy )t + -+ )+
— 169 (26" + (14 2000 + 2a11t* + (2415 + a3,)t* + 2(a1s + a10)t+
+ 2(ayy + ar1a13)t** + 2a3a04t% + (2417 + a%3)t26 4 -)6755

= (1 -+ 2&11) t25 + 4&11t26 + 3(20,13 + a%1>t27 + 8(&13 + a14)t28+
=0
+ 10(@14 + a11a13>t29 + 120,110,14t30 + 7(2&17 + a%3)t31 + -
1 1
= —2t26 + 3(2&13 + 4>t27 + 8((113 + a14)t28 + 10 <CL14 — 2@13) t29+

— 6ayt® + 7(2a17 + aly)t* 4 - -

1
Wa 3—> wé = lg <2CL13 + i) + 2‘| t27 + [8(&13 + CL14) - 1‘| t28 + 10(&14 - ;a13>t29+
+ l — 6ays + 26113] 30 + [7(2%7 + aiy) + 26114] B4
= (6@13 + 141>t27 + [8(@13 + CL14) - 11 t28 + 10 <a14 - ;CL13> t29+
+(—6a14 + 2a13)t* + 7(2a17 + afs)t* + - -
W Wy = (8@14 — % + §a13> % + (gam + % + 10&14) 9+
+| — 66114 + %alg + 3;7213 - 6(1%:;,) t30+

112 3 11 43 2 31
+ 14&17 - T(l13 - 1&14 — 9 6@13@14 - 3013>t “+ .- ,

onde b = —-£(6a3 + 4}). Logo, w) = wy + $x’dx + bzdy.
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Se B = (8ay — 8 + §a13> # 0, teremos v(why) = 29 = v(wsz). Caso contrario,
v(wy) = 30.

e Assim, Hy = HyU R = {dz,dy, dz,w;,w}, w3, ws, ws }.
Segunda etapa do algoritmo no caso a;; = —1/2.

e Determinar Ay = {v(G%*w); w € Hy e G* é um G-produto}. Antes observe
Gw = 2Ny 2%w = v(G°W) = 6ag + 9as + 19a3 + v(w),

e que v(dzr) = 6, v(dy) = 9, v(dz) = 19, v(wy) = 16, v(ws) = 29, v(w)) = 29 ou
= 30, v(wy) = 41 ou > 42 e v(w5) = 41 ou > 42. Desta forma, podemos considerar
que v(w) € {6,9,19,16,29,41}, pois se v(wl) = 30 teremos 30 = v(ztdzr) € A; e se
v(wy) > 42 ou v(ws) > 42 teremos ainda 41 = v(zzw,) € Ay. Logo,

Ay = {6,9,12,15,16, 18,19, 21, 22, 24, 25,27, 28,29, 30, 31, 33, —}.

0 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] o (0] (0] O O [ ] (0] O [ ] @] o [ ] (0] O [ ] [ ] o ([ ] [ O [ ]
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
[ ] O [ ] ([ ] O [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] O [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 4 — Diagrama que representa A; no caso a;; = —1/2.

e Consequentemente, /1 = 32.

e Vamos encontrar os S-processos minimais de H; sobre G tais que v(ht(s)) < ¢, = 32.

Para isto, teremos que encontrar as solu¢des minimais da equacao
6041 + 9042 + 190[3 + kl’Yl = 661 + 962 + 1963 + k?g’}/g, (512)

onde oy, Bj € Ne ky, kg € {5,8,15,18,28,40}, k1 # ko ey =72 = L.

Como v(ht(s)) < £ = 32, temos que ki, ko # 40. Entao, devemos encontrar as
solugoes para a equacao (5.12) com kq, ko € {5,8,15,18,28}. Os casos em que
ki, ke € {5,8,18} ja foram tratados no primeiro passo do algoritmo, por isso nao
produzirao novas solugoes. Logo, sem perda de generalidade, podemos supor ko = 15

e assim devemos encontrar as solugoes das seguintes equagoes diofantinas

60&1 + 90[2 + 190&3 + 571 = 651 + 952 + 1963 + 15’}/2, (513)

6(11 + 9042 + 19053 + 8’)/1 = 661 + 952 + 1953 + 15’)/2 (514)



81

6061 + 90[2 + 19053 + 18’}/1 = 6B1 + 9&2 + 1963 + 15’}/2 (515)
Por dltimo, como v(wh) > 29 e v(ws) = 29, conseguimos produzir um S-processo
nao trivial, sq; = 38wj + Bws, no caso em que ki = 28 = ko.
Observe que as equagoes (5.13), (5.14) e (5.15), sao iguais as equagoes (5.8), (5.9) e
(5.10), respectivamente. Coletando as solucoes das equagoes (5.8), (5.9) e (5.10) que
satisfazem v(ht(s)) < £; = 32 chegamos aos seguintes S-processos:
1

Sy = —azdx + 2yw;  com  v(ht(sy)) =25

sy = —zdy + 187%w;  com  v(ht(s7)) = 28

sg = —xdz + 38yw; com  wv(ht(ss)) =25

s10 = —ydz + 387%w; com v(ht(sy)) = 28

S11 = 38w§' + ng com U(ht(SH)) = 28.

Portanto, S = {s4, s7, ss, S10, S11}-

Agora vamos fazer as redugoes dos elementos de S médulo (Hy, G).

Primeiramente afirmamos que sy = 2yw; — %zd.?c =xdz — %zdw = wy. De fato,

19 18 1
wy = xdz — Ede = 2(2ydy — 32*dz) — Ezd:c - gzd:c =
1 1
= 2xydy — 3x°dx — 3(y* — 2°)dx — 6zdac = 2zydy — 3y dx — 6zdw =
3 1 1
=2y <$dy — 2yd$> — gzd:p = 2ywy — gzd:v = S4.
Além disso, s; = 182%w; — zdy = Yydz — 192dy = ws. De fato,
wy = Yydz — 192dy = 9y (2ydy — 32°dx) — 182dy — 2dy =
= 18ydy — 272 ydx — 18(y* — 2*)dy — zdy = 1823 dy — 2Tyx’*dx — 2dy =
3
= 182 (xdy — 2ydac) — zdy = 182%w, — zdy = s7.
Ja sg = 38yw; — xdz = 18xdz — 57zdx = 18w,. De fato,
3
sg = 38yw; — xdz = 38y(zdy — §ydx) — xdz + 192dz — 19xdz
= 38xydy — 192(2ydy — 3x*dx) + 18zdz — 5Ty dx
= 5723dx — 57y dx + 18xdz = 18xdz — 5T7zdx = 18ws.

Vamos mostrar agora que s19 = 38z%w; — ydz = 2ws. De fato,

510 — 2wy = 3822w, — ydz — 18ydz + 38zdy
= 382%w; — 19y(2ydy — 3x?dx) + 38(y* — 2°)dy
= 3822wy — 38y dy + 57xydx + 38y dy — 38x>dy

3
= 38x%w; — 382 (:pdy — 2ydx) = 38x%w; — 38x%w; = 0.
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Considerando o S-processo sj; = 38wh + Bws, onde B = (8&14 - % + §a13>, temos

S11 = 386&1;’ + Bw3
29 2 217 30
= 90&13 + 540&14 + 35t + | — 156&13 — 166&14 — 139&13 + 432&13(L14 + Tﬁ 74

769
+ [532@7 — 630a3; + 576a}, — 644ai3a14 — 224a13 — 5 — 14] A

Além disso, ztdr = 6t* e xzdx = 12t3° — 32 4 ... consequentemente produzimos

as seguintes redugoes de sq1:

—cridr—Lradr

s11 =38y +Buwy = 25T w=A" ...,
onde

Cc = 90(113 + 540&14 + 35,

217
d = —156a2; — 166a14 — 139a;3 + 432a13a14 + —— e

16
769
A = 532a,7 — 630a3, + 57643, — 644ai3a14 — 224a,3 — — -t — 14,

Desta forma,

d
w = 38wy + Bws — Cotde — Zazda,

6 12
Note que se A = 0, entao v(w) > 33. Como 32 é o maior gap de A;, temos que
(H1,G)+ . P ~ ~
——" 0. Assim, concluimos que as reducoes de sy, s7, Sg, S10 € S11 sao nulas

moédulo (Hy, G) e o algoritmo termina com
H==H = {dl’, dya dZa W1, wga W3, Wy, WS}

base padrao para o médulo OdO e Ay = A;. Para concluir precisamos verificar se
H ¢ minimal. Como nos caso anteriores, v(€,(wy4)) = v(€y(ws)) = v(lp(zrzwy)) ou wy
e ws nao precisavam ser considerados como elementos da base minimal. Além disso,
como v(wj) = 29 = v(ws), também podemos desconsiderd-lo como elemento da base

minimal. Logo, H = {dx,dy,dz,w;,ws}.

Por outro lado, se A # 0, entdo v(w) = 32 e {p(w) # {p(G*h), para todo G-produto
G*e he H,isto é, w € R.

e Logo, Hy = Hi U R = {dx,dy, dz,w,w}, ws, wy, ws, w}.
Terceira etapa do algoritmo no caso a;; = —1/2 e A # 0.
o Ay = {v(GW); w € Hy e G* é um G — produto}.

G = 2Ny 2%w = v(G°W) = 6ag + 9as + 19a3 + v(w),
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onde v(w) € {6,9,19, 16,29, 32,41}.

Logo,

Ay ={6,9,12, 15,16, 18,19, 21, 22, 24, 25,27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, — }.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] [©) O O o @) [ ] O O [ J o @) [ ] O o [} [ ] @) [ J [ J o [ ]

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
[ O [ ] [ ] O [ [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] ([ ] [ [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 5 — Diagrama que representa As no caso a;; = —1/2 e A # 0.

e Consequentemente, (5 = 23.

e Vamos encontrar os S-processos minimais de Hy sobre G tais que v(ht(s)) < {5 = 23.

Para isto, determinaremos as solugoes nao triviais de
60&1 + 9(12 + 190&3 + kl’}/l = 651 + 9&2 + 1953 + kfg’yg, (516)

onde oy, B; € N e ky, ky € {5,8,15,18,28,31,40} e 1 = 72 = 1, ndo calculados em

passos anteriores.

Como v(ht(s)) < €y = 23, temos que ki, ko # 28,31,40. Mas, em passos anteriores
(ver equagao (5.2)), j& encontramos as solugoes da equagao (5.16) para ki, ke €
(5,8,18}.

e Assim, o algoritmo se encerra com H = Hy = {dx, dy, dz,w,w), w3, wy, ws,w} base
padrao de OdO e Ay = Ay. A base minimal padrao de OdO serd dada pelo conjunto
H = {dx,dy,dz,w,ws,w}.

[]

Observagao 5.2.7. Usando o critério de eliminagao de pardmetros (ver [10], p. 4) temos
que uma curva algebréide plana que possui semigrupo de valores igual a I' = (6,9, 19) é

formalmente equivalente a uma curva do tipo

r = t°
tg + th + antn + a13t13 + a14tl4 + a17t17 + a20t20+ (517)
% t%0 + agot™ + agot® + asst™,

Q931 + age

onde a;; € K.

Como aplicagao do Teorema 5.2.6, encontraremos uma base para o K-espago

vetorial @dQO/dO para uma curva algebréide com semigrupo de valores I' = (6,9, 19).
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Teorema 5.2.8. Seja (f) uma curva algebroide plana irredutivel com semigrupo de valores

I'=(6,9,19) e parametriza¢io do tipo (5.17). Sejam

o z =y’ — 2%, w =ady— %ydx mod (dO), wy = xdz — %"zdaz‘ mod (dO),

o w3 = 9ydz — 19zdy mod (dO),

o W = (wz + jatydr — 35 (6@13 + %) zdy) + Bws — (gx‘l + %xz) dz mod (dO), onde
¢ = 90ar3 + 540ay, + 35, d = —156a3; — 166a1s — 139a13 + 432a13a14 + 25 e
B = (8(114 - % + %alg).

Se A = 532a17 — 630a?; + 57643, — 644aiza14 — 224415 — a1y — 14, entdo

Condigio Base para 95

ary ¢ {_%’ % W1, TW, 2W1, T2W1, We, TWa, W3
a;; = % W1, TW1, 2W1, TZW1, Wa, TWa
ay = —% e A 7é 0 wl,$W1,2wlax2wlaw3>w/
an:_% e A=0 | wy, 2w, 2W1, T2W1, W3

Demonstragio. Vamos produzir uma base para o K-espago vetorial OdO/dO a partir da
base padrao H de OdO obtida no Teorema 5.2.6.

Antes, observe que se w € OdO e v(w) > 42 entdo, pela Proposicao 5.1.7, w € dO.
Além disso, se v(w) € I entao existe um G*h € dO, com h € H, tal que v(w—G*h) > v(w).
Assim, conseguiremos reduzir w, médulos diferenciais exatas, a uma forma w” tal que
w" é exata ou v(w”) é um gap de I'. Logo, devemos procurar apenas formas nao exatas
w € OdO tais que v(w) < 41 e v(w) é um gap de .

0 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] O @) O O O [ ] @) O [ J O O [ ] @) O [ ] O @) [ ] [ J o [ ]

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
O O [ ] [ ] O [ J [ ] @) [ ] [ J O [ ] [ ] @) [ J [ ] [ ] [ ] [ ] O [ ] [ ]

Figura 6 — Diagrama do semigrupo I' = (6,9, 19)

Caso 1: ai; ¢ {—3, 32}

Neste caso, pelo Teorema (5.2.6), temos que a base padrao para OdQO é
Hl = {dl', dya dZ, w1, W2, W3},

onde wy = xdy — Sydx, wy = xdz — Pzdr ¢ wy = 9ydz — 19zdy e v(wi) = 16, v(wz) = 26 ¢
v(ws) = 29. Como v(w;) ¢ T, para i = 1,2,3, temos que estas diferenciais nao sao exatas

e, como também sao linearmente independente sobre K, estao na base de OdO/dO.

Observe também que v(zw;) = 22, v(zw;) = 35, v(zzw) = 41 e v(zwy) = 32 sdo

gaps de I' e, portanto, essas diferenciais sao nao exatas.
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Afirmamos que H{ = {wy,ws, ws, Twy, 2wy, T2wy, xwa } € base de OdO/dO.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[} (@] O O (e} O [ J (@] (e} [ ] (e) o [ ] (@] (e) [ ] X (@] [ ] [} (@] [}
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 .
X O [ ] [} X [} [} X [} [ J X [} [ ] X [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] X [ ] [}

Figura 7 — X no diagrama representa v(w), para w € Hj.

De fato, nao ¢ dificil ver que para todo m € {16 = v(wy), 26 = v(wa), 29 = v(w3)},
16 < 6a + 96 + 19y + m = v(2%y’ 2 w) # 17,20, 23,

para todo w € {wy,wq,w3} e o, 5,7 € N . Logo, H; contém todas as diferenciais nao
exatas geradas a partir de Hy. Como Hj é LI, temos que H; é uma base de OdO/dO.

Caso 2: a;; = %.

Ainda pelo Teorema 5.2.6, temos que neste caso a base padrao minimal para OdO

é Hy = {dx,dy,dz, w1, ws}. Afirmamos que

Hﬁ = {w1, wa, TW1, 2w, T2W, W}
é uma base para o K-espago vetorial OdQO/dO.

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] (@] (@] [ ] (o] (@] [ J X (@] [ ] [ ] (o] [ ]

4
O

22 93 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 .
X [ ] [ ] O [ ] [ ] X [ ] [ ] X [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] X [ ] [ ]

Figura 8 — X no diagrama representa v(w), para w € HJ.

De fato, como no Caso 1, temos que wy, Twy, 2w, T2w; € wy NA0 SA0 exatas e
v(x®y’ 2 w) = 60+ 96 + 197 +m

nio possui solucio para v(z%y”z7w) = 17, 20 ou 23, com m € {16 = v(w;),26 = v(wy)}
e a, B, v € N. Além disso, a equacdo acima também nao possui solucdo quando
v(ryP2w) = 29, consequentemente, Hj contém todas as diferencias nio exatas geradas a

partir de Hy e, como H} é LI, temos que H' é base para OdO/dO.

Caso 3: a;; = —%.

Quando A = 0, temos que a base minimal padrao para OdO é Hy = {dx, dy, dz,w;,ws}.
Analogamente ao que foi realizado nos casos anteriores, podemos mostrar que ws é nao
exata e que HY = {wy,ws, zwy, 2wy, z2zw; } contém todas as diferenciais ndo exatas geradas

por Hj. Logo, H} é uma base para OdQO/dO como K-espago vetorial.
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8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
O e O O e O O e X O e e O o

34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] X [ ] [ ]

Figura 9 — X no diagrama representa v(w), para w € Hj.

Finalmente, para A # 0, a base minimal padrao de OdO é
H3 - {dl‘, dy7 dZa Wi, W3, W/},

onde v(w') = 32. Com isso, é possivel ver que H} = {wy,ws, W, 1wy, 2wy, x2zw; } contém

todas as diferenciais nao exatas geradas por Hj e, portanto, ¢ uma base para K-espago

vetorial OdO/dO.

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] (@] (@] [ ] (o] (@] [ ] X (@] [ ] [ ] (o] [ ]

(o] O
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
X [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] X [ ] [ ]

Figura 10 — X no diagrama representa v(w), para w € Hj.
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6 CLASSIFICACAO DE RAMOS COM SEMIGRUPO (6,9, 19)

Neste capitulo vamos classificar, médulo equivaléncia formal, as curvas algebroides
planas irredutiveis que possuem semigrupo de valores I' = (6,9, 19) e com isso apresentar

um contra-exemplo para a conjectura de Azevedo.

6.1 CLASSIFICACAO FORMAL DE CURVAS COM SEMIGRUPO (6,9, 19)

Dado f € K[|z, y]] irredutivel, sejam O = Oy o anel de coordenadas de f, I' =Ty

o semigrupo de valores de f, OdO o médulo das diferenciais de Kéahler sobre O e
Ay ={v(w); w € OdO\T},
onde T é o submodulo de torcao de OdO.
Consideraremos curvas algebroéides planas com parametrizacgao

r = 1"

I y = t”1+2aiti,

1>v1

(6.1)

onde vg, v € N, v1 > vg e vy fo;.
Definimos os ntimeros
Ao =min{\ € Ay —T'}
bo=min{l € Ap; {+NC Ay}
w(r) = mazx{v(p);v(qdr — pdy) =r e p,q € O}
e = min{v(p); qdr — pdy = 0 ¢ p,q € O}
Ny ={s € As; s >v1+w0,5# Ao}

Proposicao 6.1.1. Seja f uma curva algebroide e considere as sequintes condigoes:
(1) r <2w(r) — vy + vy; Vr € N;
(2) by < 2e— v+ 0.

Entao,

(a) Se a curva f satisfaz a condigao (1), entao f é formalmente equivalente a curva

parametrizada por

Iz T Yo
y = "X, at,
onde a, =0sere A’f. A parametrizagdo acima serd chamada parametrizagdo

r—ug

ultra-curta.
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(b) Se f satisfaz (1) e (2), entao duas parametrizagoes ultra-curtas f' e f” de f serdo

homoteticamente relativas, isto €, existe v € K* tal que a = al'=", Vi > vy.

Demonstragao. Ver [5], p. 421. ]

Observagao 6.1.2. A condigdo (1) sempre é verdadeira para toda diferencial gdx e
pdy com ¢, p € O, v(q) > v1 e v(p) > vy. De fato, se w = qdr e r = v(w), entao
r =v(q) +v(dx) > v + v, w(r) = v(0) = 0o e a condi¢ao (1) é claramente satisfeita. Por

outro lado, se w = pdy entao

r=u(w) =v(p) +v(dy) = v(p) + o
< 2v(p) — vy + vy < 2w(r) — vy + V1.

Observacgao 6.1.3. Note também que se a condigao (1) é satisfeita por w, entdo também
serd satisfeita por gw, Vg € O — {0}. De fato, se w = fdx — hdy, onde f, h € O, entao

r=ov(w) <2w(r)—uvy+uv e
7 =v(gw) = v(w) +v(g) < 2w(r) — vy + v1 + 2v(g) = 2w(T) — vy + V1.

Teorema 6.1.4. A sequinte tabela nos dd a classificacio formal de todas as curvas

algebrdides planas com classe de equisingularidade ' = (6,9,19), onde

A = 532by + 576b7 — 7?591 — 14.

Condigao Parametrizagao ultra-curta

b# {58} t
2718 y — t9+t10+bt11+b1t14+b2t17

b2 x 16
' y = 0+t bt byt 4+ byt'T 4 bst?®

r = t°
b=-1eA#£0
e A7 {y = 7+ 10 bt bt byt 4 byt

x = {5
b:—%eA:O {

y = 17+t 4 bt bt 4 bot!T 4 bt 4 byt

onde quaisquer duas curvas pertencentes a quaisquer duas familias acima serao equivalentes

se, e somente se, elas sao 1guais.

Demonstragio. Para demonstrar este resultado, mostraremos que uma curva (f) com
classe de equisingularidade I' = (6,9, 19) satisfaz as condigoes (1) e (2) da Proposicao 6.1.1
e assim, utilizando o Teorema 5.2.8, chegaremos a classificacao formal de todas as curvas

que possuem esse semigrupo de valores.

Da Observagao 5.2.7 segue que I' = (6,9, 19) implica

v=6=uv(z) e vi=9=0v(y).
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Note que se r = v(gw ), onde g € O — {0}, entdo a condic¢ao (1) é verificada. De
fato, lembrando que w; = xdy — %ydx, temos gw; = gxdy — 3/2gydz e, para p' = zg,
r=v(gw) = v(g) + 16
< 2v(g) + 15 = 2v(g) + 2v9 — vo + V1
< 2(v(g) + vo) — vo + v1 < 2w(r) — vy + vy,
ja que v(g) +vo = v(p’) < w(r). Além disso, em qualquer caso do Teorema 5.2.8 as
diferenciais minimais com valores maiores que vy + v; = 15 e diferente de Ay = 16
pertencem ao conjunto {dz,ws,ws,w'}. Usando a expressio dz = 2ydy — 3x’dz e as
diferenciais da tabela do Teorema 5.2.8 escritas da forma qdxr — pdy, temos
19 =wv(dz) <2v(y) —vo+v1 =2-9—-6+9 = 21,
26 = v(wy) < 2v(p) —vg +v1 = 20(zy) —vo+v1 =2(6+9) —6+9 = 33;
29 = v(ws) < 2v(p) —vo +v1 = 2v(y?) —vo + v =2(2-9) — 6+ 9 = 39;
32 = v(W) < 20(p) —vo + vy = 2v(y?) —vo +v1 =2(2-9) —6+9 = 39.
Logo, a condi¢ao (1) é satisfeita quando testada na base padrao de OdO/dO e, da
Observagao 6.1.3, segue que a condicao (1) é verificada.
Vamos mostrar que a condigao (2) é verificada.
Em qualquer caso, ¢y = min{f € Ay; {+N C Ay} <33 (ver Figuras 2, 3,4,5¢e6

na demonstragao do Teorema 5.2.6). Logo, se mostrarmos que € > 15, teremos

fo§33:2><15—6+9§2€—’00+1}1.

Suponha que ¢ < 15. Entao existem P, () € O tais que Qdx — Pdy = 0.

Escrevendo P = anz+ ooy +asz? +agzy+--- e Q = B+ foy+ fsx? + Baxy+- - -,
a condicdo € < 15 implica que «; # 0 para algum 1 <7 < 3.

(1) Se ay # 0, entao
0 =Qdx— Pdy
= (B1x + Poy + Bsx? + Baxy + - - )dx — (qx + oy + azz? + auzy + - -+ )dy
= 661t + (662 — 9y )tM + (685 — 1001 )t + a11(632 — 105, )10+
+(683 — 9an)t*" + - - -
implica 51 = 0, fy = 3/2a; # 0 e, portanto, 652 — 100y = —a; # 0. Ou seja,
(p (Qdx — Pdy) = t* e consequentemente Qdy — Pdz # 0. Absurdo.

(i7) Se a3 =0 e ag # 0, entao

0 = Qdx — Pdy
= 651t" 4 602t™ + 621" + 611 Pat'® 4 (635 — 9aa)t!” — 19aint'® + - - -

Absurdo, ja que £p(Qdx — Pdy) = t'8.
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(7i1) Se ay = ag =0 e ag # 0, entao

0 = Qdx — Pdy
= (Bix + Boy + Bsa® + Pawy + -+ )dr — (any + aza? + auay + -+ )dy
= (684 — 9a3)t° + (684 — 10a)t> + - - -

Logo, B4 = 3/2a3 e, neste caso, {p(Qdx — Pdy) = t*'. Absurdo.
Assim, € > 15 e vale a condicao (2).

Novamente, pela Observagao 5.2.7, uma curva com classe de equisingularidade

I' = (6,9,19) é formalmente equivalente a uma curva do tipo

r = t°
f:9 y = P+t ant™ + ast™ + ant™ + arrt’ + agot®+ (6.2)
a23t23 + a26t26 + a29t29 + a32t32 + G35t35.

Como valem as condigoes (1) e (2) da Proposigao 6.1.1, vamos encontrar os representantes
formais das curvas que possuem semigrupo de valores I'.

Suponha b = a1 & {—%, %}. Pelo Teorema 5.2.8, A; ¢é representado pelo seguinte
diagrama:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

Figura 11 — Diagrama que representa Ay no caso b = aj; & {—%, ig}

Dai segue que A} = {18,19,21,22,24, =}, onde a seta indica que todo natural
maior ou igual 24 estd em A’. Entdo, pela Proposi¢io 6.1.1, uma curva equivalente
a f que possui parametrizacao ultra-curva deve ter os coeficientes a; de t* nulos para

i€ {12,13,15,16,18,—}. Dai, f é formalmente equivalente a curva

= ¢
reyt
y = 2+t 4 bttt 4 bttt 4 byt!T.

Suponha agora que b = ay; = %g, logo Ay é dado por:
Neste caso, A, = {18,19, 21,22, 24, 25,26, 27, 28,30, —} e, pela Proposicao 6.1.1,
os coeficientes de ¢, para i € {12,13,15,16,18,19,20,21,22,24, —}, devem ser nulos na

parametrizacao ultra-curta. Dai, f é formalmente equivalente a curva

=
7yt
y = 10+t bt 4 byt 4 byt 4 gt
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0 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
[ ] (0] (0] (0] O (0] [ ] (0] O [ @] (¢] [ ] (0] O [ [ ] o ([ ] [ [©] [ ]
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
[ ] (0] [ ] [ ] [ [ ] [ ] o [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ [ ] [ ] [ ] [ [ [ ]

Figura 12 — Diagrama que representa Ay no caso b = 29/18.

Seb=a;; = —% e A =0, o conjunto Ay é dado por:

Ay ={6,9,12,15,16,18,19, 21, 22, 24, 25,27, 28,29, 30, 31, 33, — }.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 ..
[ ] [ J [ ] [ ]

Figura 13 — Diagrama que representa Ay no caso b =a;; = —1/2e¢ A= 0.

Dad,
Ny = {18,19,21,22,24, 25,27, 28,29, 30,31, 33, -}

e, portanto, os coeficientes de ', para i € {12,13,15,16,18,19,21, 4; i > 22 e i # 26...},

devem ser nulos na parametrizacao ultra-curta. Dai, f é formalmente equivalente a curva

s r = t°
: y = t9 + th + btll + b1t14 + b2t17 + b3t20 + b4t26.
Finalmente, para b = a;; = —1/2 e A # 0, temos
(= {18,19,21,22,24, 25,27, =}

e, portanto, os coeficientes de t*, para i € {12,13,15,16,18,19, 21, —}, devem ser nulos na

parametrizacao ultra-curta. Dai, f é formalmente equivalente a curva

= 6
feyt
y = 2+t bt 4 byt 4 bot'T 4 bt

6.2 NUMERO DE MILNOR E NUMERO DE TJURINA

Os nimeros de Milnor e Tjurina, que definiremos a seguir, sao de grande importancia
para o estudo das curvas algebroéides planas. Como veremos mais adiante, o nimero de

Milnor é um invariante por classe de equisingularidade enquanto o nimero de Tjurina é

um invariante por equivaléncia formal das curvas.
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Definigao 6.2.1. Seja f € K[|z, y|] uma curva algebréide plana irredutivel. Definimos

my = dmeM e Tf= d@mKM

(for Iy) (i for fy)

como numero de Milnor e nimero de Tjurina da curva f, respectivamente.

E possivel mostrar que os numeros de Milnor e de Tjurina de uma curva algebréide

irredutivel sao finitos (ver [8], p. 61) e é imediato da definicao que py > 7.

Observagao 6.2.2. Segue diretamente da Defini¢ao 3.1.4 que se f, g € K[|z, y]] forem

formalmente equivalentes entao, 7, = 7,.

Teorema 6.2.3. Seja [ uma curva algebréide plana irredutivel com semigrupo de valores

I't. Se py € o nimero de Milnor de f e c o condutor de I'y, entdo puy = c.

Demonstragao. Ver [8], p. 109. ]

Observagao 6.2.4. O Teorema 6.2.3 nos diz que o nimero de Milnor é invariante por

classe de equisingularidade.

Teorema 6.2.5. Dado [ curva algebréide plana irredutivel em K|z, y]] vale a equagio:

: OdO
Ty = puyp — dimg (dO) = py — #(Ap —Ty), (6.3)

onde I'y € o semigrupo de valores de f, Ay = {v(w); w € OdO\T;} e Ty € o submédulo de
torcao de OdQO.

Demonstragao. Ver [16], p. 783. ]

Proposicao 6.2.6. Seja f uma curva algebroide irredtuivel com semigrupo de valores
'y =(6,9,19). Entdo, o nimero de Tjurina de f € igual a 35,36 ou 37.

Demonstracdo. Sejam ai; e A constantes definidas como no Teorema 5.2.6. Entao, pelos
Teoremas 6.2.5, 5.2.8 e 5.2.6, temos:

Condigao dimg (OdO/dO ) | Ay — T Ty

an ¢ {—3, 2 7 16,22,26,29,32,35,41 | 42— 7= 35
a1 =% 6 16,22, 26,32, 35, 41 42 — 6 = 36
a1 =—-2eA#0 6 16,22,29,32, 35,41 42 — 6 = 36
a1 =—3¢A=0 5 16,22,29, 35,41 42 — 5 =37
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6.3 CONJECTURA DE AZEVEDO

Nesta secao iremos enunciar a conjectura que Alberto Azevedo propos em sua tese

de doutorado (ver [1]) e dar um contra-exemplo para a mesma.

Teorema 6.3.1. (Teorema de Zariski) Seja (f) uma curva algebréide plana irredutivel.

Entdo 75 = py se, e somente se, a curva f é formalmente equivalente a curva
r = tv
{ y = t7,
onde vy,v1 € N e v; > vy com vg fv1.

Demonstragao. Ver [16], p. 783. ]

Motivado pelo Teorema de Zariski, Azevedo elaborou a seguinte conjectura:

Conjectura de Azevedo: Seja I' = (vg,vy,...,v,) um semigrupo de valores,

r = th
y = Z?:ltﬁi7

onde os (3;’s sdo os expoentes caracteristicos obtidos da parametrizacao de Puiseux, atinge

entao a curva canodnica

numero de Tjurina méximo dentre todas as curvas algebréides planas irredutiveis com

semigrupo de valores I'.

A conjectura de Azevedo nao é verdadeira e o primeiro contra-exemplo foi dado

por Heinrich (ver [11]) que usou um método computacional para chegar ao resultado.

Se uma curva algebréide plana irredutivel f de género g = 1, isto é, I'y = (g, v1)
entao vy e vy s@o primos entre si (ver Proposigao 3.6.4). Desta forma, se py = 77, entao
a curva algebroide f é formalmente equivalente a curva vista no Teorema de Zariski e a

Conjectura de Azevedo é verificada.

No caso em que f possui género g = 2 o semigrupo de valores mais simples que
obtemos é I' = (4,6, 13). Foi mostrado por Luengo and Pfister (ver [13], p. 259) que
se I' = (2p,2q,2pq + d), onde p e ¢ sdo primos entre si e d € N é um nimero impar,
entao 7y = py — (p — 1)(¢ — 1). Assim, nesta classe de equisingularidade todas as curvas
possuem mesmo nimero de Tjurina e a Conjectura de Azevedo também é verificada. O
préximo caso mais simples, de curva de género g = 2, o semigrupo de valores de f é
igual a I' = (6,9, 19), que possui condutor ;1 = 42. Com este semigrupo produz-se um

contra-exemplo para a Conjectura de Azevedo.

Exemplo 6.3.2. Do Exemplo 3.6.16 uma curva f que possui semigrupo de valores

' = (6,9,19) possui os seguintes expoentes caracteristicos: Gy = 6, ;1 = 9 e fy = 10.
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Neste caso, a Conjectura de Azevedo afirma que a curva parametrizada

r = t°
y = t9 + th
possui numero de Tjurina maximo. Mas, pelo Teorema 5.2.8 e pela Proposicao 6.2.6, uma

curva como esta tem 0 = ay; ¢ {29/18, —1/2}, ela possui ntimero de Tjurina 7 = 35, o

que contradiz a conjectura de Azevedo.
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APENDICE A — Algoritmo para determinar as solu¢cdes minimais de um

tipo especial de equacao diofantina

Aqui apresentaremos a implementacao do algoritmo encontrado no Teorema 4.2.1.

Este algoritmo foi programado em Fortran 90.

Algoritmo 1: ALGORITMO IMPLEMENTADO DO TEOREMA 4.2.1

module glob_var
implicit none

integer , dimension(100000) :: sol
integer :: n , limsol , aux

end module glob_var
program Xfile

use glob_var
implicit none

integer , allocatable , dimension (:) :: coef , vect
integer :: i , j , teste , nada , condpar , ultcte
integer :: err_coef , err_vect

limsol = 0

condpar = 0

write (*,*) ’Numero de coeficiente: ’
read (*,*) n

allocate(coef(n), stat=err_coef)
allocate(vect(n), stat=err_vect)

write (*,*) ’Digite os coeficientes please:’
doi=1,n
vect(i) = 0

write(*,*) ’Coeficiente’ , i
read (*,%) coef(i)

end do

vect(1) =1

aux = 2 * coef (1)

do ultcte = 2 , 5
call recursao(coef , vect , vect(1l) , nada , condpar , ultcte)
doi=1, (limsol / n)

do j=1,
end do
vect(1) = 0
vect(2) =1

Icall recursao(coef , vect , vect(2) , nada , condpar)

'do i =1, 10000

! write(*,*) sol(((i-1) * 4)+1) , so0l(((i-1)*4)+2) ,
501 (((i-1)#4)+3) , sol(((i-1)*4)+4)

lend do

stop
end program Xfile
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integer function teste(coef , vect)
use glob_var
implicit none

integer , dimension(n) , intent(in) :: coef , vect
integer :: i
teste = 0

doi=1,n
teste = teste + coef(i) * vect(i)
end do

end function
recursive subroutine recursao(coef , vect , verif , nada , condpar , ultcte)

use glob_var
implicit none

integer , dimension(n) , intent(in) :: coef
integer , dimension(n) , intent(out) :: vect
integer , intent(in) :: verif , condpar
integer , intent(out) :: nada

integer :: i , j , teste

integer , dimension(n) :: vetaux

logical :: bool

doi=1,n
vetaux (i) = vect(i)
end do

write(*,*) ’teste’ , vect(l) , vect(2) , vect(3) ,vect(4) ,
vect(5) , vect(6) , verif , condpar

if (condpar /= ultcte .AND. bool(vect) .eqv. .TRUE.) then
if (verif < 0 ) then
doi=1, (n/2)
teste = 0
if (i /= 1) then
vect(i-1) = vect(i-1) - 1
end if
vect(i) = vect(i) + 1
doj=1,n
teste = teste + coef(j) * vect(j)

end do
call recursao(coef , vect , teste , nada , condpar + 1)
end do

else
if (verif > 0) then
do i=1, (n/2)
teste = 0
if (i /= 1) then
vect((1i + (n/2))-1) = vect((i + (n/2))-1) - 1
end if
vect(i + (n/2)) = vect(i + (n/2)) + 1
doj=1,n
teste = teste + coef(j) * vect(j)

end do

call recursao(coef , vect , teste , nada, condpar + 1)
end do
else

doi=1,n
sol(limsol + i) = vect(i)
end do
limsol =
nada = 1
end if
end if
end if

limsol + n
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doi=1,n
vect(i) = vetaux(i)
end do

return
end subroutine recursao

logical function bool(vect)
use glob_var
implicit none

integer , dimension(n) , intent(in)
integer :: i

bool = .FALSE.
if (vect(1) > 1) then
doi=2,n-1
if (vect(i) == 0) then
bool = .TRUE.
end if
end do
if (vect(n) < 2) then
bool = .TRUE.
end if
else
bool = .TRUE.
end if

end function

:1 vect




