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RESUMO

Este trabalho ¢ baseado nos artigos [13] e [14].

No Capitulo 2, estudamos um problema do tipo Brézis-Nirenberg para a equagao

do tipo Kirchhoff em dimensao quatro

—(a+ b/ |VulPdz)Au = pu® + Au, em Q,
Q
u=20 sobre 02,

(1)

em que 2 C R* é um dominio limitado, a,b >0 com a +b > 0 e u, A > 0. Nés estudamos
um resultado de nao-existéncia e um resultado de existéncia de solugoes positivas. Além
disso, estudamos um resultado de compacidade global que foi usado para obter k pares de
solugoes distintas, em que k € Z*. No Capitulo 3, estudamos a existéncia e unicidade de

solugoes positivas para uma classe de problemas do tipo Kirchhoff com singularidade

—(a+ b/ |VulPdz)Au = f(z)u™ — AP, em Q,

Q
u >0 em {2, (2)
u=">0 sobre 02,

em que Q@ C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < v < 1, A > 0,0 <p < 2* -1
e ab>0,a+0b> 0 sdo parametros. A fungao f € L*(Q2), em que s =

2*
PR
f(x) > 0 para quase todo x € 2, e 2* = % denota o expoente critico de Sobolev para

com

a imersao Hy(Q) em L(Q2) para todo q € [1,2*]. A principal ferramenta utilizada é o

método variacional.

Palavras-chave: Equacao tipo Kirchhoff, Solugoes positivas, Multiplicidade de solugoes,

Singularidade, Métodos Variacionais.



ABSTRACT

This work is based on the articles [13] e [14].

In Chapter 2, we study a Brézis-Nirenberg type problem for Kirchhoff-type equation

in dimension four

—(a+ b/ |VulPdz)Au = pu® + Au, in Q,
Q
u=">0 on 0f),

(3)

where 0 C R? is a bounded domain, a,b > 0 with a +b > 0 and pu, A > 0. We study a
non-existence result and an existence result of positive solutions. Furthermore, we study a
result of global compactness that was used to obtain k pairs of distinct solutions, where
k € Z*. In Chapter 3 we study the existence and uniqueness of positive solutions for a

class of Kirchhoff-type problems with singularity

—(a+ b/Q |VulPdz)Au = f(z)u™ — P, in Q,
u >0 in €, (4)
u="0 on 0f),

where Q C RY (N > 3) is a bounded domain, 0 <y <1, A>0,0<p<2*—1lea,b>0,
a+ b > 0 are parameters. The function f € L*(Q2), where s = ﬁ;y with f(z) > 0 for
almost every x € (2, and 2* = ]3—]_\72 denotes the critical Sobolev exponent for the embedding

Hi(Q) into L(Q) for every g € [1,2*]. The main tool used is the variational method.

Keywords: Kirchhoff-type equation, Positive solutions, Multiplicity of solutions, Singu-

larity, Variational methods.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, aplicamos métodos variacionais para estudar a existéncia e unicidade
de solugoes dos chamados “Problemas do tipo Kirchhoff” que recentemente tém recebido

consideravel atencao.

Consideramos uma classe de problemas do tipo

{ —M(||ul)Au = f(z,u) em Q, (1.1)

u =0 sobre 012,

em que 2 C R" é um dominio limitado suave, f: Q@ x R - R e M : Rt — R sido funcoes
continuas dadas, onde M é denominada a func¢do de Kirchhoff, e A é o operador laplaciano

com condigdes de Dirichlet na fronteira. Além disso, || - || é a norma usual no espago de
Sobolev H{(€2) dada por

Jull = ([ 1vuldr)”.
Q

A equagdo (1.1) é conhecida como um problema do tipo Kirchhoff, pois esta

relacionada a versao estacionéaria da equagao de Kirchhoff

Uy M </Q |V ul® dx) Ayu = f(x,t), (1.2)

em que M(s) = as + b, com a,b > 0, a qual foi proposta por Kirchhoff [11] em 1883.
Esta equacao estende o problema classico da onda de D’Alambert, porque ela descreve a
vibragao de uma corda elastica levando em consideracao a mudanca no comprimento da

mesma durante o movimento.

A equacao (1.2) sé veio receber grande atengdo ap6s a publicacao do artigo de J.
Lions [16]. Em seu trabalho, Lions foi o primeiro a usar argumentos de Anélise Funcional

nao-linear para atacar problemas nao-locais do tipo Kirchhoff.

A classe de problemas do tipo (1.1), em particular os problemas que iremos trabalhar
nessa dissertagdo sao freqiientemente chamados de nao locais devido a presenca do termo

( / |Vu|2dx) Au, o que implica que a equacdo nao é uma identidade pontual.
Q

Devido ao fato de serem problemas nao-locais, os problemas do tipo Kirchhoff sao

matematicamente mais dificeis de trabalhar, motivando assim, o seu estudo.
Dividimos a apresentagao dessa dissertacao da seguinte forma:

O Capitulo 2, intitulado Resultados de Nao Ezisténcia e Ezisténcia de solugoes

para um problema do tipo Kirchhoff em dimensao quatro, considera a equacao

—(a+ b/ |Vul?de) Au = plu|* ~u+ Au, em Q,
Q
u=20 sobre 012,

(1.3)



14

em que 2 C RY(N > 3) é um dominio limitado, a,b > 0 com a+b>0e u,A > 0. O

nimero 2% = 22 ¢ o expoente critico de Sobolev para a imersdo de Hj(Q2) em LP(€),

para todo p € [1,2*].

Quando a =1, b =0, a equagao (1.3) se reduz a uma equagao eliptica semilinear

{ —Au = plul? 2u+ Au, em Q, (1.4)

u =0 sobre 0f).

Lembre-se que o problema classico de autovalor para o laplaciano, com condicao

de fronteira de Dirichlet, consiste em encontrar os valores de A tais que

—Au = Au, em ()
u=>0 sobre 052,

admite solugdes nao triviais. Para esse problema, sabemos que existe uma sequéncia {\;}

de autovalores 0 < A\ < Ay <--- < A\ < -+ tais que A\; — oo, quando j — oo.

Em 1983, Brézis e Nirenberg em seu famoso artigo (veja [4]) consideraram a equagao
(1.4) com p = 1. Utilizando os métodos variacionais, quando N = 3 e ) é uma bola, eles
obtiveram que a equacao (1.4) tem uma solugdo positiva se, e somente se, A € (%, A1), em

que \; denota o primeiro autovalor de —A com condicao de Dirichlet na fronteira.

Além disso, os autores mostraram que, se N > 4, a equagao (1.4) tem uma solucao
positiva para todo A € (0, A1), no entando, ndo tem solugdo positiva se A ¢ (0, A1) e Q é

um dominio estrelado.
Recentemente, quando N = 3, Daisuke Naimen em [20] estudou a equagao (1.3)

com a = i = 1 e obteve os seguintes resultados.

Teorema 1.0.1. Seja A € R uma constante dada e N = 3, a = p = 1. Entao vale as

sequintes afirmacgoes.

(i) Se A < %, a equagdo (1.3) nao tem solugio positiva para todo b > 0.

(ii) Se 2 < X < A\, existe uma constante By = Bi()\) > 0 tal que a equagio (1.3) tem

uma solucao positiva para todo 0 < b < Bj.

(iii) Se A = A1, existe uma constante By = Ba(A1) > 0 tal que a equagio (1.3) tem uma

solugao positiva para todo 0 < b < By e nao tem solugdo positiva para todo b > 0.

(iv) Se A > Ay, existe uma constante By = B3(\) > 0 tal que a equagdo (1.3) tem uma

solugdo positiva para todo b > Bs.

Quando N = 4, Daisuke Naimen em [21] considera a equacao (1.3) com p > bS?,

em que S é a melhor constante de Sobolev, isto é
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/4 |Vu|*dx / |Vul*dz

._ - R _ - Q

5= uepl,%?u£4)\{o} 4 % uéH&l?Qf)\{O} 4 % ' (1'5>
R4 Q

Quando a > 0,b > 0, Daisuke Naimen, usando o método variacional, obteve que a
equagao (1.3) tem uma solugao positiva se, e somente se, p > bS?%. Muito recentemente,
Huang, Liu e Wu em [10] estudaram a equacao (1.3) com 2 = Bgr e N > 3, em que Bpg é
uma bola. Eles obtiveram a existéncia de solugbes radiais para a equacao (1.3).

Neste capitulo, estudamos os resultados obtidos em [14], mais precisamente estuda-

mos a equacao (1.3) com N =4, isto é

—(a+ b/ |VulPdz)Au = pu® + Au, em Q,
Q
u=2>0 sobre 02,

(1.6)

em que 0 C R* é um dominio limitado suave, a,b > 0 com a+b > 0e u, A > 0.

Neste caso, mostramos um resultado de nao-existéncia, um resultado de existéncia
de solugoes positivas via minimizacao e um resultado de multiplicidade de solugoes
utilizando um teorema abstrato de obtencao de pontos criticos. Esses resultados foram
abordados em [14].

Mais precisamente mostramos os seguintes resultados.

Teorema 1.0.2. Suponha que a,b > 0, 0 < p < bS?, entdo a equacio (1.6) ndo tem

solugao nao nula (isto é, a unica solugao € a solugdo nula) para todo 0 < X < al;.

Teorema 1.0.3. Suponha que a > 0,b > 0,0 < u < bS?, entdo a equagio (1.6) tem uma

solugao positiva para todo A > al;.

Teorema 1.0.4. Suponha que a > 0,0 > 0,0 < p < bS?, entdo para qualquer k € Z*
existe Ay > 0 tal que a equagao (1.6) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para
todo A > Ay.

No Capitulo 3, denominado FEzisténcia e Unicidade de solugoes para um problema
do tipo Kirchhoff com singularidade, consideramos o seguinte problema de Kirchhoff com

singularidade e condicao de fronteira de Dirichlet

—(a + b/Q |VulPdz)Au = f(z)u™ — AP, em Q,
u>0 em €, (L.7)
u=">0 sobre 0f2,

em que 2 C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < vy < 1, A >0,0<p<2*—1le
a,b>0,a+b >0 sdo pardmetros, a funcao f € L*(2), com s = ﬁ;l, e f(z) > 0 para

quase todo x € ). Aqui 2* = ]3—]_\72 denota o expoente critico de Sobolev para a imersao
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H}(Q) em L) para todo ¢ € [1,2*]. Os resultados estudados neste capitulo foram
obtidos em [13].

Na equagao (1.7), o termo f(z)u~" é chamado de termo singular, pelo fato de ser
indefinido quando a fungao u atinge o valor nulo. Além disso, o termo singular f(z)u~7 é

chamado de singularidade fraca quando v < 1.

Quando a = 0, b > 0, o problema (1.7) é chamado de degenerado, em outros casos
é chamado nao-degenerado. Nas ultimas décadas, os problemas do tipo Kirchhoff foram
extensamente investigados e muitos resultados classicos foram obtidos sobre um dominio

limitado ou ilimitado.

Recentemente, os seguintes problemas do tipo Kirchhoff com singularidade foram

considerados

—(a+ b/ |VulPdz)Au = f(z)u™" + P, em Q,
Q

(1.8)
u=>0 sobre 02,

em que 2 C R é um dominio limitado com fronteira suave, 0 < p < 5e f € C(Q) é
nao-negativa e nao trivial. Em [17], Liu e Sun mostraram, usando o método de Nehari,
que o problema (1.8) possui duas solugoes positivas para A > 0 suficientemente pequeno
quando 3 < p < 5. Além disso, em [12], usando o método variacional combinado com um
método de perturbacao, Lei, Liao e Tang conseguiram obter a existéncia de duas solugoes
positivas para o problema (1.8) quando A = 1, p = 5. Também, sob certas condi¢bes, para
p = 3, a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para o problema (1.8) foram
obtidas em [22].

Diferentemente do que ocorre no problema do Capitulo 2, aqui o funcional energia
associado ao problema (1.7) ndo é diferencidvel, portanto é necessario adaptar técnicas
de minimizagdo para obter um resultado de existéncia de solugdes. Além disso, o mais
interessante é que podemos provar a unicidade de solugoes para o problema (1.7), usando

algumas técnicas de Analise.
O resultado principal do capitulo 3, devido a [13], é descrito como segue.
Teorema 1.0.5. Suponha que a,b >0, a+b>0,A>0,0<y<1,0<p<2"—1, ¢

fe L), em que s = 72*5;1,

(1.7) possui uma tdnica solugao positiva. Além disso, essa solugio é um minimizador global.

com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao o problema

O resultado que estudamos no Teorema 1.0.5 vale ndo somente para o caso dege-
nerado, mas também vale para o caso nao-degenerado, visto que com a técnica utilizada
pelos autores é possivel obter solugdes para o caso a =0 e b > 0. Além disso, em [12],
[15] e [17], o problema (1.8) foi considerado apenas em dimensdao N = 3. No entanto,
neste capitulo mostramos a existéncia e unicidade de solugoes para o problema (1.7) em

dimensoes maiores, isto é, para N > 3.
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Quando a =1, b =0, o problema (1.7) se reduz a uma equagao semilinear cldssica
e o Teorema 1.0.5 continua sendo verdadeiro. Além disso, quando A = 0, o Teorema 1.0.5
¢ o resultado correspondente de [22] e a condigdo f € L*(£2) é mais geral que a condicdo
que f € L*>(£2) em [22].

No Apéndice A, enunciamos os principais resultados da Teoria da Medida e

Analise Funcional que foram usados ao longo de nosso trabalho.

No Apéndice B, recordarmos a definicao de Espaco de Sobolev, as Imersoes de

Sobolev e demonstramos alguns resultados, os quais utilizamos nos Capitulos 2 e 3.

Por fim, o Apéndice C contém a defini¢cao de funcional diferenciavel, e mostramos

que o funcional energia do Capitulo 2 é diferenciavel.
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2 RESULTADOS DE NAO-EXISTENCIA E EXISTENCIA DE
SOLUCOES PARA UM PROBLEMA DO TIPO KIRCHHOFF EM
DIMENSAO QUATRO

Neste capitulo, vamos a estudar um resultado do tipo Brézis-Nirenberg para a
equacao do tipo Kirchhoff em dimensao quatro. O estudo aqui baseia-se no artigo “The
Brezis-Nirenberg result for the Kirchhoff-type equation in dimension four” publicado pelos
autores J.F. Liao, X.F. Ke, J. Liu e C.L. Tang [14]. Mais precisamente, estudamos um
resultado de nao-existéncia e um resultado de existéncia de solugoes positivas. Finalmente,
estudamos um resultado de compacidade global que foi usado para obter k pares de

solucoes distintas, em que k € Z™.

A seguinte equagao nao-local do tipo Kirchhoff envolvendo o expoente critico

—(a+ b/ |Vul?de) Au = plu|* "*u + Au, em €,
Q
u=20 sobre 012,

(2.1)

em que 2 C RY(N > 3) é um dominio limitado, a,b > 0 com a +b >0 e u, A > 0, é uma
extensao para o conhecido problema de Brézis-Nirenberg que é tratado quando a = 1,b =0
2N

e pr=1. O nimero 2* = 325 é o expoente critico de Sobolev para a imersao de Hj(£2) em

LP(§2), para todo p € [1,2*], em que H{(£2) é um espaco de Sobolev equipado com a norma

Jull = ([ 1vuldr)”
Q
Jull, = (] fuda)".

Além disso, o espaco de Sobolev H}(€) é um espago de Hilbert com produto escalar

e o espago LP()) com a norma

dado por
(u,v) :/(Vu, Vu)dz.
Q

Neste capitulo, consideramos a equagao (2.1) com N = 4, isto é

—(a+ b/Q |VulPdz)Au = pu® + Au, em Q,
u=20 sobre 0f).

(2.2)

E natural perguntar se a equacio (2.2) tem a existéncia de solugdes positivas com
0 < p < bS?. Neste presente trabalho, damos uma resposta positiva, obtendo um resultado
de existéncia de solugoes positivas e um resultado de multiplicidade de solugoes para a
equacdo (2.2) com 0 < p < bS? utilizando um resultado de condigao de compacidade

global de Palais-Smale.

Mais precisamente mostraremos os seguintes resultados.
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Teorema 2.0.1. Suponha que a,b > 0, 0 < u < bS?, entdo a equacio (2.2) ndo tem

solugdo ndao nula (isto é, a unica solugao € a solugao nula) para todo 0 < A < al;.

Teorema 2.0.2. Suponha que a > 0,b > 0,0 < u < bS?, entdo a equagio (2.2) tem uma

solugao positiva para todo A\ > al;.

Teorema 2.0.3. Suponha que a > 0,0 > 0,0 < p < bS?, entdo para qualquer k € Z*

existe Ay, > 0 tal que a equagdo (2.2) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para

todo A\ > Ay,.

Antes de demonstrar nossos resultados principais, vamos definir alguns conceitos e

resultados que serao necessarios.

Primeiro definimos o funcional energia correspondente a equagao (2.2) dado por
() = Ll + 2t = ﬁ/ lul*dz — A/ lul2dz, Yu € HL(S). (2.3)
2 4 4 Jo 2 Jo ’ 0

E claro que I estd bem definida e I € C*(H}(Q),R) (Ver Apéndice C).

Definigao 2.0.1. Dizemos que u € H}(Q) é uma solugdo fraca da equagio (2.2) se para

qualquer ¢ € Hy(Q) vale
(a+bllul?) /Q(Vu, Vo)dxr — ,u/Qu?’gpdx — )\/ngodx = 0. (2.4)

Note que existe uma correspondéncia entre a solugao fraca da equacao (2.2) e os
pontos criticos de I em HJ(€2), ou seja, solugdes fracas de (2.2) sdo pontos criticos do

funcional I e vice-versa.

Definicao 2.0.2. Seja ¢ € R, {u,} é chamada de sequéncia (PS). (ou de Palais-Smale
no nivel ¢c) de I em H}(Q), se I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0, quando n — oo. Além disso,
dizemos que o funcional I satisfaz (PS). em H}(Q), se toda sequéncia (PS). de I possui
uma subsequéncia convergente em H3 (). Se o funcional I satisfaz (PS). em todos o0s

nimeros ¢ € R, dizemos que I satisfaz (PS).

Definicao 2.0.3. Seja X um espaco normado. Uma sequéncia minimizante para uma
fungio ¢ : X — (—00,00] é uma sequéncia {uy} tal que p(uy) — inf ¢, quando k — co.
Uma fung¢io ¢ : X — (—o00,00| € semicontinua inferiormente se uy, — w implica que

Llim p(ux) > ¢(u).

Proposigao 2.0.1. Seja M um espago métrico completo e ® : M — (—o0, 00| uma fungdo
semicontinua inferiormente, limitada inferiormente e nao identicamente +oo. Sejam e > 0
dado e w € M tal que

d(u) < ij\r}[f o +e.



Entao existe v e M tal que

e, para cada w # v em M,

Demonstragao. Ver [18].
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(2.5)

(2.6)

[]

Observacao 2.0.1. Usando a distancia equivalente Ad com A > 0, as conclusoes (2.5) e

(2.6) da proposicao anterior podem ser substituido por

d(u,v) < 1/\, e
O(w) > ¢(v) — eAd(v, w).

Proposicao 2.0.2. Sejam X um espagco de Banach e ¢ : X — R uma fungdao limitada

inferiormente e diferencidvel em X . Entdo, para cada € > 0 e para cada v € X tal que

o(u) < i&f p+e
existe v € X tal que

p(v) < p(u),

lu —v| < e/?,

¢/ (0)] < €72

Demonstracao. Tomemos M = X, & = ¢ e, para € > 0 dado, escolhemos A\ = ¢~

(2.7)

1/2.

Como ¢ é diferenciavel, em particular é semicontinua inferiormente. Entao se u satisfaz

(2.7), pela Proposicao 2.0.1 e obervagao 2.0.1, existe v € X tal que

p(v) < p(u)

¥
|U—U‘ < 1/2

)
= £ s

> =

e para todo w # v em X temos
p(w) > p(v) = eXo — w| = p(v) — v —wl.
Assim, tomando w = v +th com t >0, h € X, |h| =1, em (2.8) obtemos
(v +th) — p(v) > —'/?t.

Dividindo ambos os membros por t # 0 e fazendo t — 0 temos

i o(v+th) — p(v) .t 81/225’
t—0 t t—0 t

(2.8)
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dai
_51/2 < <90,<U)’ h)? (29)

para todo h € X com |h| = 1. Note que —h € X com | — h| = 1 e substituindo h por —h

em (2.9) temos
(¢'(v), h) < e'V2.

Entao
(¢ (v), h)| < 2,

e lembrando a norma da transformagao lineal ¢'(v), obtemos
¢/ (v)] < e'2,
o que completa a demonstracao. O

Corolario 2.0.1. Sejam X um espaco de Banach e ¢ : X — R wuma funcao limitada
inferiormente e diferencidvel em X. Entdo para cada sequémcia minimizante {uy} de @,

existe uma sequémcia minimizante {vy} de ¢ tais que

(k) < @(ur),
lur, — vg] = 0 se k — oo,

| ()| = 0 se k — oo.

Demonstragio. Seja (uy) uma sequéncia minimizante de ¢, isto é, p(ux) — infx ¢, quando

k — oo.
Se p(ug) — i&fgp > 0 tome g = @(uy) — i&f ©, e
se o(uy) — i§f4p =0 tome ¢ = 1/k.

Entao pela Proposigao 2.0.2, para ¢, = ¢(ug) —infx ¢ > 0 e u, € X tal que p(ug) <
inf y ¢ + ¢ existe v € X tal que

p(v) < p(u),
|k — vi| < (p(ur) — inf 0)'?,

entdo, levando em conta que p(uy) — infx ¢ e passando o limite & dltima desigualdade,

quando k — oo, obtemos |uy — vx| — 0. Além disso

|0 (ve)| < (p(uy) — j§f (p)l/2

e por o mesmo fato dito acima temos |¢'(vg)| — 0.

Para o caso ¢, = 1/k a andlise ¢ similar. O



22

Lema 2.0.1. Sejam X um espaco de Banach e ¢ : X — R uma fungdo limitada inferior-
mente e diferencidvel em X. Se ¢ satisfaz a condigao (PS). com ¢ = infy ¢, entdo ¢ tem

um minimo em X.

Demonstragio. Pelo Corolario 2.0.1, existe uma sequéncia minimizante {v;} tal que
¢'(vr) — 0, quando k — oo. Como ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). com ¢ = infx ¢, podemos
tomar a mesma sequéncia acima, isto é, {vy} C X em que p(vx) — ¢, ¢'(vx) = 0, quando
k — 00, o que implica que ¢ é um valor critico de ¢, logo ¢ tem um minimo em X, pois,

c=1infx p. O

A seguir vamos demonstrar a condi¢ao de compacidade para o funcional I, ou seja,
mostraremos que o funcional [ satisfaz a condigao de Palais-Smale (ou condigao (P5S5)).
Proposigao 2.0.3. Suponha que a > 0, b > 0 e 0 < u < bS?. Entdo o funcional I
definida em (2.3) satisfaz a condicio (PS) em HJ ().

Demonstragio. Para todo ¢ € R, suponha que {u,} C H}(2) é uma sequéncia (PS). de

1, isto é
I(u,) = c e I'(u,) — 0, (2.10)
quando n — oo.
2(4) 1 -
Como N = 4, segue que 2* = 13- 4 e consequentemente H(2) estd imerso

continuamente em LP(f2) para todo p € [1,4]. Em particular H{(£2) estd imerso continua-
mente em L?(Q), entdo existe C' > 0 tal que |lul]s < C||u||. Portanto, como A > 0, segue
que
A2 2
—gllullz = =Kl[ul, (2.11)

2
em que k = 5 Além disso, pela equagao (1.5) temos

2
d
g — inf /QWWJ — inf Hu”2
1 )
ueHE (2)\{0} </ |u|4dx>2 ueH} ()\{0} ||U||i
Q

]l

lull3

1 7
—lulli = —TSQIIUII“, Vu € Hy () \ {0}. (2.12)

, Yu e HY(Q) \ {0}. Assim, como p > 0, obtemos

e é claro que S? <

b
Agora, como 0 < p < bS? segue-se que, 1 4#92 > 0.

Note que, para todo u € H}(Q), podemos escrever o funcional como se segue
b A
1) = Sl + Jlul* =4 [ fut'de =3 [ julde

a b [ A
= Sl + el = = Sl
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Além disso, por (2.11) e (2.12), obtemos
a b 1 A
I(w) = Sl + 7l = Xl = Sl
a oo by M 4 2
> Sl + Sl = Ll — ull,
em que k é uma constante positiva.

Assim,

a b I
1) 2 SulP + (5 = o )llull* = kllul?, vu € HY(@), (213)

e isto implica que o funcional I é coercivo e limitado inferiormente em H}(€2), pois, o
polinémio de quarto grau do lado direito da (2.13) é coercivo e limitado inferiormente em

R. Agora, substituindo em (2.13), u pela sequéncia (PS)., {u,}, obtemos

a b L
Hm) 2 Sl + (5 = 5 Yl = Klal®, Vi € N

Pela definigao de seqiiéncia (PS), existe C' > 0 tal que |I(u,)| < C, ¥Yn € N, logo

b
Sl + (5 = o )l = K] < €, ¥ € N (2.14)
Assim, a estimativa (2.14) garante que a sequéncia {u, } é limitada em H}(€2), pois,
se {u, } nao fosse limitada, ou seja, se ||u,|| — oo, o lado esquerdo de (2.14) tenderia a oo,

o que é absurdo, pois, a soma dessas parcelas ¢ menor do que C.

Agora, passando a uma subsequéncia, se for necessério, denotando ainda por {u,}

e sendo H}(€) um espago reflexivo, existe u € Hy(2) tal que

u, — u, fracamente em HJ (),
U, — u, fortemente em L° 1< s <4, (2.15)
up(z) = u(z),q.t.p. em €,

quando n — oo.

Agora precisamos provar que u,, — u em Hj (), quando n — oo, isto ¢, mostrare-
mos que {u,} converge forte a u no espago Hj(€2). Como é usual, pondo w, = u, — u,
apenas precisamos provar que ||w,| — 0, quando n — occ.

De fato, como {u,} é limitada em HJ(Q) e u € H}(Q), w, = u, — u é também
limitada em H} (), entdo |Jw,| <k, Vn € N, com k > 0. Assim, a sequéncia de nimeros
reais {||w,||} é uma sequéncia limitada, logo possui uma subsequéncia convergente. Sem
perda de generalidade (passando a uma subsequéncia, se for necessario, denotando ainda
por {[Jwnl[}), temos

Tim [, | = 1.
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De (2.15) temos u, — u em L*(Q), ou seja, ||u, — ull2 = 0, quando n — co. Além disso,
llunllz = lJull2] < flun = ull2,

portanto ||u,||2 — ||u||2, quando n — oco. Assim,
lim / u, |2dx :/ lu|?d. (2.16)
n—oo JO QO

Agora, como u, — u em HJ (), nés temos que (u,, p) — (u, ), Yo € H} ().

Assim, tomando ¢ = u tem-se (u,,u) — (u,u) = |jul|* e lembrando que, w, =

Uy, — U, obtemos
[wnl* = (wn, wn) = (=, — ) = Jun]® + [Ju]|* = 2(un, u),

e consequentemente
lwnll® = llwall® + llull® = 2[jul® + o(1),

onde o(1) — 0, quando n — oo.

Logo,
[wnll® = lJwal® + [lu]|* + o(1). (2.17)

Além disso,
(luall)? = (lwall® + flull* + o(1))%,

ou seja,
lunll® = llwall* + [lull* + 2llwa | *[lull® + (2llwal* + 2]|ull* + 1)o(1).

Agora, como {w, } ¢ limitado em H} (), segue que (2||w,||*+ 2||u||*+1) é limitada,

e como o(1) — 0, quando n — oo, tem-se
(2llwal* + 2||ul* + 1)o(1) — 0.

Assim,
lnll* = [lwnll* + lJll* + 2flwa | [lu]|* + o(1). (2.18)

Por outro lado, como u,(x) = u(x), g.t.p. em Q, podemos usar o Lema de Brézis-
Lieb (ver Apéndice A, Lema.0.8) ¢ obtemos

lunlls = llwn = ulls + [[ullz + o(1),

e portanto,
/ ]un]4dx:/ \wn\4dx+/ lu|*dz + o(1). (2.19)
Q Q Q

Afirmacao: Existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que

lim / \un|2unud:c:/ |u|*dz. (2.20)
0 Q

n—oo
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Com efeito, como u,, — u em L3(2), de acordo com o Lema.0.1 do Apéndice A,

existem uma subsequéncia, ainda denotada por {u,}, e g € L3(Q) tais que

up(z) = u(x), ¢.t.p. em Q, e

Jun ()], Ju(z)] < g(x), g.t.p. em €.

Assim, para qualquer ¢ € C.(Q) (a colegdo de todas as fungoes continuas em 2

cujo suporte é compacto), obtemos

[tn (@) P (2)0(2) = [u(@)Pu(@)e(2), q.t.p. em Q,
[lun(2)Pun(@)p(2)] = [ (2)¢(2)| < Mg'(z), gtp. em Q,

em que M = maz,cq|e(x)|. Consequentemente, pelo teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue tem-se
lim / |un|2un90dx:/ u|?updz. (2.21)
Q Q

n—oo

Agora, observe que H}(£2) estd imerso continuamente em L*(2), entao existe C' > 0

tal que [|uy||s < Clluy| <k, com k > 0. Além disso,

3 3 3
ln Punlls = [ HaalPuntid)* = ([ la)*Fda) " = ([ funf'de)" = el < 5 1= €.

Assim, {|un|?u,} 6 limitada em L3(Q).
Note que o espaco dual de L3(Q) é L*(Q) (pois + + 1 =1) e como C,() ¢ denso
3
(ou fortemente denso) em L3 () (ver Teorema.0.11 do Apéndice A) e {|u,|*u,} é limitado

em L%(Q), pelo Teorema.0.10 do Apéndice A, segue-se de (2.21) que
|t [Py, — |u|*u em L%(Q),

ou seja, segue-se da definicdo de convergéncia fraca, que

n—oo

lim /Q|un|2un¢dx:/ﬂ|u|2ugbdz, (2.22)

para qualquer ¢ € L*(9).

Particularmente, escolhendo ¢ = w em (2.22), obtemos (2.20). Portanto, nossa

afirmacao é verdadeira.

Por outro lado, note que a derivada do funcional

a b I A
1) = Sl + Jlull* =& [ ulde =3 [ jultd,

(I'(u), p) = a/QVquoda:—i- b/Q \Vu|2dx/QVuV<pdx — ,u/Q |u|*updr — )\/ngpdx,
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para toda p € Hy(Q).

Agora, lembrando que u,, — u em Hg (), obtemos (u,,u) — (u,u) = ||ul[?>. Além
disso, como a imersdao de H}(€2) em L?*(2) é compacta, segue que u,, — u em L*(2), e
consequentemente u,, — u em L*(Q), logo (u,, u)s — {(u,u)s = ||ul|3. Com esses resultados
e (2.20) obtemos

(I'(uy,),u)y = a/ VunVuda:—l—b/ |Vun|2d:1:/ Vu, Vudr —u/ |, [Punude — )\/ upudx
Q Q Q Q Q
= allull? + bllun | ul* = o [ Jul*dw =& [ ufdz + o(1).
Agora, por (2.17) tem-se
(' (un), u) = allull* + b([Jwal|* + [Jull* + o(1)) Jull* - M/Q Jul*da — >\/Q [ul*dz + o(1).

Consequentemente , como {u,} é uma sequéncia (PS) (veja (2.10)) e ||w,]| — I, quando

n — 00, temos
0= lim (I'(un), u) = alful® + b0%|Jull* + bllul* M/ lul*dz — A/ w2 dr. (2.23)

Por outro lado, usando novamente que {u,} é uma sequéncia (PS) e utilizando u como

funcao teste, obtemos
o(1) = {I'(un), un) = alfun + Wl = o [ Jual*de = A [ un[?da. (2.24)
Q Q
Agora note que
allull*+ alfen |2+ Bl + bl |+ 2l Pl = e [ fultde = g [ ol = [ Juld
S o R R P e Ry A ey M P e B
Assim por (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos
allull*+ alfen |2+ Bl + b+ 2Pl = e [ fultde = g [ ol = [ ol
= allluall? + o(1)) + b(luall* + o(1)) = g ( [ funl'dr + 01)) = A [ Juds
= alfunll? + bllwall* = g | Jual'de = A [ ulPda + (@ +b— po(1).
Logo, por (2.24), tem-se
allull*+ alfen |2+ Bl + b+ 2l Pl = e [ fultde = g [ ol = [ ol
— o) + A [ Jualdz = X [ uPde+ o(1) = A( [ Jualdz ~ [ udz) +o(0).
o(1) + Q|u\ x Q|u| x4 o(1) Q\u\ T Q|u| r | +o(l)
Portanto, usando (2.15), segue que
allull® + allwn[* + bllull* + blfwn[* + 2b[|wn|[*[|ul|* - M/Q [ul*dz
—u/ |w, |*dx — )\/ lu|?dxr = o(1).
Q Q

Agora, por (2.25), obtemos

(2.25)

allwall* + bllwn|[* + bllwn | [lul* — M/Q [wn'd

= —(allull® + bljul") = blwal Pl + o [ Jul*de 4+ [ fuldz + o(1).
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Usando (2.23), tem-se
allwall* + bllwn " + bllwn |*[lul* — M/Q |w|*d

— bi2||ul|? — M/ lu|*dz — )\/ lu|2dz — blJw, || [Ju? + u/ lul*dz + >\/ ludz + o(1)
Q Q Q Q

= bllul*(1* = flwall*) + o(1).

Consequentemente, como lim ||w,|| = I, temos
alfwn | + bllwn | * + bllwn | [lull* - /L/Q |wal*dz = o(1). (2.26)

Finalmente, como |jul|; < S72||u||, Yu € H}(Q2), temos

/Q |z < S2||wa|*. (2.27)

Entao, passando limite quando n — oo em (2.26), obtemos
al® + bl* + bl%||ul|* = p lim / lw, [*dz,
n—oo JO
e consequentemente por (2.27), tem-se

al? + 01" + b%|ul|? = 1 lim / fwal'de < uS2 lim fJuw,|[* = pS 21",
n oo Q n o0

Note que al?® + bl* < al?® + bl* + bl*||ul?, logo

al® 4+ bl* < puS~21%, (2.28)

Como a > 0,b>0e 0 < u < bS?, segue-se de (2.28) que | = 0, pois se for [ # 0,
entdo [2 > 0 e de (2.28) temos a + bl? < uS~21%, logo

aS? + bS?1* < pl® (2.29)
Agora, como u < bS?, temos 21 < bS?I? e por (2.29), obtemos
aS? + p < aS* + bS?1* < pl?

e portanto aS? < 0 e assim, a < 0, o que é uma contradicao. Logo, I = 0 e conse-
quentemente u, — v em H}(Q), quando n — oo. Isto completa a prova da Proposigao
2.0.3. m

Agora demonstramos os principais resultados do capitulo.

Teorema 2.0.4. Suponha que a,b > 0, 0 < p < bS?, entdo a equacdio (2.2) ndo tem

solugao nao nula (isto é, a unica solugao € a solugdo nula) para todo 0 < X < al;.
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Demonstragio. Por contradigdo, suponha que exista uy € Hj(£2) uma solugao niao nula da

equagao (2.2). Entao ug satisfaz a equagao (2.4), isto é
(a + bljuol*) / (Vug, V)dxr — ,u/ udpdr — )\/ uppdr = 0, Yo € Hy(9Q).
Q Q Q
Agora, usando ¢ = ug, obtemos

(a+ bHuoHQ)/Q(VuO, Vug)dr — u/nguodx - )\/nguodx

— alluo||? + bl|uo||* — M/Q o |*dx — )\/Q luo|2dz = 0.

Assim,
0 = alluoll* + blluol|* — pelluollz — Auoll3 (2.30)
0 0 Hitoll4 oll2- .
4
De (1.5), temos S? < HUH4, Vu € Hy(Q) \ {0} entdo, substituindo u = ug, segue que
Ull4
—ptlluot > = o 2.31
ol = L ol (231)
S? —
Como 0 < p < bS?, entao 2 > 0. Da mesma forma, como 0 < A < al;, temos
a)\1 — )\ >0
AT
1
Além disso, da desigualdade de Poincaré, ||ul|3 < )\—HuH2 para todo u € H}(Q),
1
obtemos )
—Aluoll3 = —/\*1||Uo||2- (2.32)

Usando (2.30), (2.31) e (2.32), tem-se

0 = afluoll* + blluol|* — plluolls — Alluoll2

14 A

> alfuo|* + blluo]l* — <5 uoll” — xlonlI?

52
Assim,
ari — A bS? —
02 (2ol + (gl (239
AL — A bS? —
Como < 1)\ >0e SSQ hs 0, a desigualdade (2.33) implica que |lug|| = 0, e
1

consequentemente ug = 0, o que contradiz o fato que ug é ndo nula. Isto completa a

demostragao do Teorema. O

Teorema 2.0.5. Suponha que a >0, b >0, 0 < u < bS?, entdo a equagio (2.2) tem uma

solugao positiva para todo X\ > al;.

Demonstragio. De (2.13) sabemos que o funcional I é limitado inferiormente em H} (),
entao

m= inf I(u)
ueH (Q)
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estd bem definido.
Afirmamos que para todo A > a); se cumpre m < 0.

De fato, considere u; = tp; € H}(Q) com t # 0, em que ¢; é a autofuncao

correspondente ao autovalor A;, ou seja, —Ap; = A\jp;. Assim, segue que

/—Agplgoldx = )\1/ pida.
Q Q

Agora, pela identidade de Green, obtemos

/V%Vgoldx = )\1/ ga%dx,
Q Q

logo
1
lenl = llenlls (2.34)
1
Entao, substituindo a fun¢ao u; em (2.3), temos

at? bt it At?
I(u) = lerl + el = 2 [ foil'de = 5 [ Jerfda

a s A 2\ 42 b 4 M 4\ ,4
= (= -z TR - £,
<2||901|| 2||S01||2> + <4||901|| 4|’901||4>

Assim, por (2.34) segue que

aiy — A b 1
1) = (252t + (Sl - Elalt) o

CL)\l—)\
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mente pequeno, pois t* < t? para [t| suficientemente pequeno e diferente de zero. Assim,

Como A > a)p, temos < 0, o que implica que I(u;) < 0 para |¢| suficiente-
m < I(u;) < 0 para [t| # 0 suficientemente pequeno e portanto, a nossa afirmagao é

verdadeira.

De acordo a Proposicao 2.0.3, o funcional I satisfaz a condigao (PS)., em que ¢ = m,
e pelo Lema 2.0.1, existe u, € HJ () tal que I(u,) = m < 0. Como I(Ju|) = I(u) para
todo u € Hy(R2), segue que, I(|u,|) = I(u,) = m. Logo |u.| é também um minimizador
para o funcional I, assim, sem perda de generalidade, podemos supor que u, > 0. Assim
u, ¢ uma solu¢do nao-nula e nao negativa da equagao (2.2). Pelo principio do maximo
forte temos u, > 0 em 2. Portanto, u, é uma solu¢ao minimizadora global positiva da

equagao (2.2) com I(u,) =m < 0. Isto completa a demonstracao do teorema. O

A fim de obter um resultado de multiplicidade de solugGes, usaremos o seguinte

Teorema abstrato cuja prova pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.0.6. Seja X um espaco de Banach, e I € CY(X,R) uma fungio par que
satisfaz a condicao (PS). Suponha que oo < B e que I(0) < o ou 1(0) > 5. Se, além disso,
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(1) existe um subespago m-dimensional E e p > 0 tal que sup I(t) < 8, onde
teENOB,(0)
0B,(0) = {t € X : [|t]| = p},

(2) existe um subespaco linear j-dimensional F tal que inf,cpi I(t) > a, onde F+ é um

espago complementar de F,
(3) m>j,
entdo I tem pelo menos m — j pares de pontos criticos distintos.

Teorema 2.0.7. Suponha que a > 0,0 > 0,0 < p < bS?, entdo para qualquer k € Z*
existe Ay > 0 tal que a equagao (2.2) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para

todo A > Ay.

Demonstracdo. A fim de provar o Teorema 2.0.7, precisamos apenas mostrar que o funcional
energia I satisfaz as condigoes do Teorema 2.0.6. Seja {\;} (com k € Z™1) a sequéncia
de autovalores do operador —A com a condicao de fronteira de Dirichlet, ou seja, os
autovalores formam uma sequéncia crescente 0 < A\; < Ay < A3 < ---, em que A\ — 00,
quando k — oco. Sejam . as correspondentes autofungoes normalizadas dos autovalores
A

1° Caso: Primeiro vamos considerar o caso quando a > 0. Defina E = span{¢1, va, - , ¢x},
entdo dimFE = k. Agora, seja A, = a\, > 0 e suponha que A > A;. Da Proposicao .1.2 do
Apéndice B, temos que |[ul|? < \i||u||3 para u € E, dai

A
—5llulls < =5 lull®. (2.35)
Conseqiientemente para qualquer v € E, temos
a b W A
I(u) = Zllull® + Jlull* = 7 hulli = 3 ull3

De (2.35), segue que

a b 1 A
Ia) < Sl + Zull = Sl = Sl
Fo 4
€ como Z||u||4 > 0, obtemos
ary — A s b
I(u) < | —— - . 2.36
() < (552l + 5l (2.36)
Como A > a), temos % < 0, entao o lado direito de (2.36) pode ser positivo
k
. arp — A b
(para ||lu|| grande) ou negativo (para ||u|| pequena). Chamando A = ——— e B = —,

2k 4
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note que A + Blju|* < 0 (com u # 0) se ||Ju|| < 5 Assim, tomando p = -/ — e
u € 0B,(0) = {u e H} () | ||ul| = p}, temos que

Allull® + Bllull* = p*(A+ Bp*) < 0.
Portanto, por (2.36) temos
I(u) < p*(A+ Bp*) < 0.

Logo, existe p > 0 tal que

sup  I(u) < B <0=1(0),
u€ENAB,(0)
em que 9B,(0) = {u € H}(Q) | ||ul]| = p} e B = p*(A+ Bp?). Agora, escolhendo F = ()
segue que dimF = 0 e temos que o espago complementar de F' é F+ = H}(Q). Como I é
coerciva e limitado inferiormente em H} () para 0 < u < bS?, temos

inf I(u) > —o0.
ueF+

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.0.6, com X = HJ(Q)) = F*.

De fato, Como I é uma funcao par e de acordo a Proposicao 2.0.3, temos que o
funcional energia [ satisfaz a condigao (PS), e consequentemente satisfaz as hipéteses do

Teorema 2.0.6. Portanto o funcional I possui k — 0 = k pares de pontos criticos distintos.

2° Caso: Agora, para o caso quando a = 0. Para todo u € E, obtemos
b 1 A
I(w) = Flhell* = £l = 5l

Usando (2.35) e o fato que %Hu”ﬁ > () para u # 0, concluimos que

b A
I(u) < lull* - TMHHHQ-

A
Como W > 0, o lado direito da ultima desigualdade pode ser positivo ou negativo, entao
k
podemos fazer uma analise andloga ao caso em que a > 0. Logo [ satisfaz as condigoes
do Teorema 2.0.6 para todo A > 0. Portanto, a equacao (2.2) tem pelo menos k pares de

solugoes distintias para todo A > Aj. Isto completa a demonstra¢do do Teorema 2.0.7. [
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3 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES PARA UM PROBLEMA
DO TIPO KIRCHHOFF COM SINGULARIDADE

Neste capitulo, estudamos o seguinte problema nao-local do tipo Kirchhoff com

singularidade e condi¢ao de valor de fronteira de Dirichlet

—(a+ b/ |VulPdz)Au = f(z)u™ — AP, em Q,
Q
u >0 em {2, (3.1)
u=">0 sobre 0f2,
em que 2 C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < vy <1, A >0,0<p<2*—1le

a,b >0, a+b> 0 sdo parAmetros. A fungao f € L*(Q2), em que s = com f(z) >0

2*
T =1
para quase todo x € ), e 2* = ]\2,—]_V2 denota o expoente critico de Sobolev para a imersao
H}(Q) em L(2) para todo ¢ € [1,2*]. Lembramos que o espago de Sobolev H} () esté

equipado com a norma
1
Jall = (] vufd)’
Q

1
r — "d T>
lally = (] Julda)

O estudo da equagao (3.1) foi motivado pelo trabalho “A uniqueness result for

e o espago L"(€2) com a norma

com 1 <r < oo.

Kirchhoff type problems with singularity” devido aos autores J. F. Liao, X. F. Ke, C. Y.
Lei e C. L. Tang [13].

Uma pergunta natural é se existem solugoes para o problema (3.1) em questao.
No presente capitulo damos uma resposta afirmativa. Além disso, seguindo as ideias de
[13], em que os autores usaram algumas técnicas de andlise, foi mostrado a unicidade de

solugoes para o problema (3.1).

Vale a pena observar que, até onde se sabe (segundo [13]), existe apenas um

resultado de unicidade para o problema tipo Kirchhoff que foi obtido em [1].

O funcional energia correspondente ao problema (3.1) é definido por

a b A 1
o = Sl s 2 [t [ a6
() = Gl + el + 25 [t e = o [ f@)ar, (32

para todo u € Hj ().

Como sabemos, o funcional I nao é Fréchet diferenciavel devido ao termo singular,
entao nao podemos aplicar a teoria do ponto critico para obter a existéncia de solugoes

diretamente.
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Definicao 3.0.1. Uma fung¢io u é chamada de solugao fraca do problema (3.1) se u €
H}(Q) tal queu >0 em Q e

(a+b/Q \Vu|2dx)/Q(Vu, Vo)dr + )\/Qup¢dx —/Qf(:c)u’ﬁbdx =0, (3.3)
para todo ¢ € H}(Q).

O resultado principal do capitulo é descrito como segue.

Teorema 3.0.1. Suponha que a,b>0,a+b>0,A>0,0<vy<1,0<p<2"—1, ¢
feL(Q), em que s = %, com f(x) > 0 para quase todo x € Q). Entao o problema
(3.1) possui uma unica solugao positiva. Além disso, essa solu¢io é um minimizador global.

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Primeiro notemos que os niimeros

2% 2%
§=———
24+ v—1

1 1
sao conjugados, ou seja, — + — = 1. Entao pela desigualdade de Holder, temos
s g

sl (3.4)

/Qf(w)IU\l_”de < A1l llg = N f sl

> (0 pois 0 < v < 1. Entao, como H}(Q)

. 1
E claro que 2* > 1 para N > 3, e 1

estd imerso continuamente em L2 (€)), segue-se da desigualdade de Sobolev que existe

C > 0 tal que
1

= 7||U||§?” < Cllul*,

1—y

em que C = 1 > 0 e k é a constante proveniente da imersdao. Logo, em (3.4) obtemos

-7
1 1—v - U 1—v
=5 @l e = Ol (3.5)

Além disso, como A >0e 0 < p <2*—1, temos

A

Pl /Q ufPtdz > 0, Yu € HY(Q). (3.6)

Assim, por (3.5) e (3.6), obtemos

a b A 1
I _ 2 e 4 / p+1 _ / 1—y
() =Gl + ghll + 2 e = = [ @)l

a b
> §HUH2 + ZHUH4 = CIfllsllul*=, Yu € Hg(9).
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Como 0 < v < 1, segue que 0 < 1 — v < 1, entdo se ||u|]| — oo, o lado direito de

(3.7) tende a 400, assim o polinémio do quarto grau do lado direito de (3.7) é coercivo e

limitado inferiormente em R. Isto implica que I é coercivo e limitado inferiormente em
H; (). Entao

m= inf [I(u), (3.8)

estd bem definido.

Agora, seja t € R, com t # 0, e considere uy € Hy () uma fungdo positiva fixada,
isto é, ug(z) > 0, Vo € Q. Entao em (3.2), temos

a b A 1
i) = Pl + St ol + 21 [

(3.9)
e e

Como0<vy<1,1<p+1<2*e f(x) >0 para quase todo x € €, note que
1/ f@)uydzr >0
1_,7 Q 0 Y

e que o polinémio em [t| do lado direito de (3.9) tem como menor expoente, 0 niimero
1 —7, pois, como 0 < v < 1, segue que 0 < 1 —~ < 1. Consequentemente, tomando [t| # 0
suficientemente pequeno, obtemos I(tug) < 0, pois |¢|* < [¢t]* < [t|'77 e [t < [t|' 7.

Assim, como m = inf,ep1(q) I(u) < I(tuo), nés temos que m < 0.

Antes de provar o Teorema 3.0.1, mostraremos o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Suponha que 0 <y <1, A>0,0<p<2*—1,a,b>0coma+b>0ce

fe L), em que s = #, com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao I atinge o

minimo global em H} (), isto é, existe u, € HY(Q) tal que I(u,) =m < 0.

1
Demonstragio. Como m = inf,cpi(q) I(u), dado &, = —, com n € N, existe {u,} C Hy()
n

1
tal que m < I(u,) < m+ —, ou seja, existe uma sequéncia minimizante {u, } C H3(Q) tal
n
que
lim I(u,) =m <0. (3.10)

n—oo

a b A 1
I(Junl) = Sllwnl I+ Zllnl 1+ =2 [ Yl e = —— [ f(@)l[unl['d
(fn]) = 5wl + Zlluall +p+1 Q||u [P d T Qf(fff)Hu " da

b A 1
_ 2, 7 4 p+1l g, I—y
= 2Hun|] —|—4||unH —i—p 1/Q|un| dz 1_7/Qf(x)]un| dx

entao podemos supor que u, > 0 para quase todo x € ).
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Por (3.10), sabemos que {/(u,)} é uma sequéncia convergente em R, logo, é limitada

em R, isto é, existe k > 0 tal que |I(u,)| < k, para todo n € N e consequentemente
a 5 b 4 A / ol 1 / 1
o I1%n RIRL N n dr — —— n ’d S k.
S+ Sl + 25 [ s = [ @l e
Usando (3.5) e (3.6), fazendo u = u,,, obtemos
a 5 b 4 1—y
S lunll” 4 llwall” = Cllfllslunl ™ < &, Vn € N. (3.11)

Assim, a estimativa (3.11) garante que a sequéncia {u,} é limitada em H} (), pois
se nao fosse limitada, ou seja, se ||u,| — oo, o lado esquerdo de (3.11) tenderia a oo, pois,

0 <1—7v<1, o que é absurdo, pois a soma dessas parcelas ¢ menor do que k.

Agora, passando a uma subsequéncia, se for necessario, denotado ainda por {u,} e

sendo Hj () um espago reflexivo, existe u, > 0 tal que

Up — Uy, fracamente em HJ (),
U, — Uy, fortemente em L7, 1 < q < 2%, (3.12)
Up () = us(x),q.t.p. em Q,

quando n — oo.

Agora o nosso objetivo é mostrar que u,, — u, em H}(Q), quando n — oo, isto
é, mostraremos que {u,} converge forte a u, no espago H}(2). Como ¢é usual, pondo

Wy, = U, — Uy, Precisamos apenas provar que ||w,|| — 0, quando n — oc.

Afirmamos que

lim [ e = [ T, 3.13
tin [ @)l e = [ f@f 313
De fato, somente precisamos mostrar que { / f@)|u,|""dz,n € N } é equi-absolu-

Q
tamente-continua (Defini¢do.0.4 do Apéndice A). Assim, lembrando que {u,} é limitado
em HZ (), pela imersao continua de H} () em L? (), existe uma constante k > 0 tal

que

[t < Klun]| < C, (3.14)
em que C' > 0 é uma constante.

Para todo ¢ > 0, pela continuidade absoluta da integral de |f(x)|* sobre €2, com
2 existe § > 0 tal que / |f(x)]°de < &° para todo E C Q com |E| < 4.
E

§ = 1o

Consequentemente, pela desigualdade de Hélder e (3.14), temos

[ s@ e < i ([ 1sras)” < o

Assim, pelo Teorema de Vitali (Teorema.0.12 do Apéndice A), nossa afirmagao (3.13) é

verdadeira.
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Agora, como u,, — u, em H}(Q), nés temos que {(u,, ) — (u., @), Yo € H}(Q),
quando n — oo.

Entao, tomando ¢ = u, tem-se (u,,u,) — (us,us) = |Ju,]|?, e lembrando que

W, = U, — Uy, obtemos
lwnll® = (wn, wn) = (U — v, un — ) = [Jun|* + fJa]|* = 2(un, u.)
e consequentemente
lwall* = llall* + [Ful* = 2]Jw]* + o(1),

em que o(1) — 0, quando n — oc.

Logo,
[unll* = llwall* + u]|* + o(1). (3.15)

Além disso,
(lunll®)? = (wnll? + [Ju]® + o(1))%,

ou seja,

a1 = llwall* + lleal|* + 2l 1 [lual* + 2llwal|* + 2[jus]* + 1)o(1).

Agora, como {w,} ¢ limitada em H}(Q), segue que (2||wy||*+2||u.||*+1) ¢ limitada,

e como o(1) — 0, quando n — oo, tem-se

2lhwall* + 2llu* + 1o(1) — 0.

Portanto,
lenlI* = fwnl|* + llwcll* + 2]lwa | |u]* + o(1). (3.16)

Por outro lado, como u,(z) — u.(z), ¢.t.p. em Q, podemos usar o Lema de
Brézis-Lieb (Ver Apéndice A, Lema.0.8) e obtemos

5o = llun — w3 + [|uel3- + o(1),

|t

-
Q

em que o(1) — 0, quando n — oc.

Agora, por (3.10)

e portanto

2*dx:/ \wn|2*dx+/ |2 dz + o(1), (3.17)
Q Q

m = Jim, 1(0)

b A 1
_— (guunH? el e f(fc>|un!”dr> ,

n—oo
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e por (3.15) e (3.16), temos

. a b
m = lim (2(|Iwnll2 + [Ju.[* 4 o(1)) + Z(HwnH‘L + [u

n—0o0

A 1 (3.18)
2l P+ o(1) 2 [ e = g ) ).

1° Caso: Para 0 < p < 2* — 1.
Por (3.12) e (3.13), segue que
a 2, b 4 A / p+1 1 / 1—
- = * - * - * der — —— * 7d
= gl Gl 2 [ e = [ @l
2

1
mm#+|wwwmw)

1
= 10+ Jim (G hunl® + Gl + o)

Portanto, m > I(u,) > m, e consequentemente [ (u,) = m.
2° Caso: Parap =2* —1.

Em (3.17), em que p + 1 = 2%, temos

A ) A
gyl =3 [l

Usando (3.13) e (3.19) em (3.18), segue-se

* A *
dr + ;/QIU*P dx + o(1). (3.19)

A
m = S+ Zlluc |+ 2 [ .

. 1
Yo — g [ F@)l]

2%
2*

1 A *
iy (Gl + ol + S hunlPlo -+ 2

b 1 A
=1w0+§g(gwwf+4mwﬁ+QWNWMW+ZJ%

assim, I(u,) = m. Isto completa a prova do Lema 3.1.1. O

3.2 PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Agora estamos prontos para provar o teorema principal.

Teorema 3.2.1. Suponha que a,b >0, a+b>0,A>0,0<vy<1,0<p<2"—1, ¢
feL(Q), em que s = %, com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao o problema

(3.1) possui uma tdnica solugao positiva. Além disso, essa solugio é um minimizador global.
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Demonstragio. Pelo Lema 3.1.1, existe u, € HJ(2) que é o ponto de minimo para o
funcional 1. Além disso, como I(u,) =m < 0 e I(|u.|) = I(us), obtemos u, # 0 e u, > 0.

Agora, vamos dividir a prova em trés etapas.

Primeiro mostraremos que u,(x) > 0 para quase todo = € (2. Na segunda etapa, pro-
varemos que u, ¢ uma solugao fraca do problema (3.1), e na tltima etapa demonstraremos

que u, ¢ a unica solugdo do problema (3.1).
Etapa 1: u,.(z) > 0 para quase todo z € .

De fato, como u,(z) > 0 para = € 2, para toda ¢ € H}(2), com ¢ > 0 em Q e
t >0, temos I(u.) < I(u.+ 1), pois I(u.) = m = inf ey (o) I (u).

Assim,

0< ](u*—i—t(bt)—f(u*)

1/a b A a b
= 7| F1|Ux t 2 || Wx t 4 7/ * t p+1d - AUk 22 *4
(Gl 0012 + Dt 90+ 2 [ st e Sl Y

1 i\ )
g @l o e = 2 [l e [ @)

1/a t2a b bt
= (Gl + o, 6) + SPOIP + Flluell + b2 612 + )
bt?
4-thu*H2(u*,¢>-F‘A*HU*H2H¢H2-+lﬁ3H¢H2<u*,¢>-+‘4444*j/Iuw-+t¢4p+1d$
- s [ @+ o = Sl = el = 2 [ s
1 [ f@hl ).
Portanto,
0 <alu.,¢)+ |WW+MW$<w,> *WMHWW
+bﬂum¢>-+bﬂﬂ¢ﬂ<um >+‘ZN¢H4 (3.20)
b . t p+1 _ ,p+1 . t 1—y _ 51—y
RN U0 A P Sy N O L Pl
p+1 t 1—~Ja t
Afirmamos que
1 . p+l _ o ptl
lim / (s +1¢) . da::/ui’gbda:. (3.21)
t=0t p+1.Jo t Q

Com efeito, sejam u,, ¢ € LFTH(Q) e t € [0, 1], e definimos

h:[0,1] = R

1
t — Uy + to)PHL.
10

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) com t0 € (0,t) tal que

h(t) = h(0) = K (t0)(t — 0),
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entao (w4t !
o = (e ey -0,
o que implica
‘hﬂ) ; "O) ‘ = |u. + 0t || 9.

Assim, como 6 € (0,1) e t € [0, 1], temos

(uy + )P — bt
t

(p + 1)|u, + 0to[?| 9|

)
(P + D) (| + |9])7|9|
(p + D2 (Ju.l” + |]) ||
= (p+ 12" (Jul"|¢] + [¢]"") =t g € LN().

<

IN

Assim, usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

dx

o m
t p+1Jatsot t
— [ urods,

Q

1 « +tp)PH —qptl 1 4 to)Pl — ptl
g L [ Lt L (e 1)
t—=0+t p+1.Ja

provando assim, a nossa afirmacao.

Por outro lado, para qualquer = € €2, denotemos

(us(@) + to(2))' 7 — u, ™ (2)

h(t) = f(x)

(1 =)t
Entao
W) = oy L M) + 8@ T (o) + t6(a) '~ = ()
o (1 =)t ,
ou seja,

uy ' (x) — (u () + yto(x)) (u(z) + to(x)) ™
(1—7)t2 '

Sendo u, > 0 em quase todo z € €2, vamos analisar o que acontece com (3.22)

(3.22)

quando consideramos os pontos = € (2 tais que u, = 0 e u, > 0.
1Y Caso: Considere os pontos z € 2 tais que u,(x) = 0.

Neste caso

—(vto(x))(tp(x))

Bt = Fo) =

< 0,Vt > 0.

Entao h é nao-crescente.
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20 Caso: Considere os pontos x € Q tais que u.(z) > 0.

to(z)

Uy (
(Ver Apéndice A, Teorema.0.1) e obtemos

(u*(x)+t¢($))7: [ «(a )< w(?)r

Como > —1e0 <~ <1, podemos usar a Desigualdade Geral de Bernoulli

de onde segue

assim,

w, (@) = (wa(2) + 71(2)) (us(2) + t9(2)) ™
(1—y)t? o

o que implica que h(t) é uma funcdo nao-crescente para t > 0. Além disso, tem-se

lim () = lim f(z) @)~ ()

=0+ t—0+ (I—)t

= f(@)u7(x)o(x),

para todo z € €2, que pode ser +o0o0 quando u.(x) = 0 e ¢(x) > 0. Consequentemente,

sendo A(t) uma fungdo ndo-crescente para t > 0, pelo teorema da convergéncia mondtona,

obtemos
1 . 11—y . 1-y _ ,,1—v
lim —— [ f(x) (v, +16) s dm = [ lim f(x (v, +16) U i
t—0+ 1 — 7 Ja t Q t—0+ (I =)t
= [ fl@yuoda,
Q

que possivelmente é igual a +00. Usando este fato e (3.21), fazendo ¢t — 0T, segue-se de
(3.20) que
0 < afute, 6) + bllwsl (s, 6) + A [ wlde — [ f(x)u oda.
Q Q

Portanto,

| @ sde < (bl ) (w0) + A [ azods, (3.23)
para todo ¢ € H(2), com ¢ > 0 em €.



41

Seja e; € Hy(Q) a autofungao associada ao primeiro autovalor A\; do operador —A,

assim e; > 0 em Q e ||e;|| = 1. Particularmente, tomando ¢ = e; em (3.23), obtemos

/ f(x)u"erdr < (a + b|]u*||2> (uy, 1) + )\/ ubeydz. (3.24)
Q Q
Observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Holder, temos

(Uy, €1) = /Q(Vu*,Vel)dx S/Q|Vu*| |Vey|dx
< [Vl Vel
= [Ju][[lex]]
= [Ju]| < o0

Além disso,

| uterd < el o

e como H{ () estd imerso continuamente em L?*(€)) e em L?*(Q), existe k > 0 tal que
/QU’i@ldl“ < [lufllzllexllz = lluslizpllenllz < ElluelPllex]] = Ellu.|[” < oo.

Consequentemente, por (3.24), temos
/ flz)u, erdx < oo. (3.25)
Q

Assim, como f(x) > 0 para quase todo z € Q e e; > 0,Vz € (), a estimativa (3.25)
garante que u, > 0 para quase todo x € €, pois, se fosse u, = 0, o lado esquerdo de (3.25)

seria +00, 0 que é absurdo, pois, por (3.25) sabemos que essa integral é finita.
Etapa 2: u, é uma solugado fraca do problema (3.1).
Afirmamos que a desigualdade (3.23) é verdadeira para todo ¢ € H} ().

Com efeito, da defini¢io de w,, existe § € (0, 1) tal que u, + tu, € H(Q) para todo
[t|] < 0. Defina ¢ : [—0,0] — R por ¢(t) := I(u. + tu,).

Note que

o(t) = I[(1+t)u.]

a(l+t b(1+t)? A(1 + t)Ptt
A ey L o AT g,

1+
( + /f 1 'ydl,
e portanto,
&'(t) = (1 + tallusl|? + b(1 + ) u]|* + A1 —|—t)p/Qu{:+1dx

(0 /Q fla)ulde.



42

Além disso, ¢ atinge seu minimo em ¢ = 0, pois, ¢(0) = I(u,) = m, o que implica

que

¢'(0) = allu|)® + bf|lu|* + )\/Qui’ﬂdx — /Qf(x)ui*'ydx = 0. (3.26)

Agora, sejam ¢ € H}(2) e € > 0, e definamos ¥ € H}(Q2) por ¥ := (u, +€¢)T,
em que (u, + £¢)" = maz{u, + €¢,0}. Claramente, ¥ > 0.

Seja 0 = {x € Q : u, + ¢ < 0}, consequentemente, temos que f = {x € Q0 :
us + ¢ > 0}. Entao substituindo ¢ por ¥ em (3.23), obtemos

0< /Q (a+b\|u*||2)(Vu*,V\If)dm+)\/Qu7j\lidx— /Qf(x)u;wczx
— /Q1 <a+b|yu*||2>(w*,vo)dac+>\/Ql uPOdx — /91 f(z)u;"0dx
+ /Qi (o + bllacl?) (Ve 9, +20))d+ A /Qi ol (u, + £6)da
— | f@y (. + eg)ds
— /ﬂ <a n b||u*||2> (Vi V(1 + £0))dz + A/ﬂi WP (uy + £6)d
— | f@y (. + eg)ds
Por outro llado, sabemos que QF = Q — Qy, portanto

< (/ﬂ - /Q ) Ka + bHu*HQ) (it T (1ts + £6)) + NP (s + £6) — F(2)u (1 + sd))}dx

= / (a + by|u*\|2> ((Vuw V) + &(Vu,, Vo )dx + A/ uP (u, + e¢)dx

—/ f(@)u 7 (uy + ep)dx — /Q1 <a+b||u*|| )( Vi, V) + (Vi ng))

—/\/ upu*+€¢da:+/ . (U + e)dx

=< [, (o + bl )W“*vv@ A — f(@)u;79)| d + allu|* + bl

+ /\/ uPtde — /Q f(z)ul"dx — 5/91 Ka + b||u*||2> (Vi Vo) + M o| dx
v / uy + £)dz — </Q <a 4 b||u*||2) (Ve Tu)de A [ uzg“dg;).
Usando (3. 26) tem-se
0 <e (a+bHu*H2) Vi, Vo) + P — f(x)u V(p} dz
—5/ (a + b||u*||2> Vi, Vo) + /\upgb} dx —I—/ +(uy +eg)dx (3.27)
_(/91 (a—i— b||w.|| )(Vu*, Vu,)dx + )\/Ql ui’“dx).

Observe que / f(@)u, " (ue + ep)dr < 0, pois, u, + ¢ < 0 em €. Além disso,
Q
comoA>0,p>0e u*1> 0 para quase todo z € (), tem-se

<a+ b||u*||2>(Vu*7 Vu,) >0 e ultt >0,
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portanto
/ (a + b||u*||2) (Viy, Vu,)dzr + )\/ uPdr > 0.
Ql Q1

Consequentemente, por (3.27) e pelo o que foi feito acima, obtemos
0= [ [(a+ M) (T, v6) + Mo — oy 9] da
Q

_5/
951

Como |24] — 0, quando ¢ — 07, dividindo por £ > 0 a tultima desigualdade e

(a + b||u*|]2> (Vg Vo) + )\uﬁfgb} dx.

fazendo ¢ — 07, temos

0= [ [(ablul) (v, v6) + N - f(a)u:7s)] do,

de onde segue
(a + b|\u*||2> /Q (Vi V)da + A /Q WP édr — /Q F)u¢de >0,  (3.28)

para todo ¢ € Hj (). Portanto, esta desigualdade também ¢ vélida para —¢. Entdo nossa

afirmagcao estd provada. Note que substituindo ¢ por —¢ em (3.28), tem-se

(o) [ (70 7(=0)da+ 2 [ wr(=g)de = [ fl) (=)o =0,

o que implica
(a + b||u*||2> /Q(Vu*, Vo)dx + /\/Quf:qbdx - /Qf(x)u;”gzﬁdx <0. (3.29)
De (3.28) e (3.29), temos

(a + b|]u*||2> /Q(Vu*, Vo)dx + /\/Quzgzﬁdx — /Q f(x)u"¢dr = 0,Yo € Hy(9).

Assim, u, é uma solugdo fraca para o problema (3.1). Além disso, de acordo com
o Lema 3.1.1, temos que I(u.) = inf,cp1(q) I(u). Portanto, a solugdo u, ¢ um minimo

global para o funcional I.
Etapa 3: u, ¢ a tinica solugao do problema (3.1).

De fato, suponha que v, é outra solu¢ao do problema (3.1). Entao é claro que
U, — v, € HJ(Q). Assim, como u, e v, sdo solugoes do problema (3.1), segue de (3.3)

usando ¢ = u, — v, como funcgao teste, que

(a—l—b||u*||2) /Q (Vtte, V(t1s—0,))da+ A /Q P (1t — v, )da— /Q Fla)us (wa—v,)dz = 0 (3.30)

(a+b||v*||2> /Q(Vv*,V(u*—v*))da:—l—/\/ﬂvf(u*—v*)dm—/Qf(x)v;”(u*—v*)dx — 0. (3.31)
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Subtraindo (3.30) de (3.31), obtemos
a/ﬂ {(Vu*, Vi, — Vu,) — (Vo,, Vu, — VU*):| dx + /\/Q {uf(u* —v,) — VP (uy — v,) |dx
+ b<||u*|]2 /Q(w*, V(. — v.))dz — ||v*||2/Q(Vv*, v (u, — v*))da:>
~ [ £@) | (s = ) = 07 = )| do =0,
de onde segue que,

alfu, — v.||? +b[||u*||4 Nl [ (ue, Vo) = el [ (T, Tu.)da
\ e Q (3.32)
* A * — Ux P—ol)de — L —u7 *_*d:
loall?] 0 [ (e = v @ = e)do = [ f(e = o) (. — v)de =0

Denotamos

I (e 02) = all = el [ (T, 70 )de = o2 [ (Vu, o)z + o]’ (3.33)
Q Q
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Hoélder, temos
/(Vu*,Vv*)dx < / |Vu,| |[Vo,|dx
Q Q

< V]2l Vel

= [luallllodll-
Portanto, em (3.33), temos
T, 0.) 2 [l = el Plloall = ol ]l + flo]|*
= <||U*||3 = [l ) (sl = o]

(3.34)

(Il = Bl (el + fla e + e ?)
0.

v

Como 0 <y < 1ep>0, pela Proposi¢cao.0.1 do Apéndice A, obtemos as seguintes
desigualdades

(m™ —=n"7)(m—n) <0, (M’ —nP)(m—n)>0, Vm,n > 0.

Assim,

/Qf(x)(u;7 — v, ) (ux — vy )dz <0, /Q(u* —v,)(ul — vP)dx > 0. (3.35)

*

1° Caso: Se a > 0.

Usando (3.33), (3.34), (3.35) e b > 0, segue de (3.32) que
allu, = vu]? = =b|lfac]|* = ol [ (Vae, 90)da — ol [ (V0. Tu)da + o)

— 2 [ (e =) = oo+ [ f@) @ = o) (= v)do
< 0.

Portanto, al|u, — v.||* < 0, o que implica que ||u, — v.]|*> = 0, e consequentemente u, = ..
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2% Caso: Se a = 0.
Note que b > 0, pois, a + b > 0, e usando (3.35) e (3.32), temos

b

Jaallt = el [ (900, 90 ) = ol [ (T, u)da + o)

=2 [ (= vt = D)o + [ @) = o) (s~ v)de

<0

— Y

de onde segue que, bJ(uy,v,) < 0, e consequentemente J(u,, v,) < 0. Assim, usando esta

ultima desigualdade e (3.34), concluimos que J(u.,v,) = 0. Além disso, obtemos

2
0= (Nl = o) (Mo el + o) <,

e como u, > 0 e v, > 0, tem-se, ||u.|| = ||v.]|.
Agora, observe que

e = vall® = fluall® = 2(us, 02) + [Jos]?

= 2 (1)) (3:36)

e como J(uy, v,) = 0, obtemos
aall® = el e, ve) = [fvel* (s, ) + Jou|* = 0.
Logo, como ||u.|| = [|v.|, segue que
2[ul* = 2flw*(us, vi) =0,

e consequentemente,
2l 2w = s, 2)) = 0.

Como u, > 0, segue que |u||* — (us, vi) = 0.

Logo, por (3.36), segue que ||u, — v.||* = 0, e consequentemente u, = v..

Assim, para todo a > 0, temos u, = v,. Portanto, u, é a tinica soluc¢ao positiva do

problema (3.1). Isso completa a demonstragao do Teorema 3.0.1.

[]
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APENDICE A - DEFINICOES E RESULTADOS

Neste apéndice enunciaremos as defini¢oes e resultados que foram utilizados no

decorrer deste trabalho.

Teorema .0.1 (Desigualdade Geral de Bernoulli). Se z,p € R, em que © > —1,
p>0ep+#1, entao
(1+2)?<1+4+pz, com0<p<l.

Demonstragio. [9]. O
. . . 1 1
Teorema .0.2 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € (1,00) tais que — + — = 1,
p q
entao
al bl
ab< —+ —, coma,b>0.
p q
Demonstragdo. Ver [6]. O

Proposicao .0.1. Sejam r,p € R tais que 0 <r <1 ep > 0. Entdo para todo m,n > 0
se cumpre
(m™ —=n"")(m—n) <0, (M’ —nP)(m—n)>0.

Demonstragio. Considere a funcio ¢(t) = t* para t € (0,00). Note que ¢'(t) = pt?~! >0

para t € (0,00). Assim, p(t) é estritamente crescente para t € (0,00).

Suponha, sem perda de generalidade que m > n, entdo m —n > 0 e p(m) > ¢(n),

ou seja, m? > nP logo (m? —nP)(m —n) > 0.
Agora, se m = n, claramente temos que (m? —n?)(m —n) = 0.
Isto mostra que (m? —n?)(m —n) > 0 e a igualdade é vilida quando m = n.

Por outro lado, considerando ¢(t) = ¢t~" para t € (0,00), em que —1 < —r < 0,
tem-se ¢'(t) = —rt™""! < 0 para t € (0,00). Assim, g(t) é estritamente decrescente
para t € (0,00). Entao, fazendo uma analise semelhante ao que fizemos acima, obtemos

(m™" —n7")(m —n) <0 e a igualdade é vilida quando m = n. O

Definigao .0.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal em (X, M)

¢ uma fungao v : M — [—00, 00| tais que
(i) v(0) = 0;
(7i) v assume pelo menos um dos valores £00;

(1it) se {E;} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entao v(UF E;) = Y3 v(E)),

onde a ultima soma converge absolutamente se v(UY E;) € finito.
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Assim, toda medida ¢ uma medida com sinal. Para énfase, as vezes nos referimos a
medidas como medidas positivas.

Observagao .0.1. Se pu é uma medida em M e f : X — [—00,+00] é uma fungdo

mensurdvel tal que pelo menos /f*d,u ou /f’du ¢ finita (nesse caso chamaremos a f

de fungao estendida p — integravel ), entdo a fung¢io v definida por v(E) = / fdu € uma
E

medida com sinal.

Definigao .0.2. Suponha que v é uma medida com sinal e p é uma medida positiva em

(X, M). Dizemos que v é absolutamente continua em relacio a j e escrevemos
v

se v(E) =0 para todo E € M para o qual u(E) = 0.

Teorema .0.3. Sejam v uma medida finita com sinal e p uma medida positiva em (X, M).

Entao v < 1 se, e somente se, para todo € > 0 existe § > 0 tal que |V(E)| < e sempre que
w(E) < 6.

Demonstragio. Ver [7]. O

Se 1 ¢ uma medida e f é uma fungao p —integravel, a medida com sinal v definida

por v(E) = / fdu é absolutamente continua em relagao a u; e € finita se, e somente se,

fe L.

Corolario .0.1. Se f € L'(u), para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

/ fdu‘ < g sempre
E
que u(E) < 0.

Definicao .0.3. Seja (X, M, ) um espago de medida. Se f é uma fung¢io mensurdvel em

151 = ([1rvan) " e

IP(X, Mop) ={f: X =R | f é mensurdvel e ||f||, < oo}

X e0 < p< oo, definimos

Denotaremos LP(X, M, p) como LP(X) ou simplesmente como LP.
Observagao .0.2. Para 1 < p < oo LP(X) € um espago vetorial e || ||, é uma norma.

Teorema .0.4. Para 1 < p < oo, LP(X) é um espago de Banach.

Demonstragio. Ver [7]. O

Observagao .0.3. No espago (X, M, ), se u(X) < oo, entdo L C LY C LP C L', para
1<p<qg<oo.
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Teorema .0.5 (O Lema de Fatou). Seja (X, M, 1) um espago de medida. Se {f,} é

qualquer sequéncia em LT (espago de todas as fungoes mensurdveis de X em [0,00]), entdo

/ (liminf f,) < lim inf / fo.
Demonstragao. Ver [7]. O

Teorema .0.6 (O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f,}

uma sequéncia em L' tal que

(a) fn— f em q.tp., e,

ETISTE UMa Juncao nao-neqgariva g S at que para 1toao n tem-se || =~ g e€m q.i.p.
b st fungdo na ti L tal todo n t fal < t

Entdo f € L! e/f:JLr&/fn.
Demonstragio. Ver [7]. O
Teorema .0.7 (Desigualdade de Hoélder). Suponha que f € LP e g € LY com p,q €
1 1
[1,00] e =4+ = =1. Entao fg€ L' ¢
p q

[1791 <15 plgl

Demonstragio. Ver [3]. O

Teorema .0.8 (Lema de Brézis-Lieb). Sejam Q un subconjunto aberto de R e {u,} C
LP(§2), com 1 < p < 00. Se

a) {u,} € limitada em LP($2),
b) u, — u em q.t.p. em 2, entdo
Jim ([lun[5 = flun = ull7) = [Jull}.
Demonstragao. Ver [25]. O
Proposicao .0.2. Seja {x,} uma sequéncia num espa¢o de Banach E. Entao
(i) T, = x se, e somente se, (f,x,) = (f,x) Vf € E'.
(ii) Se x, — x, entdo x, — x.
(iii) Se x, — x, entdo {||x,||} € limitado e ||z|| < lim inf]||x,|.
(iv) Se x, = x e se f, = f em E' (isto é, || fn — fller — 0), entao (fn,z,) — (f,z).

Demonstragio. Ver [3]. O
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Teorema .0.9. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequéncia fraca-

mente convergente.

Demonstragao. Ver [26]. O
Observacao .0.4. Todo espago de Hilbert é reflexivo.

Lema .0.1. Sejam Q un subconjunto aberto de R" e 1 < p < co. Se v, — u em LP(2),
existem uma subsequéncia {w,} de {v,} e g € LP() tal que, quase em todas partes de €2,

wa(r) = u(z) e |u(@)], wa(z)] < g(z).
Demonstragio. Ver [25]. O

Teorema .0.10. Uma sequéncia (x,) de um espago vetorial normado X converge fraca-

mente a um elemento v € X se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
i) sup ||z,|| < oo, e
n>1

i) Jim f(zn) = f(z), para todo f € D' onde D' é um subconjunto fortemente denso de
X',

Demonstragio. Ver [26]. O
Teorema .0.11. Para 1 < p < oo, C.(X) é denso em LP().

Demonstragio. Ver [24]. O

Definigao .0.4. Seja M = {f(z)} uma familia de fungoes integraveis definidas num

conjunto ). Se para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que as relagoes
ECQ, |E| <,

impliquem que

<e,

para todas as funcgoes da familia M, entao, dizemos que as fungoes da familia M tém

integrais equi-absolutamente-continuas.

Teorema .0.12 (Teorema de Vitali). Seja (X, M, ) um espago de medida positivo.
Um conjunto ® C L'(X) chama-se uniformemente integrdvel se para cada ¢ > 0 existe um

0 > 0 tal que
/ Jdp <,
E
sempre que f € ® e u(E) <6, em que E C M. Se

i) p(X) < oo,



it) {fau} € uniformemente integrdvel,
iit) fo(z) = f(x),q.t.p. quando n — oo, e
) 11(@)] < 00, gt

entdo f € L'(X) e
tim [ 1fa = fldn = 0.
X

n—o0

52
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APENDICE B - ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao, apresentaremos os resultados mais usados sobre Espacos de Sobolev.

Definigao .0.1. Um vetor da forma o = (o, ..., q,), onde cada componente o; é um
inteiro nao-negativo, € chamado de multi-indice de ordem || = o1 + ... 4+ . Se x € R”

e a € um multi-indice, definimos

oy ()

Dyu(z) = IS

_ Qo1 le%
— aml 89::

Sejam p € [1,+00], m € N e Q C RY um aberto.

Definimos o espago WP () como sendo
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),Ya € NY com |a| < m}
cuja norma ¢ definida por:
1/p
[[ullwmr(e) = ( ) ||DO‘U||§) 1< p<oo,
0<|ar|<m

e para p = oo é dada por

J— «
fullwnx@ = mas [0l

Chamamos os espagos normados WP () de espagos de Sobolev.

Teorema .0.1. Para cadam=1,... el <p < o0, o espago de Sobolev W™P(Q) é um

espaco de Banach.

Demonstragio. Ver [6]. O

Observagao .0.1. Se p = 2, denotamos o espago de Sobolev W™P(Q) por H™ ().

O espago H™(QY) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(U, V) = > (D%, D) 12

0<]al<m

para todo u,v € H™(Q) e é denominado espago de Sobolev de ordem m.
Definicao .0.2. Denotaremos por Wy""(Q) o fecho de C3°(Q2) em W™P(Q), isto é

m Sy lwm
Wo™ () = G5°(2) :

Assim, u € W"P(Q) se, e somente se, existem fungoes uy € C3°(Q) tal que ux — u
em W™P(Q).
Quando p = 2, escrevemos H*(Q) em lugar de W;™*(Q).
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.1 IMERSOES DE SOBOLEV

Apresentaremos os teoremas de imersoes dos espacos de Sobolev.

Definigao .1.1 (Imersao Continua). Dizemos que o espa¢o normado (X, ||.||x) estd

imerso continuamente no espaco (Y, ||.|ly) e escrevemos X — Y quando,

(i) X for subespago vetorial de Y,
(ii) A aplicagio inclusdio
1: X =Y
r—i(x) =x
é continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)|y < M||z|x, para todo x € X.
Definicao .1.2 (Operador Linear Compacto). Um operador linear T : X — Y € dito

compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X € levada em uma sequéncia T (x,) que

admite uma sequéncia convergente em Y.

Defini¢ao .1.3 (Imersdao Compacta). Dizemos que o espago normado (X, ||.||x) estd

imerso compactamente no espago (Y,||.|ly) e escrevemos X —— Y quando,
1 X =Y
r—i(x) =x
é um operador linear compacto.

Teorema .1.1 (Teorema das Imersées Continuas). Sejam Q C RY um dominio
limitado com fronteira suave, m > 0 e 1 < p < co. Entao, para qualquer j > 0 as imersoes

abaizo sao continuas:

. N j+m, B N .
(Z) Sem<;,W7 p(Q)%W]q(Q),qug N*gﬂﬂ

(i) Sem = I, Witme(Q) — WH9(Q),p < ¢ < oo

(ii) Sem > X Witme(Q) — Cp();

(iv) Sem —1< % < m, Witmr(Q) — C1*(Q),0 < a < m — %.

Demonstragio. Ver [19]. O

Observacao .1.1. C4(Q) € o espaco das fungies u € C7(Q) tais que Du, para || < j é

limitada em €2, cuja norma é

oy = D* .
||U||C%(Q) ogﬁé 2lég| u(w)|

Teorema .1.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q um dominio regular limitado,

1720, m>1el<p<oo. Entao, as imersoes abairo sao compactas:
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; N j+m, , Np .
(i) Sem < 5, WITme(Q) — WH(Q),1 < ¢ < g5
(ii) Sem = %,Wﬁm’p(Q) — W(Q),1 < q < oo;
(iii) Sem > %, Witme(Q) < CL(Q) e Witmr(Q) < Wi4(Q),1 < ¢ < oo;

(i) Sem —1 <X <m Witmr(Q) — C(Q),0<a <m— X,
P P

Demonstragio. Ver [19]. O

Teorema .1.3 (Identidades de Green). Seja 2 C R"™ um dominio onde vale o teorema

da divergéncia e sejam u,v € C%(Q)). Entdo valem as sequintes identidades:

(i) Primeira Identidade de Green

/(UAU + VoVu)dzdy = / v@ds;
Q oq On
(i1) Segunda Identidade de Green
/Q(UAU — uAv)dzdy = /asz (vg:; - u?i) ds,

em que a% € a derivada direcional na diregdo da mormal unitaria exterior n.

Demonstragio. Ver [6] O
Teorema .1.4 (Principio do Maximo). Seja u € HL(Q) solugio de

—Au+AIu=h emf ),
u=0 sobre OS2,

em que h € L* (), X\ um parametro real ndo-negativo e h > 0 em Q. Entdo u > 0 em €.

Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entdo u > 0 em Q.

0
Se u € CY(Q), entdo a derivada normal exterior 8—u(x) < 0, para todo x € Q.
n

Demonstragio. Ver [6]. O

Teorema .1.5 (Principio do Maximo Forte). Sejam Q C RY um aberto e u €

C?(Q)NC°Q) com Au >0 (Au < 0) em Q e suponha que existe um ponto y € Q tal que

u(y) = supu (inf u) :
Q Q

Entao u € constante.

Demonstragio. Ver [8]. O
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Teorema .1.6 (Principio do Maximo Fraco). Sejam Q C RY um aberto e u €

C?(Q)NC%Q) com Au >0 (Au < 0) em Q. Entdo

supu = sup u (infu = inf u) .
Q o0 Q Q

Demonstragio. Ver [8]. O

Teorema .1.7. (Desigualdade de Poincaré) Se Q C R™ é um conjunto aberto, conexo

e limitado, entao existe uma constante positiva C (que depende de n e Q) tal que

|u|l 2 < C||Vul L@y, para todo u € H&(Q).

Demonstragio. Seja Q = (0,a)” um cubo em R™ que contém ().

Dado v € W'2(Q), temos uma extensao @ de u por zero no cubo Q. Logo,
_ 1,2 _ _
ueWo™(Q), ullza@) = lullrewy e IVullrz@ = VUl ey -

Assim, para qualquer funcao u € C§°(2), temos
Tn
u (1, Ty r ,Ty) = /0 Ug, (1, ,Tp_1,t)dt.

Logo,

2

/ ! Uy, (Il,l'g, e 7xn—17t) dt
0

2

Tn
= </0 ’uxn (xlaxZa"' 7xn—17t)|’1|dt> )
e consequentemente, pela desigualdade de Holder, nés temos que
Tn Tn
u(@)? < [ st [ 1
0 0
Tn
=l [ g, (2w, )P
a
Sa/ ’uxn(xly'r27"' 7$n—17t)|2dt‘
0
Usando o teorema de Fubini, temos
a
/ lu(z)[Pdr < / a/ g, (21,29, Tp_1,t)|?dtdx
Q o Jo
S CLQ\/ |u1‘n(x17 Loy, Tp—1, t>|2d$
Q
< a2/ |Vul*dz.
Q

Portanto,
ul| 220y < al|Vu||L@y, para todo u € C3°(€2).

Assim, pela densidade de C°(Q) em H}(2), temos que

lullze < allVullp@yz, Yu € Hy().
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Corolério .1.1. As normas || - || de Hj(Q) e || - ||z de L*(Q) sdo equivalentes.

Demonstragao. Ver [19]. O

Definicao .1.4. Denotaremos por A (satisfazendo 0 < A\ < Xy < -+ < A\, < +-- ) com
k € N, os autovalores associados ds autofungoes o1, pa, ..., do problema com condicio de

Dirichlet abaizo:

—Au =X u em ¥,
(-1)

u=0 sobre Q.

Proposicao .1.1. Seja Q2 C R™ um aberto limitado. Entao o problema de autovalor
—Au = \u, em Q, comu € H}(Q),
possui um numero infinito enumerdvel de autovalores
D<A <A< <)\ < -
tais que
Aj — 00,

e as autofuncoes {p;} constituem um sistema ortonormal completo para L*(2), isto ¢,
V=" aip;,
i=1

para todo v € L*(Q). Em particular,

[e.9]

ol = (v, @)

i=1
Além disso, para todo v € Hj () vale
190ll3 = > Ailv, ).
i=1
Proposi¢ao .1.2. Seja {p,} a sequéncia das autofungdes autonormais em L*(Q) associadas
aos autovalores \;. Definindo HY =W & X, em que W = span{¢1,...,pr} ¢ X = W+ =

|
[l g1 . . .
span{@gi1, Pri2,.--p 0 temos a sequinte estimativa:

Jull® < Al Vu € W.

Demonstracao. Seja u € W, entao existem nimeros reais a; com 1 < ¢ < k, tais que
k
i=1
Usando a integracao por partes e o fato de ¢; ser autofuncao associado ao autovalor
A; do problema (.1) com (g;, p;)2 = / @ip;dr = 0 para i # j (pois 0s ; sdo ortonormais
Q
em L?(Q)), obtemos:

k

M :/QVuVuda: :/Q—Au udz = /Q (Za,(—Ach) (gai%) dz.

=1



Agora, como —Ap; = \;p;, segue que
k k k
Jul|* = / (Z 0@&%) (Z ai%‘) dr = / > Nojeids
@ \i=1 i=1 Qi
k k k
< A /Q ZOZ?%ZdCU = )\k/Q (Z Oéz‘%) <Z 041'%) dx
i=1 i=1 i=1

_ )\k/Q a2 dz = AJul 2.

o8



99
APENDICE C - CALCULO DIFERENCIAL PARA FUNCIONAIS REAIS

Neste apéndice apresentamos uma breve revisao de defini¢coes e resultados impor-
tantes do calculo diferencial para funcionais reais definidos num espago de Banach. Além

disso, mostraremos que o funcional com o qual trabalhamos no capitulo 2 ¢ de classe C!.

Definicao .0.1. Sejam X um espaco de Banach, U um subconjunto aberto de X e
I :U — R um funcional. Dizemos que I é Fréchet diferenciavel em u € U se existe

lof|—0 |v]]

—0. (1)

Assim, para uma funcao diferenciavel I, temos
Iu+v) — () — Av = o u])
quando ||v|| = 0 para algum A € X'

Definigao .0.2. Seja [ : U — R diferencidvel em u € U. O tunico elemento de X' tal que
vale (.1) é chamada a diferencial Fréchet de I em u e é denotada por I'(u) ou por dI(u).

Assim devemos ter
Iu+v)=1(u)+ I'(u)v + o(||v|)

quando ||v|| = 0.

Definicao .0.3. Seja U C X um conjunto aberto. Se o funcional I é diferencidvel em
todo u € U, dizemos que I é diferenciavel em U. A aplicagio I' : U — X' que leva u € U
em I'(u) € X' é chamada derivada Fréchet de 1. Se a derivada I' € continua dizemos que
I ¢ de classe C' em U e escrevemos I € C1(U).

Proposicao .0.1. Suponha que I e J sao Fréchet diferencidveis em u € U C X. Entdo

valem as sequintes propiedades:

(1) se a eb sio nimeros reais, al +bJ é Fréchet diferencidvel em u e
(al +bJ) (u) = al'(u) + bJ'(u),
(2) o produto 1.J é Fréchet diferencidvel em u e
(IJ) (u) = J(u)I'(u) + I(u)J' (u).
Demonstragdo. Ver [2]. O
Proposicao .0.2. Sejam X um espaco de Hilbert e J um funcional dado por
J(u) = ||ul]?, Yu € X.

Se J'(u)v = 2{u,v), em que (-,-) denota o produto interno sobre X, entio J € C*(X).
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De fato, como
Ju+v) — J(u) — J (v = |lu+v|* —||ul|* - 2{u,v) = ||v|? Yu,v € X,
passando o limite, quando ||v|| — 0, obtemos
J(u+v)— J(u) — J(u)v =o(||v]).

Portanto, o funcional J é Fréchet diferenciavel. Agora, sejam (u,,) uma sequéncia em X e

u € X tal que u, — u em X, quando n — oo. Entao, para v € X com |[v|| = 1, temos
(' (un) = J'(w))v] = |2{un, v) = 2{u, v)| = 2[(uy — u, v)| < 2[|luy — ul[|Jv]].

Dai
[ (wn) = J' (W)l xr < 2[|un — ul,

donde segue que

J (up) = J'(u) em X', quando n — oo,

mostrando a continuidade de J'. Assim J € C'(X).

Proposicao .0.3. Seja X um espago de Hilbert. Pelo item (2) da Proposi¢io 2.0.1 e o

exemplo anterior temos que o funcional ® dado por
@(w) = flull* = [|ull*[lu|,
¢ Fréchet diferencidavel para todo u € X.

Além disso, se ®'(u)v = 4||ul|*(u,v) entio ® € C*(X).

De fato, sejam {u,} uma sequéncia em X e u € X tal que u,, - v em X, quando

n — oo. Entao, para v € X com ||v|| = 1, temos

(@ (un) — @ (u))v] = A ] [* (u, v) — [l *(u, )]
= 4|1t v) = [l *Cw, 0) + [, v) = [Jul*(u, )]

= A lun|* (. — v, 0) + (funl* = [[u]l*) (u, v)]-
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
(@ (un) — @' ()| < Aflw ||l — ullllv]l + 4(/[wnll = llll| [Jeall + [l Dl o],
e lembre que |||a]| — [|b]|| < ||a — b|| para todo a,b € X, entdo

(@ (un) = @' (u))o] < Affun|*llun — ull + 4l =l (el + [l ]l
= A, — vl (Jlnll* + (leen]] + ) llu])

Dai
|9 (up) — @' (u)||x < AC|Jup — ul,
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em que C' = [[un|* + (lun]| + [Ju]])[[u]]. Logo segue que
' (u,) — ®'(u) em X', quando n — oo,

mostrando a continuidade de ®'. Assim ® € C*(X).

Agora introducimos uma nog¢ao mais fraca de diferenciabilidade.

Definicao .0.4. Sejam X um espaco de Banach, U C X um conjunto aberto e [ : U — R
um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferencidvel em u € U se existe A € X' tal que,

para todo v € X,
I _
lim (u+ tv) — I(u)
t—0 t

= Av. (.2)

Se I € Gateauz diferencidvel em u, existe um unico funcional linear A € X' que satisfaz
(.2) e € denotada por If.(u).

Pela mesma defini¢cao de diferenciabilidade de Fréchet, é claro que se I é Fréchet
diferencidvel em u, entdo também é Gateaux diferenciavel em u e I'(u) = Ij;(u). Mas a
reciproca nao é verdade. Além disso, se o funcional I é Gateaux diferenciavel em todo
u € U C X em que U é um conjunto aberto, dizemos que I é Gateaux diferenciavel em U.
A aplicagao I, : U — X' que leva u € U em I/;(u) € X’ é chamada a derivada de Gateaux
de I.

Proposicao .0.4. Suponha que U C X é um conjunto aberto, que I é Gateaux diferencidavel

em U e que I, é continua em uw € U. Entao I é também Fréchet diferencidvel em u e

I'(u) = Ig(u).
Demonstragio. Ver [5]. O

Proposicao .0.5. Sejam Q C RN (com N > 3) um dominio limitado com fronteira suave

e P uma fungdo definida por
£
P(a,) = [ bz, t)dt
0
tal que h satisfaz as sequintes condicoes:
(i) hr,€) € C(Q x R,R),

(ii) Existem constantes a,b > 0 tais que

N +2
N-2

|h(z,8)| <a+bE]°, VeeQ el ER, coml<s<

Entao o funcional ¥ : H} () — R dado por

¢ de classe C'(HY(Q),R).



62

Demonstragao. Ver [23]. O

Agora mostraremos que o funcional energia I do capitulo 2 ¢ de classe C*'(H3(Q2), R),

onde [ esta definido por
Hw) = Sl + 2l =2 [t =3 [ updr, vue m@,  (3)
2 4 4 Jo 2 Ja ’ o
e seu derivada é
I'(u)p = a/ Vqupd:B—l—b/ |Vu|2dx/ Vquod:v—,u/ |lul|*updr — )\/ updx
Q Q 0 0 Q
= (a+bllul?) /Q VuVedr — u/ﬂ |u|*updr — )\/ngodﬁ

para todo p € Hy(Q).

Observe que o funcional f : Hj(2) — R definido por

b
F) = Sl + Z ull,
é de classe C'(H}(Q),R), isto devido aos Exemplos .0.2 e .0.3.
Agora, seja o funcional g : H}(£2) — R definido por
gw) = [ Juf*da.
Q
e considere
g (u)v = 2/ uvdz.
0
Mostremos que g é de classe C*(H}(Q2),R).
Sejam u,v € H}(Q), entdo
lg(u +v) — g(u) — ¢'(u)v] = |/ lu — v|*dx — / |u|?dx — 2/ uvdzx|
0 O 0
= 2dx| = ||v||3.
| [ v*dal = loll
Como H{ () esta imerso continuamente em L?(€2), temos
l9(u+v) = g(u) = g'(wv| = ||v]; < C|Jv]]*, com C > 0.

Logo, passando o limite, quando |[v]| — 0, temos que g é Fréchet diferencivel.
A seguir mostraremos que ¢’ é continua.

Sejam {u,} uma sequéncia em H}(Q) e u € H} () tal que u, — u em H} (),

quando n — oco. Entédo, para v € H}(Q) com ||v|| = 1, temos

(" (un) — g'(u))v] = 2| /Q(un — wjvda| = 2[{up — u, v)s| < 2jun — ulla[|v[l2.
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Como HJ () esta imerso continuamente em L?((2), obtemos
(9" (un) = g'(w))o] < 2K |Jup = ull[|v]l, com K > 0.

Dai
19" (un) = ' (W)l (yy < 2K ||y — ull,

donde segue que ¢'(u,) — ¢'(u) em (H(Q2))', quando n — oo, mostrando a continuidade
de ¢'. Assim g € C'(Hg(Q),R).

Finalmente mostremos que o funcional ¥ : H}(Q) — R, dado por

1
W) = ; | Jul'de,

¢ de classe C'(H}(Q),R).
Definamos g(x,t) = 3, para todo € Q e t € R com N = 4. Entao

lg(z,t)] = |t|* < a+ [t*, com a > 0.

Considere o funcional J, dado por

Jg(u) = /QH(x,u)dx, em que H(x,t) = /Otg(x,s)ds.

Jy(u) = /Q (/Ou sgds> dr = i/ﬂu‘ldx.

Entdo pela Proposigao .0.5, ¥(u) = J,(u) é de classe C*'(Hj (), R).

Observe que,



