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RESUMO

A area de equagoes diferenciais ocupa um papel central na matematica. De um
ponto de vista tedrico, é um campo que intersecta diversas outras areas distintas e as
conecta. Do ponto de vista aplicado, é uma area com intimeras aplicagoes nas ciéncias
naturais e na modelagem computacional. Devido a isso, essa area atrai muitos pesquisadores

e ha grande producao académica nesse campo.

O objetivo desse trabalho é estudar certos tipos de equagoes diferenciais funcionais
em medida e de equagoes dinamicas funcionais em escalas temporais, além de métodos da
média para estas equagoes. Para isso, estudamos a integral de Kurzweil e suas propriedades,
as quais foram desenvolvidas na década de 50 para a resolucao de problemas dentro da area
de EDOQO, e as escalas temporais, que foram introduzidas em 1988, na tese de doutorado de
Stefan Hilger, com o intuito de unificar as andlises discreta e continua. Usamos dessas
teorias para relacionar equagoes diferenciais funcionais com equagoes dindmicas e para
provarmos resultados sobre ambas. Por fim, usamos desses resultados e relagoes para o
estudo do método da média, o qual nos permite aproximar as solugoes dessas equagoes

por solugoes de equagdes mais simples.

Palavras-chave: Método da média. Equagoes diferenciais funcionais em medida. Equagoes

dindmicas funcionais em escalas temporais.



ABSTRACT

The area of differential equations occupies a central role in mathematics. From
a theoretical point of view, it is a field that intersects several other distinct areas and
connects them. From an applied mathematics point of view, it is an area with numerous
applications in the natural sciences and in computational modeling. Due to this, it is an

area that attracts many researchers and in which there is great academic production.

The objective of this work is to study certain types of measure functional differential
equations and functional dynamic equations on time scales, as well as averaging methods
for these equations. For this, we studied the Kurzweil integral and its properties, which
were developed in the 1950s for solving problems within the ODE area, and the time
scales, which were introduced in 1988, in Stefan Hilger’s doctoral thesis, in order to unify
discrete and continuous analysis. We use these theories to relate functional differential
equations to dynamic equations and to prove results on both. Finally, we use these results
and relationships to study the averaging method, which allows us to approximate the

solutions of these equations by solutions of simpler equations.

Keywords: Averaging method. Measure functional differential equations. Functional

dynamic equations on time scales.
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conjunto {z € X | |z —al <r}

Bola fechada em um espaco de Banach X de centro a e raio r, dada

pelo conjunto {x € X | |z —al <7}

Conjunto das fungoes f : X — Y regradas

Conjunto dos nimeros reais nao-negativos

Complementar do conjunto A

Conjunto das fungoes f : T — X rd-continuas

Valor do limite lim g(s) —g(t)
s—t

Valor do limite lim g(t) — g(s)
s—t~

Valor do limite lirg f(
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s—t~
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1 INTRODUCAO

Desde sua concepgao, as equagoes diferenciais tiveram um papel destaque na
matematica: por um lado, mais tedrico, essa area reunia diversos assuntos centrais na
pesquisa matematica da época, como a analise, a geometria e a topologia, conectando essas
areas e fornecendo resultados importantes dentro delas; por outro lado, mais aplicado, essa
area se mostrou extremamente eficiente na modelagem e estudo de fené6menos naturais,
tendo se tornado linguagem e ferramenta imprescindivel para as ciéncias naturais. Tal fato
motivou o desenvolvimento dessa area por inimeros matematicos ao longo dos séculos, e
varios dos “problemas” encontrados durante esse processo serviram para trazer a luz novas

ideias, que serviram de base para continuar o progresso no estudo de equagoes diferenciais.

Dentro desses problemas, um que se destaca esta relacionado com a integrabilidade
de certas fungoes. A integral de Riemann nao é capaz de integrar muitas func¢des que
sao “interessantes”, de um ponto de vista tedrico, dentre as quais se destacam fungoes
de grande oscilacao ou com muitas descontinuidades. Para tratar esse problema, muitas
outras integrais foram desenvolvidas. Nesse texto, estudaremos, no segundo capitulo, as
integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes e suas propriedades, sendo esta ultima integral
um caso particular da primeira. Neste capitulo, apresentamos um resultado inédito, que
nos permite dar novas demonstracoes de ambas as versoes do Lema de Cousin, além de
apresentarmos demonstracgoes proprias de diversas propriedades da integral de Kurzweil.
Um dos motivos de interesse no estudo dessa integral se da pelo fato de ela generalizar a
integral de Riemann generalizada, sendo capaz de integrar fungoes de grande oscilagao,
com muitas descontinuidades, que tenham como contradominio espacos de Banach. Outro
motivo importante se dé pelo fato dessas integrais englobarem muitas outras integrais
importantes, como a integral de Riemann, a integral de Lesbegue e a integral de Riemann

generalizada.

Outro problema que surge ao longo do desenvolvimento das equacoes diferenciais
se da no contexto da modelagem de certos fendmenos naturais. Por exemplo, em alguns
casos, populacoes de organismos podem sofrer grandes redugoes periédicas em seu vo-
lume populacional, comecando este a se comportar de maneira discreta ou até mesmo
desaparecendo durante certos periodos, para depois retornarem ao seu crescimento usual.
Isso se torna um problema na modelagem uma vez que uma funcao que descrevesse essa
populacao ao longo do tempo necessitaria ter “buracos” em seu dominio, o que vai de
encontro as ferramentas do calculo, que muitas vezes supoe um dominio conexo. Uma das
solugoes para esse problema foi proposta por Stefan Hilger, em sua tese de doutorado, por
meio das escalas temporais. Nesse texto, estudaremos no terceiro capitulo este conceito e
suas propriedades, além de um tipo de integral definido para que possamos integrar sobre
conjuntos fechados nao-conexos: a A-integral de Perron-Stieltjes. Em particular, daremos

uma definicdo um pouco mais geral que aquela encontrada em grande parte da literatura
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(a saber, a A-integral de Perron), que nos permitira, sem esfor¢o adicional, generalizar
quase todos os resultados referentes a escalas presentes nesse texto. Ainda no terceiro
capitulo, veremos que a A-integral de Perron-Stieltjes e a integral de Perron-Stieltjes estao

fortemente relacionadas.

Em seguida, no capitulo 4, usaremos da teoria desenvolvida nos dois capitulos
anteriores para estudarmos equacoes diferenciais funcionais em medida, com e sem impulso,
e equagoes dinamicas funcionais em escalas temporais, com e sem impulso. Durante esse
estudo, além de analisarmos as propriedades dessas equagoes, usaremos da relagao entre a
A-integral de Perron-Stieltjes e a integral de Perron-Stieltjes para mostrar que existe uma
correspondéncia biunivoca entre as solucoes de certas equacoes diferenciais em medida e
as solucoes de certas equacgoes dindmicas em escalas temporais, o que nos permitird provar
resultados para equacdes dinamicas utilizando a integral de Perron-Stieltjes e dominios
conexos, ambos os quais possuem propriedades bastante tteis. Ainda, a definicdo da
A-integral que apresentaremos, e os resultados que dela seguem, nos permitirao generalizar

muitos dos resultados referentes a equacoes dinamicas em escalas temporais.

Por fim, no capitulo 5, estudaremos métodos da média, periédico e nao-peridédico,
para a analise de equagdes funcionais em medida e equagoes dindmicas em escalas temporais.
Esses métodos consistem em aproximar as solucoes de certas equacoes por solugoes de
equagoes mais simples. Novamente, nesse capitulo, usaremos dos resultados mais gerais da
A-integral apresentados nesse texto para generalizar alguns dos resultados dos métodos da

média referentes a equagoes dinamicas.
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2 INTEGRAL DE KURZWEIL

Neste capitulo, estudaremos a integral de Kurzweil, a qual pode ser entendida
como uma generalizagdo da integral de Riemann generalizada. O motivo de estudar tal
integral é que esta nos permite integrar func¢oes de grande oscilagao, além de podermos
tomar contradominios fora dos reais. Em particular, essa integral engloba outras integrais
bastante tteis, como a integral de Perron-Stieltjes, a qual sera explorada na parte de

equacoes funcionais em medida.

2.1 Definicao

Sejam a,b € R, com a < b.

Defini¢ao 1 (Parti¢do). Dado n € N, dizemos que d = {t; € [a,b] | i € {0,1,....,n}} é
uma particao de [a,b] sety = a, t, =b et,_y <t; para todo i € {1,...,n}. Nesse caso,
diremos que n = |d| e que d = (t;). O conjunto das particoes de [a,b] serd denotado por

Dia .-

Sejal ={ACR | A¢um intervalo}.

Definicao 2 (Particao marcada). Seja d = (t;) € Dyy. Dado i € {1,...,|d|}, seja
& € [tio1,t;]. O conjunto {(&, [ti—1,t:]) e RXT | i€ {l,...|d|}} € dito ser uma partigio
marcada de [a,b]. Denotaremos uma particio marcada d como sendo d = (&, [ti—1,t:]). O

conjunto das particoes marcadas de [a,b] serd denotado por T Digy).

Definicao 3 (Particdo marcada parcial). Se d € T D,y e d' C d, dizemos que d' é uma
particao marcada parcial de [a,b]. O conjunto das particoes marcadas parciais de [a,b] é
chamado de TPDy,y.

Definigao 4 (Calibre). Um calibre em A C [a,b] é uma fungio 6 : A — (0,+00). Dado um
calibre § em [a,b], dizemos que d = (&, [ti—1,t;]) € TPDy.y € uma particio marcada parcial

d-fina quando [t;—1,t;] C (& —0(&),& + (&) = B(&,0(&)) para todo i € {1,...,|d|}.
Definiremos agora a integral de Kurzweil, conforme feito em (1, Defini¢ao 2.1).

Definicdo 5 (Integral de Kurzweil). Seja X um espago de Banach. Uma fung¢io U :
[a,b] X [a,b] = X € chamada de Kurzweil integravel em [a,b] se existe I € X tal que, para

todo € > 0, existe um calibre § em |a,b] tal que:

|d]
YU t) = Ul tin)] = 1

=1

<€

para toda particio marcada d = (73, [ti—14,]) 0-fina de [a,b]. Nesse caso, I é chamado de

b
integral de Kurzweil de U sobre [a,b] e serd denotado por/ DU(1,t).
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Note que a definicao acima apresenta dois possiveis "problemas": primeiramente,
para que a definigdo ndo seja trivial, é necessario que, para todo calibre § em [a, b], exista
uma particdo marcada d de [a, b] d-fina. De fato, sem isso, pode-se tomar um calibre § que
nao possui uma particdo marcada J-fina, donde teriamos que todo I € X seria a integral
de Kurzweil de U sobre [a,b]. Em segundo lugar, mesmo com esse resultado, ainda nao
terfamos garantido a unicidade dessa integral, quando a mesma existisse. Para resolver o
primeiro dos problemas, provaremos um lema de andlise na reta que, até onde sabemos, se

trata de um resultado inédito.

Lema 1. Seja K C R um compacto da reta, A um conjunto de indices, {z; € K | i€ A}

um conjunto de pontos de K e .UAB(xi,ei) uma cobertura aberta de K com ¢; > 0 para
1€

todo i € A. Entao, existe uma subcobertura aberta QlB(zzﬁ ;) de K tal que:

1. x; < xi4q para todo i € {1,...,n — 1}.
2. Sei,jed{l,...n} comi<j—1, entio B(x;, €;) N B(zj,¢5) = 0.

3. Para todo i € {1,...,n}, vale B(z;,e;) N K ¢ 'QIB(.ZE]',EJ') NK.
gor
4. Seie{l,...,n—1} e B(x;,¢), B (xi11,€41) possuem pontos na mesma componente
coneza C de K, entao existe a; € B(x;, ;) N B(wiy1,€41) NC. Se CN [z, x501] # 0,
entdo podemos exigir que x; < a; < xi1. Ainda, se CN (x;,xi41) # 0, entdo podemos

ertgir que T; < a; < Tjiq.
5. Dados i,5 € {1,...,n} com i < j, temos:
inf B(x;, ;) N K <inf B(z;,¢;) N K e sup B(x;, ;) N K <sup B(z;,¢;) N K.
Ainda, se j # i+ 1, vale que:

inf B(x;, ;) N K < inf B(z;,€6;) N K e sup B(x;, ;) N K < sup B(z;,€;) N K.

6. inf K € B(xj,€;) se, e somente se, j = 1 e supK € B(zj,€;) se, e somente se,
j=n.

Demonstracao. Como K é compacto, existe uma subcobertura finita ‘anle(x,-, €;) de K.

Suponha que exista i € {1,...,m} tal que B(z;,¢) N K C ,ng(xj,ej) N K. Entao,
g
m—1 .
kL_JlB(CE'k/,Ek/) dada por B(xk/,ek/) = B(ZL’k,Ek) para k<ie B(xk/,ek/) = B($k+17€k+1)
para k > i, é uma cobertura aberta de K. De fato, se x € K, existe k € {1,...,n}
tal que © € B(zg,€x). Se k # i, existe k' € {1,...,m — 1} tal que x € B(xy,€) =
m—1 m—1
B($k17€k/) C kL_JlB(Ik/,Ek/). Se k = 1, entao r € B([Ei,Gi) NK C kL_JlB(ZL'k/7€k/) NK =
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kﬁlB(xk,ek) N K. Logo, leB(xj,ej) ¢ uma cobertura aberta de K. Repetindo esse
= ]:
ki )

n
processo até no maximo m — 1 vezes, obtemos uma cobertura aberta U B(z;,€;) tal que

1=1
Bz, e,) N K ¢ ‘QJIB(QUJ', €;) N K para todo ¢ € {1,...,n}. Com isso, concluimos o item 3.
£
Sendo z; o elemento de K que é o centro de B(x;,€;) para cada ¢ € {1,...,n},

podemos supor z; < x;11 para todo i € {1,...,n — 1}. Do contrario, basta reordenarmos
os indices. Portanto, concluimos o item 1.

Sejai € {1,...,n}eJ C{l,...,n}\{i} tal que J # (. Notemos que se B(x;,¢;) C
,UJB(:UJ-, €j), entdo B(x;, ¢)NK C ‘UJB(xj, €;)NK C GlB(wj, €;)NK, o que é um absurdo.
je€ je€ =

i
Portanto, devemos ter B(x;,¢€;) ¢ ,UJB(a:j, €)-
j€
Sejam i,j € {1,...,n} comi < j—1. Entdo, comoi < j—1, segue que i < i+1 < j,

donde x; < ;11 < ;. Sejam:

a = max{sup B(x;, €;),sup B(x;11, €i11),s5up B(z;,€;)} e

b = min{inf B(z;,¢;), inf B(x;11, €41), inf B(xj, ¢;)}.

Se existe k € {i + 1,j} tal que b = inf B(zy, €;), entao:
T — € <x;—6=>0<x, —x;, <€ — € = € < €.

Assim:
T — € < T — € <X + € < T + €,
n
donde B(xz;,€¢;) C B(wg,€x) C lle(xl,el), um absurdo. Analogamente, se existe k €

144
{i,i+ 1} tal que a = sup B(zy, ), entao:

IE]'—FE]'§$k+6k:>0<xj—xk§€k—6j:>€j<6k.

Assim:
Tk — € < Xj — € < T+ € < Tk + €,
donde B(xzj,€;) C B(xy, ) C lng(l‘l, €), um absurdo.
1%
Portanto, devemos ter a = sup B(z;, €;) e b = inf B(z;,¢;). Suponha que B(z;, €;) N
B(xj,€¢j) # 0. Entdao, como B(x;,€¢;) e B(x;,¢€;) sdo conexos abertos com um ponto em

comum, B(z;,€;) U B(z;,€;) é conexo e:
iIlfB([L'i, Ei) U B(C(]j,Gj) =xT; — € = b S Tiy1 — €41 €
Tiv1 + €1 < a=1x;+ € =sup B(x;, ) UB(xj,€5).

Logo, B(xit1,€i+1) C B(x;, €)UB(z,¢€;) C lL?l B(zy, €), um absurdo. Dessa forma, temos
i1
B(xi,€;) N B(zj,€5) =0 e, assim, vale o item 2.
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Mostremos entao a quarta afirmacao do lema. Dado i € {1,...,n — 1}, suponha

que exista uma componente conexa C de K tal que B(x;, ;) NC # 0 e B(x;i11,€41) NC #
(). Sejam b; = sup B(x;,¢;) NC e ¢; = inf B(x441,€;.11) NC. Sabemos que B(z;,¢€;) N
C,B(.’EiJrl,GiJrl) NnC 7é (Z) € que B(l’i,ﬁi) NC C B(.TZ, 61') (hmltado) [§ B($i+1, 6i+1) NnC C

B(xi41,€:41) (limitado), donde b; e ¢; estdo bem definidos. Ainda, note que, como K é

compacto, cada uma de suas componentes conexas é compacta, donde b;, ¢; € C. Analisemos

0s possiveis casos.

o Caso b; < ¢;: Nesse caso, seja a; =

bi+Ci

. Como b;,c; € Ceb; < a; < ¢, temos
a; € C C K. Portanto, devemos ter a; € B(z;,¢;) para algum j € {1,...,n} com
Jj #i,i+ 1. Notemos que, nesse caso, devemos ter b; = sup B(z;,€;) = z; + €;. De

fato, caso contrario, existiria € > 0 tal que b; + 6 € B(z;,¢;) para todo 0 < § < e.

Em particular, como lim —— = 0 e ——— > 0 para todo n € N, existiria
n
ci —b; ci — b;
no € N tal que ng > 1 e ——= < e. Entdo, b; < b; + —— < ¢;, donde teriamos
L L
ci—b ci— b ./
b; + € B(x;,e;)NC e b; + > b; = sup B(z;,¢;)NC, o que é um absurdo.

0 0
Analogamente, devemos ter ¢; = inf B(x;41,€;41) = T;11 — €;41. Suponha entdo que

j < 1. Temos:
bi=xi+e6<a;<zijte=¢€—6>1—1; >0=>¢€ >¢.
Assim:
Tj— € < Ty — € < x; + € <x]’—|—6]’ :>B(xl-,ei) C B(mj,ej),

o que é um absurdo. Logo, 7 > ¢+ 1. Entao, devemos ter:

T — € <a <ci:xi+1—ei+1:>0<xj—:ci+1 < € — €41 = € > €41.
Entretanto, isso implica em:

Tj— € < Tijy1 — €41 < Tit + e < Z; + € = B(.ﬁlﬁ'i+1,€¢+1) C B(l'j,ﬁj),
o que ¢ um absurdo.

Caso b; = ¢;: Nesse caso, facamos a; = b; = ¢; e suponhamos primeiramente que
a; & B(wi,¢;) e a; € B(xiy1,€41). Como a; € K, existe j € {1,...,n}\ {i,i + 1}
tal que a; € B(z;,¢;). Portanto, existe e > 0 tal que B(a;,e) C B(zj,¢;). Como
a; = b; = sup B(z;, ¢;)NC, temos que B(a;, €)NB(x4, €;) # ) (uma vez que B(z4, ¢;)NC
¢ um intervalo por ser a intersegao de dois intervalos). Logo, B(z;,€;) N B(x;,€;) # 0,
donde j € {i — 1,7 + 1}. Analogamente, como a; = ¢; = inf B(z;11,€;41) N C,
temos que B(a;, €) N B(xit1,€41) # 0 (uma vez que B(x41, €41) NC é um intervalo
por ser a interse¢do de dois intervalos). Logo, B(z;,€;) N B(xiy1, €41) # 0, donde
j€{i,i+2}. Assim, j € {i,i+2}N{i—1,i+ 1} = 0, um absurdo. Portanto,
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devemos ter a; € B(x;,€;) oua; € B(xi41,€,41). Sem perda de generalidade, suponha
que a; € B(x;,€;). Nesse caso, como sup B(z;, €;) € B(x;,€;), devemos ter a; = supC.
Mas a; = ¢; = inf B(z;41,€6,41) NC. Se a; = inf B(x;11,¢€;41), entdo para todo
y € B(xiy1,€i41), temos y > a; = supC, donde B(z;41,€;.11) NC = 0, um absurdo.
Assim, a; = ¢; = infC (em particular, a; € B(z;41,€41)). Entdo C = {a;} e
a; € B(w;,¢;) N B(wiy1,€41) NC. Caso C N [x;,i01] # 0, entdo a; € [w;, 2541],
donde z; < a; < 441. Por fim, caso C N (x;, ;1) # 0, entdo a; € (x;,x;11), donde

T, < ; < Tijgq.

. b + ¢
« Caso b; > ¢;: Nesse caso, seja a; = — 5 “. Como b;,¢c; € C e c; < a; <b;, temos

a; € C. Suponha que ¢; < z; — ¢;. Entao:
Tiy1 — €41 = inf B(xip,641) <6 <@i—€ = 0 <21 — 2 < €41 — € = €41 > €.
Com isso, temos:

Tiv1 — €01 STy — 6 < T+ € < Tip1 + €41 = B(w5,6) C B(Tig1, €i41),

o que é um absurdo. Logo, ¢; > x; — ¢;. Analogamente, temos b; < x;y1 + €11.
Dessa forma, x; — ¢; < ¢; < a; < b; < sup B(x;,€;) = z; + €;, donde a; € B(x;, €;).
Similarmente, z;11 — €41 = inf B(z;41,€641) < ¢ < a; < b; < Ti41 + €41, donde
a; € B(wii1,€41). Assim, a; € B(x;,€;) N B(xi41,€41) NC. Caso CN [z, xi01] # 0,
sejam u; = max{z;,¢;} e v; = min{x;,1,b;}. Sabemos que z; < ;41 e que b; =
sup B(z;,¢;) NC. Suponha que b; < x;. Como existe k € C N [z, z;41] C C tal que
b; < x; < keb; €C, temos pela conexidade de C que x; € C, donde z; € B(z;,¢;)NC.

Assim, b; > z;, o que é um absurdo. Logo, z; < b;. Analogamente, ¢; < z;,1. Como
Ui + v

ci < bjex; <xii,segue que u; < v;. Seja a; = . Vimos que:

max{z; — €, Tiy1 — €41} < ¢ < b; <min{x; + €, Tip1 + €41}

Como ¢ < u; < a; < v; < by, segue que a; € B(x,¢;) N B(xii1,€41). Ainda,
¢i, by € C, temos a; € C. Por fim, x; < wu; < a; < v; < 2441 Caso CN (r4,w41) # 0,
suponha que x; = b;. Sabemos que existe &k € C N (24, x;11). Como b,k € C,
temos que [x;, k] = [b;,k] C C. Seja 6 = §min{ei,k —x;} > 0, de forma que
k,x;i+€¢ > x;+0 > z;. Entdo x; +6 € [v;,k] C C e x;+6 € B(x,¢), donde
x; + 6 € B(x;,¢;) NC. Mas isso implica em b; = x; > x; + d, o que é um absurdo.
Logo, z; < b;. Analogamente, ¢; < x;,1. Como ¢; < b;, temos ¢; < v;. Da mesma

forma, como z; < x;11, temos x; < v;. Assim, u; < v; e x; < wu; < a; < v < Ty

Com isso, provamos o item 4.

Mostremos agora a quinta afirmacao do lema. Primeiramente, notemos que x; €

B(z;,¢;) N K para todo i € {1,...,n}, donde B(x;,¢;) N K é nao-vazio e limitado para todo
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i € {1,...,n} e, portanto, existe seu supremo e infimo. Sejam i,j € {1,...,n} com i < j.
Suponha que inf B(z;,¢;) N K > inf B(z;,¢;) N K. Entao existe y € B(xj,¢;) N K tal que
y < inf B(x;,€¢;) N K < x;, donde y & B(x;,¢;) (pois y € K) e assim:

Yy<mi—€ouy>w;+E.

Como y < x;, devemos ter z; —¢; < inf B(zj,¢;) N K <y < z; — ¢, donde €; — ¢; >

x; — x; > 0 e, consequentemente, €; > ¢;. Dai:
Tj— € SJ}Z‘—EZ' <x;+ € <IL‘j+€j

e, portanto, B(x;,€;) C B(zj,€;), o que é um absurdo. Logo, inf B(z;,¢;) N K <
inf B(z;,¢;) N K. Analogamente, suponha que sup B(z;,¢;) N K > sup B(z;,¢;) N K.
Entao existe y € B(x;,¢;) N K tal que y > sup B(zj,¢;) N K > z;, donde y & B(z;,€;)
(pois y € K) e assim:

y<xj—€ ouy>x;+eE;.
Como y > x;, devemos ter x; +¢; > sup B(z;,¢,) N K >y > x; +¢;, donde ¢; — ¢; >

x; — x; > 0 e, consequentemente, €; > ¢;. Dai:
Ti—6<x;—€¢<x;+¢6 <1+ ¢

e, portanto, B(z;,e;) C B(z;,€), o que é um absurdo. Logo, sup B(z;,¢) N K <
sup B(z;,6;) N K. Se j # i+ 1, entdo j > i+ 1, donde i < j — 1 e, pelo item 2 do
lema, temos B(z;,¢€;) N B(x;,¢;) = 0. Entao:

il’lfB(Zlfl',Ei) NK S T, < T+ € S Tj — €5 S infB(a:'j,ej) ﬂK,

sup B(z;, 6;) N K <z;+¢ < x; —€¢; < x; <supB(zj,¢)NK,
donde o item 5 segue.
Por fim, mostremos que inf K € B(x1,€). De fato, existe j € {1,...,n} tal que
inf K € B(xj,€j). Se inf K ¢ B(z1, €), entao:
ri—<infK <z —ea=0<z;—21<¢ —€ =€ <g.
Assim:
Tj— € <xr1—€<x1+€ <Ij+€ja

donde B(z1,€1) C B(xj,€j), o que é um absurdo. Logo, inf K € B(x1,€;). Analogamente,
sup K € B(z,,€,). Suponha entdo que inf K € B(xzj,¢;), com j # 1. Temos duas
possibilidades:
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o Caso x1 + € > xj +¢;: Nesse caso, dado y € B(zj,¢;) N K, temos:
r1—6 <inf K <y<uzj+e¢ <1 +¢,

donde y € B(x1,€;). Como y € K, temos y € B(z1,¢1) N K. Logo, B(zj,€¢;) N K C

B(z1,€61) N K, o que é um absurdo.
o Caso r1 + € < z; + ¢;: Nesse caso, dado y € B(xy,€;) N K, temos:
Tj— € <iIlfK§y<.§L’1+€1 <I‘j+€j,

donde y € B(z;,¢;). Como y € K, temos y € B(z;,¢;) N K. Assim, B(xy,6;)NK C

B(z;,¢) N K, o que é um absurdo.

Portanto, nao existe j € {2,...,n} tal que inf K € B(z;,¢;). Analogamente, nao existe

j€{l,...,n—1} tal que sup K € B(z;,¢;), donde o item 6 segue. O

Usaremos o lema anterior para dar uma nova demonstracao do Lema de Cousin.

Outra demonstragao desse lema pode ser encontrada em (2, Segao S1.8).

Lema 2. [Lema de Cousin/ Dado um calibre 6 de [a,b], existe uma particio marcada

d-fina de [a,b].

Demonstragio. Caso a = b, qualquer parti¢cdo marcada de [a, b] é d-fina, para todo calibre 4.

Suponha entao que a < b. Como §(x) > 0 para todo = € [a, ], temos B(x,d(x)) # 0 para

todo x € [a, b]. Considere a cobertura aberta L[J b}B(T, d(7)) de [a, b]. Pelo Lema 1, existem
TE

)

{71, ..., Ta} € |a,b] tais que valem as condi¢bes do Lema. Dado i € {1,...,n — 1}, pelo item
4 do Lema 1, existe ;41 € [a,b] N B(7, (7)) N B(Tip1,0(7i41)) tal que 7 < 241 < Tiga
(pois [a,b] é conexo). Sabemos ainda que a € B(m,0(m1)) e b € B(7,,0(7,)). Fazendo
a=x1 eb=x,, temos que d = (7;, [x;,x;11]) é uma particio marcada de [a, b] que
satisfaz:

Ty Tiv1 € B(13,0(m)), 2 <1 < Tiyq € # X
Pela conexidade de B(r;,d(7;)), segue que:
(25, Ti41] C B(73,0(73)).
Portanto, d é uma partigdo marcada d-fina de [a, b]. ]
Com isso, resolvemos o primeiro problema. Ainda resta mostrar que a integral de

Kurzweil, quando existe, é tinica. Considere X um espago de Banach e U : [a, b X [a, b] — X.

Usaremos da seguinte proposi¢ao para mostrar a unicidade:

Proposicao 1. Sejam 61 e 9y calibres sobre [a,b]. Entdo a fung¢io 6 = min{dy, s} :
[a,b] — (0,400), dada por §(t) = min{d;(t),d2(t)} para todo t € [a,b] é um calibre sobre
la,b]. Ainda, se d = (7;, [ti—1,t;]) € uma particao 0-fina de [a,b], entdo d é §;-fina e d9-fina.
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Demonstragio. Dado t € [a, b], temos §;(t), d2(t) > 0, donde 6(t) = min{d;(¢), d2(t)} > 0,
donde § esté bem definido e é um calibre em [a,b]. Ainda, seja d = (7, [t;_1,t;]) uma

partigdo d-fina. Entao, dado ¢ € {1, ...,|d|}, temos:
[tie1,ti] C B(7,0(m;)) C B(7:,61(m:)), B(7i, 02(73)),
donde d é 4;-fina e d,-fina. O

Afirmacao 1. A integral de Kurzweil de uma funcao, quando eziste, € unica.

Demonstragdo. Sejam I, 1" € X tais que, para todo v > 0, existam &1, 05 calibres tais que:

|d|

Y U(n,ts) = Ul tin)] = 1

i=1
|d|

S(Umt) — Ulristiy)] = I

i=1

< v para toda d € T'Dy,p 0,-fina.

< v para toda d € T'Dy,p 0o-fina.

€
Dado € > 0, tome 97, d, como acima para v = 3 Seja § = min{dy, d2}. Pela proposicao
anterior, sabemos que ¢ é calibre. Utilizando o Lema de Cousin, podemos tomar d uma
particao d-fina, donde d é também ¢, e d, fina pelo resultado anterior. Assim:

|d|

Z[U(Tzatz> - U(Ti,tz;l)] -1

=1

|d|

Z[U(Tmtz) - U(Ti,tifl)] - I/

i=1

€ €
=TI < + <gty=e

2

Portanto, I = I’ e a integral é unica. ]

a b a
Por fim, definiremos / DU(r,t) = —/ DU(r,t) e / DU(r,t) = 0.
b a a
Para simplificar a escrita, dados X um espago de Banach, U : [a,b] X [a,b] — X
uma funcdo e d = (7, [t;_1,t;]) uma particio marcada de [a, b], diremos que:

|d|

S(U,d) =>_[U(r, t;) — U, tiza)]

i=1

¢ uma soma de Riemann de U com respeito a d.

2.2 Propriedades Bésicas

A integral de Kurzweil satisfaz véarias das propriedades usuais da integral de
Riemann. Nessa secio, provaremos algumas delas. E possivel encontrar a demonstracéo
desses resultados restritos ao R™ no capitulo 1 de (3). Em particular, o caso restrito ao
R™ do préximo resultado é o Teorema 1.9 de (3). A demonstragao que apresentaremos,

entretanto, é distinta daquela em (3).
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Teorema 1 (Linearidade). Se U,V : [a,b] X [a,b] — X sdo fun¢oes Kurzweil integrdveis e
a, B €K, entao aU + BV é Kurzweil integravel e:

/abD[OzU-i—BV] (T,t):a/abDU(T,t)—i—ﬂ/abDV(ﬂt)'

Demonstragio. Sejam a, 8 € K e d € TDy,y dada por d = (7, [ti—1,t;]). Entao:

|d]
S (aU + BV, d) :Z:[(ozUJrﬁV) (Tists) — (aU + BV) (13, ti1)] =
\d]
=§j[<aU> (i, t:) + (BV) (13, i) — (@U) (73, tima) — (BV) (73, tim1)] =
|d] |d]
:;[(QU) (i ts) — (QU) (Tiy ti1)] +;[(5V) (i t;) — (BV) (73, ti—1)] =
|d] |d]

—ZCK 7'1, 1 U(Tz> i— 1 +Zﬂ TZ? l) _V(Thti*l)] =

|d| |d|
=« (Z U (7iti) = U (7is tie 1)]) + B (Z[ (15, t;) — V(Ti:til)]> =

=1

=aS(U,d) + pS(V,d).
Analisaremos dois casos:

1. Caso o, 8 = 0: Nesse caso, aU + fV = 0. Assim, dados € > 0 e d € T'Dj,y, temos:

|S(aU + BV, d) — 0| =

aS(U,d) — 0 x /bDU(T,t) +BS(V,d) — 0 x /bDV(T,t)H -

aS(U,d) — a x /bDU(T,t) + pS(V,d) — 5 x /bDV(T,t)H =

=0<e.

b b
donde aU + SV é Kurzweil integravel e / D[aU + BV](7,t) = a/ DU (1,t) +

ﬁ/abDV(T,t). a

2. Caso a # 0 ou 8 # 0: Nesse caso, seja v = max{|a],|5|} > 0. Dado € > 0, existe
9y calibre sobre [a, b] tal que se d = (7, [t;i_1,t;]) é uma parti¢ao marcada de [a, b]

01-fina, entao:

||S(U, d) — /bDU(T, )

Analogamente, existe d, calibre sobre [a, b] tal que, se d = (7, [t;_1, t;]) é uma partigao

marcada de [a, b] d5 fina, entao:

HS(V, d) — /ab DV (7,1)
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Pela proposi¢ao 1, § = min{dy, d2} é calibre sobre [a,b]. Assim, se d é uma parti¢ao

0-fina, entdo d é d;-fina e d»-fina, donde temos:

H (aU + pV,d) — (/DUTt—f—B/DVTt)H

aS(Ud—a/ DU(7,t) + BS(V, d) — /DVrt)

< las(,d) - a/ DU(r, t)H + HﬁS(V, d) —ﬁ/ DV (r, t)|| -

= |af

S(U,d) — /abDU(T, t)H + 18] HS(V, d) — /abDV(T, )

ol + 18], _

€ €
< _ _— =
ol =+ 191 = 12X

Portanto, aU + SV é Kurzweil integravel e vale:

LbD[aU+6V] (1,1) :a/abDU(T,t)+5/abDV(7—7t).

]

Provaremos agora uma versao do Critério de Cauchy para a integral do Kurzweil, o
que nos da uma condigao necesséria e suficiente para a existéncia da integral. Uma versao
desse resultado com contradominio igual a R™ pode ser encontrada em (3, Teorema 1.7),

mas a demonstracao é distinta daquela que apresentaremos.

Teorema 2 (Critério de Cauchy). Seja X um espago de Banach. Uma fungio U :
la,b] X [a,b] = X é Kurzweil integravel em [a,b] se, e somente se, para todo € > 0, existe

um calibre 6 em [a,b] tal que:
I1S(U,dy) — S(U,dy)|| < €
para todas particoes 0-finas dy, ds de [a,b].

Demonstragio. (=) Se U é Kurzweil integravel, entdo dado € > 0, existe um calibre § em

[a, b] tal que:
HS(U, d) —/bDU(T,t)

para toda partigdo marcada d = (7, [t;i—1,1;]) o-fina. Entao, se dy, dy sao partigoes d-finas

de [a, b], temos:

1S(U,dy) — S(U,ds)| <

S(U,dy) — /bDU(T, t)H+HS(U, dy) — /bDU(T, )

<€+€_
2 2

(<) Primeiramente, tomemos ¢ = 1 > 0. Existe um calibre d; em [a, b] tal que se d,d’ sdo

partigbes marcadas de [a, b] d;-finas, entao:

|1S(U,d) — S(U,d)| < 1.
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Suponha que, para n € N, existam i, do, ..., §,, calibres em |a, b] tais que, se d, d’

sdo parti¢oes dy-finas para k € {1,...,n}, entao:

, 1

equesei,je€{l,..,n}comi<j, entdo toda particio d d;-fina é também ¢;-fina. Entao,

como . > 0, existe um calibre §],, em [a, b] tal que, se d,d’ ¢ 6,,,,-finas, entdo:

, 1
|S(U,d) - S(U,d)| < R

Pela proposicao 1, §,11 = min{é,,d,,} ¢ um calibre em [a, ] tal que, se d é 0,,1-fina,
entdo d é 6,-fina e §;,-fina. Em particular, se d,d’ sdo parti¢des d,41-finas, entao:

1
d) — d —.
ISW.d) = S )| <

Ainda, se i € {1,...,n}, sabemos que se d é uma parti¢do J,41-fina entao d é J,-fina, donde
d é ¢;-fina.

Por indugao, obtemos uma sequéncia (d,), .y de calibres em [a, b] com as propri-
edades mencionadas. Dado n € N| seja d,, uma partigdo marcada d,-fina (a qual existe

pelo Lema de Cousin), e seja x, = S(U,d,). Entao, (x,),.y C X e, dado € > 0, existe

1
ng € N tal que — < e. Assim, m,n > ng implicam em:
No

1
|Tm — xn|| < — <,
o

donde conclui-se que (x,), .y ¢ uma sequéncia de Cauchy em X (Banach). Logo, existe

1
xr =limz, € X. Dado € > 0, existe mg € N tal que — < % Ainda, existe py € N tal que
mo
n > po implica em:

€
|z, — x| < 7

Seja k = max{mqg, po} + 1. Entdo existe um calibre d,,, sobre [a,b] tal que, se d é uma

partigao de [a, b] d,,,-fina, vale que:

€
2

1
1S, d) = 2| < (IS, d) = @il + |z — 2| = 1S, d) = SU, di)|| + [lzx — ]| < e

< -+

:67

DN
l\D\m ~—

pois dji, € di-fina e kK > mg, o que implica em dj, ser d,,,-fina. Assim, para todo € > 0,

existe um calibre 0 sobre [a, b] tal que, se d é uma particio marcada de [a, b] J-fina, entdo:
1S(U.d) —z| <e.

b
Portanto, U é Kurzweil integravel e vale que x = / DU(r,t). ]
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O seguinte lema nos dé algumas ferramentas para realizarmos a composicao de

particoes, e nos facilitara na escrita do préximo teorema:

Lema 3. Sejam a,b,c € R, com a < b < ¢, 6 um calibre sobre |a,b] e d3 um calibre sobre

e Se dy € uma particio de [a,b] e dy € uma particio de [b,c|, entao d = dy Udy é uma

particao de [a, c].

Se dy € uma particio marcada de [a,b] e dy € uma particio marcada de [b, c], entao

d = dy Udy é uma particao marcada de |a,c|.
Seja 0 : [a,c] — R dado por:

o (x), sex € [a,b),
d(x) = { max{d,(b), 62(b)}, se x = b,
do(x), sex € (b,c].

Entdo ¢ € calibre sobre [a,c]. Ainda, se di é uma particio marcada 6;-fina de [a,b]
e dy € uma particao marcada d9-fina de [b,c|, entdo d = dy U dy é uma particio
marcada 0-fina de [a,c]. Em particular, se §' é um calibre sobre um intervalo I com
a,b,cel ed; €0 |p-fina edy €0 |pq-fina, entdo d = d; Udy €' |jqq-fina.

Se U :la,c] x [a,c] = X é uma fungao, di é uma particio marcada de [a,b] e dy é

uma particio marcada de [b, c|, entdo:

S(U,dy Udz) = S(U |[ap)x[ap) A1) + S(Up.cxp.d, d2)-

Demonstracao. « Sabemos que d; = {t; € [a,b] | i€ {0,1,...,n}} para algum n € N,

com ty = a, t, = bet,_; <t; paratodoi € {1,..,n} e que dy = {u; € [b,c] |
i € {0,1,...,m}} para algum m € N, com ug = b, u,, = ¢ e u;_1 < u; para todo
i€ {l,...,m}. Para cada i € {0,1,...,n +m}, definamos:

ti, sei € {0,1,....,n},
S; =
Ui, sSe 1 €{n+1,...,n+m}.

Entao so = tg = @, Spim = Untm-n = Uy = ¢. Note que ¢ € {n+1,....n+ m}
implica em ¢ —n € {1,...,m}, donde u;_,, e, consequentemente, s;, esta bem definido
parai € {n+1,...,n+m}. Ainda, dado ¢ € {1,...,n + m}, temos:
1. Casoi € {1,...,n}: Nesse caso, i—1 € {0,...,n—1} ,donde s; 1 =t;_1 < t; = s;.
2. Caso i =n+ 1: Nesse caso, s;_1 =8, =t, =b=1ug < u; = Sp11 = ;.

3. Casoi € {n+2,..,n+m}: Nesse caso,i—1 € {n+1,..,n+m— 1}, donde

Si—1 = Ui—1-n < Uj—p = Si.
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Portanto, s;-1 < s; para todo ¢ € {1,...,n+m}. Como consequéncia disso, s; €
(50, Snam] = |a, c] para todo i € {0,1,...,n +m}, donde vemos que (Si>ie{0 gy €
uma particdo de [a,c]. Basta agora mostrarmos que (si);c(o. = dy Udy. Se

r € dyUds, entao xz € dy ou x € ds.

.n+m}

1. Caso x € d;: Nesse caso, existe ¢ € {0,1,..,n} tal que x = t; = s; €
(Si)z‘e{o,...,n+m}’

2. Caso z € dy: Nesse caso, existe i € {0, 1,...,m} tal que z = u;. Se x = ug = b,
entao r = b =1, € dy, donde x € (Si)z‘e{o,...,n+m} pelo caso anterior. Se x = u;

com i € {1,...,m}, entdo = = Si1n € (Si)icqo.. nim)-

Com isso, vemos que di Udz C (Si);cqo, nimy- POr outro lado, se & € (8i)cqo  pimys

entdo x = s; para algum i € {0,...,n + m}.

1. Caso i € {0,...,n}: Nesse caso, x = s; =t; € d; C dy Uds.

2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, x = 8; = u;—,, € do C dy Uds.

Assim, concluimos que (Si)z‘e{o. y C dy U ds, donde segue que d = dy Udy =

.,n+m

($i)icq0... .nimy € uma particdo de [a, c].

Sejam dy = (&, [ti—1,t;]), com |di| = n e dy = (¢4, [ui—1,w]), com |ds| = m. Pelo caso
anterior, sabemos que, se di = (ti);c(o ny € &5 = (Wi)icqo, my> €ntd0 d' = dj Ud; =
(Si)icq0,..ntmy (si definido como anteriormente) é uma particdo de [a, c|. Para cada

i€ {l,...,n+m}, defina:

&, seie€{l,..,n},
T =
Vin, set €{n+1,...,n+m}.

Note que i € {n + 1,...,n + m} implica em i — n € {1,...,m}, donde ¥, ,, e,

consequentemente, 7;, estd bem definido. Dado i € {1,...,n + m}, temos:
1. Casoi € {1,...,n}: Nesse caso, ; = & € [ti_1,ti| = [Si—1, Si].
2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, 7, = ¥;_n € [Ui_n_1,Ui_n| = [Si_1, Si

(note que para o caso i =n + 1, temos s, 1 = 8, =t, =b=ug = Uj_p_1)-

Assim, 7; € [s;_1, ;] para todo i € {1,....,n +m}. Fazendo d = {(7;,[si_1,si]) €
RxI | i€ {l,..,n+m}}, temos que d é uma partigdo marcada de [a, ¢|]. Mostremos

que d = dy Udy. Dado x € d, temos © = (73, [s;-1, s;]) para algum i € {1,...,n + m}.

1. Caso i € {1,...,n}: Nesse caso, 7, = & e [s;_1,8;] = [ti_1,t;], donde z =
(&, [tic1, t]) € dy.
2. Casoi € {n+1,...,n+ m}: Nesse caso, 7; = ¥y, € [Si—1, Si| = [Wi—pn—1,Ui—n],

donde x = (V;_p, [Ui_n_1,Ui_yp]) € da.
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Por outro lado, se x € dy U ds:

1. Caso = € dy: Nesse caso, existe ¢ € {1,...,n} tal que z = (&, [t;i_1,t]) =
(Ti, [Si—lu Sl]) € d.
2. Caso = € dy: Nesse caso, existe i € {1,...,m} tal que x = (¢, [u;_1,u;]) =

(Totir [Sntio1, Snti]) € d.
Portanto, d = dy U d».

Primeiramente, notemos que ¢ é um calibre sobre [a,c|]. De fato, dado x € [a, (],
temos d(z) € {01(z),d2(x)}, donde 6(x) > min{di(x),d2(x)} > 0, uma vez que
d1(x), 02(x) > 0. Assim, § é calibre sobre [a, ¢].

Suponha que dy = (&;, [t;—1,t;]) é uma partigdo marcada d;-fina de [a, b], com |d;| = n
e que dy = (¢, [u;_1,u;]) é uma particio marcada do-fina de [b, ¢|, com |dy| = m.
Sabemos pelo item anterior que d = dy Udy = {(7;,[si—1,8]) € Rx 1T | i€

777777777 n+m}
definidos como nos itens anteriores. Seja ¢ € {1,...,n + m}.

1. Casoi € {1,...,n}: Nesse caso, 7, = & € [a,b], donde 0(7;) = 61(7;) = 61(&;) ou
5(7’1) = max{51 (TZ‘), 52(7’1)} 2 51(7’1') = 51 (51) Como dl é (51—ﬁna, temos:

[si-1,8i] = [tio1, ti] C B(&i,01(&)) = B(m,61(7:)) C B(73,9(7:))-

2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, 7, = 9;_p, € [b,c|, donde §(7;) = d2(7;) =
92(i—p) ou 6(7;) = max{d;(r;), da2(7i)} > 62(7;) = 92(¢i—y). Como dy é do-fina,

temos:
[8i-1,8i] = [Uicn—1,Ui—n] C B(Yi_n,02(¥i—n)) = B(7,02(7)) C B(73,0(73)).

Portanto, d é 0-fina. Em particular, se 9 é um calibre sobre um intervalo I e
a,b,c € I, entao [a,b],[b,c] C I (pela conexidade de I'). Como ¢'(x) > 0 para todo
x € 1, segue que ¢’ |jop) € 6’ |jpq sdo calibres sobre [a,b] e [b, c], respectivamente. Se
dy € 0 |jap-fina e dy € &' | g-fina, entdo pelo que acabamos de provar sabemos que

d = d; U dy é uma particdo marcada J-fina de [a, ¢], sendo que:

8 (x), se x € [a,b),
d(x) = { max{d'(b),d'(b)} = &'(b), se x = b,
§'(x), se x € (bl

Isto é, 6 = &' |4,q-

Primeiramente, notemos que a equacao do enunciado esta bem definida, uma vez que

dy U dy é uma partigdo marcada de [a, ¢| pelo que ja mostramos. Usando a notagao
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para di, dy e d = dy U ds ja estabelecida nos itens anteriores, temos que:

n+m

S(U,d) = Z [U(Tz‘,si) —U(TZ',SZ'_1>] =

=1

= n [U<TZ7 81) U Tl? Si— 1 + nin TZ? Sl - U<Ti7 Si—l)] =
i=1 i=n+1
n n+m

= Z [ <€Zﬂ ) gza 15— 1 + Z 77ij ny Uj— n) - U(¢i—na ui—n—l)] -
i=1 i=n+1
Z [ (5u z) gza v 1 + Z @Z}za uz (¢17 ui—l)] =
=1

= S(U ljapix[ab), d1) + SU |pexp.e» da)-
O

O resultado a seguir pode ser encontrado em (1, Teorema 2.5), e generaliza o
resultado em (3, Teorema 1.10). Entretanto, apresentaremos aqui uma demonstracao

distinta para esse teorema.

Teorema 3 (Integrabilidade em Subintervalos). Suponha que U : [a,b] X [a,b] — X é

Kurzweil integrdvel sobre [a,b]. Se [c,d] C [a,b], entao U é Kurzweil integravel sobre [c,d].

Demonstragio. Dado € > 0, sabemos pelo Teorema 2 que existe 0 calibre em [a, b] tal que:
I1S(U,dy) — S(U,ds)|| < e.

para todas parti¢oes d-finas dy, dy de [a,b]. Temos que § |4 ¢ calibre sobre [c, d]. Pelo
Lema de Cousin, existem parti¢oes d | g-finas de [c,d]|. Sejam d e d, parti¢oes d |.q
finas de [c, d]. Primeiramente, construiremos duas partigoes df e dj de [a,d] 0 |jqq-finas

tais que:

HS(U |[a,d]><[a,d]7d/) (U |[ad]><[ad H = HS U |cd X[cd]7d ) S(U |[C,d]><[c,d]7dl2)H'

Caso a = ¢, apenas definiremos df = d} e dj = dj, donde obtivemos as particoes desejadas.
Caso ¢ > a, seja ds uma particdo 0 |j,q-fina de [a, c] (a qual existe pelo Lema de Cousin).
Pelo Lema 3, sabemos que df = dsUd, e dy = d3 U ds, sao particoes § |[4,q-finas, e que vale:
S(U |[a,d}><[a,d}7 dlll) = S<U |[a,C]><[a,c]7 d3) + S(U |[c,d]><[c,d]7 d/1)7
SU ladxfad» d2) = SU lja,dx(a.ds d3) + SU |cdx[ea o),

donde:
HS(U lfwdx(aa, di) — S(U |[a,d}x[a,d]7dg)H =
= HS(U lledixied @1) + S(U ljadxfad d3) = SU ljcdxied, ds) — S(U |[a,c]><[a,c]7d3)H =
= HS(U lleaixled)s @1) = SU licaix(ed), d2)

Y
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obtendo assim as parti¢des procuradas. Construiremos agora particoes marcadas dy e do

de [a, b] d-finas tais que:
I1S(U, d1) = S(U, do)|| = || S (U [wapxiaa &) = S ljwarxiaa d3)| -

Se d = b, tomamos d; = d e dy = dj e obtemos assim as partigoes procuradas. Caso d < b,
seja dy uma particao marcada 0 |j4-fina de [d,b] (a qual existe pelo Lema de Cousin).
Entao dy = d{ Udy e dy = dj U dy sdo parti¢oes marcadas J-finas de [a, b] pelo Lema 3.

Ainda, vale que:
= HS(U lfadxad> d1) + S(U |ayxiap da) = SU |axfaa: d2) — SU [japx(an; d4)H =
= HS(U lfad)x[ad]> d1) — S(U |[a,d]><[a,d]ad,2/)H :

Portanto:

HS(U lfedix(ed), d1) — S(U |[c,d]><[c,d]7d/2)H = HS(U llad)x[ad]> d1) — S(U \[a,d]x[a,d],dg)H =
= HS(U, dl) - S(U, dg)” < €.

Com isso, mostramos que, para todo € > 0, existe um calibre ¢ |4 sobre [c,d] tal que,

para quaisquer particoes marcadas d} e dj de [c,d] 6 || q-finas, vale que:

HS(U lfeaixled, d1) — S(U |[c,d]><[c,d]ad/2)H <e.
Assim, pelo Teorema 2, U |¢gx[c,q ¢ integravel sobre [c,d] (isto é, U ¢ integravel sobre
e, d]). O
Quando nao houver risco de confusao, denotaremos S(U |c.qx[c,4], @) apenas como
S(U, d).

Uma versao com contradominio igual a R™ do préximo resultado pode ser encontrada

em (3, Teorema 1.11). A demonstracao aqui apresentada é analoga.

Teorema 4. [Aditividade em Intervalos Adjacentes] Sejam ¢ € [a,b], U : [a,b] x [a,b] — X
uma fungao Kurzweil integravel sobre [a,c| e sobre [c,b]. Entio, U é Kurzweil integrdvel

sobre [a,b] e vale que:

/abDU(T, £) = /:DU(T, ) +/CbDU(T, ).

Demonstragio. Dado € > 0, sejam 07 e d9 calibres sobre [a, ¢] e [c, b], respectivamente, tais

que:

HS(U[aVC]X[QVC], dy) — /c DU(r, t)H < % para toda particao d; d;-fina de [a,c].

b
HS(U[c,b]X[c,b]ad2> —/C DU(r,t)

< % para toda partigdo dy do-fina de [c, b] .
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Definamos:
d1(t), parat € [a,c),

c5r(vt) = ¢ min{d;(c), d2(c)}, para t =c,
do(t), para t € (c,b.
Definamos ainda 0 : [a, b] — (0, +00) tal que:

o) = ;min (g(t), |t — c\) se t # ¢,
d(c) = g(c)

Mostremos que § estd bem definido (e, portanto, é calibre). Se t # ¢, entao |t —¢| > 0
e g(t) > min{d;(t),d2(t)} > 0. Logo, d(t) > 0. Caso t = ¢, temos 6(c) = (5(Nc) =
min{d;(c), d2(c)} > 0 (pois d; e 0y sdo calibres). Logo, ¢ ¢é calibre em [a,b]. Seja d =
(i, [ti-1,t;]) uma partigdo marcada o-fina de [a, b]. Sabemos que existe m € {1, ...,|d|} tal

que ¢ € [ty,—1,tm]. Suponha que ¢ # 7;. Entao:
[T — | < () < |t — €],
pois d é d-fina. Isso, entretanto, é um absurdo. Logo, ¢ = 7,. Com isso, sejam

dy = (73, [tim1, )iy ey V(€ [t €]) € do = (73, [tim1, i) i, gy Y (65 (€5 Tn]). Temos
que d; é partigdo marcada o-fina de [a, c| e dy é partigdo marcada d-fina de [¢,b]. Em

-----

particular, vale que d; é ;-fina e que dy é do-fina. Ainda:

S(U,d) = WZ_ U(7ist2) — Ul tis)] + [U(estn) — U(c, tms)] +
|d|
+ Z (Tists) — Ui tiiy)] =

= Z (1i,t:) = Ui, tic)] + [U(e, t) — Ule,e) + Ule,¢) — U(e, t—1)] +

\d\
+ Zl TZ, 2 U(Ti,ti_l)] =
= (Tnz_—: [U(7i,t;) — U(mi, tiz1)] + [Ule, ¢) — Ule, tm_l)]> +

|d|
+ ( S U@ t) = Ulmistiza)] + [U(e, tn) — Ule, c)]) =

1=m-+1

= S(U, dy) + S(U, dy).

HS(U, d) — (/:DU(T, t) + /:DU@ t)>H _

_ HS(U, &) + S(U, dy) — / DU(r,t) — /CbDU(T, t)H <

Portanto:

< HS(U, dy) — /;DU(T, 0

b
+HS(U,d2)—/ DU(r, )| < g+§:
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Portanto, a integral [* DU (7, t) existe e vale:

/abDU(T, ) = /:DU(T, ) —I—/CbDU(T, ).
O

O préximo lema, conhecido como Lema de Saks-Henstock, nos permite analisar a
soma de Riemann de partigdes marcadas parciais de um intervalo [a, b]. Esse resultado

pode ser encontrado em (1, Lema 2.7), e outra versao pode ser encontrada em (3, Lema

1.13).

Lema 4. [Lema de Saks-Henstock] Seja U : [a,b] x [a,b] — X Kurzweil integrdvel sobre
la,b]. Dado € >0, seja 6 um calibre em [a,b] tal que:

|d|

Z[U(Ti7tl) U(Tz7 i— 1 / DU T t)

i=1

para cada partigio d = (1;, [ti—1,t;]) marcada de [a,b] d-fina. Se:
a<h<G<N<[<HE <SSO <& < <D

¢ uma particio parcial marcada d— (&5, 185, 74]) 0-fina de [a,b], entdo:

Em: 5]7 BJ (£j7 ’Vj) - //B’Yj DU(T7 t)]

J

Vi
Demonstragio. Note que, caso §; = v;, temos U(E;, 5;) — U(&;, ) —/ DU(r,t) = 0.
B.

J
Assim, podemos supor f; < 7; para todo j € {1,...,m}. Definamos ainda vy = a e
Bm—‘rl =b.

Sabemos que v; < ;41 para todo j € {0,1,....,m}. Caso v; = (41, temos
Bit1 |4 ,
/ : DU(1,t) =0e S(U,d;) = Y [U(,#]) = U(7/,t]_,)] = 0 para toda particio marcada
Vi i=1
d; = (17, [t1_,,t]]) de [v;, Bj11]. Casoy; < Bj41, como U é integrével sobre [a, b] D [v;, Bj41],
temos U integrdvel sobre [v;, 811]. Assim, dado x > 0, existe um calibre §; em [v;, 3j11]

tal que:

Bit1
HS(U, d;) — L " puU(rnb)

K
m—+1

J

para toda parti¢gdo marcada d; dj-fina de [v;, 8j11]. Podemos tomar d; = min{d7, d}
em [VJ,BJH] de forma que 0,;(7) < 6(7) para todo 7 € [vy;,541]. Considere agora
d=dU (U d> (tomando d; = {(vj,[vj,7;])} caso v; = Bj11 e d; uma partigdo 6;-
fina de [y;, B;+1] caso contrario). Entdo d ¢ uma partigdo marcada de [a,b]. Ainda,
denotando d = (a, [ti—1,t]), temos [t;i_1,t;] C [B;,7;] para algum j € {1,..,m} ou
[ti1,t:] C [, Bj+1] paraalgum j € {0,1,...,m}. No primeiro caso, temos (ay, [t;_1,ti]) € d
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donde [t;_1,t;] C B, d(a;)) (pois dé d-fina). No segundo caso, temos (o, [ti—1,t]) € d;
para algum j € {0,1,...,m}, donde [t;_1,t;] C B(w,d;(e;)) C B(a;,0(;)) (pois d; é
d;-fina e 6;(7) < (1) para todo T € [y}, Bj41]). Portanto, d é §-fina. Assim:

HS(U, d) — /bDU(T, 1)

|d| m m |d;] o
Note que S(U,d) = 3 (U t0)—Ulan, tr)] = 3106 2)~U (65, 8)1 432 S0 (. )~
i=1 j=1 7=01i=1
U(rj,t-0)] = DU &) = U, B8] + > S(U, dy).
7=1 Jj=0
Note ainda que / DU(r,t) =) /7 DU(r,t) + Z/ . Portanto:
@ =170 i=07%

S0 8) ~Ule) ~ [ DU 1)

J

ol PUCESEUCENES o SO RY LY

J=1

m

b
U6 5) = V(&) + 38U = [ DUG 0+

I
Ms

J=1 3=0
m m Bit1
+sw ) -3 [T DU
=0 i=07%
b Bj+1
< |sw,a) —/ DU(r, t)H +Y s, d)) —/ DU(7,1)
a — i
(m+ 1)k
A
m+1
Portanto, Y [U(&;,5;) — U(&. ;) — /;j DU(r,t)]| < € + k para todo k > 0, donde o
i=1 i
resultado segue. O]

Usaremos do Lema de Saks-Henstock para provar o préximo teorema, retirado de
(1, Teorema 2.12) e (3, Teorema 1.16), o qual nos permite reescrever a integral de Kurzweil
de uma funcao sobre um subintervalo de seu dominio através de um limite. Esse resultado
é particularmente util para analisar fun¢des com descontinuidades ou saltos discretos, pois
permite que reescrevamos a integral sobre um intervalo que contém tais descontinuidades
como a soma das integrais nas regioes sem saltos mais um termo de corre¢dao (o qual
conseguimos escrever explicitamente). Esse fato serd particularmente til no capitulo 4,

quando estudarmos EDFs em medida com impulso.
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Teorema 5. Sejam U : [a,b] X [a,b] — X Kurzweil integrdvel sobre [a,b] e ¢ € |a,b].
Entao:

lim[ [ DU(r,t) — Ulc, s) + U(c,c)] /DUTt)

Ss—cC a

e Tim[ [ DU, 1)+ Ule, s) — U(c, o) :/C DU(7,1).

S—cC s

Demonstragio. Seja € > 0 dado. Como U é integréavel sobre [a, b], existe um calibre ¢

b
sobre [a,b] tal que ||[S(U,d) —/ DU(r,t)|| < € para toda divisao marcada d J-fina de

la, b]. Provaremos a primeira igualdade, pois a segunda segue de maneira analoga.

Seja ¢ € [a,b] e suponha s € [a,b] N B(c,d(c)). Considere agora d' = (&, [ti—1,t])
uma particdo marcada d-fina de [a, min{s, c}] (caso min{s,c} # a) e d’ = (o, [ti—1,t:])
uma particio marcada d-fina de [max{s, c},b] (caso max{s, c} # b), ambas existentes pelo
Lema de Cousin. Entao, d = d'Ud" U{(c, [min{s, ¢}, max{s, c}|)} é uma particio marcada
d-fina de [a, b], donde (¢, [min{s, ¢}, max{s, c}]) é uma parti¢do marcada parcial J-fina de
[a,b]. Pelo Lema de Saks-Henstock, temos:

HU(C,S) —Ule,c) — /:DU(T,t)H <e€(casos>c)e
HU(C,C) —Ule,s) — /:DU(T,t)H = HU(C, s)—U(e,c) —/: DU(T,t)H <€ (caso ¢ > s).

Portanto:

/DUTt) U(e, 3)—|—U(c,c)—/acDU(7-,t)H:

<e

/DUTt Ule,s)+ Ulc,c)

Logo, para todo € > 0, existe § = d(c,€) > 0 tal que se s € B(c,0) N [a, b], entdo:
H[/ DU(r, 1) — Ule, s) + Ule, ¢)] / DU(7, t)H

Portanto:

lim DU(T t)—U(c,s) +U(c,c) = /CDU(T,t).

S—cC

]

Por fim, provaremos um teorema que generaliza o resultado de mudanca de variaveis.
Uma versao com contradominio igual a R™ pode ser encontrada em (3, Teorema 1.18), e a

demonstragao que apresentaremos aqui é analoga.

Teorema 6. Sejam ¢,d € R com ¢ <d, ¢ : [c,d] = R uma fungio continua e crescente e
U :[o(c), do(d)] x [¢p(c), d(d)] — X. Se uma das integrais:

é(d)

[, DUG), [ DU(6(),6(5)
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existe, entdo a outra integral existe e vale a iqualdade:

o(d)

$(c) DU(r1) :/c DU(é(7), ¢(s))-

Demonstracio. Se ¢ = d, ambas as integrais existem e sdo iguais a 0. Se ¢ < d, suponha
d
que / DU (¢(v), ¢(s)) existe e seja € > 0 dado. Entao existe um calibre 6 em [c, d] tal
que para toda particdo marcada d= ([74, [Bi—1, Bi]]) de [e, d] o-fina, vale que:
4

S 006, 6(50) ~ U6, 6(5:-1))] — [ DU((), 0(6)]| < e

i=1

Como ¢ é crescente, ¢([c, d]) = [¢(c), #(d)] e ¢ é uma bijegao de [c, d] em [¢(c), ¢(d)]. Entao,
a inversa ¢! : [¢(c), d(d)] — [c,d] existe e é continua e crescente em [¢(c), ¢(d)]. Entao,
para cada 7 € [¢(c), ¢(d)], existe tinico v = ¢~ (1) € [¢,d]. Para cada 7 € [¢(c), p(d)],
definamos 6(7) > 0 tal que:

[r = 6(7), 7+ 6(m)I N e(c), o(d)] C d([y —w(),7 +w¥)]N e, d]). (2.1)

Com v = ¢~ !(7). Essa escolha é possivel, pois ¢, ¢! sdo continuas e w(y) > 0 para todo
7 € e, d].

Seja d' = (7, [ai—1, ]) uma particado marcada J-fina de [p(c), ¢(d)]. Definindo
B; = ¢~ () para todo i € {0,1,...,|d|} e v; = ¢~ () para todo i € {1,...,|d'|}, temos

pelo fato de ¢! ser crescente que:

Bo=0¢""(aw) =c< B <B2< .. <Ba-1<Ba=0¢ (o) =d

Bic1 < < B parai € {1,...,|d'|}.
Portanto, d= (i, [Bi—1, Bi]) é uma partigdo marcada de [¢,d]. Como d’ é partigdo d-fina
de [¢(c), 6(d)], temos:

7 —0(n) <1 <7 <a; <7+ 0(r;) para i € {1, ..., |d'|}.
Entao (2.1) implica em:
¢ —w(yi) < @i < 0 < G(vi +w()) parai € {1, .., |d']}.
Portanto, para i € {1, ..., |d'|}:

Yi—w(y) = ¢ oy —w)) < ¢ Hait) = Bict < Bi < 07 ew) < i+ wn),
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donde d é uma particdo w-fina. Com isso:

i d
;KWMM—W%%QH—ADWMw@@):

i d
=22 [U6(0), 6(8:)) = (@), 6(Bi))) = | DU(6(x), 6(s))| < e.

#(d)
Logo, a integral /( DU(r,t) existe e vale que:
é(c)

o(d)

$(c) DU(r.1) :/c DU(¢(7), ¢(s))-

o(d)
Reciprocamente, suponha que a integral / o DU(7,t) existe e seja € > 0. Entao
o(c

existe um calibre § em [¢(c), ¢(d)] tal que para toda partigao marcada d' = (73, [;_1, @))
de [¢(c), p(d)] o-fina, vale que:
|d'| (

2 U (i, 04) — U(mi, 1)) — ;C)d) DU (r,t)

< €.

Seja d' = (7, i1, ;]) uma particio marcada de [¢(c), ¢(d)]. Pela continuidade de ¢ e

¢! e pelo fato 4 ser calibre, para v € [c,d] existe um valor w(v) > 0 tal que:

|6(s) = ¢(V)] < d(e(7)) (2.2)

se s € [y —w(y),y +w)]Nled].

Se d = (7, [Biz1, Bi]) é uma partigdo w-fina de [c,d], definamos 7; = ¢(v;) para
1€ {1,..., d } e o; = ¢(B;) para i € {0,1, s ’5
(2.2) implica que d’' é uma partigao d-fina de [¢p(c), ¢(d)]. Entao:

g

. Como ¢ é crescente, a desigualdade

> U(6(05).6(8) =~ U003, 005 = [ DUr0)| =
i o
= ; [U(7i, ) = U(T3, 1)) — /¢>(c) DU(r,t)|| <e.

d
Portanto, a integral / DU(¢(), ¢(s)) existe e vale a igualdade:

o(d)

D _["p
$(c) ulr.t) _/C U(e(7), o(s))-

Note ainda que vale um resultado andlogo para ¢ continua e decrescente.
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2.3 A Integral de Perron-Stieltjes

Sejam a,b € R com a < b, X um espago de Banach, f : [a,b] = X e g : [a,b] — R.

Definiremos a integral de Perron-Stieltjes conforme feito em (1).

Definicao 6 (Integral de Perron-Stieltjes). Seja U : [a,b] X [a,b] — X dada por U(t,t) =
b

f(m)g(t). Entao, caso U seja Kurzweil integrdvel, denotamos/ DU(r,t) como sendo

b b
/ f(s)dg(s), e dizemos que / f(s)dg(s) € a integral de Perron-Stieltjes de f em fungao

a
de g.
O motivo de especificarmos essa integral se da devido a sua relagao com a A-integral,
que definiremos mais a frente, e ao fato de que muitos dos problemas de equacoes funcionais

em medida sao modelados usando essa integral.

Vale notar que, como a integral de Perron-Stieltjes é um caso particular da integral
de Kurzweil, os resultados da se¢ao anterior, como linearidade e aditividade em intervalos

adjacentes, ainda valem.
Estabeleceremos aqui uma notacao, que serda usada ao longo do texto. Dadas
funcdes f : [a,b] = X, g : [a,b] = Red= (7, [ti—1,t;]) € TDjay), definamos:

|d|

f7g7 Zf 7—2 z (tz—l>)~

Provaremos agora uma proposi¢do que nos permite comparar o valor de integrais

de Perron-Stieltjes quando X = R. Esse resultado nos sera ttil no capitulo 4.

Proposicao 2. Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] = R fungoes com f(t) > 0 para todo
t € la,b] e g nao-decrescente. Seja ainda h : [a,b] — R uma fung¢do nao-decrescente tal

que, dados u,v € [a,b] com u < v, temos:
g(v) = g(u) < h(v) — h(u).

b b
Entdo, se as integrais de Perron—Stieltjes/ f(s)dg(s) e/ f(s)dh(s) existem, vale que:

[ #s)dgts) < [ fs)ancs).

Demonstracao. Suponha que:

[ £oydg(s) > [ ss)ancs)

Dado d = (7;, [ti—1,t;]) € TDjay), sejai € {1,...,|d|}. Como f(;) > 0e0 < g(t;)—g(ti-1) <
h(t;) — h(t;_1) (sendo a primeira desigualdade vélida devido ao fato de g e h serem néao-
decrescentes), vale que f(7;)(g(t;) — g(ti—1)) < f(m)(h(t;) — h(t;—1)). Assim, temos:

|d| |d|

S(f,9,d) an ti) — g(ti—1) <an t:) — h(ti_1)) = S(f, h,d).
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(fff(s)dg(s) —JP f(s)dh(s)) > 0. Entao, existem calibres 01,09 sobre [a, b]

|

Seja € =

tais que:

< € para d parti¢ao 0;-fina de [a,b],

[ $(s)dg(s) = 5159,

< € para d particao do-fina de [a,b].

[ ss)ans) = 505, a)

Tomando 6 = min{dy, d2}, temos pela Proposigdo 1 que § é um calibre sobre [a, b] e que, se

d é uma particao d-fina, entao d é d,-fina e do-fina. Pelo Lema de Cousin, existe d € T'Dj, )

tal que d é &-fina. Assim:
0< [ rs)ot) ~ [ f()in(s) = [ $s)gls) [ F)ihls) + S(Fh )~ S(F0.d) =
- ( [ fs)gts) — (7.0 d)) - ( [ ftsyants) = s, d)) <

[ 6ytate) = (1.0 = | [ rs1ante) = (s,

< <

<cre=2e= ([ 1o - [ rorins),

o que é um absurdo. Logo:

]

Explicitaremos agora um corolario do Teorema 6, o qual é uma aplicacao direta

desse resultado para a integral de Perron-Stieltjes.
Corolario 1. Sejam ¢ : [a,b] — [«, 5] uma bije¢io continua e crescente, f: [a, ] — X e
g : [a, 8] — R. Entao, se uma das integrais:

8 b
| 9@)dn), [ g(é(s)dn(os)

« a

existe, a outra integral existe e vale que:

B b
| amianz) = [ g(o(s)dn(o(s)).

« a

Faremos agora algumas consideracoes sobre a integral de Perron-Stieljes. Primeira-
mente, note que, se uma fungao f é Riemann integravel em um intervalo [a, b], entdao f é
Perron-Stieltjes integravel com relagao a funcao identidade e ambas as integrais coincidem.
De fato, a definicao de uma funcao ser Riemann integravel é semelhante ao dessa funcao
ser Perron-Stieltjes integravel com relacao a identidade. A diferenga esté no fato de que,

na integral de Riemann, limitamos nosso calibre a ser uma fun¢ao constante. Portanto,
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podemos considerar a integral de Perron-Stieltjes como uma “extensao” da integral de
Riemann. Podemos entao questionar se a reciproca da afirmacao acima é valida. Isto é:
toda fungao f Perron-Stieltjes integravel com relagao a identidade é também Riemann

integravel?

Mostremos, por meio de um exemplo, retirado de (1, Exemplo 2.11) e (5), que essa

afirmacao é falsa.

Exemplo 1. Seja f : [0,1] — R uma fungao dada por f(t) = 2t sen <t22> — i cos (;) para
t € (0,1] e f(0) = 0. Entao f é uma fungao de grande oscilagdo que nao é absolutamente
integravel sobre [0, 1]. Com isso, temos da anélise que f é de variagdo ilimitada e, portanto,
nao é Lebesgue integravel sobre [0, 1]. Entretanto, como a integral imprépria de f existe,
segue por um teorema (que foge do escopo desse texto) que a integral de Perron-Stieltjes
de f também existe e tem o mesmo valor da integral imprépria de Riemann de f. Em
particular, como f ser Riemann integravel implica em f ser Lebesgue integravel, segue que

f nao é Riemann integravel. Portanto, a reciproca da afirmagao acima nao é verdadeira.

2.4 Funcoes Regradas

Ao estudarmos a integral de Riemann, é natural considerar as fung¢des continuas
como um dos principais grupos de fungoes ligados a essa integral, uma vez que a continui-
dade da fruto a muitos resultados importantes relacionados a esse tipo de integragao. De
maneira analoga, um espago natural de se estudar em conjunto com a integral de Kurzweil

¢é o espago das funcgoes regradas, as quais englobam as fungoes continuas.

Sejam X um espago de Banach com a norma ||.|| e a,b € R com a < b. Definiremos

uma fungao regrada como feito em (1, Definigao 1.1).
Definigao 7 (Funcao regrada). Uma fungio f : [a,b] — X € chamada de regrada se
existem os limites lim f(s), para t € (a,b], e lim f(s), para t € [a,b). Nesse caso,
st~ s—t
denotamos lim f(s) = f(t7) e lim f(s) = f(t").
s—t~ s—tt
O conjunto das fungoes regradas f : [a,b] — X serd denotado por G(|a,b], X).

Ainda, definiremos o conjunto G~ ([a,b], X) como sendo o conjunto de funcoes regradas

f :la,b] = X continuas pela esquerda em (a,bl.

Mostremos que o conjunto das fungdes regradas, com as operagoes usuais, formam

um espago vetorial.
Afirmacao 2. Seja G([a,b], X) munido das operagoes:

+: G([a,b], X) x G([a,b], X) = G([a,b],X), com +(f,g9)=f+g.
K x G([a,b], X) — G([a,b], X), com -(a, ) =af.
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sendo (f +9)(x) = £(x) + 9(x) € (af)(x) = af(x) para todos = € [a,b], .9 € G ([a,t], X)
e a € K. Entao G([a,b],X) € um espago vetorial sobre K.

Demonstracao. Note que, se Y é um espaco vetorial, entao é um resultado conhecido que
F(la,b],Y)={f:[a,b] = Y | f éfuncdo} é um espaco vetorial munido das operagoes +
e - definidas de maneira andloga a acima. Como G(|[a, b, X) C F([a,b], X), para mostrar

o resultado, basta provar que G([a, b], X) é subespago vetorial de F([a,b], X).

e 0€ G([a,b],X): A fungao 0 : [a,b] — X, dada por 0(z) = 0 para todo x € [a, b], é
continua. Logo, lig% 0(s) existe para todo t € [a,b]. Em particular, os limites laterais
existem. Assim, 0 € G([a,b], X).

e G([a,b], X) é fechado para a soma: Sejam f,g € G([a,b], X) et € (a,b]. Sabe-se que
existem f(t7) e g(t~). Portanto, dado € > 0, existem d; > 0 tal que u € [a,b] N (t —
d1,t) implica em || f(u ) —ft)] < 5 e 92 > 0 tal que u € [a,b] N (t — 0s,t) implica

em |[g(u) —g(t7)] < 5 Tomando ¢ = min{dy,ds} > 0, tem-se que u € [a,b] N (t —

0,2) implica em [|(f +g)(u) = (F(t )+ g™ DI = [lF(w) = F(#7) + g(u) = g(t7)]| <
/() = F)] +lg(u) — 9()] < 45 = e. Portanto, existe (f+)() = lim (/+
g)(s) = f(t7)+g(t™) € X paratodot € (a,b]. Analogamente, dadot € [a, b), ex1stem
f(tT) e g(tt). Portanto, dado € > 0, existem d; > 0 tal que u € [a,b] N (t,t + 01)

implica em || f(u) — f(t1)| < % e 0y > 0 tal que u € [a,b] N (t,t + d2) implica em

) i
llg(u) —g(th)]] < % Tomando § = min{d,ds} > 0, tem-se que u € [a,b] N (¢, t +
0) implica em [(f +g)(u) = (f(#7) + g(E)I = [If (w) = F(#7) + g(uw) = g(t)]| <
| f(w) = FED + llg(w) — g(tT)]| < gty =¢ Dessa forma, existe (f 4 ¢)(t7) =
Slig}r(f +g)(s) = f(tT) + g(t") € X para todo t € [a,b). Assim, f+ g € G([a,b], X).

e G([a,b],X) é fechado para o produto: Seja f € G([a,b],X) e a € K. Se a = 0,
tem-se af = 0, a qual é uma funcao continua e, em particular, regrada. Se
a # 0, dado t € [a,b), existe f(t7) € X. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
u € [a,b]N(t,t40) implica || f(u) — f(t1)] < - Assim, u € [a, b]N(t,t40) implica

[e
em |[|(af)(u) —af (V)| = llaf (u) —afE) = lal [1f(w) = fFE)] < |04£| = e
Logo, existe (af)(tt) = Slig}r(ozf)(s) € X para todo t € [a,b). Analogamente,
dado t € (a,b], existe f(t7) € X. Dado € > 0, existe § > 0 tal que u € [a,b] N
(t — d,t) implica ||f(u) — f(t7)] < - Assim, u € [a,b] N (t — d,t) implica em

el
[(ef)(w) —af@ )| = llef (w) = af@E) = lal | f(w) = FE)I <o ;4 = . Logo,
existe (af)(t™) = sligl_(af)(s) € X para todo t € (a,b]. Portanto, af € G([a,b], X).

Consequentemente, G([a,b], X ) é subespaco vetorial de F([a,b], X). Em particular,
G([a,b], X) é espago vetorial. O
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Mostraremos agora que toda func¢ao regrada com dominio em um intervalo compacto

da reta é limitada. Tal fato é importante, pois mostra que G ([a,b], X) é um subespago

vetorial de B ([a,b],X) ={f : [a,b] = X fun¢do | f é limitada}.
Proposicao 3. Seja f : [a,b] — X regrada. Entao f € limitada.

Demonstragio. Suponha que f : [a,b] — X seja ilimitada. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que f ¢ ilimitada superiormente. Entao, existe (z,) C [a,b] tal que z; # z;
para i # j e f(x,) > n para todo n € N. Por um resultado da anélise na reta, como (x,,)
é uma sequéncia limitada, sabemos que existe (y,) C (z,) uma subsequéncia tal que y, é
mondtona crescente ou ¥y, € mondtona decrescente. Sem perda de generalidade, vamos
supor (y,) crescente. Entao, como (y,) ¢ limitada e crescente, existe y = limy,,. Ainda,

como [a, b] é fechado, temos y € [a,b]. Assim, segue que:
lim f(yn) = +o0.

Com isso, nao existe o limite lim f(¢), o que contradiz f ser regrada. O]
t—y~

Provaremos agora um resultado que sera ttil no capitulo 4, o qual mostra que

certas propriedades sobre uma fun¢do implicam nessa fungao ser regrada.

Proposicao 4. Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua pela esquerda nao-decrescente.

Entao [ € regrada.

Demonstragio. Sejat € (a,b]. Como f é continua pela esquerda, existe o limite lim f(s) =
s—t—

f(t™) e vale que f(t7) = f(t). Tomemos entdo t € [a,b) e seja (t,) C (t,b) uma
sequéncia decrescente com t, — t. Como [ é nao-decrescente, temos que se u,v € [a, b]
eu < v, entdo f(u) < f(v). Em particular, dados m,n € N com n < m, temos
tm < tn, donde f(t,) < f(t,). Portanto, (f(t,)),cn € uma sequéncia nao-crescente
em R. Ainda, como t < t, para todo n € N, temos f(t) < f(t,) para todo n € N.
Assim, (f(t,)),en € uma sequéncia nao-crescente limitada inferiormente por f(t), donde
existe 7" € R tal que T = rllrelgf(t") = lim f(t,). Seja (t),),ey C (t,0) outra sequéncia
decrescente com t], — t. Pelas consideragoes anteriores, existe 7" = lim f(¢/). Considere
A={t, | neN}U{t, | ne N} C(tb), e definamos z; = max A (o qual existe,
pois t; > t, e t{ >t/ para todon € N\ {1}) e 2,41 = max A\ {z1,...,2;} para todo
i € N (que estd bem definido, pois A\ {z1, ..., 2} C A com A limitado superiormente e
tn, b, sdo discretos em (t,), oy € (1),),cy Para todo n € N, uma vez que as sequéncias sao
decrescentes). Ou seja, a sequéncia (2,), .y assim construida consiste no ordenamento
decrescente dos elementos de A. Note que, como t,, — t e t/, — ¢, temos z, — t. Note
também que, dados ki, ke € N, existem 71, j2 € N, com j; > ki e jo > ko, tais que z;, = t,

e zj, = tg,. Como (zp),cy € A C (£,0) e 2, — t, segue pelas consideragoes anteriores que
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(f(2n))pen € convergente. Em particular, (f(z,)),cy ¢ de Cauchy. Portanto, dado € > 0,

existe n; € N tal que m,n > n; implicam em:
€
Fom) = Fe)] < 5
Ainda, existem no,n3 € N tais que:

T — f(tn)| < g para n > ng,

T — f(t)] < % para n > ng.

Seja ng = max{ni,ns,n3} € N. Dados m,n € N, com m,n > ny, existem ji, jo € N, com

J1 > m>ng e ja >n > ng tais que zj, =t e zj, = t,. Assim, temos:

T =T < IT = J(ta)] + 1F () = St 4+ 1S (E) = T') < 5+ 1£(ta) = F(E)] + 5 =

3
2e 2¢ €
:§+|f(zjz)—f(zj1)| <gTtz=¢
Portanto, 7" = T’. Assim, existe o limite lim f(s) =T = f(t*) para todo t € [a,b).
s—t
Consequentemente, f é regrada. m

Definamos agora a variagdo de uma fungao, conforme feito em (1, Definigao 1.25).
Defini¢ao 8. Dada uma fungio « : [a,b] — E, sendo E um espago normado, e d = (t;) €
Doy, definimos:

|d|

varg(a) = ; ou(ti) — a(tiza)||

e a variacao de o € dada por:
var(a) = var)(a) = sup{vary(a) | d € Dy}

Se var(a) < 400, entdo o € chamada de func¢ao de variagao limitada. O conjunto das

fungoes de variagao limitada de [a,b] em E é denotado por BV ([a,b], E).

Provaremos um resultado sobre a variacao de a:
Proposigao 5. Sejam «, 5 : [a,b] — E, sendo E um espago normado, e ¢ € [a,b]. Entdo:

var(a + ) < var(a) + var(f3),

VarZ(a) = var§ (o) + Varﬁ(a).
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Demonstragio. Dada d = (t;) € Djqy), definimos:

|d]| |d]|
varg(a+ ) = ZHOHr@ — (a+8)( ZlII—ZHa ) —altion) + B(t) — Bltid)|| <
\d\ |d|

<3 llalt) = alte) + 3 15(6) = Hltia)l| = vara(e) + vana(5) <
< :falr(a) +var(B). -

Segue que var(a) + var(5) é uma cota superior de {varg(a) | d € Dy}, donde:
var(a + B) = sup{varg(a + 8) | d € Dy} < var(a) + var(B).

Ainda, sejam d; e dy partigoes de [a, c] e [c, b], respectivamente. Entao d = d; U dy é uma

particdo de [a,b] (pelo Lema 3), donde:

|d1| |d1|+]|da]
varg, (@ [ja.q) + Vara, (a [ie) lea +alti)l+ > flat) —alti)l =
i=|dy|+1
|d1|+|d2] |d|
= > la(t) = afti ||—2Ha —a(t, )
i=1
= varg(a) € {var,(a) | u € Dy} (2.3)

Em particular, temos:
varg, (a |[a,c]) + varg, (oz |[va]> < var(«)
para todas as particoes d; € Dy, € dy € Diep). Assim:
varé (a) + var’(a) < var’(a).
Por outro lado, dada d € D,y temos duas possibilidades:

* ¢ € d: Nesse caso, existe j € {0,...,[d[} tal que ¢ = t;, donde di = (ti);cqo ;) €

-----

d2 = (ti);eqj,..jap S30 particoes de [a, ] e [c, b], respectivamente. Pela equagao (2.3),

.....

isso nos fornece:
varg(a) = varg, (o [ja,q) + varg, (o |ey) < varg(a) + varﬁ(a).

. c §Z d: Nesse caso, existej € {1,...,|d|} tal que ¢ € (t;_1,t;). Definindo d; =

777777777
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Ainda, temos:

ld| |d|
varg(a Zl\a —aftia ||—Z\|a —a(ti)l| + [la(t;) —a(t;)] <

1751
|d|

<lea —a(ti)|| + [la(t;) —a()] + llale) = alt;)] =

L#J

(Z la(ts) — a(tiza)|| + |la(c) — a(tj1)||) +
|d|
( > Jla(t) — aten)l + latt;) - a<c>||) -

i=j+1

= varg, (@ |[q,q) + varg, (o |cp) < varg (o) + varg(a).

Portanto, para todo d € Dy, ), temos varg(ar) < varé(a) + var’(a), donde:
var® (o) < var®(a) + var’(a).

Assim, vale a igualdade:

vart (o) + var’(a) = var’(a).

]

Provaremos agora uma proposicao, a qual mostra que toda fun¢ao de variacao
limitada cujo contradominio ¢ um espaco de Banach ¢ uma funcao regrada. Esse resultado
pode ser encontrado em (1, Lema 1.29), o qual foi retirado originalmente de (6, Teorema
1.2.7).

Proposigao 6. BV ([a,b], X) C G([a,b], X).

Demonstragio. Seja o € BV ([a,b],X). Provaremos que existe o limite lim «(s) para
st~
todo t € (a,b]. A existéncia do limite lim a(s) para todo t € [a,b) seguird de maneira
s—t
andloga. Sejam t € (a,b] e (t,) C [a,t) com t, — t. Notemos que, dados ¢, d € [a,b] com

¢ < d, temos var? a > 0. Assim, dado n € N, segue que:
> llatiy) —a(t)] < var 0 (@) < varl!(a) + vary ™ (a) + var | () = varl ().

+oo
Como |la(tir1) — a(t;)]] > 0 para todo i € N, segue que existe Y [la(tiy1) — a(t;)]| =
i=1

lim Z lla(tivr) — a(ty)|| e vale que:

n~>+oo

ZOO latiss) — a(t)]] < vark(a).
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Assim, temos:

lim ZHa i+1) —a(t)] =0

n~>+oo

eque (y,) CRcomy, = [la(tis1) — a(t;)|| para todo n € N é uma sequéncia mondtona
nao-crescente com ,, > O_para todo n € N. Portanto, dado € > 0, existe ng € N tal que
n > ng implica em:

’yn| =UYn = Z “04 H—l )H < €.

Assim, dados m,n € N com m,n > ng (e supondo, sem perda de generalidade, que m > n),

temos:
Jo(tn) — (el £ S o) — a)l < 3 o) — o)l = o <

Dessa forma, («(ty)),cy ¢ uma sequéncia de Cauchy em X (Banach), donde existe 7' € X
tal que T' = lim «(¢,,). Sejam (t/,) C [a,t) com !, — t e T" = lim «a(t),) (o qual existe pelas
consideragoes anteriores). Definamos (z,,) C [a,t) como sendo z9,_1 = t,, € 29, = t], para
todo n € N. Entao, z, — t e:

+o0o
lim Z la(zit1) — az)]| = 0.

n—>+<>o

Dado € > 0, existem nq, ng, ng € N tais que:

T — a(t,)|| < % para n > ny,

17" — a(t))]| < % para n > ng,
€
Z la(ziz1) — alz)]| < 3 baran > ng.

Notemos que n € N implica em n > 1, donde 2n > n+ 1 e 2n — 1 > n. Tomando

ng = max{ny, ny,n3} € N, sejam m,n € N com m > n > ng. Entao:

17" =TI < 17" = alt,) | + lle(t,) — alta)ll + o) =TI =
/

= 17" = a(t;)ll + lla(zem) — alzzn-)ll + lla(ts) = T <
< T = alt,)l + % la(zin) — alz) || + flaltn) = T <

1=2n—1

+o0o
<IT =at)ll + X lletzin) = a@)l + llalt) =T <
1=2n—1

+o0
<N = a(@)ll+ 2 llatzin) = a(z)ll + llatt) = Tl <

<€+€+€
— — — =€
3 3 3
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Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, temos 7" = T' e, portanto, existe lim a(s) =T.
s—t—

Com isso, temos o € G([a,b], X). Assim:
BV(a,H], X) € G((a ], X).
[

Definamos o conceito de uma fungao escada, de maneira andloga a (1, Definicao
1.3).

Definigdo 9. Uma fungio f : [a,b] =Y, com Y espago normado, é dita ser uma fungio
escada se existe uma particio d = (t;) € Dy tal que para cada i =1, ..., |d|, eviste ¢; € Y
tal que f(t) = ¢; para todo t € (t;_1,t;). O conjunto das funcoes escada de [a,b] em Y é
denotado por E([a,b],Y).

O préximo resultado, retirado de (1, Teorema 1.4), o qual é uma versao mais geral
do resultado em (7, Teorema 1.3.1), relaciona as fungoes escadas com as fungoes regradas,

e essa relagao nos serd tutil mais a frente.

Teorema 7. Seja O C X aberto e f : [a,b] — O uma fungio. As sequintes afirmagoes sio

equivalentes:

1. f:]a,b] = O € o limite uniforme de fungoes escada {fn}nen com f, : la,b] — O.
2. f € G([a,b],0).

3. Dado € > 0, existe uma divisio d : a =ty < t; <ty < ... <t =0 tal que:
sup{|[f(t) = f(s)l | t.s € (tj—1,t)i=1,...|d|} <e.

Demonstragio.  » (i) = (ii): Note que f(t) € O para todo t € [a,b]. Sejat € [a,b).
Provaremos que Slgg f(s) existe. A existéncia de Slirq f(s) para t € (a,b] segue de
maneira analoga. Considere uma sequéncia (t,), .y C [£, 0] tal que ¢, — t. Considere
também uma sequéncia { f, }nen de fungoes escada de [a,b] em O tal que f, — f
uniformemente. Entéo, dado € > 0, existe k € N tal que ||f(t) — fr(¢)]| < i, para
todo t € [a,b]. Além disso, como f;, é uma func¢ao escada, existe Ny € N tal que
| fr(tn) — fr(tD)|| < 2 para todo n > Ny. Portanto, para n, m > Ny, temos:

1£(t) = Ftm)ll SN F(tn) = Fulta)] + | Fultn) = filth)]| +
+ | £ ) = filtn)| + [ feltm) = Fltm)] < e
Entdo, como X é um espago de Banach, lim f(¢,) existe. Seja entdo (¢/) C [t, ]

outra sequéncia com t, — t. Sejam L = lim f(¢,) e L' = lim f(¢). Dado ¢ > 0,

existem ny,ny, n3 € N tais que:
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€
3

2. m,n > ng implica em || f(t,) — f(t,,)] < ¢ (pois a sequéncia (u,)nen dada por

1. n > ny implica em ||L — f(t,)] <

Ugp—1 = t, € U, =t para todo n € N é tal que u,, C [t,b] e u,, — t, donde
(f(uy)) é de Cauchy).

3. m > ng implica em ||L' — f(¢)| < %

Tomando ng = max{n,ns,n3}, temos que m,n > ng implicam em:

1L = Ll < UL = @)+ 1) = P+ = FE < S+ 5+ 5 =

Portanto, L = L’ e assim existe o limite lirri f(s) para todo t € [a,b). De maneira

s—t
analoga, existe o limite lim f(s) para todo ¢ € (a,b]. Portanto, f € G ([a,b],O).
s—t~

(i1) = (4i1): Seja € > 0 dado. Como f € G([a,b],0), segue que f € G([a,b],X).
Entao, para todo t € (a,b), existe §; > 0 tal que:

sup |[f(w) = f(s)[ <ee sup )||f(w)—f(8)||<€'

w,SE(t—0¢,t) w,s€(¢,t+d¢

Similarmente, existem d,, 9, > 0 tais que:

sup  [|f(w) = f(s)| <ee  sup )||f(w)—f(«5‘)||<6-

w,s€(a,a+dq) w,s€(b—0dp,b

Note que o conjunto A = {[a,a + d,), (t — &, t + ;) , (b — 0p,0] | t € (a,b)} é uma
cobertura aberta de [a,b] e, portanto, existe uma divisdo d = (¢;) de [a,b] tal que
{la,a 4+ d4), (t1 — 04y, t1 + 04,) 5 ..., (b — I, b]} é uma subcobertura finita de A para

la, b] e, ainda:
sup ||lf(t) = f()]| | t,s € (tic1,t),i=1,...,]d] <e.

(17i) = (i): Dado n € N, seja d, = (t;), com i € {1,2,...,|d,|}, uma particao de
[a, b] tal que:

sup{||lf(t) = f()I | t,s € (tic1,ti),i=1,2,...,|ds|} < 71l

e ; € (ti—1,t;) para todo ¢ € {1,2,...,|d,|}. Definamos f, : [a,b] - X como:

Idn| |d"‘

fn<t) = Z f(Ti)X(tiflyti)(t> + Z f(Ti>Xti (t)

1=0

em que Y p denota a funcao caracteristica de um conjunto mensuravel B C R. Note
que fn(t) € O para todo t € [a,b] e para todo n € N. Ainda, {f,}nen é uma

sequéncia de fungoes escada que converge uniformemente para f.

]
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Destacaremos um corolario do Teorema 5, valido para a integral de Perron-Stieltjes,
o qual pode ser encontrado em (1, Corolario 2.14) e (4, Corolario 6.5.5). Este resultado
revela uma das relagoes entre as fungoes regradas e a integral de Perron-Stieltjes. Antes,

entretanto, estabeleceremos uma notagao.

Defini¢ao 10. Sejam f : [a,b] — X, t € [a,b) e u € (a,b]. Se eziste o limite lirg f(s) =
f(t1), definimos:
A F(8) = £(E) = (1) = lim f(5) - FO).

Analogamente, se existe o limite lim f(s) = f(u™), definimos:
S—u—

A7 f(u) = flu) = f(u”) = lim f(u) = f(s).

S—u—
Note que, se [ € regrada, AT f(t) e A~ f(u) estao bem definidas.
b
Corolario 2. Sejam f : [a,b] - X e g: [a,b] — R regrada, tais que / f(t)dg(t) existe.

a

Entdo as fungoes h(t) = /atf(s)dg(s) e k(t) = /tb f(s)dg(s) sao regradas em [a,b] e:

h(tt) =

() + f(O)ATg(t) e k(t7) = k(t) — f(1)ATg(t) para t € [a,b),
h(t™) = h(t) -

h
h(t) — f(t)A7g(t) e k(t™) = k(t) + f(t)A™g(t) para t € (a,b].

Demonstracao. Mostraremos uma das igualdades, pois as demais seguem de maneira ana-
b
loga. Seja U : [a,b] X [a,b] — X dada por U(r,t) = f(7)g(t), cuja integral / DU(r,t) =

b
/ f(t)dg(t) existe por hipotese. Pelo teorema anterior, temos:
a

ti [ [ DU(r0) ~ Ult,5) ~ U(t,0)] = [ " DU(r,u) para t € [a, b).

Assim:
tim [ flw)dg(w) — F(0)9(s) + F09(0)] = [ F)dg(u) =
= tim [ udg(u) = [ fdgu) + i £(2)(o(5) — g(0)) =
= lim h(s) = h(t) + limy f(6)(g(s) — 9(6)) =
Sh(t) = h(t) + F(HA*g(1).
Donde h(t+) existe e vale a igualdade. O

2.5 Desigualdade de Gronwall

Provaremos uma sequéncia de resultados, com o objetivo de demonstrar o Corolario
5, que sera usado no estudo do método da média. Os resultados dessa secao sao baseados
no capitulo 1 de (3). Em particular, o préximo resultado é a generalizagdo para espagos
de Banach de (3, Proposicao 1.33).
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Proposicao 7. Se f : [a,b] = X é uma fungdo escada com a = fy < 1 < ... < B =10
tal que para todo i € {1,...,m}, temos f(t) =c¢; € X parat € (Bi—1,0i) eg:la,b] > R €

de variagao limitada em [a,b] entdo a integral / s)dg(s) eziste e:

[ o) =fa)ala) — gla)) + 3 15)(a(5) — a(57) + F0)a(t) — 907))+

J=1

+§%@@%ﬁh%ﬂ

Demonstragdo. Primeiramente, definiremos uma notacgao. Sejam u,v € R com u < v tal
que [u,v] C [a,b] e d = (73, [ti—1,t]) € T D). Entao, definamos S(f,g,d) € X como

sendo:
|d|

S(f,g,d Zf 7i) (g(t:) — g(ti-1)) -

Com isso, provaremos a proposicao. A funcdo g é de variacao limitada e, portanto, pela
Proposigao 6, os limites laterais existem em cada ponto de [a,b]. Seja p : R — (0, 4+00)
uma fungao. Dado € > 0, escolhamos um calibre ¢ em [a,b] tal que §(3;) < p(e), para
j€40,1,....,m} e o(r) < dist(r,{So, b1, ..., Bm}) para 7 # f;, com j € {0,1,...,m}. Se
d = (7, [ti_1,t;]) é uma partigao 0-fina de [a, b], entdo By, f1, ..., Bm S@0 marcagoes de seus
intervalos d-finos. De fato, seja j € {0,1,...,m}. Entao, existe ¢ € {1,...,|d|} tal que
Bj € [ti—1,ti]. Se 7; # B}, entao:

Bj € [tioi, ti] C (1 — (7)), 7 + 6(7)),

donde |B; — 7;| < §(m) < dist(7, {Bo, b1, .-, Bm}) < |B; — 7|, 0 que é um absurdo. Logo,

7, = B;. Dado i € {1,...,m}, seja & € (5;_1, ;). Mostremos que, para cada ¢ € {2, ..., m},

existe a integral /& f(s)dg(s). De fato, seja d' = ( {t; 1,t;D uma parti¢do marcada

d-fina de [&_1,&]. 5ii’émos que existe j tal que 3;_1 = 7;. Note que podemos assumir que
1 € A{t;_1, 15} De fato, se By =t ;, entdo B;_, # 1) e

FBim)(g(t51) — 9(t59)) + f(Bic)(9(t5) — 9(£5-1)) = f(Bim1)(9(t)) — 9(tj5))-

Como podemos tomar t;_,,t’ suficientemente préximos de ;1 com t)_,,t; # B;_1 (de

J=20 7]
forma a ter d’ d-fina), podemos considerar uma particao d' tal que (51_1, [ o J]) ed.
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Um processo andlogo nos permite considerar ;1 # t.. Assim:

|d’|
S(f,g,d) = Z F(m)( g(t_1) Z F(T)( — g(th_1))+
|d|
+ f(Bic)(9(t)) — g(t;_y)) + _z: f(m)(g(ty) —g(t,_1)) =

= 3 Gea(0() = o 1) + F(Aa) o) — a6 )+

|d'| j—1
+ Z ci(g(t%) - 9(%4)) = Ci—1 Z(Q(t;g) - g(t;ffl))—i_
k=j+1 k=1
|d’]
+ f(Bim)(g(t)) — g(tj_1)) + ¢ kz (9(ty) —g(t_1)) =
=j+1

= cima(g(ty-1) = 9(&i-1)) + F(Bi-1)(g(t)) — 9(t; 1)) + ci(g(&) — 9(7)).

Sabemos que lim g¢(s) =g(8;_,) e lim g(s) = g(B; ). Definamos:

s—=B_4 sﬁﬁ "1

ki = max{|[ci1||, [[eil, [[f(Bi=)|[} +1 > 0.
Dado € > 0, existem 4%, 65 > 0 tais que:
9(520) — 9(0)] < - parat € (Bir = 8, i)

9(850) = 9(0)] < o - para t € (Biy By +63)

Tomando 6 = min{d},d5} > 0 e fazendo p(e) < &) e I; = c¢;1(9(Bi1) — 9(&-1)) +
FBi-)(9(Bi1) — g(Bisy)) + ci(g(&) — 9(Bi1)) € X, entdo th 4,1y € B(Bic1,0(Bi-1)) C
B(Bi-1,p(€)) € B(Bi-1,05), donde t; ;€ (Bis1 — 0h, Bic1) C (Bic1 — 01, Bi1) e t) €
(Biz1, Bic1 +05) C (Biz1, Bio1 + 0%). Assim, temos:

1S(f. g,d) = L]l =
= lleima(9(tj 1) — 9(Bi21) + f(Bim)(9(t)) — 9(B1))+

+ F(Bi)(9(By) — (t D) +eilg(BE) — gt <

< |eia(at-) = 98| + | £(B-) (9(8) — ;JW+Hﬂ@4xm@;>—m¢4»W+
+||ei(a (B >—g@» < leiall Ja(t;-) - mi4w+nfﬁlnw () — g(B= )|+
+WfﬂF1Mgi4 —Mﬂ_ﬂ+H@HMHt)—M M < lleiall g+ Gl g+
Gl =+ el - < S+ S+ S E =T

5k k_55555

&i
Logo, / f(s)dg(s) existe e vale que:
§i—1

ci1(g(ti-1) — 9(&i1)) + f(Bima)(g(t)) — g(t; 1)) + ci(g(&) — g(t))) — Li| =
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b

Mostremos ainda que existe a integral / (s)dg(s) existe, pois / f(s)dg(s) seguira de
&m

forma analoga. Seja d; = (wj, [u;—1,u;]) uma parti¢io marcada J-fina de [a,&;]. Pelas

consideracoes anteriores, sabemos que Sy = a = wy. Assim:

|d1] |d1]

S(f,9,d1) = Zf w)( — g(ur—1)) = fa)(g(u )+ ch —g(up—1)) =

|d1]

= f(a)(g(u1) — g(a)) + 1 Z g(up—1)) =
= fla)(g(u1) — g(a)) + c1(g(&1) — glur)).

Seja k= max{||f(a)|,||c1]|} +1 > 0. Como lim g(s) = g(a™), dado € > 0, existe 5} > 0
S_>a
tal que:
‘g(t) — g(cﬁ)‘ < parate (a a-+ 51) :
3K ’ 0
1

Tomando p(e) < 8} (isto é, para cada € > 0, tomamos p(e) = 51_6{1{{1.17”1“}
b

em que J;"" é aquele obtido na analise da integral / f(s)dg(s)) e I = f(a)(g(a™) —
Em

g(a)) +c1(g(&) — g(a*)) € X, temos que u; € B(a,d(a)) C Bla, p(e)) C Ba,dy), donde

u € (a,a+43) e

IS(f.g.dv) — L]l = | f(@)(g(ur) — g(a)) + e2(9(&1) — g(wr)) — L]| =
= | £@)(g(w) = g(a®)) + er(g(a®) = g(w))| <
< | f@)(g(w) = g(a™)| +||ea(g(a™) = g(w))| =
= [If (@] |g(uw) = g(a®)| + llea]l |g(at) = gur)| <
< If@)l 4l < S =T <
3K 3k — 3 3 3
donde a integral / s)dg(s) existe e vale que:

&1
[ #(s)da(s) =

Analogamente, se definirmos 7,11 = f(b)(g(b) — g(b7)) + cn(g(b™) — g(&m)) € X, temos
b

que / f(s)dg(s) existe e vale que:
&m

[ 76)dg(s) = D

Portanto, pelo Teorema 4, temos que a integral / s)dg(s) existe e vale que:
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m

&
/ s)dg(s +/ _II+ZI+Im+1

i=2 §i—1 =2

= f(@)(g(a") — g(@)) + er(gl&) — gla*)+
£ [ema (90871 — 9(6) + FB) (BT 1) — 9(B 1) + eala(&) — a(5E)] +

|
OO0 — 67 + enl00) ) = Fa)ola) — ) + e (0(6) o))+
+i[%—1<9<6 )~ 9(& DHi[f(& D(a(5E) g(ﬁ;mhi[ (9(&) = 9(BE)] +
+ S O)90) = 9(07) + enlg(b7) = 9(6m)) = fla)(g(a™) — g(a)+
+7j_+21[c1_1(g(6 ) =96 >>}+§[f<@ D(9(550) = 957 >>}+§;{ cl9(&) — 9(BE1))] +

= f(a)(g(a") = g(@)) + 3 [alg(B7) — 9(&)] +

3
L
3

+ 37 [FBGB) = 98] + 3 [eil9(&) — 9(BE))] + FB)(g(b) — g(67)) =

= J(@)g(a) — g(a)) + 3 [alo(57) — 9(6) + 9(6) — o(55))] +

+ 30 [FB 9B = 9(B7)] + F(B)(g(b) — g(b7)) =

(a)(g(a™) = g(a)) + >_cilg(B7) — 9(B1)) + mzl FB)(9(BT) = 9(B7))+

[]

Enunciaremos uma consequéncia dessa proposi¢ao, a qual nao provaremos pois sua
demonstragao utiliza muitos outros resultados prévios que fogem do nosso objetivo. A
demonstragao, e os respectivos resultados necessarios, podem ser encontrados em (3). Em

particular, o resultado seguinte ¢ o Corolario 1.34 de (3).

Corolario 3. Se f : [a,b] - R é uma fungdio regmda no intervalo [a,b] e g : [a,b] - R ¢é

de variagdo limitada em [a,b] entdo a mtegml/ s)dg(s) existe.

O préximo teorema, que é o Teorema 1.35 de (3), nos permite comparar a norma

de duas integrais de Kurzweil, sendo uma delas no R" e outra em R.
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Teorema 8. Sejam U : [a,b] x [a,b] = R™ e V : [a,b] X [a,b] — R fungoes tais que as
b b
integmz’s/ DU(r,t) e/ DV (1,t) existem. Se existe um calibre 6 em |a,b] tal que:
|t =7U(r,t) = U(r, 7| < (¢ =7) (V(7,8) = V(7,7)) (2.4)

para todo t € [T — 0(7), T + 0(7)] entdao vale a desigualdade:

/ab DU(r,1)|| < /ab DV (7, 1).

Demonstragio. Seja e > 0 dado. Como ambas as integrais existem, hd um calibre 6 em [a, b]
tal que 0(s) < d(s) para todo s € [a, b] tal que para toda parti¢ao O-fina d = ([ay_1, ], )

de [a, b] temos:

|d| b

| Z:l U(rj, ) = U(7j,05-1)] — /a DU(r,t)|| <e. (2.5)
|d| b

> [V(r05) = Vi(my,a51)) - / DV(r,1) < e (2.6)

Notemos que a desigualdade (2.4) implica em ||U(7;, ;) — U(1i, ) || < V(13,05) — V(13,73)
quando «o; > 7; e |U(1,05) = U(mi,m)|| < V(m, 1) — V7, ;) quando «; < 7;. Assim,
para i € {1,...,|d|} temos:

1U(7i; i) = Ui, i) || < U (73, 00) = Ulms, m) | + 1U(73,75) = U7, ) || <

< V7, i) = V(7 vi-1).

Pelas desigualdades (2.5) e (2.6) obtemos:

|d|

b b
[ DUG| < | X 10505 = Ul 0501 = [ DU b +
a =1 a
|d|
+ |2 [Ulmy,05) = Uty a50)]|| <
j=1
|d|
<e+ ) [V(m, o) = Vimg,a5-1)] =
)
|d| b b b
— e+ Y V(m.a) = V(mag )] = [ DVt + [ DV(rt) <2+ [ DV(r,0).
]:1 a a a
Como € > 0 é arbitrario, a desigualdade:
b b
/ DU(r, )| < / DV (7, 1)
¢é satisfeita. O

O préximo corolario, que é a Observagao 1.37 de (3), serd usado na demonstragao

do Teorema 9, o qual da origem a Desigualdade de Gronwall.
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Corolario 4. Se f : [a,b] = R, |f(s)| < ¢ para todo s € |a, b] em que ¢ € uma constante,

g :la,b] = R € de variagao limitada em |a,b] e a mtegml/ s)dg(s) existe, entao:

< cvarz g.

[ #s1dgts)

Demonstrag¢io. Definamos U : [a, b] X [a,b] — R como sendo:

U(r,t) = f()g(t).
Definamos também V' : [a, b] X [a,b] — R como sendo:

V(r,t) = cvarl g.
b b
Entao, por hipétese, existe a integral / DU(r,t) = / f(s)dg(s). Mostremos que a

b (1
integral/ DV (t,t) :/ cd(var; g) existe e que Vale/ DV (r,t) = cvar’ g. Tomemos
d= (7|t Za 1, ti]) € TDyqy). Temos, pela Proposicao 5, que:

|d| |d|
t; ti— _
ZV Tisti) — V(7 tic1) charag—cvara lg=

i=1
|d| ld|

=c Zvarf;* g+ Varijfl g—varitg| =c¢ Zvargfl gl =
i=1 i=1

— ba) b

=cvary,, g =cvar,g

b
donde segue que / DV (1,t) = cvar’ g. Notemos que ¢ > |f(a)| > 0. Dados t,7 € [a, b],

temos duas possibﬁidades:

o t < 7: Nesse caso, usando da Proposicao 5, temos:
t =7 |U(7,t) = U(r.7)| = (r = ) [[f(7)g(t) — f(T)g(T)]| =
= (T = )1 llg() = gl < (7 = t)evar] g = (7 — ) ¢ (var] g —var, g) =
= (t—T)c(varflg—varTg> (t—1) (cvarég—cvargg) =

(t—71)(V(r,t)—V(r,71)).

o 7 < t: Nesse caso, usando da Proposicao 5, temos:

=7 |U(r. ) = U(7,7)l| = (t = 7) | f(T)g(t) — f(r)g()]| =
= (=) [fOlgt) = 9P| < (¢t =) cvarl g = (¢ — ) ¢ (varl, g — var] g) =
= (t—7) (evarl g — cvarl g) = (t = 7) (V(7,1) = V(7,7)).

Portanto, pelo Teorema 8, segue que:

/fdg

b
/ DU(t,t) H S/ DV (r,t) = cvar® g.
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Usaremos o lema seguinte (Lema 1.38 de (3)) na demonstracdo do Teorema 9. Esse
lema nos da um resultado que relaciona a primitiva de uma func¢do com a integral de

Perron-Stieltjes dessa fungao.

Lema 5. Seja h : [a,b] — R uma fungao nao-negativa e nao-decrescente continua pela
esquerda em (a,b]. Assuma que f : [0,+00) — [0,400) é uma fungao continua nao-
decrescente com primitiva F : [0,400) — R. Entdo a integml/ f(h(s))dh(s) existe

e’

[ F)dh(s) < () ~ F(hfa).

Demonstragio. Como f e h sdo ndo-decrescentes e h(t) > 0 para todo t € [a,b], a
composi¢ao das fungoes f e h dada por f(h(s)) para s € [a,b] estd bem definida e é
nao-decrescente. Pelo Corolério 3, a integral [* f(h(s))dh(s) existe.

Para provar a desigualdade, usaremos do Teorema 3. Seja € > 0 dado. Pela
definigdo de F' como primitiva de f, para todo s € [0, +00) existe O(s) > 0 tal que para
todo v com 0 < || < ©(s) temos:

[F(s+v) = F(s) = f(s)v] < elu]. (2.7)

Como lim h(t) = h(r") para 7 € [a,b), existe §7(7) > 0, com §7(b) = 1, tal que

t—s7t

t € (r,7+67(7)] N [a, b] implica em:
0 < h(t) — h(r™) < O(h(rT)).
Colocando s = h(7") e v = h(t) — h(7T), obtemos:
FT))(A(E) = (7)) < F(h(t)) = F(h(77)) + e(h(t) — h(77))

para t € (1,7 + 67 (7)] N [a,b]. Ainda, temos:

pois f(h(1)) < f(s) para s € [h(7), h(7T)]. Portanto:

() (h(7™) = (7)) <
F(n(t)) = F(h(7)) + e(h(t) = h(7))
desde que t € (7,7 + 61 (7)] N [a,b]. Da desigualdade (2.7) e da continuidade pela

esquerda da funcao h no ponto 7 € (a, b existe §~(7) > 0, com 6~ (a) = 1, tal que para
t €[r—0(r),7]Nla,b] vale a desigualdade:

[F(h())(h(t) = h(7))] = f(A(T))(h(t) — h(TT)) +
< f(Ur))(A(E) = h(77)) + F(h(rT)) = F(h(7))

Kh

| /\

[F(R(7)(A(t) = h(7))| < F(h(7)) = F(h(t)) + e(h(T) = h(?)).
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Tome 0(7) = min(d~(7),07(7)) para todo 7 € [a,b]. Entdo para 7 € [a,b] e para

t €[t —46(r), 7+ d(1)] N a,b] obtemos pelas desigualdades anteriores a relagao:

|t =7l [f(R(T))(t) = F(R(T)(T)] < (¢ = 7) (F(A(t)) + €h(t) — F(h(T)) — eh(T)).

Pelo corolario 8 essa desigualdade implica em:

[ Fants) < [ AP0 + ehs)] = FRE) — Flh@) + () — hw).

Como a desigualdade anterior vale para todo € > 0, temos:

[ Fbs))inGs) < F) - Fib).
]

Provaremos agora o teorema do qual a Desigualdade de Gronwall é consequéncia

direta. Esse resultado é o Teorema 1.40 de (3).

Teorema 9. Sejam 1 : [a,b] — [0,+00) limitada, h : [a,b] — [a,+00) continua pela
esquerda e ndo-decrescente. Suponha que a fung¢io w : [0,400) — R € continua, nao-

decrescente, w(0) =0 e w(r) > 0 para r > 0.

Fizemos ug > 0 e, para u > 0, definamos:

Q(u)—/uu ! dr.

o w(r)
A fungao © : (0,400) — R ¢é crescente, Q(ug) = 0, lim Qu) = o > —c0 ¢

u—0t
lim Q(u) = < 4o00.

uU——+00

Assuma que existe uma constante k > 0 tal que a desigualdade:

3
(O <k + [ w((r)dh(r)

vale para todo & € [a,b).
Se Q(k) + h(b) — h(a) < B, entao para & € [a,b], temos:

»(€) < Q7 (QUE) + h(E) — h(a)) (2.8)
sendo Q7' : (o, ) — R a fungdo inversa da fungdo €.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que () estd bem definida e que satisfaz as

propriedades citadas. Como w é continua e w(r) > 0 para r > 0, temos w™! =

1
w
(0, +00) — R, bem definida e continua. Assim, dado ug € (0,+00), a continuidade de

/u: w(lr) dr

w™! garante que a integral:
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existe para todo u € (0,+00), donde 2 estd bem definida. Da definigdo de €2, sabemos

que:
) 1

Qug) = /u0 w(r)dr = 0.

Ainda, sabemos da analise na reta que () é diferenciavel e que:

1
Y(u) = —— >0,
(u) ()
donde €2 é crescente. Mostremos que lir(l)l+ Q(u) = a > —oo ou lir(r)l+ Q(u) = —o0. De fato,
u— u—>
suponha que 2 seja limitada inferiormente. Nesse caso, existe « = inf Q(u). Dado

u€(0,+00)
e > 0, existe § > 0 tal que:

a<Q) <a+e.
Como (2 é crescente, temos que 0 < u < ¢ é tal que:
a<Qu)<Q0) <at+e=|Qu)—al <e,

donde 11H01+ Q(u) = a. Caso €2 nao seja limitada inferiormente, dado A > 0, existe § > 0, tal
u—

que 2(9) < —A. Como Q é crescente, temos que 0 < u < § implica em Q(u) < Q(§) < —A,

donde segue que lim+ Q(u) = —oo. Analogamente, mostremos que EIE Qu) = < +o0
ou 1_131 Q(u) = 4+00. De fato, se Q é limitada superiormente, existe § = sup Q(u).
U400 u€(0,4-00)

Dado € > 0, existe § > 0 tal que f — e < Q(6) < 8. Como €2 é crescente, temos que u > §
implica em:

Q(u) — 5] <e

donde lier Q(u) = . Se Q nao é limitado superiormente, entdo dado A > 0, existe 6 > 0
U—r+00

tal que Q(0) > A. Como € é crescente, temos que u > ¢ implica em:
Qu) > Q6) > A,

donde lim §(u) = +oo. Portanto, {2 é uma bijecao de (0, +00) em (a, ).

U—-+00

Suponha entdo que existe [ > 0 tal que Q(I) + h(b) — h(a) < . Entdo, dado

T € [a,b], temos:
a< Q) <QU)+ h(1) = h(a) < Q) + h(b) — h(a) < B.

Portanto, (1) + k(1) — h(a) estd no dominio de Q7! para todo 7 € [a, b], donde podemos
definir w; : [a, b] — (0,400) dado por:

wi(r) = Q7 Q) + k(1) — h(a))
para todo 7 € [a, b]. Definamos também ¢ : [0, 5 — (1)) — R dada por:

o(s) =w (Q_l Q) + S))
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para todo s € [0, 3 — (I)). Mostremos que Q7! é crescente. Dados u,t € (a,3), com
u < t, temos:

QU () =u<t=(Q71).
Como  é crescente, devemos ter Q7 '(u) < Q7 '(¢). Portanto, Q! é crescente. Dados
s€0,8—()) ee>0tal que B — Q) — s > €, temos:
0<I=1N) <Q Q) +8) <QHQUD+(B-(1) —€) =B —€) < +o0.
Assim, Q7 HQ(1) + s) € (0,+00) para todo s € [0, 5 — Q(l)). Portanto, ' esta definida em
Q Q) + s) para todo s € [0, 8 — Q(1)) e:

1
w(@1 Q) +9))

Usando a féormula para a derivada da funcao inversa, obtemos:

C @) + )] =

YQQ) + ) = £0.

1

OOQQ0) +5) w(QTH Q) + 5)) = p(s) (2.9)

para s € [0, 5 —Q(l)). Se £ € [a,b], entdo pela definigdo de ¢ temos:
3

/a  w(wn(r))dh(r) = / W(Q Q) + h(r) — h(a)))dh(r) =

_ /j o(h(7) — h(a))d(h(r) — h(a)).

Usando (2.9) e o Lema 5, temos:

[ wla(r)an(r) < Q71O + h(E) ~ ha)) — 07HOD) = wi(€) ~

e, consequentemente, para £ € [a, b], temos:

[+ /jw(wl(r))dh(T) < w ().

Assuma que €5 > 0 é tal que Q(k+¢€p) + h(b) — h(a) < 8. Seja e € (0,¢) e defina | = k+e.

Nesse caso, a desigualdade acima se torna:

3
ktet / (W () AR(T) < wpse£).

Usando a desigualdade (2.8) para cada £ € [a, b] obtemos:

0E) —wrsel®) <kt [ w@(m)dh(r) —k — e~ [ o)) = (210

— et [[w((r) — wlwpsd(r))] dh(r). (2.11)

a

Entao ¢(a) — wire(a) < —€ e w(y(a)) — w(wrie(a)) < 0 pois a fungdo w é nao-decrescente.

As fungoes 1 e wyy . sdo limitadas e portanto existe uma constante K > 0 tal que:

w(th(7)) = wlwrie(7))| < K
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para 7 € [a,b]. Usando o Teorema 5 e o Corolario 4 obtemos:

B(€) = wire(€) < —e + [w(th(a)) — w(wiie())] (h(a™) — h(a)+
+aim [° W) — w(wrsd(r)] dh(r) <

6—0t Ja+6

< —e+ K lim [h(§) = h(a+0)] = —e + K [h(€) — h(a™)] .

6—0t

Como glim+ h(€) = h(a%), é possivel encontrar v > 0 tal que, para £ € (a,a+v), a
—a

desigualdade h(&) — h(a™) <

KT 1 vale e portanto:

K
‘ —E<0

P(E) — wrpe(§) < —€+ K13

para £ € (a,a + v). Definamos:
T= Sup{t € [CL, b] | ¢(f) — Wkte < 0 para 5 < [(l,t]}

Pelo que mostramos, 7' > a e para £ € [a,T), as desigualdades ¥(§) — wrie(§) < 0 e
wW((€)) —w(wite(€)) < 0 valem (sendo esta ultima devido ao fato de w ser ndo decrescente).

Pela equagao (2.11) e pelo Teorema 5 temos:

1/J(T) - Wk:-l-E(T) <
< et tim [ 1(6() — el ()] ()

+ w®(T) = wwer (T (WT) = h(T7)) < =€ <0

pois h(T) — h(T~) = h(T') — lim, 7~ h(7) =0 e:

lim [ (7)) — w(wee(r))] dh(r) < 0.

§—01 Ja

Se assumirmos que 7' < b, podemos repetir esse processo para & > T' devido a desigualdade:
£
(&) — wrse(§) < —€+/T [w((7)) = w(Wise(T))] dh(7),
obtendo entao ¥ (§) — wiie(§) < 0 para & € [T,T + v| para algum v > 0. Entao T'= b e:
Y(€) < wire(§) = Q7N QU + €) + h(€) — h(a))

para £ € [a,b]. Como a funcao 2 é continua e a tltima desigualdade vale para todo € > 0

suficientemente pequeno, obtemos a desigualdade:

3
WO <k+ [ ww(m)dh()
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Provaremos agora a Desigualdade de Gronwall, que serd usada no capitulo 5,
durante o estudo do método da média. Esse resultado pode ser encontrado em (3), como

o Corolario 1.43.

Corolario 5. [Desigualdade de Gronwall] Sejam 1 : [a,b] — [0, +00) limitada, h : [a,b] —
[0, 4+00) ndo-decrescente e continua pela esquerda. Suponha que existam k > 0,L > 0 tais
que:

€
() S k+L [ w(r)dn(r)
para todo & € [a,b]. Entdao para todo & € [a,b] vale a desigualdade:

B(E) < keHrOh@).

Demonstrag¢io. Definamos w : [0, +00) — R como sendo w(r) = Lr para todo r > 0.
Entao w ¢é continua, nao-decrescente, w(0) = 0 e w(r) > 0 para r > 0 caso L > 0. Caso

L = 0, temos por hipdtese que:
§
W(E) <k+L / W(r)dh(T) = k = ke® = keP*O—ha) = fLHEO-h@)

para todo & € [a, b]. Portanto, podemos considerar L > 0. Nesse caso, dado ug > 0, temos:
1 [ud 1 1
Qu) = = 5 TT = Z(ln lu| — In |ug|) = Zln 50,

donde Q7 !(u) = ugel®. Ainda, por hipétese, temos:

0(€) <h+L [ wrdn(r) = k+ [ Lo(r)dn(r) = b+ [ w((r)dn(r)

para todo £ € [a,b]. Como a fungio inversa Q7! de Q estd definida em (0, +00), temos
que Q(k) + h(b) — h(a) < f =sup (0, +00) = +00, donde pelo Teorema 9:

Lin % 4 h(e)—h(a N
B(E) < OHOE) + B(E) — h(a) = upe (ETEHHOD) _ s e -nia)
L (h(©)—h(@)

para todo ¢ € [a, b]. O

2.6 EDOs Generalizadas

Terminamos esse capitulo definindo EDOs generalizadas e apresentando um re-
sultado sobre elas. Mostraremos, mais a frente, que muitos dos problemas de equagoes
funcionais em medida e de equagoes dinadmicas em escalas podem ser entendidos como
problemas de EDOs generalizadas. Usaremos, ainda, de um resultado da existéncia de
solugao desse tipo de EDO para mostrar que os problemas em medida e em escalas possuem
solucao.

Sejam X um espago de Banach com norma ||.||, @ = O X [tg, +00), em que O C X

¢ um aberto e ty > 0. Definamos uma EDO generalizada no intervalo [a, b] conforme (1,
Definigao 4.1).
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Defini¢ao 11. Uma fungio x : [a,b] — X é chamada de solugio da EDO generalizada:
dx
— =DF(x,t 2.12
= DF(x.1) (212)
no intervalo [a,b] C [ty, +00) se (x(t),t) € Q para todo t € |a,b] e se a igualdade:

x@g—xggz/”DF@@Lw

S1

vale para todo s1,se € [a,b]. Ainda, se x é uma solu¢io da EDO generalizada (2.12),
xo € X, 19 € [a,b] e x(Ty) = w0, dizemos que x € solugio da EDO generalizada (2.12) com

condigdo inicial x(19) = xg.

Definigao 12. Dada uma fung¢io nao-decrescente h : [y, +00) — R, dizemos que uma

fungao F : Q — X pertence da classe F (£, h) se:

[1F(, 55) = F(x,s1)[| < |h(s2) — h(s1)] e
1F(x, 82) = F(x,81) = F(y,82) + F(y, 51)[| < [l =yl |h(s2) — h(s1)]

para todos (x,s2) , (x,51), (y,51) . (y, 52) € Q.

Ainda, sob essas condigoes sobre I, definamos:

sh:{@weg|x+nqwmwﬂ—ﬂ%weo}
s—1

Para um par (x¢, 1) € 2, definimos como S, ,,, 0 conjunto das fungoes x : I, C
[to, +00) — X com I, sendo um intervalo, 79 € I, e x é uma solu¢ao em I, da EDO
generalizada (2.12) com condigao inicial z(7y) = x¢. Dados dois elementos z,z € Sy, 4,

dizemos que x é menor ou igual a z (e denotamos por z = z) quando [, C I, e z |, = x.

Definiremos agora uma solu¢do maximal e o prolongamento de uma solugdo para a
direita (e para a esquerda) da EDO generalizada (2.12), conforme (1, Definigao 5.7) e (1,
Definicao 5.8).

Defini¢ao 13 (Prolongamento de uma solugao da EDO generalizada (2.12) para a direita).
Sejam 19 > to, I C [to,+o0) e x : I — X wuma solugao de (2.12) no intervalo I, com
7o = minl. Uma solugio y : J — X, com J C [tg,+o0) e 19 = minJ, da EDO
generalizada (2.12) é chamada wm prolongamento de x para a direita se I C J e z(t) = y(t)
para todo t € I. Se I C J, entao y é chamado de prolongamento proprio de x para a

direita.

Definimos o prolongamento de uma solu¢ao da EDO generalizada (2.12) para a

esquerda de maneira andloga.

Definigao 14 (Solugao maximal da EDO generalizada (2.12)). Seja (zo, 79) € Qp. Dizemos

que z : J — X é uma solugao maximal para frente (ou apenas solu¢io mazimal) da EDO
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generalizada (2.12):

dzx

— =DF(z,t

dt (1),
.’I?(To) = Ty,

se x € S 4 € para todo z 0 I — X com z € S, 4, € x X z, tivermos v = z. Ou
seja, x € uma solugio maximal da EDO generalizada (2.12) se x € Sy, 4, € * ndo admite

prolongamento proprio pela direita.

Apresentamos, sem demonstracao, o seguinte resultado, que pode ser encontrado
em (8, Teorema 2.11).

Teorema 10. Seja F' € F(2, h), com h: [ty, +00) = R nao-decrescente e continua pela
esquerda. Se (xo, o) € Qp, entao existe uma unica solugio mazimal x : [sg,w(Se, Tg)) — X
da EDO generalizada (2.12) com z(sg) = xp.
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3 ESCALAS TEMPORAIS

3.1 Definicao

Estudaremos agora escalas temporais. O intuito desse estudo é o de definir a
A-integral, a qual busca permitir a integracao de fungoes sobre fechados na reta, sem exigir
sua conexidade (isto é, sem exigir que sejam intervalos). Além disso, estabeleceremos uma
relacdo entre a A-integral e a integral de Perron-Stieltjes, a qual nos permitira transitar
entre as duas integrais, e que serd muito 1til na demonstragao de muitos resultados. Esse
capitulo é baseado em (1) e (9). Nesse capitulo, X denota um espago de Banach com

norma ||.||.
Definamos o que é uma escala temporal e os operadores avanco e recuo, conforme
(1, Defini¢ao 3.11) e (9, Definicao 1.1).

Definicao 15. Uma escala temporal T é um subconjunto fechado e nao vazio de R.

Definigao 16. Seja T uma escala temporal. Definimos o,p: T — T operadores dados por:
o(t)=inf{s €T | s>t} ep(t)=sup{seT | s<t}.

Chamamos o de operador avango e p de operador recuo. Convencionamos inf() = supT e

sup) = inf T.

Vale notar que, como T é fechado, o(t) e p(t) pertencem a T para todo t € T,

donde esses operadores estao bem definidos.

Definamos agora o conceito de pontos discretos e densos pela esquerda e pela direita

em escalas temporais, conforme feito em (1, Definigao 3.12).

Definicao 17. Dado t € T, dizemos que t é discreto pela direita quando o(t) >t e denso
pela direita quando t # sup T e o(t) =t. Analogamente, se p(t) < t, entiot é chamado de

discreto pela esquerda e se t # infT e p(t) =t, entdo t é chamado de denso pela esquerda.

Vale notar que se T ¢ limitado inferiormente, entdao inf T nao é denso pela esquerda
nem discreto pela esquerda. De fato, se t € T é denso pela esquerda, entao t = inf T.
Por outro lado, p(inf T) = sup{s € T | s < inf T} = sup® = inf T (pela convengao
estabelecida), donde inf T nao é discreto pela esquerda. Analogamente, se T é limitado

superiormente, entao sup T nao é denso pela direita nem discreto pela direita.

Definimos a funcao granulosidade, conforme (1, Defini¢ao 3.13).

Definigao 18. A fungio granulosidade p : T — [0, 4+00) € definida por:
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Estendemos agora a definicao de uma funcao regrada a fun¢oes em escalas, conforme
definido em (1, Defini¢ao 3.14):

Definicao 19. Uma funcao f: T — X € dita ser regrada se seus limites a direita existem
em todos os pontos densos pela direita e se seus limites a esquerda existem em todos

0s pontos densos pela esquerda. O conjunto das fungoes regradas em T € denotado por

G(T, X).

Daremos agora a definicdo de um intervalo em escalas temporais, a qual serd muito

utilizada no estudo de fungdes em escalas.

Definicao 20. Sejam a,b € R com a < b e T uma escala temporal. Se a,b € T, definimos

o intervalo em escalas temporais [a,bly como sendo [a,bly = [a,b] N'T.

Note que, na definicao anterior, exigimos que a e b pertencessem a T. Essa condi¢ao
nao ¢ sempre necessaria, mas precisaremos dela para garantir a validade de grande parte

dos resultados referentes a fungoes em escalas e a equagoes dinamicas em escalas.
Apresentamos agora uma definicdo que, apesar de nao utilizarmos nesse texto, se

trata de uma definicdo classica que vale ser mencionada. Definimos conforme apresentado
em (1, Defini¢ao 3.15).

Definicao 21. Uma funcio f : T — X € dita ser rd-continua se f € regrada em T e
continua em todos os pontos densos pela direita de T.

O conjunto de todas as fungoes rd-continuas de T em X € denotado por C,q(T, X).

Definiremos agora o conceito de A-derivada, conforme (1, Definigao 3.16), o qual
busca estender o conceito de derivada para escalas temporais. Para isso, lembremos que se
TCReteT, dizemos que U ¢ uma vizinhanca aberta de ¢t em T se U é um aberto de T
(isto é, existe A C R aberto tal que U = ANT) et e U.

Definicao 22 (A-derivada). Definamos:

(3.1)

X { T, se nao existe m = max{t € T | t é discreto pela esquerda},

T\ {m}, se existe m =max{t € T | t é discreto pela esquerda}.
Para f: T — X et €TF, definimos f2(t) € X com a sequinte propriedade:

Para todo € > 0, existe uma vizinhanga aberta U de t em T tal que a desigualdade:
|£(o®) = £(s) = FADOIo() = ]| < elo() — 5]

vale para todo s € U (note que f> pode ndo existir).

Nesse caso, dizemos que [~ é a A-derivada de f em t e dizemos que f é A-diferencidvel

emt.
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Usualmente, em topologia, as nogoes de vizinhanca aberta e de vizinhanga sao
distintas. Entretanto, como toda vizinhanga de um ponto contém uma vizinhanca aberta
deste mesmo ponto (e toda vizinhanga aberta de um ponto é uma vizinhanga deste ponto),
poderiamos, na definicdo anterior, assumir que U fosse apenas uma vizinhanga de t, e
terfamos assim uma defini¢do equivalente. Devido a esse fato, usaremos, ao longo do texto,
os termos vizinhanga e vizinhanca aberta como sinénimos, ja que nos resultados abordados

pode-se adotar um ou outro termo sem que se altere a validade dos resultados.

Mostremos agora que a A-derivada, quando existe, é Unica.
Afirmacédo 3. Seja f: T — X et € Tk, Se f2(t) existe, entdo ela ¢ unica.

Demonstracio. Suponha que f é A-diferencidvel em t. Sejam I, I’ € X com a propriedade

da A-derivada. Dado € > 0, existem vizinhangas U,V de t em T tais que:
[f(o(t)) = fs) = Io(t) — s < §|U(t) — s| para todo s € U,
1f(a(t)) = f(s) = I'[o(t) — 5]l < % |o(t) — s| para todo s € V.

Tomando s € UNV com s # o(t) (o que é sempre possivel, pois U NV é um aberto
nao-vazio, ja que t € UNV. Assim, se, o(t) = t, entdo ¢ é denso pela direita e, portanto,

U NV nao consiste de um tnico ponto. Caso o(t) > t, podemos tomar s = t), temos:

AT / |0-(t)_8|7 _ R i o 1 _
[ =Tl =|1-1 |Im = |Llo(t) = s| = I"|o(t) — sl o) =
1
=L lo(t) = s| = flo(t)) = f(s) + f(a() + f(s) = I"|o(t) — s||| EORE] <
< 1 e®) = f(s) = Io(t) = s]ll + 1f(o(t)) = f(s) = I"[o(t) = 8]l _
- |o(t) — s -
Slo) —sl+5lo) —sl .
2 2 _ .5 _
= o(t) — 5 A
Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que ||I — I’|| = 0, donde I = I’. Assim, a
A-derivada de f em t, quando existe, é tnica. n

Provaremos um teorema que auxilia no cdlculo da A-derivada. Uma versao para
f com contradominio restrito aos reais pode ser encontrada em (9, Teorema 1.16). A

demonstragao da versao que provaremos ¢ analoga.

Teorema 11. Sejam f: T — X uma fungio et € T*. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Se f é A-diferencidvel em t, entao f é continua em t.

2. Se f € continua em t et é discreto pela direita, entao f é A-diferencidvel em t com:

Flot) - £(t)

A _
20 = u(t)



63

3. Set ¢ denso pela direita, entio f é A-diferencidvel em t se, e somente se, existe o

limite:

o L0 = 1)
s—t t—s
Nesse caso, vale que:
300 i 1O =)

4. Se f € A-diferencidvel em t, entdo:
flo(t)) = f(t) +ut) f2().

Demonstragao. 1. Suponha que f é A-diferencidvel em t. Dado € € (0, 1), definamos:

1
L+ [f2]+2u(t)

€ =¢€

Entao:
1

L+ 2]+ 2u(t)
Donde €* € (0,1). Por definigao, existe U uma vizinhanga de ¢t em T tal que:

(o) = f(s) = [o(t) = s FA@®)| < € |o(t) — 5]
para todo s € U. Assim, dado s € U N (t — €*,t + €*), temos:
(1) = f(s)] =
= (F(o(t)) = £(s) = FAW) [o(t) = 5]) = (F(o(®) = £(£) = n(O)F2(1)) + <t—sz )] <
Clot) = sl +Eu) + [t = sl 2@ < o) — 11— s+ eult) + 20 <
¢ (lo(t) =t + 1t = sl lt) + | F2O) = € () + 1t = sl + (1) + [ £2( H)
< (e +[r2m] + 20m) < e (L |12 0] + 200) =

Segue que f é continua em t.

*

O0<e =¢

<e< 1.

I/\ IN

2. Suponha que f ¢é continua em ¢ e ¢ é discreto pela direita. Pela continuidade de f,

flo() = f(s) _ flo®) = f(t) _ fle(®) - f(t)

temos:

= a(t) = s ot) —t ()
Entéo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |s —t| < 0 e s € T implica em:
fle(@®) = f(s)  [flo(t) — f(t)
oft) —s p(t)

< €.

Portanto:

fle®) — Ft)

flo(0) = () = =70

[o(t) = sl|| < elo(t) = s

para todo s € (t — d,t + 0)p. Assim:
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. (=) Seja f A-diferenciavel em ¢, com t denso pela direita. Dado € > 0, como f é

A-diferenciavel em ¢, existe uma vizinhanca U de t em T tal que:

| (o) = f(s) = FA@) [o(t) = ]| < elot) — |

para todo s € U. Como o(t) = t, temos:

£ = 7(5) = 200t = )] < et — s
para todo s € U. Segue que:

Hf(t) —f(s)

e a1y

<e

para todo s € U \ {t}. Logo, existe o limite:
f(t) = f(s)

lim
s—t t— s
e vale a igualdade lim f(tiig(s) = F2(1).
(<) Se o limite:
o S0~ ()
s—t t— s
ft) = f(s)

existe, seja I = lim . Assim, existe uma vizinhanca V de t em T tal que:

s—t t— s

<€

Hf(ti SN

para todo s € V' \ {t}. Em particular, temos:
1f(t) = f(s) = L[t —s]| < et — s
para todo s € V. Como t é denso pela direita, temos o(t) = t. Assim, se s € V:

1) = £(5) = To(t) = ]l = 1£(8) — F(5) — T [t = sll| < elt — s = elo(t) — s].
£(t) = ()

Portanto, f é A-diferencidvel em ¢ e vale que f2(t) = I = lim

. Se t é denso pela direita, entdo o(t) =t e u(t) = 0, donde:

fla() = f(t) = f(t) + u(t) f2 ().
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Daremos agora alguns exemplos de escalas temporais.

Exemplo 2. Como Z é discreto, segue que Z é fechado. Ainda, Z é nao-vazio. Logo, Z é

uma escala temporal.

1
Exemplo 3. O conjunto { | neN } U {0} ¢é fechado e nao-vazio. Portanto, é uma
n

escala temporal.

Exemplo 4. Sabemos da analise na reta que o Conjunto de Cantor é compacto e nao-vazio.

Em particular, o Conjunto de Cantor é uma escala temporal.
Exemplo 5. R é uma escala temporal.

1
Exemplo 6. O conjunto { | neNU {O}} U {0} é fechado e ndo-vazio. Portanto, é

on

uma escala temporal.

3.2 A A-Integral de Perron-Stieltjes

Seja T uma escala temporal. Dizemos que 6 = (01, dg) : [a,b] X [a,b] = R xR é
um A-calibre em [a, b]t se 0.(t) > 0 para todo t € (a,blr, dg(t) > 0 para todo t € [a, b)r,
dp(a) >0, dr(b) > 0 e dg(t) > u(t) para todo t € [a, b)r.

Sejam n € N e s;,7; € T para ¢ € {1,...,n}, com s; > s;.1. Sea = sy <1 <
S1 S S Sp—1 S Tn S Sp = b7 dizemos que dT = {<7_ia [Si—hsi]T) | S {1,,”}} =
(73, [8i-1, 85]) é uma particio marcada de [a, b]t e dizemos que n = |d|.

Se 0 ¢ um A-calibre em [a,b]r, dizemos que dy é d-fina se, para i € {1,...,|d|},
tivermos:

[31,1, Si] C [Ti — 5L(7—i)7 T 5R(Ti)]-

Daremos agora uma definicdo da A-integral mais geral que aquelas apresentadas
em (1, Defini¢do 3.17) e (9). A vantagem dessa defini¢cdo mais geral ¢ a de que, através
dela, poderemos apresentar uma versao mais geral do Teorema 12 que aquela apresentada
em (1, Teorema 3.22), o qual é o resultado mais importante referente a A-integral nesse
texto. Com o teorema generalizado, poderemos generalizar a maior parte dos resultados

seguintes referentes a escalas temporais.

Defini¢ao 23 (A-integral de Perron-Stieltjes). Uma funcao f : [a,blr — X (Banach) é
dita ser Perron-Stieltjes A-integrdvel com respeito a uma fungao g : [a, bl — R em [a, b]r
se existe I € X tal que, para todo € > 0, existe um A-calibre 6 em |a,b|r tal que:

|d|

I— Zf(ﬂ)(g(si) —g(si1))|| <e (32)

para toda particao marcada dy = (74, [Si—1, si|r) 0-fina de [a,b]r. Nesse caso, escrevemos

b
I= / f(s)Ag(s) e I é chamado de A-integral de Perron-Stieltjes de f em relagio a g.
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Devemos fazer duas consideracoes, semelhantes a que fizemos anteriormente sobre
a integral de Kurzweil. Primeiramente, devemos considerar que a integral acima apenas
faz sentido se, para todo A-calibre § em [a, b|r, existir uma partigdo marcada dr de [a, b]t
d-fina. De fato, caso exista um A-calibre 6 em [a, b]r tal que nao exista particio marcada
dr de [a,b]r o-fina, entdo, por definigao, todo I € X é a A-integral de f. Entretanto,
mesmo que exista uma particao marcada d-fina para todo A-calibre ¢, isso ainda nao nos
garante que a integral é tinica. Comecemos provando uma segunda versao do Lema de
Cousin, a qual sera demonstrada usando o Lema 1. Uma outra demonstragao pode ser

encontrada em (10, Lema 1.9).

Lema 6 (Lema de Cousin). Dado um A-calibre § em [a,blr, existe uma parti¢ao marcada

dr de [a,b]T 6-fina.

Demonstragio. Primeiro, notemos que [a, b]; é compacto. Definamos ¢ : [a,b]; = R da

seguinte formas:
dr(a), set=a,

6(t) = ¢ min{d.(¢),or(t)}, set € (a,b)y,
dr(b), set =0b.
Como ¢ é um A-calibre, temos dg(a), 9. (b) > 0 e d.(t),0r(t) > 0 para todo t € (a,b)y. Por-
tanto, 6(¢) > 0 para todo ¢ € [a, bl;. Considere entao a cobertura aberta [Ub] B(r,0(7)).
TE|a,

T
Pelo Lema 1, existem {7y, ...,7,} C [a, b]; tal que as condicoes do Lema 1 valem. Cons-

truiremos uma particdio marcada dr. Fagamos a = xy. Dado i € {1,...,n — 1}, suponha
que T;_1 < T; e que T;_1 € B[Ti,g(ﬁ)] (note que a = xy € B(Tl,g(Tl)) pelo Lema 1 e
que a = xy < 7). Se B[Ti,g(ﬁ)] N B[Ti+1,g(7—i+1)] N [a,blp # 0, mostremos que existe
x; € Blm, 5(7‘1)] N B[Ti41, g(Ti+1)] N [T, Tix1]T. Suponha que B|7;, 5(7'2)] N B[Ti41, S(Ti+1)] N
(75, Tix1]r = 0. Entao 7; + S(T,) < Tip1. De fato, se 7; + 5(7’1) > Tig1 > Ti, entao
Ti+1 € Blr, S(Ti)]ﬂB[TiH, g(nﬂ)]ﬂ[n, Ti1)T (uma vez que 7,41 € T). Analogamente, 7; <
Ti+1—g(n+1), pois 7; > Ti+1—g(n+1) implica em 7; € BT, S(Ti)]ﬂB[Ti_H, g(Ti+1)]ﬂ[Ti, Tit1)T-
Note que, como B|[r;, S(Tl)] N B[Tit1, S(Tz‘_l’_l)] D Blm, g(n)] N B[Tit1, S(Ti+1)] N [a, bl # 0,
devemos ter infB[Ti+1,g(Ti+1>] = Tiy1 — E(Tiﬂ) <7+ g(ﬂ) = sup B[Ti,g(ﬂ')], pois, do
contrario, seguiria que B][r;, S(TZ)] N B[Tit1, E(TZ-H)] = (). Assim:

Bl7, 8(7)] N Bl7ig, 6(7i01)] N [a, blx C (=00, 75 + 6(7:)] N [Fist — 6 (i), +00) N [a, By C

C [Ti+1 — 5<Ti+1)7 Ti + (S(TZ)] N [CL, b]T C
C 1, Tiza) N [a, by = [Ti, Tigalp -

~ ~

Como existe x; € B, ()] N B[Tit1, 0(741)] N [a, b]1, temos que existe z; € [1;, Ti11] tal
que z; € B[, 0(7;)] N B[Ti41, 6(Ti+1)], ou seja:

~ ~

x; € B[Tz‘a 5(7'1‘)] M B[Ti+1, 5(Ti+1)] N [Ti,T¢+1]1r
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o que contradiz B[Ti,g(’]’i)] N B[Ti_}rl,g(Ti_A'_l):l N [7, 7iv1]r = 0. Portanto, existe xz; €
Blrs, 6(m)] 0 Blrisr, 0 (1i1)] O [75, Tisa e Caso Blrs, 0(7)] O Blrisn, 6 (1ip1)] O (73, Tosr )z #
(), tomamos x; € B[Ti,g(ﬁ)] N B[Ti+1,g<Ti+1)] N (75, 7i41)T € adicionamos o elemento
(7, [xi—1, @;]p) a particdo. Nesse caso, z;o1 < 7; < z; < T41. Caso B[Ti,g(ﬂ')] N
BlTit1, S(Tiﬂ)] N (i, Tiv1)r = 0 e 7,41 € Blm, S(TZ)] N B[7i41, S(TZ-H)] N [, Tit1]T, tomamos
x; = T;41 e adicionamos o elemento (7, [z,_1,2;]p) & particdo. Note que z;_1 < 7; <
2 = Tip1. Por fim, caso Blr, 8(3)] N Blrist, 0 (1ie1)] O (75, Tt ]z = 0, temos Blry, 3 ()] N
BlTi41, S(Ti+1)] N [7i, Tiv1)r = {7 }. Nesse caso, fazemos z; = 7; e adicionamos o elemento
(75, [xi—1, ®i]p) & particRo. Note que x; 1 < 7, = 2; < i1 e x; = T; € B[Ti+1,g(7—i+1)].
Portanto, em todos os casos em que B[Ti,g(n)] N B[Ti+1,g(7—i+1)] N [a,blr # 0, temos

Ty <7 < x < Tipr e € BlTig, 6(7i41)]-

Se B[7;, 0(7;)] N B[Tix1, 0(Ti11)] N [a, by = 0, entdo B(r;, 0(7;)) N B(Tis1, 6(Tig1)) N
[a,bl; = 0 e pelo Lema 1 temos que B(Ti,g(n)) e B(Ti+1,g(7_i+1)) nao possuem pontos
na mesma componente conexa de [a,bl;. Analisaremos o conjunto B|r;, g(n)] N [a, bl
Primeiramente, 7; € B[, g(n)] N[a, bly, donde B[, S(TZ)] Nla,bly # 0. Ainda B[r;, g(n)]ﬂ
la, bl C B, 3(7‘1)], donde B|r;, 5(7})] N [a, bly é limitado. Assim, y; = sup B[, 5(7‘1)] N
la,b]p estd bem definido. Note que y; > 1 ey; < 7 + g(n), donde y; = 7; + d;, com
0 < 4; < d(r). Suponha que &; = 3(r). Como y; & B[, 0(7:)] N Blrisy, 6(7i1)] N [a, by
ey € B[Ti,g(ﬂ')] N [a, bl (pois esse conjunto é fechado), temos y; & B[Ti+1,g(7—i+1)].
Sabemos que existe j € {1,...,n} tal que y; € B(Tj,g(Tj». Note que qualquer aberto
contendo y; intersecta B(;, S(Tz)) Pelo item 2 do Lema 1, devemos ter j € {i — 1,7 + 1}.
Como j # i+ 1, devemos ter j =7 — 1 e:

Yi = T; + S(Tl) < Ti_1+ 5(7’2’_1) =0< T — Tim1 < S(Ti_l) — (5(7’1) = 5(7’1) < 5(Ti_1).

Assim, 7,1 — g(n_l) < T - g(n), donde B(Ti,g(ﬂ» C B(Ti_l,g(ﬁ_l)), o que é um
absurdo. Portanto, y; = 7, + ; com 0 < §; < 0(7;). Notemos que y; é discreto pela
direita (pois (y;, 7 + 0(7;)] N [a,bly = 0 pela definicdo de y; ¢ y; < 7 + 0(71;), 0 que

implica em o(y;) > 7; + (7)) e que d0g(y;) > w(y:), donde y; + dr(ys) > o(y;) > vyi.
Mostremos que o(y;) € B(Ti+1,g(n+1)). Como o(y;) € [a,b]y, existe 7 € {1,...,n} tal que
o(yi) € B(Tj,g<7'j)). Ainda, como o(y;) > sup B(Ti,g(ﬂ')) > sup B(Tk,g(m)) para todo
ke{l,..,i—1}, temos que o(y;) € B(Tj,g('rj)) com j € {i+1,...,n}. Note que, como
Tiv1 > y; (do contrario, teriamos 7,1 € B[, g(n)] N B[7it1, g(Ti+1)] N [a,bly =0, o que
é um absurdo) e 7,41 € [a, by, temos o(7;) < 741. Caso o(y;) & B(TZ»H,S(T,»H)), temos
o(y;) < infB(Ti+1,g(Ti+1)) < infB(Tj,g(Tj)) para j > i+ 1, o que é um absurdo, pois
nesse caso o(y;) ¢ B(Tj,g(Tj» para todo j € {1,...,n}. Logo, o(y;) € B(Ti+1,g(Ti+1)).
Fazemos z; = o(y;) e adicionamos os elementos (7;, [x;—1, ¥ilt) € (Vi, [Ui, Ti]p) & partigao.

Note que ;1 <7 < y; < x; < Ti1 e que x; € BT, d(7i41)].

Progredindo dessa forma, e fazendo b = x,, e adicionando o elemento (7,,, [Zp—1, Ts] )

a parti¢ao, como o conjunto {7y, 72, ..., 7, } € finito, obtemos um conjunto dr. Sabemos que
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7; < x; < Tipq para todoi € {1,...,n— 1} e que 2,1 < 7; < y; < z; (para todos os indices
para os quais y; existe). Ainda, sabemos que z;_; € B[, g(ﬂ)] para todo i € {1,...,n}.
Portanto, para que dr seja particdo marcada de [a, bly, devemos ter z;_; < x; para todo
i € {0,...,n}. Suponha que exista i € {0,1,...,n — 1} tal que z; = z;41. Entao devemos
ter x; = 1,41 = 7,41 (note que a igualdade z; = x;41 ndo pode ocorrer caso i seja um
indice para o qual y; estd definido). Retiramos o elemento (7, [x;, z;41]7) da particao,
retiramos 7; e ;41 dos conjuntos {7, ..., 7, } e {zo, x1,...,x,} e reindexamos os elementos
(isto é, fazemos ), = Tijp41 € Tj, = Tiyr1 para todo k € {1,...,n — 1 —i}). Note
que, apds essa remocao, obtemos uma partigdo marcada dr de [a, b];. Mostremos agora
que dy é é-fina. De fato, um elemento de dr é da forma (7, [z,—1, z;]1), (7, [zi—1, Yilp) ou
(i, [Yi, zilp)-

~

« Caso o elemento seja da forma (7, [%;—1,2;]p): Nesse caso, x;_1 € Blr,0(7;)] e
i € Blri, 0(m:)] N Blrit1, 6(7i1)] N [73, Tl

— Se 7; = a, entdo x;—; = a € [a — dr(a),a + dr(a)] = [1i — 0r(7), i + 6r(7)] €
x; € [Ti, Tl+5(7—’t>} = [Ti,Ti + (SR(Tz)] C [Ti — 5L(Ti>77—i + 5R(7'1)] Pela conexidade
de [1; — 0r(1;), 7 + 0r(7)], temos:

[mi_l,xi] C [Ti — 51:(7'1‘)7 Ti + 5R(7'i)] .

—Se 1, = b, entdo z; = b € [b—06,(b),b+dr(b)] = [ —p(m), 7i + Ir(Ti)] €
xi—1 € |1 — 0(m), 1] = [ — 6n(mi), 7] C [ —6n(mi), 7 + dr(7:)]. Pela conexi-
dade de [r; — 0L(7;), 7i + Or(7;)], temos:

[xi_1, 2] C 1 — op(mi), 7 + Or(Ti)] -

— Se 7; & {a, b}, entdo x;_1,x; € Blri,d(1;)] = Blr, min{d.(7:),0r(1)}] C [ —
dr(7:), 7 + 0r(7:)]. Pela conexidade de [r; — d.(7:), 7 + Or(7:)], temos:

(i1, 2] C [1 —0(m), 7i + 6r(m)] -

« Caso o elemento seja da forma (7, [z,-1,y;|p): Nesse caso, deve existir 7,41 > 7,
donde 7; # b. Ainda, z;_y € B[r;, d(;)] e y; = sup B[r;, ()| N]a, bl (que é fechado),
donde y; € B[r;, 0(1;)].

~ Se i = a, entio 5y = a € [a— dy(a),a + Snla)] = [ — by (), 7 + Gl ¢
Yi € [1i, i+ ()] = [70, 7 + 0r(7)] C [1i — 0L(73), Ty + Or(7;)]. Pela conexidade
de [1; = 01(7:), 7i + 0r(7)], temos:

(@51, y:] C 1 —0n(m), 7 + dr(Ti)] .

— Se Ti Q {a,b}, entao Ti—1,Y; € B[Ti, 5(7})] = B[Ti,min{dL(Ti),(sR(Ti)}] C [Ti -
d1(73), 7 + O0r(7:)]. Pela conexidade de [1; — 01,(7;), 7 + 0r(7;)], temos:

(@51, y:] C 1 —0n(m), 7 + dr(Ti)] .-
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+ Caso o elemento seja da forma (y;, [y;, i]y): Nesse caso, como z; = o(y;) e y; é
discreto pela direita, temos y; < x; = o(y;) = vi + w(yi) < y; + 0r(y;), donde
x; € lyi — 0n(vi), yi + 0r(y;)]. Ainda, y; € [y; — 01(vi), vi + 0r(y;)]. Pela conexidade
de [yi — 0r(yi), yi + Or(ys)], temos:

i, ) C [yi — 60(yi), yi + Or(vi)] -
Portanto, dr é uma partigdo marcada J-fina de [a, b. ]

Note que o lema acima é mais geral que a versao anterior. De fato, usaremos a

versao que acabamos de provar do Lema de Cousin para mostrar a primeira versao do Lema

)
de Cousin (Lema 2). Dado um calibre ¢ em [a, b], definamos T =R e §' = ( ) : a, b] X

272
L, , 0 ) o(t) 3
la,b] = R x R (isto é, §) = 6 = Y sendo que §(t) = —, para todo t € [a,b]). Entao
o(t
[a,b]r = [a,b], 07.(t) = dR(t) = (2) > 0 para todo t € [a,b] = [a,b]r e 0R(t) > 0 = u(t)
para todo t € [a,b] = [a,b]r, donde ¢’ é um A-calibre em [a,b|r. Pela segunda versao

do Lema de Cousin, existe uma parti¢ao marcada dr = (73, [s;—1, Si]1) = (73, [Si—1, Si]) de
la, b]r = [a, b] '-fina (isto é, dr é partigdo marcada de [a,b] §'-fina). Mostremos agora que
dr é 6-fina. Dado i € {1,...,|d|}, como dr é §'-fina, temos:

[Si1,8:) C [ =00 (7i), 7+ 0g(1)] = |70 — 5(;),7} + 5(;)] =B [Ti, 5(;)] C B(m,0(1:)),

donde dr é uma particio marcada d-fina de [a, b]. Portanto, mostramos que, dado um
calibre ¢ em [a, b], existe uma parti¢dio marcada dr de [a,b] tal que dr é d-fina (isto é,

mostramos a primeira forma do Lema de Cousin).

Mostremos agora que, quando a A-integral de Perron-Stieltjes existe, ela é tinica.

Para isso, usaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 4. Se 61,05 sao A-calibres em [a,b]r, entio 6 = (min{dy,, s, }, min{dy,, da, })
(que denotaremos como min{dy,d2}) € um A-calibre em [a, bly. Ainda, se dy é uma particao

marcada §-fina de [a,blr, entdo dr € §1-fina e ds-fina.

Demonstragio. Como 4, (t),02,(t) > 0 para todo t € (a,b|r, temos min{d,,,ds, } =
d(t) > 0 para todo t € (a,bly. Analogamente, 01,(t),d2,(t) > 0 para todo t €
[a,b)r, implica em min{dy,,d2,} = Or(t) > 0 para todo ¢t € [a,b)y. Ainda, temos
que 01, (a),d1,(b), 2, (a),d2,(b) > 0 e §1,(t),02,(t) > p(t) para todo t € [a,b)r, donde
51(a) = min{oy, (), o, (@)} = 0, p(b) = mingdy,(5), G (B)} > 0 € min{8(t), b (8)} =
dr(t) > p(t) para todo t € [a,b)r. Portanto, § é um A-calibre em [a, b]r.

Seja dr = (7, [si—1, si|r) uma particao marcada J-fina de [a,b]r. Entdo, dado
i€ {1,2,..,|d|}, temos:

T — 01, (1), i — 02, (1) <13 —0p(Ti) < 81 < 80 < T+ 0r(Ti) < T 4 01,(7), Ti + 62, (T3),
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donde dr é d;-fina e do-fina. O

Sejam I,I' € X A-integrais de Perron-Stieltjes de uma funcao f : [a,blr — X
(Banach) em relacao a g : [a,b]; — R. Dado € > 0, existem d;, d2 A-calibres sobre [a, b|p

tais que:
|d]
€
I=3 " f(ma)(g(si) —g(si))| < 3
i=1
para toda particao marcada dr de [a, b|t d;-fina e:
d )
=Y fE)gls) — gsi))| < 5
i=1

para toda partigdo marcada dr de [a, b|t do-fina. Tomemos § = min{d;, ds}. Pela afirmacao
anterior, 0 ¢ um A-calibre sobre [a, b|t, donde, pelo Lema de Cousin, existe uma partigao

marcada dr de [a, b]p 0-fina. Assim:

|d|

I— ; f(7)(g(si) — g(si-1))

|d|

I =1 < 1= I a(s) = glsia))| < 545 =

donde I = I’ e a integral é tnica.

3.3 A A-Integral de Perron-Stieltjes e a Integral de Perron-Stieltjes

Seja T uma escala temporal. Definimos T* a escala temporal extendida como sendo:

T — {(—oo,sup T], se supT < o0,

R, caso contrario.

Definimos o operador * : T* — T, sendo t* = inf{s € T | s > t}. Note
que, como t € T*, temos t < supT. Caso supT < +o00, segue que supT € T, donde
supT € {s € T | s > t}. Caso supT = +o0, pela definicdo do supremo existe
u € T tal que u > ¢, donde u € {s € T | s > t}. Em ambos os casos, vale que
{seT | s>t} #0.

Note ainda que, como {s € T | s>t} é limitado inferiormente por ¢, temos que o
infimo desse conjunto existe. Por fim, como {s € T | s>t} =TN[t,+o0) e T ¢ fechado,
temos {s € T | s>t} fechado, donde t* =inf{s €T | s>t} €{seT | s>t} CT,

isto é, t* € T. Portanto, o operador * esta bem definido.

Dada f: T — X, definimos f*: T* — X como:

f(t) = f(t*) para todo t € T*.

Analogamente, para f: X x T — X, definimos f*: X x T* — X como:

f*(z,t) = f(x,t") para todos z € X,t € T".
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O seguinte lema, o qual é uma versao mais geral de (1, Lema 3.20) e (11, Lema 4),

nos dé o motivo de interesse dessas extensoes.

Lema 7. Sejam T uma escala temporal, f : T — X uma funcao e f*: T* = X como

definida acima. Temos:

1. Se [ € nao-decrescente, entao f* € nao-decrescente.
2. Se f € regrada, entdo f* é regrada.
3. Se f ¢é continua pela esquerda, entao f* é continua pela esquerda.

4. Se f ¢ continua pela direita, entao f* € continua pela direita em pontos densos pela
direita de T.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos o item 1. Sejam s,t € T* com s < t. Entao,
como{u€eT | u>t}C{ueT | u>s} temos s*=inf{u € T | u> s} <inf{u €
T | uxth =1t Assim, f*(s) = f(s") < f(t") = f*(1).

Para provarmos os demais itens, estudaremos os limites lim f*(¢) e lim f*(t) com
t—ty t—ty

to € T*.

Comecemos por lim f*(t). Se ty € T e ty é denso pela esquerda, seja (t,) C
t—ty

T* N (—o0, ty) com t, — to. Entdo, como ty € T e t,, <ty para todo n € N, segue que
t, <t <ty para todo n € N. Pelo Teorema do confronto, temos ¢} — t,. Assim, se

lim f(t) existe, temos:

t—ty
lim f*(t,) = lim f(¢;) = lim f(¢).
tty
Portanto, lim f*(t) existe e vale:
tty
lim f*(¢t) = lim f(¢).
=ty t—ty
Caso tg € T e tg seja discreto pela esquerda, existe € > 0 tal que (tg —€,t9) N T = 0.
Assim:
[*(to) = f(tg) = f(to) = lm f(t") = lim f*(¢).
t—tg t—t]
Caso tg ¢ T, temos lim f*(t) = lim f(t") = f(t;) = f*(to)-
=ty t—ty

Estudemos agora lirr}r fr(t), para tg € T* e tg < supT =supT*. Seto € T ety é
t—stg

denso pela direita, seja (t,) C T* N (to, +00) com t, — to. Entdo, como ¢y é denso pela
direita, existe uma sequéncia mondétona decrescente (y,) C T N (tg, +00) com y,, — to.

Dado € > 0, existe m € N tal que ty < y,, < to + €. Como t,, — tg, existe ng € N tal que
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n > ng implica em ty < ¢, < Y, donde ¢y <t} <y, <ty + €, uma vez que y,, € T. Com

isso, vemos que t; — ty. Portanto, caso exista llm f(t), segue que:
t—td

lim f(t) = lim f(¢) = lim f*(¢,).

t—tg

Donde existe lim f* (t) e vale:
t—)t

lim f*(t) = lim f(£).

t—td t—td

Caso to € T e ty seja discreto pela direita, existe € > 0 tal que (tg,to +€) N'T = 0,
donde lim f*(t) = lim f(¢*) = lim f(o(t0)) = f(o(to)), uma vez que, se t € (to,to + €),
t—td t—td t—td

entdo t§ = o(tg) < t* < o(ty) (por definicdo de o e t*), donde t* = o(ty).
Por fim, caso top € T, temos lim f*(t) = lim f(t") = f(¢;) = f*(to). O
t—td t—td

Provaremos agora o resultado mais importante desse capitulo. Ele nos permite
conectar a integral de Perron-Stieltjes com a A-integral de Perron-Stieltjes, o que nos
permite generalizar diversos resultados da primeira integral para a tultima. Além disso,
esse resultado nos permitira conectar problemas de equagoes funcionais com problemas
de equacoes dinamicas em escalas, relacionando suas solugoes. Uma demonstracao de
um caso particular desse teorema pode ser encontrada em (1, Teorema 3.22) e (12). A

demonstracao aqui apresentada é analoga.

Teorema 12. Sejam a,b € T, f : [a,blr — X e g : [a,blr = R fungdes. Entao a A-integral
b
de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e somente se, a integral de Perron-Stieltjes

b b
/ f(s)dg*(s) existe. Ainda, no caso da ezisténcia, vale a z'gualdade/ f(s)Ag(s) =

[ £ s1ags)

Demonstragio. Para simplificar a notagao, dada d = (7;, [si—1, si]) € T'Djay), definamos:

|d|

f g,d Zf Tz z (31 1))

(=) Dado € > 0, existe um A-calibre 5 = (0r,0R) em [a, b]r tal que:
|d|

> 1) (o(s) = glscn) - [ F(s)80(e)

para toda particdo marcada d = (7;,[s;_1, si|t) de [a,b]r o-fina. Considere 5 [a,b] —
(0, 4+00) dado por:
min(dy(t),sup{m | t+m € [a,blr,m < Ig(t)}), set € (a,b)N'T,
sup{m | a+m € [a,b]r,m < 0gr(a)}, set=a,
dr(b), set =0,
;inf{|t—s| | seT), setelab\T.
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Mostremos que § estd bem definido (e, portanto, é um calibre). Se t € [a, b)r, temos
dr(t) > 0. Caso t seja denso pela direita, existe m > 0 tal que t +m € [a, b]r e m < dg(t),
donde {m | t+m € [a,blr,m < 0r(t)} # 0 e é limitado superiormente por ¢ + dg(t).
Consequentemente, existe sup{m | t+m € [a,blr,m < dg(t)} > 0. Como d.(t) > 0
para t € (a,b)r, temos 0 < min(d.(¢),sup{m | t+m € [a,blr,m < Ig(t)}) = S(t)

Caso t seja discreto pela direita, temos:
1. o(t) >t=0o(t) —t > 0.

2. o(t) =t+o(t)—t € [a,b]r. De fato, o(t) € T (pela defini¢ao de sigma e pelo fato de
T ser fechado) e t € [a,b)r, donde t < b. Como o(t) =inf{s €T | s>t}ebeT
comt <b temosbe {s€T | s>t} Assim, a <t < o(t) <b, oque implica em
o(t) € la,b) N T = [a, b].

Portanto, o(t) —t € {m | t+m € [a,blr,m < dg(t)}, donde {m | t+m €
la,b]r,m < dgr(t)} C R é um conjunto nao-vazio limitado superiormente por dg(t). Assim,
existe a; = sup{m | t+m € [a,blr,m < 0g(t)}. Como o(t)—t € {m | t+m €
[a,b]r,m < 0gr(t)}, segue que a; > o(t) —t > 0. Dessa forma, dado que d.(t) > 0 para
todo ¢ € (a,b)r, temos §(t) = min{d(¢),a;} > 0.

Caso t = a, temos g(t) = g(a) =sup{m | a+m € [a,blr,m < dg(a)} > 0, pelas
consideracoes anteriores.

Caso t = b, temos g(t) = g(b) = 01,(b) > 0, pois d.(t) > 0 para todo t € (a, b]r.

Por fim, se t € [a,b] \ T = CrNa,b] = Cr N (a,b) (pois a,b € T), existe d; > 0 tal
que B(t,0;) NT = () (uma vez que Cr N (a,b) é aberto, ji que (a,b) é aberto e, como T é
fechado, Ct também é aberto). Assim, s € T implica em s & B(t,0;), donde |t — s| > &;.
Como T # (), temos que {|t —s| | s € T} #0 e que {[t—s| | s & T} é limitado
inferiormente por J;, donde inf{|t —s| | s € T} = b; existe e by > §; > 0. Assim,
i(t)y==>—=>0.

(1) 525 0

Portanto, 8 & calibre. Seja d = (7, [$i—1, s;]) uma particio marcada o-fina de [a, b].

Temos duas possibilidades:
1. T; € T.
2. [Si—h Si] NT = @

De fato, se 7, ¢ T, entdo 7; € [a,b] \ T = [a,b] \ [a,b]r, donde [s;_1,s;] C

~

1
B(1;,6(1;)) = B (Ti, 3 inf{|; —s| | se€ T}) Assim:

1
|Ti—si|,|T,-—si_1|<§inf{|n—s| | 86T}<inf{|¢,-—s| | SET}.
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Primeiramente, note que |r; — k| < inf{|r; —s| | s € T} implica em k ¢ T, pois, caso
contrério, teriamos |7; — k| < inf{|r; —s| | s € T} <|n — k|, um absurdo. Ainda, seja
x € [8i-1,8i] = [si_1, 7] U[m, s;]. Caso x € [s;_1, 7], temos:

i —xl =7 —x <7 — 81 =1 — 1] <max{|r; — s;_1|, |7 — si|]} <

<inf{|r, —s| | se€T}.

Caso x € [y, s;], temos:

i —z|=2x—7 < s;—7 = |1 — 8| <max{|r; — s;1|, |7 — si|} <inf{|7; —s| | se T}

Portanto, |, — x| < inf{|r; —s| | s € T} para todo = € [s;_1,s;], donde x ¢ T
para todo = € [s;_1,s;]. Assim, [s;_1, 8] NT # (.

Com isso, construiremos uma partigao d= (73, [si_1, si]T) de [a, b]r.

Primeiramente, notemos que so = a € T. Se [s;_1, s;] é um intervalo da partigdo e
s;_1 € T, entdo 7; € T pelas observacgoes anteriores. Caso s; € T, fazemos TNJ =T, Ej,l =
s;_1e5; =s; (para o indice j de acordo com a numeracdo da partigio). Note que, nesse caso,
FE)(G)—9Gin) =r(7)(a(55) —9(5-)) = £ (75) (92 Gp) = 9°(55-0)) =
(1) (g%(si) — g*(si-1)). Caso s; € T, fazemos s;_; = 8;_1,7;, =T; e 5; = s; € T. Note

que sf <be s} € [sg_1, s, para algum k. Com isso:
k-1 k-1
> (m)(g(s) = g7 (sim1) = D2 F(7)(g (s) — g(s74)) =
=i =i

= FE)9 () — gl 0) + X SO (s5) — glsi 1)) =

l=i+1

= FT9(55) = 9(55.)) + > () — glsi) =

= f(T)(9(55) — g(5;-1)) + _Z_: F()(g(s)) —g(si)) =
= f(T)(9(55) — g(5;-1))

pois, para l € {i+1,i+2,....k — 1}, temos s7 > sp_1 > s > -1 > s;, donde s, s7 | = s}
eg(st)—g(si_y) = g(sf) —g(sf) = 0. Note que sf € [sg_1, ] NT. Assim, [sg_1,s,] T # 0.

Logo, i € Tem, > s = gj. Podemos assumir que s < s; caso s # b. De fato,
k
se s7 = sy, temos Y _ (1) (9" (s1) — ¢"(s1-1)) = F(T)(9(55) — 9(55-1)) + f(77:)(g(s7) —

I=i
9(si-1)) = f(73)(9(5;) = 9(5;-1)), pois s; = sp = s > sp1 > s, donde sj_; = s} ¢
g(sy) —ag(si_y) = 9(si_1) —g(si_y) = 0. Caso s, = b, terminamos a partigdo. Caso sy # b,
temos s} € [sg, Sg41], com 87 = s < Sgy1 € Tr1 € T, pois s, € T. Assim, supondo s} < sy,
temos §j =s;, ?jﬂ =171 € T e repetimos o processo anterior para determinar §j+1. Dessa

forma, obtemos uma particio d = (7;, [s;_1, 5;]r) de [a, b]r tal que S(f*, g*,d) = S(f, g, d)
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(note que, para o caso s} € [s,_1, si), temos f(7;)(g(5;)—g(5;-1)) = f(7)(9(5;) —g(5,-1))
e Ej = s; [uma vez que gj =spcaso sy €T e Ej = sp = 55 caso s, € T] e s; < sy < 57,
donde s;_; = si = 5;_; e, consequentemente, f(7;7)(g(s;) — g9(5;-1)) = f(17)(g(s}) —
9(si1)) = £ (m)(g" () — 9" (85-1)))-

Vamos agora mostrar que d é 6-fina. Seja (74, [5i_1, 8i]r) um elemento da particdo d.
Pela construcao de ;l, sabemos que existe k € N tal que 7; = 73, € Sp_1 < 5,1 < i, donde
Ti—05(Ti) = 7 — 0r.(m) < sp_1 < 5i_1. Seja L; = sup([a, 7; + 0r(T:)] N [a, b]). Note que
a € la,7; + 6r(T:)] N [a, bly, donde [a, 7; + 6r(T:)] N [a,bly # 0 e [a, T + 6r(T:)] N [a, by é
limitado superiormente por T; + 6r(7;). Assim, existe L; = sup([a, 7; + dr(7:)] N [a, b] ).
Como [a, T; + 6r(7:)] e [a,bly sdo fechados, [a,T; + dr(T;)] N [a, b]; é fechado. Portanto,
L; € [a,7i + dr(T:)] N [a,b]y. Como d é g—ﬁna, temos s, < T; + g(;z) < 7; +sup{m |
Ti +m € [a,br,m < 6r(T))} = Li.

Caso s, € T, temos 5; = 57 = 5 < Lj.

Caso s, € T, temos 5; = sy < L;, pois Ly € T e sf =inf{s € T
L; > sy.

w
Vv
»
ES
—
@

Assim, 5 <L < Tz + 0r(7i). Logo, T; — 0,(T:) < sic1 <73 <53 < Ty 4 0p(T4),
donde d é 5-fina e S(f, g, ) S(f*, g*,d). Portanto:

st~ [ r0agto)] = |stad) - [ 1012000

Dessa forma, para todo € > 0, existe ¢ calibre em [a, b] tal que, se d é uma particao

marcada de [a, b] g-ﬁna, entao:

b
st~ [ 08000

b
Consequentemente, a integral / f*(s)dg*(s) existe e vale:
b . b
| #e)dgs) = [ 1oag(0)

b
(<) Suponha que a integral de Perron-Stieltjes / f*(t)dg™(t) existe. Entao, dado
e > 0, existe um calibre 5 [a,b] = (0,+00) tal que:

|d|

;f*(n)(g*(s» / FH(D)dg* (¢

para toda partigao marcada d de |a, b| o-fina. Definiremos um A-calibre § = (0r,dR) em

[a, bt como sendo:

SL(t) = 0(t) e 6r(t) = max{d(t), u(t)} para todo ¢ € [a, blr.
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Seja dp = (Tiy [Si—1, Si|T) uma particdo marcada de [a, bt 0- ﬁna Notemos que

S0, Ti, 8; € T para todo i € {1, ... e que dr nio é, necessariamente, 5 fina, pois caso

wu(r) > S(Ti), podemos ter (5R(Ti) +rn=m+uln) > s >n+ (5(%). Caso contrario,
segue que s; < 7; + E(TZ) Portanto, a situacao acima pode ocorrer apenas se 7; € discreto
pela direita e, como s; € T, s; > 7;, temos s; > o(7;). Se tivéssemos s; > o(7;), teriamos
s;i > 7 + p(r) = 7+ d(1), o que nao ocorre. Assim, a situacdo em questdao ocorre
apenas se 7; é discreto pela direita e s; = o(7;). Construiremos uma particdo marcada
d = (7, [si_1,s:]) de [a, D] o-fina tal que S(f,g,dr) = S(f* ¢*,d). Como dy é 5-fina,

temos:

T — 5(7’1) =T; — (SL(Ti) S Si—1 < S5 S T; + (51{(’7}) para todo 7 € {]., ey

)

Caso 0g(T) = 5(7'1) adicionamos o elemento (7, [s;—1,$;]) na partigdo. Caso
contrario, temos s;_1 < 7; < T; + B (1;) < s;. Dividamos [s;_ 1 s;] nos intervalos [s;_1,7; +
g(n)} [7; + 5(7’1) ;]. Adicionemos o elemento (7;, [s;—1, 7; + 6(72)]) a particao d’ (note que
T — 5(71-) <s1<T<T+ g(zl) <7+ EETZ)) Utilizando o Lema de CoNusin, sabemos que

existe uma partigio marcada d; de [TZ + 0(m), s;] 0-fina. Adicionando d; a d’ e repetindo

esse processo para todo i € { }, obtemos uma partigdo marcada d’ J-fina de [a, b].

Por fim, seja i € { ’} tal que 0g(T;) # g(n) Entao, como s; = o(7;), temos:

~

d;

FHr)G (7 + 0(7) — " (s11)) + ; g (s1) = g7 (s1-1)) =

= (=) g(mi + 6(7))) = a(si-)) + X L)) a((s)) = 9((s1-1)")) =

~

= f(r)(g(s7) —g(si1)) + ; ) g(s:) — g(s) =
= f(77)(g(s7) — g(si_1)) = f(7)(g(s:) — g(si-1))

~

di }7

donde (7; + S(Tz))* = (si.)" =

pois T; +3(T7;),S§71,S§ € (1, s;) para todo [ € {1, -

(si)* = s; = s para todo | € {1,..., d;

} (ja que s; = o(m;)). Portanto, a soma de

Riemann sobre os intervalos [s;_y, s;] nao foi alterada, donde S(f*, g*,d') = S(f, g,dr) =

| dr| |dr| |dr|
Zf 7)(9"(84) “(s8i-1) Zf Zf 7:)(g(s;) — g(si—1)). Por-
tanto

|d |

> F(m)(g(s) = glsi-s N [ g :HS@Q,(;T)_ /abf*(t)dg*(t)H:

_ Hs( frogtd) = [ £ 0dg (1)
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b b b
donde a integral / f(t)Ag(t) existe e vale a igualdade / f(t)Ag(t) = / frdg*(t). O
Mostremos agora uma utilidade do teorema anterior.

Teorema 13. [Aditividade em Intervalos Adjacentes] Sejam f : [a,bly — X e g : [a,bl; —
b
R fungoes e c € [a,b]. Entao, a A-integral de Permn-Stz’eltjes/ f(s)Ag(s) existe se, e

somente se, as mtegmzs/ f(s)Ag(s / f(s)Ag(s) existem. Nesse caso:

/abf(S)Ag(S) = /acf(s)Ag(s) + /be(s)A

Demonstracao. Se a integral / s)Ag(s) existe, pelo Teorema 12 existe a integral de

Perron-Stieltjes / f*(s)dg*(s) e vale a igualdade:

[ 7@ = [ 1) 2005)

Pelo Teorema 4, existem as integrais / fr(s)dg*(s / f*(s)dg*(s) e vale que:

[ 56g () = [ )g () + [ 76y (5)

b
f(s)Ag(s) e [ f(s)Ag(s) e

Usando novamente o Teorema 12, existem as integrais /
a
valem as igualdades:

/ac [ (s)dg™(s) = /acf(s)Ag(s),
[ Fs)ag ) = [ F20(s),

/abf(s)Ag(s) = /Cf(S)Ag(s) + /bf(S)A

Analogamente, se existem as integrais / f(s)Ag(s / f(s)Ag(s), pelo Teorema 12,

Portanto:

temos que existem as integrais / f(s)dg™(s / f*(s)dg*(s) e vale que:

/f )dg*(s

)= [ 1205
[ 5 g' ) = [ 15)800).
Pelo Teorema 4, vale que a integral /b f*(s)dg*(s) existe e:

[ 56g () = [ )g () + [ £y (5)
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b
Pelo Teorema 12, temos que a A-integral / f(s)Ag(s) existe e vale que:
b b
| F)dg' ) = [ fis)agls).
Portanto: , ) ,
| #&8905) = [ F&)Ag(5) + [ £(5)29().
0

Usando o mesmo método usado na demonstracao anterior, podemos generalizar
muitos resultados da integral de Perron-Stieltjes para a A-integral de Perron-Stieltjes (isto
é, transformamos a A-integral em uma integral de Perron-Stieltjes com o Teorema 12,
aplicamos o teorema para a integral de Perron-Stieltjes e voltamos para a A-integral com

o Teorema 12). Daqui em diante, provaremos resultados para integrais de Perron-Stieltjes

b
da forma / f*(s)dg*(s). Vale notar que, pelo Teorema 12, esses resultados valem também
para a A—i?ltegral. Em particular, o proximo lema é uma versao mais geral de (1, Lema

3.23) e pode ser encontrado também em (12) e (13).

Lema 8. Sejam a,b € T,a <b e g:[a,blr = R. Se f:]a,b] = X € tal que a integral de
b
Perron-Stieltjes / f(s)dg*(s) existe, entao para todo c,d € [a,b]:

d d*
| 1)dg*(s) = [ fls)dg*(s).
Demonstracao. Caso a = b, o resultado segue trivialmente, pois:
d . d* .
| g (s) = 0= [ fls)dg’(s)
Suponha entao a < b. Como g¢g* é constante em [c, c*| e em [d, d*], temos:

/ f(s)dg™(s) = dd* F(s)dg*(s) = 0.

Assim:

O préximo resultado nos diz que uma integral de Perron-Stieltjes da forma

f(s)dg*(s) ndo depende dos valores de f nos pontos fora da escala temporal. Um caso

p%rticular desse resultado pode ser encontrado em (1, Teorema 3.24), (12) e (13).
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Teorema 14. Sejam T uma escala temporal, [a,b] C T* e uma fungdo g : [a,bly — R.
Considere fungoes fi, fa @ [a,b] — X tais que fi(t) = fa(t) para todo t € [a,bly. Se

b
a integral de Perron-Stieltjes / fi1(s)dg™(s) existe, entao a integral de Perron-Stieltjes

b
/ fa(s)dg™(s) também existe e ambas as integrais coincidem.
a

b
Demonstragdio. Seja I = / fi(s)dg*(s). Dado e > 0, existe um calibre 6, : [a,b] —
(0, 4+00) tal que: ‘
|

2 i) g (si) — g (sim1)] = 1

<e€

para toda particao d = (7, [s;_1, s;]) 01-fina de [a, b]. Definamos:

5 01(t), set € [a,b]NT,
2(t) =
Q min{él(t),;inf{|t—s| | se’ﬂ‘}}, se t € [a, 8]\ T.

Mostremos que d; é de fato um calibre. Se ¢t € [a,b];, temos d2(t) = 01(¢) > 0. Se
t € [a,b]\T = CrNJa,b] = CrN(a,b) (pois a,b € T), existe §; > 0 tal que B(t,0,) NT = ()
(uma vez que Ct N (a,b) é aberto, ja que (a,b) é aberto e, como T é fechado, Cr também
é aberto). Assim, s € T implica em s ¢ B(t,4;), donde [t — s| > ¢;. Como T # (), temos
que {|t—s| | s € T} #0eque{|t—s| | s €& T} élimitado inferiormente por d;,
donde inf{|t —s| | s € T} = b, existe e by > §; > 0. Assim, como §;(t) > 0, temos
d2(t) = min {51(t),;inf{|t —s| | se T}} > 0. Portanto, d, é calibre. Notemos que,
como d5(t) < d1(t) para todo t € [a,b], se d é uma particao do-fina entdo d é d;-fina.

Seja d = (74, [8i_1, $;]) uma particdo marcada do-fina de [a,b]. Dado i € {1, ..., |d|},

ha duas possibilidades:

1. TZ'GT.

2. [Si—b Si] NT = @

De fato, se 7; € T, entao 7; € [a,b] \ T = [a,b] \ [a, b]T, donde [s;_1,s;] C B(m;,d2(1;)) C
1
B (Ti, 5 inf{|r;, —s| | se€ ']T}) Assim:

1
|T,»—3,»|,|TZ~—SZ»_1|<§inf{|7'i—s| | seT}<inf{|r, —s| | se T}

Primeiramente, note que |r; — k| < inf{|r; —s| | s € T} implica em k ¢ T, pois, caso
contrério, terfamos |7; — k| < inf{|r, —s| | s € T} <|n — k|, um absurdo. Ainda, seja
x € [8i—1,8i] = [si—1, ] U [m, s;]. Caso x € [s;_1, 7], temos:

Ti—x|=7 -1 <7 —si1 = |1 —sia| <max{|n — s, |T — s} <

<inf{|r; —s| | se€T}.
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Caso x € [7;, s;], temos:
|7—i —ZL" =T —T; < S, —T; = |7—i — Si’ < max{\n — 3i—1|7|7—i — 81’} < 1Hf{|7’l —$| | S € T}

Portanto, |7, — z| < inf{|r; —s| | s € T} para todo x € [s;_1, s;], donde x ¢ T para todo
T € [8i_1, 8] Assim, [s;_1,5]NT # 0.

Com isso, dado i € {1,...,]d|}, se [si_1,8] N'T = 0, entdo g*(s;—1) = g(si_;) =
g(sf) = g*(si), poiss; ; =inf{s €T | s>s 1} =inf{seT | s>s}tU{seT |
si1<s<site{seT | s,1<s<s;}C[si_1,8]NT=10. Nesse caso:

f2(1:) (g7 (8i) — g7 (5i-1)) = 0 = fi(7:) (9" (s:) — g"(5i-1))-
Caso 7; € T, entao fi(r;) = fao(1) €
fo(1:) (g7 (si) — g7 (5i-1)) = fr(mi)(g"(5:) — 9" (5i-1))-

Portanto:

|d|

Zfz 7;)( — 9" (s5-1)

|d|

Zfa 7i)( — g (i) = I|| <€

b
pois d é do-fina e, consequentemente, é §;-fina. Assim, a integral / f2(s)dg*(s) existe e
a

[ pas)g () = [ Fi)da (s

vale a igualdade:

]

Provaremos agora um resultado que relaciona fungoes definidas através da integral
de Perron-Stieltjes com fungoes definidas através da A-integral de Perron-Stieltjes. Um
caso particular desse resultado pode ser encontrado em (12, Teorema 4.1). A demonstragao

aqui apresentada ¢ analoga.

Teorema 15. Sejam f : [a,b]l; — X e g: [a,bly — R fungoes tais que a A-integral de
Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe para todos u,v € [a,bly com u < v. Sejace T e
definamos F : [a,ql;]T — X e Fy:[a,b] - X como sendo:

Fi(t) = /ctf(s)Ag( ) para todo t € [a,blp e Fy(t / *(s)dg*(s) para todo t € [a,b].
Entdo, Fy = F{ |[a4-
Demonstragio. Seja t € [a,b]. Pelo Teorema 12 e pelo Lema 8, temos:
0= [ Feags) = [ rags) = [ £ = [ fs)a0s) =
= I(t") = F{ (1),

donde o resultado segue. O]
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Por fim, usando dos resultados mostrados nessa se¢ao, vamos calcular o valor da
A-integral de Perron-Stieltjes da funcao identidade com respeito a propria identidade para

duas escalas temporais distintas. Assim, considere f,g : [0,1] — [0, 1] ambas iguais a

funcao identidade.

1
Exemplo 7. Seja T = { | neN }U{O} a escala temporal do Exemplo 3. Pelo Teorema
n
1
12, sabemos que a A-integral de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e somente se,
0
1
existe a integral / f*(s)dg*(s). Dado n € N, temos:
0

1

[2 renre = [ Jare =1 (0 (1) -0 (7)) 5

)_1 11 >_
“n\n n+l
1 1 1 1
S
n?(n+1) n+1 n n?
. - , 1 1 1 1
pois —,—— € T. Como as séries com termos gerais ———~ = — — —— e — 840
n'n+1 nn+1) n n+1 n?

1
convergentes, entao a integral / f(s)Ag(s) existe e vale que:
0

1 e | o 11\ /1 1N 21
[ =% o= g w ) "X )t e e

n=1 n=
+o00o 1 7T2

1
Exemplo 8. Seja T = {2n | neNU {0}} U {0} a escala temporal do Exemplo 6.

1
Pelo Teorema 12, sabemos que a A-integral de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e
0

1
somente se, existe a integral / f*(s)dg*(s). Dado n € NU {0}, temos:
0

1

[ s = [ g =g (o (3) = () =

on+1 on+1

=5 (0(5) =9 (5m)) = 50 (3~ ) = 3o =5 ()
_2n g on g on+1 _2n on on+1 _22n+1_2 4qn )’

pois € T. Como a série de termo geral converge, entao a integral

on’ gn+l
1

/ f(s)Ag(s) existe e vale que:
0

[romo-£3G)-3(E4) -3+

22n+1

Note ainda que, pela irracionalidade de 7, o valor de ambas as integrais diferem.
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS EM MEDIDA

Nesse capitulo, estudaremos diversos problemas de equagoes (dindmicas e em
medida), e utilizaremos os resultados estabelecidos nos capitulos 2 e 3 para estudar as
propriedades dessas equacoes e relacionar problemas de equagoes dindamicas com problemas
de equagoes em medida. Esse capitulo é baseado em (1). A nao ser que seja especificado o

contrario, nesse capitulo X indica um espago de Banach com norma ||-||.

4.1 EDF em medida
Definiremos uma EDF em medida e suas solugoes conforme apresentado em (1,
Definicao 3.1).

Queremos analisar equagoes em medida dadas por:

t
x(t) = x(to) +/t f(zs,8)dg(s), para t € [to,to+ 7],
0
Tty = ¢
com tg € R,y > 0, B (aberto) C X (Banach), P = G([-r,0],B), ¢ € P, f : P x [to,to +

7] = X uma fungdo, g : [to,to + 7] — R nao decrescente e z; : [—r,0] — X dada por
x4(0) = z(t + 0) para todos 6 € [—r,0] e t € R.

(4.1)

Para fazermos sentido da integral em (4.1), considere F : [to,to + ] — X dada
por F(s) = f(xzs,s) para todo s € [tg,to + 7]. Entdo F' estd bem definida, e a integral em
(4.1) pode ser entendida como a integral de Perron-Stieltjes de F' em fungao de g, isto é,
se U : [to,to + 7] X [to,to + 7] — X é dada por U(r,t) = F(7)g(t), entdo a integral em
(4.1) ¢ a integral de Kurzweil /tt DU(t,t).

0

t
No restante do texto, uma integral da forma / f(zs, s)dg(s) serd entendida como
t
descrito acima. ’

Definigao 24. Seja B C X aberto. Dizemos que uma fungdo x : [to, to + 7] — X é uma
solugao de uma equacao diferencial funcional em medida com condig¢io inicial x;, = ¢ se

ela satisfaz as sequintes condicoes:
1. Tty = QS € G([—T, 0] ,B)
2. x € G([to,to + 7], B) e (x(t),t) € B X [to, to + 7]

to+~
3. A integral de Perron-Stieltjes / ’ f(xs, s)dg(s) existe.

to

¢
4. A igualdade x(t) = xq +/ f(zs, s)dg(s) vale para todo t € [to, o + 7).
to
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Provaremos um lema que afirma que a norma da fun¢ao memoria de uma funcao
regrada é também regrada. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Lema 3.3), e foi

originalmente retirado de (13).

Lema 9. Sejay : [to — 7, to + 7] = X uma fungio regrada. Entdo a norma da fungdo
memoria s € [to,to + 7] — |lysll, € Ry, com |lysll, = sup ||ys( )|| € regrada em

€[-r,0
[to, to + 7).

Demonstragio. Seja sg € (to,to + 7). Como y é regrada, existe o limite lim y(s) = y(sy ).

s—sg
Assim, dado € > 0, existe d; > 0 tal que s € (sg — 91, S9) implica em Hy(s) — y(sa)H < %
Logo u,v € (s — d1, So) implica em ||y(u) — y(v)|| < Hy —y(so H + Hy v) —y(sy) ‘ <
§+§ = €. Ainda, como sy > tg, temos sg—r > tg—r, donde existe o limite (lim : y(s) =
s—(sg—r)~

y((so —7)7). Assim, dado € > 0, existe d2 > 0 tal que s € (s9 — 7 — 2, 5o — ) implica em
€
ly(s) = y((s0 = 7)7)|| < 5. Logo, se u,v € (so =1 = b2, 50 = 7):

_ € €
ly(w) = y@)I < Jyw) = y((s0 = )7+ [ly@) = wl(s0 =) < 5 + 5 =
Portanto, dado € > 0, existe § = min{dy,d2} > 0 tal que:

ly(u) —y(v)|| < €,u,v € (s —1 —0,80—7) €
ly(u) —y(v)|| < e,u,v € (so— 0, s0).

Sejam s1, 89 € (Sg — 0, 80) com 1 < Sg. Caso so — 17 > $1, temos 59 — 17 —J < §1 —r <

51 <8y —1 < s9—r. Dado s € [s — 1, 59 — 1], temos:

ly(s)ll < lly(s) —y(s2 = )| + [ly(s2 = )| < e+ly(s2 — )| =
= e+ [y, (=) S e+ sup [y, (0)]] = €+ [|ys,ll o
0e[—r,0]

Caso sg—r < s1,dado s € [so—7, s1], temos [|y(s)]| < sup |ly(@)]| < sup |y(9)] =

0€[sa—r,s1] 0€[s2—r,82]

S ly(s2 +0)|| = sup IIySQ( M= 11ys: Ml

€[-r,0 oe[—r,0
Assim, dado s € [31 —7,51], temos s € [s; — 7,859 — 7] ou s € [s9 — 1, 51|. Caso

s € [s1 — 1,89 — 1], segue que:

ly()IF < Nly(s) —y(s2 = r)lI+ly(s2 =PIl < etllys, (=)l < sup |lys, (O)]+€ = [|ys, | o +e

el—r,0
Portanto, ||y(s)|| < [|ys,||.,+€ paratodo s € [s1—7, s1] caso so—r < sy, € [|y(s)]| < ||¥s, |l oo+
e para todo s € [s; — 1, 51] C [s1 — 1,52 — 7] caso sy —r > sy, donde ||[y(s)|| < ||ys, |l + €
para todo s € [s; — 7, s1]. Logo:

sup  [ly(s)l = sup |ly(s1 + )| = sup Hysl( M= Mysilloe < NYsalloc +€

s€[s1—7,51] se[—r,0] s€[—r,0
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Ainda, caso sy — 1 > $1, 86 § € [$9 — T, Sal:
ly(sll < lly(s) —y(s)ll + ly(s)ll < e+ ly(s)ll < e+ [ly(s1)O)] < €+ [lys |l -

donde  sup |y(s)]| = [[yslloc < 1Yo lloc + €

S$E[s2—r,s2]
Caso sy —r < s1, dado s € [s9 — 1, 89|, temos s € [sy — 7, 81] ou s € [s1,59]. Se

s € lsa—r,si temos [y(s)| < sup y(s)| < sup  y(s)ll = Iy lle- Se s € [sr, 52],

s€[sa—7,51] s€[s1—r,s1]
temos [ly(s)[| < [ly(s) = y(s)ll + ly(s)ll < €+ l[ysi lo- Logo, ly(s)ll < llys [l + € para
todo s € [sy — 1, 5], donde ||ys, ||, < ||¥s, |l + € Dessa forma:

195>l < 191l +€ € Y1 loe < N¥sallo +€ =

91 lloe = 195 || < € para todos s1, 55 € (s0 = 9, 50)-

Segue dail que existe o limite lim ||y ||, para todo sy € (to,to + 7]. De maneira anéloga,
58y

segue que existe o limite lim+ llys||, para todo sy € [to,to + ). Assim, s € [to, o+ 7] —

S*}SO

HysHOO € R+ é regrada. 0

Podemos nos perguntar sob quais condi¢goes uma EDF em medida tem solu¢ao. Para

isso, definiremos alguns conceitos e apresentaremos, sem a demonstracao, dois resultados.

Definicao 25. Seja O C G ([to — r,to + 7], X) aberto. O conjunto O € dito ter a pro-
priedade de prolongamento se, para todosy € O et € [to —r,to + 7], a fungao § dada

por:
() = y(t), seto—r <t <t
y(t), set <t <ty+,

também pertence a O.
Sejam tg € R, r,v > 0 e conjuntos:
O C G([to —r,to +7],X) aberto e

P ={y | yeO,teltto+r]}CG(-r0,X). (4.2)

Sejam ainda g : [to, to + 7] — R uma func¢do nao decrescente e f : P’ x [to, to + 7] —

X uma funcdo, tais que, para todos y, z € O e sy, 3 € [tg, tg + 7], com s1 < $9, tenhamos:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

| 1w 9)dg(s) (43)

S1

existe.

2. Existe uma fungao M : [to, to + 7] — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g

tal que:

| 1w 5)dg(s)

S1

< [7 M(s)dg(s). (4.4)

S1



85

3. Existe uma fungao L : [to, o + 7] — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g

tal que:

[ 1) = £l dg(s)

S1

< [TL) s - lldgls). (45)

S1
Definamos F': O X [to, to + 7] = G([to — 7, to + 7], X) como sendo:
0, sety—r < a<t,
F(z,t)(a) = /t f(xs,8)dg(s), sety <a<t<ty+7, (4.6)
0

t
| flaas)dgls)t < a <to+7,
to

para todos z € O e t € [tg,to + 7.
Enunciemos um teorema, que pode ser encontrado em (1, Teorema 4.19). Omitire-

mos sua demonstracao por esta fugir do escopo deste trabalho.

Teorema 16. Suponha que O satisfaz a propriedade de prolongamento. Sejam ¢ € P, F
dada por (4.6) e x : [to, to + 7] = X uma solugio da EDO generalizada:

dx
— = DF(x,t
dT ($7 )

com condicao inicial:

dla—ty), seto—r < a<t,
#(0), sety < a<ty+7.

(to)(a) = {

Entao a funcao y € O, dada por:

y(a) = {x(to)(cz), sety—1 < a<t,

z(a)(a), sety < a<ty+7,
¢ uma solugcao da EDF em medida:
t
y(t) = y(to) + | Sy )dg(s), para t € fto,to +1],
0
Yto = ¢

Apresentaremos agora outro resultado, mas apresentando antes uma definicao.

Considere uma EDF em medida da forma:

) = ys0) + [ Sl 5)dg(o).t > 30 @)

com sg > to, f: P' X [tg, +00) = X, g : [tp, +00) — R e a integral do lado direito uma

integral de Perron-Stieltjes. Definiremos uma solugdo maximal da equacao acima.

Definicao 26 (Solugdo maximal). Dizemos que y : [so — r,w(so, ®)) — X € uma solugio
mazimal da EDF em medida (4.7), com condigio inicial ys, = ¢, So > to € w(so, ¢) < 400,

se y satisfaz as sequintes condigoes:
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1. y(t) = ¢(0) para todo t € [tg — 1,50 — 7).
2. y(t) = ¢(t — so) para todo t € [sg — 7, o).
3. (ye,t) € P' X [s0,w(s0,9)).

t
4. A integral de Perron-Stieltjes / f(ys, s)dg(s) existe para todo t > sq.
S0

t
5. A igualdade y(t) = y(so) —l—/ f(ys, s)dg(s) vale para todo t € [sg,w(Sg, P)).

6. Se existem y' e w' < +o0 tais que y' satisfaz as condi¢oes 1 a b acima (com w' no
lugar de w(so, @) em 3 €5), W' > w(se,d) e y'(t) = y(t) para t € [so,w(so, D)), entdo

W(SQ, ¢) = w/'

Podemos agora enunciar um teorema, retirado de (8, Teorema 7.7), o qual apresen-

taremos sem demonstragao, por esta fugir do escopo desse texto.

Teorema 17. Sejam to € R, O C G([ty — r,+00), X) aberto, P' dado por (4.2), g :
[to, +00) = R uma fungio continua pela esquerda e nao-decrescente e f : P’ X [tg, +00) —

X tal que, para todos y,z € O e sy, 89 € [tg, +0), com s1 < s9, valem as relagoes:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

|7 1 9)dg(s) (48)

S1

existe.

2. Existe uma fung¢io M : [tg, +00) — R Perron-Stieltjes integrdavel com respeito a g

tal que:

|7 Flers)dg(s)

S1

< / " M(s)dg(s). (4.9)

S1

3. Eziste uma funcgao L : [ty, +00) — R Perron-Stieltjes integrdavel com respeito a g tal

que:

[ 1) = £z 9)] do(s)

51

< [CL) = 2l de(e). (10)

Seja (1, 79) € P’ X [tg, +00) e assuma que AT g(1y) = 0. Entao, existe uma tnica solug¢do

mazximal y : [10,w(79,v)) = X da EDF em medida (4.7) com condi¢do inicial y,, = 1.

4.2 EDFs em medida com impulso

Nessa se¢ao, estudaremos EDFs em medida com impulso e como estas se relacionam

com EDFs em medida.
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Sejam {tx}}, os momentos de impulso, com ty <t < ... < t,, < to++. Definamos
Jo = [to, t1], Jy = (t,trs1] para k € {1,....m — 1} e J,, = (tm, to + 7). Estudaremos as

EDFs de medida com impulso dadas por:

z(v) —x(u) = /uv f(zs,s)dg(s),u,v € Jy para k € {0, ...,m},
A*z(ty,) = L(z(ty)) para k € {1,...,m}, (4.11)

Lty = ¢7

com Atz(ty) = z(t))—x(ty), to € R,y > 0, B (aberto) C X (Banach), P = G([-r,0], B), f :
P X [to,to + v] = X uma fungdo, g : [tg, +00) — R uma fungao continua pela esquerda e

nao-decrescente, e I, : B — X um operador impulso para k € {1,...,m}.

Daremos agora a definicio de uma solugao do sistema (4.11).

Defini¢ao 27. Sejam B C X (Banach) um aberto e P = G([—r,0], B). Dizemos que
x:[tg—rto+y] = X € uma solugio de (4.11) se:

1. x(t) = ¢(t — to) para todo t € [ty — 1, to].

2. v € G([to—r,to+7],B) e (v, t) € P X [to, to + 7]

3. Para todos k € {0,1,...,m} eu,v € J, a integral de Permn-Stz’eltjes/ f(zs,s)dg(s)

u

existe e vale a igualdade x(v) — x(u) = /U f(zs, s)dg(s).

4. Para todo k € {1,...,m}, vale a igualdade At x(ty) = I (x(ty)).

Seja x : [tg — r,tg + 7] — X uma solu¢do do sistema (4.11). Para que z(t) € B
para todo t € [tg — 7ty + 7] (de forma a termos f(zs,s) bem definida), devemos ter
z(t}) € B para todo k € {1,...,m}. Com isso, apds a aplicagdo do impulso I}, a solucio
x permanece em B. Por isso, iremos supor que [ + I : B — B para todo k € {1,...,m},
sendo [ : B — B a identidade.

Provaremos um resultado que nos permite adicionar uma constante a funcao g,
sem que alteremos a existéncia ou o valor da integral em (4.11). Esse resultado serd tutil

para que possamos transformar o problema acima em um problema mais simples.

Proposicao 8. Sejam f : G([—r,0], B) x [to,to +7] = X uma fungio (B (aberto) C X),
g [to,to +7] — R uma fungdo e g : [to,to + 7] — R wma fungio tal que g — g seja
constante em [to, to + 7y]. Suponha que F : [to,to + ] — X, dada por F(s) = f(xs,s) para
todo s € [to, to + ], seja uma fungio. Entdo, se u,v € [to,to+ 7] e /v f(xs, s)dg(s) existe,

/U f(zs,5)dg(s) também existe e vale que / f(zs,s)dg(s) = /v f(zg,5)dg(s).

u u

v

Demonstra¢io. Dados u,v € [to, to + 7], podemos supor, sem perda de generalidade, que

u < v (pois u > v implica em /u f(zs,s)dg(s) = —/J f(zs,8)dg(s)). Como g — g é
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constante em [to,to + 7], existe ¢ € R tal que g(t) = g(t) + ¢ para todo t € [tg, 1o+ 7].
Seja d = (&, [ti—1,t]) € T D). Temos:

|d] |d|
; F(&)g(ti) — g(tia)] = ; F(&)[(g(t:) +¢) — (g(tim) +¢)] =
|d|

= ; F(&)[g(t) = g(ti)].

Portanto, dado € > 0, existe um calibre § em [u, v] tal que se d = (&, [ti—1,t;]) € T Djy €

0-fina, entao:

|d|

; F(&)]g(t:) — g(tiza)] —

|d|

> F(E)lo(t) — g(ti)] — [ F(s)dg(s)

v

F(s)dg(s)

s~

<,

donde /v F(s)dg(s) = /U f(x,,s)dg(s) existe e vale:

[ Fwa9)dis) = [ flawe5)dgls)

u

]

Com isso, podemos supor que Atg(t;,) = g(t;) — g(tx) = 0 para todo k € {1,...,m}.
De fato, definamos g : [tg, +00) — R como sendo:

g(t), para t € Jy,

g(t) = k (4.12)
g(t) =Y (g(t) — g(t:)), parat e Jy, k€ {1,....,m}.
i=1
Isto é:
N k
g(t) = g(t) = >_(g(t{) — g(tr)) para t € Jp, k € {0, 1,...,m}.
i=1
N k
Entao, como g(t) — g(t) = — > (g(t{) — g(tx)) é uma constante em cada intervalo
i=1

Ji, temos pela proposicao anterior que / f(zs,8)dg(s) = / f(z,5)dg(s) para u,v € Jy,
u u
com k € {0,...,m}. Ainda, como g é continua pela esquerda, segue que g é continua pela

esquerda. Uma vez que g é nao-decrescente, temos g nao-decrescente em cada Ji. Ainda:

k k-1
ATg(te) = g(ti) — g(te) = g(t) — Z(Q(ﬁ) —g(t:)) — g(tx) + Z(g(ﬁ) — g(ti)) =

= g(t) — g(tr) — g(t) + g(tx) = 0,
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donde g(t}) = g(t;). Assim, g é ndo-decrescente e é continua em t; para todo k €
{1,...,m}.
Com isso, e utilizando o Coroldrio 2, temos que a funcao J : [ty,to + 7] — X dada

por:
t
J(t) = / f(@s, s)dg(s) para todo ¢ € [to, to +].
to

é continua em ty, ..., t,,. Portanto, podemos reescrever o problema (4.11) como sendo:

z(t) = x(to) + /t: f(zs,8)dg(s) + Z Ix(z(ty)), parat € [to,to + 7],

ke{l,...m}
t<t

Tty = ¢
Dado T € (to, +00), definamos Hy : [tg, +00) — R como sendo:

0, paratg <t < T,
1, parat > T.

Entéao, para t € [tg, to + 7], podemos reescrever o problema de valor inicial como sendo:

o(0) = t0) + | JGo05)dgls) + 3 Tea(t)) Ho, (1), para 1 € [, o +7],

Tty = ¢
Usaremos o primeiro desses enunciados alternativos do problema (4.11) em um dos teoremas

que provaremos.

Com essas consideragoes, definiremos novamente (com uma definigdo equivalente
a anterior) a solugdo de uma EDF em medida com impulso, de maneira mais geral que
aquela apresentada em (1, Definigao 3.4), e provaremos um lema, retirado de (1, Lema
3.5) e (12), com o qual seremos capazes de provar um resultado que relaciona as solugoes
de EDFs em medida com impulso com as solu¢oes de EDFs em medida. Vale notar ainda
que a definicdo de uma solucao de uma EDF em medida com impulso que daremos se

baseia no segundo enunciado alternativo que apresentamos do problema (4.11).

Definicao 28. Sejam B C X (Banach) um aberto e P = G([—r,0], B). Dizemos que
x:[to—rto+ ] — X é uma solugio de (4.11) se:

1. x(t) = ¢(t — to) para todo t € [t — r,to].
2. x € G([to—r,to+7],B) e (z4,t) € P X [to, to + 7).

to+y
3. A integral de Perron-Stieltjes / ’ f(zs,s)dg(s) eziste.

to

4. x(t) = x(ty) + /tf(xs,s)ds + i[k(x(tk))]{tk(t) para todo t € [to,to + 7], com
to k=1

0, paraty <t <T,
1, parat >T.

Hr(t) = {



90

Lema 10. Seja m € N. Suponha que para cada k € {1,....,m},ty € [to,to + 7], t0 <

1 <ty < ..<tym<to+vyeg:[toto+y] = R € regrada, continua pela esquerda e

continua em cada ty para k € {1,...,m}. Sejam f : [to,to + 7] = X (Banach) uma fungio

e } : [to, to +v] = X outra fungao tal que ]N‘(t) = f(t) para todo t € [to,to+ ]\ {t1, ..., tm}

e g:lto,to+ o] = R tal que g — g é constante em [to, 1], (t1,ta], ..., (b1, tm)s (tm, to + 7).

Entao a integral de Perron-Stieltjes /:Oﬂ }(s)dg(s) existe se, e somente se, a integral de
0

tot+y
Permn—Stieltjes/ f(s)dg(s) existir. Nesse caso:
to

[ Hedis) = [T fedg) + Y Feati)

to to ke{l,...,m}

Demonstra¢io. Como g — g é constante em [to, t1], pelas considerac¢oes anteriores temos:

th th t1N

L flo)d g(s) = , (o)dg(s) = | f(s)d(g — g)(s) =0. (4.13)

Similarmente, dados k € {1,....m} e u,v € Jy = (tg, tx1] (com t,,11 = to + ), temos

g — g constante em [u,v] C Ji, donde:

| F)dits) = [ F)dgs) = [ F)(G - g)(s) = 0.

tp1 ~
Em particular, fazendo Fj, : (tx, tpr1] — X, dada por Fi(t) = / f(s)d(g — g)(s) para
¢
thit ~
todo t € (tg,tr1], temos Fy = 0, donde lim Fy(t) = lim o f(s)d(g — g)(s) = 0 para
t=tk t—t Jt
todo k € {1,...,m}. Pelo Corolério 2, temos:

[ F G - 9)(s) = i )G - 9)(s) + F)ATG - g)(t) =

— F(t) (T — 9)(E) — (T — 9)(tn) = Ft) (@) — G(ts)) =
= F(t)ATG(t)

to+y ~

para todo k € {1,...,m}. Portanto, pelo Teorema 4, f(s)d(g — g)(s) existe e vale:
to+vy ~ o M ptggn ~ ~ Mo g1~ o
[ F0dG -9 =X [T F@dG - ) = X [T F)dE - g)(s) =
0 k=0 "tk =17tk

}<tk>A+5<tk>.

I
NgE



91

Sendo a segunda igualdade vélida por (4.13). Note ainda que:

t1 ~

" F(s)gl) =t [ Fls)dg(s) = i [ f(s)dals) = [ F)dg(s)

t—t; Jto t—t;

/ttHl }(s)dg(s) = lim ' }(s)dg(S) = lim Tf(s)dg(s) B

k /\~>t A Aot iy A

'k+1

—/ s) para k € {1,...,m — 1},
/WW®M$=M»m@@M@ZM-MW@@®=fWﬂMW»

tm t—th Jt t—th Jt

m

De forma que as integrais a esquerda existem se, e somente se, as integrais a direita existem.

to+v
Dessa forma, a integral / (s)dg(s) existe se, e somente se, / f(s)dg(s) existe e
to

ambas tem o mesmo valor. Logo:

/t:oﬂ }(S)dﬁ(s) _ /ttoﬂ }(s)d@ — g+ g)(s) —

[]

Usaremos agora do lema anterior e das reformulagoes do problema (4.11) para
relacionar solugoes de uma EDF em medida com as solu¢oes de uma EDF em medida com

impulso. Esse resultado pode ser encontrado em (12).

Teorema 18. Sejam m € N, B C X aberto, r >0 e P = G ([-r,0], B). Suponha que,
para todo k € {1,...,m}, temos ty, € [to,to +7] e Iy : B — X um operador impulso, tais
quety <t <ty <..<ty, <top+vel+I,:B — B estd bem definido, em que [ : B — B
¢ o operador identidade. Suponha ainda que f : P X [to,to + ] — X é Perron-Stieltjes
integravel com respeito a uma fung¢io g € G~ ([to,to + 7], R) continua em cada ti, com
ke {l,...,m}. Para caday € P, definamos:

}( t) = [y, 1), parat € [to,to +~]\ {t1,....tm},
v I.(y(0)), parat =ty com ke {1,...,m}.

Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢ < cpy1 para todo
ke{l,..,m—1}, e definamos g : [to,to +7] — R como sendo:

9(t), parat € [to, 1],
g(t) =< g(t) + cx, parat € (tg,tps1], comk € {1,....,m — 1},
g(t) + cm, parat € (ty,to + 7).
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satisfazendo AYg(ty) = 1, para k € {1,...,m}. Entdo x € G ([to —r,to +7],B) € uma

solugao da EDF em medida com impulso:

x(t) = z(to) + /tt f(xs, 8)dg(s) + Z I(z(ty)), para t € [to,to + 7],
’ ke(l...m} (4.14)
:L'to = ¢7

se, e somente se, x € uma solucao da EDF em medida:
t~
il'(t) = x(tO) + / f(xs; 8)dg($), para te [t07 tO + 7] 3
to
xto = gb

Demonstracio. Seja x € G ([tg — r,to + 7], B). Pelo Lema 10, dado t € [to, to + 7], temos:

[ F@a)dio) = [ syl + S Flan, t)ATG0).

to 0 ke{l,...,m}

(4.15)

Dado k € {1, ...,m}, temos:

~ ~

F(@, t) ATG(tr) = flag,, tr) = Li(2,(0)) = L(z(te)).

Portanto, x é solucao de (4.14) se, e somente se, x é solugao de (4.15). O

Como uma consequéncia direta desse teorema, obtemos o seguinte corolério, sobre

equagoes diferenciais em medida, o qual é retirado de (1, Corolario 3.7).

Corolério 6. Sejam m € N e B C X aberto. Suponha que, para todo k € {1,...,m}, temos
ty € [to,to +7] e Iy : B — X um operador impulso, tais que to < t; < ty < ... < t,, < to+7y
el + I : B— B estd bem definido, em que I : B — B € o operador identidade. Suponha
ainda que f : B X [to,to + 7] — X é Perron-Stieltjes integravel com respeito a uma fungao
g € G~ ([to,to +7],R) continua em cada ty,, com k € {1,...m}. Para cada y € B,
definamos:

fy,t) =

T f(y7t)7 pamte [t07t0+/y]\{t17"‘7tm}7
It(y), parat =tg, comk € {1,...,m}.

Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢ < cpy1 para todo
ke{l,..,m—1}, e definamos g : [to,to +7] — R como sendo:

g(t), parat € [ty,t1],
g(t) = S g(t) + ¢k, parat € (tg, tys], com ke {1,...,m— 1},
g(t) + Cm, parat € (thtO + 7]7

satisfazendo AT g(ty) = 1, para k € {1,...,m}. Entio x € G ([to,to + 7], B) é uma solugdo

da EDF em medida com impulso:

z(t) = x(to) + t: f(z(s),s)dg(s) + Z I(z(ty)), parat € [to,to + 7],
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se, e somente se, x € uma solucdo da EDF em medida:

£(t) = x(to) + [ F(a(s), s)dG(s), para t € [fo,to + ],

to

O seguinte lema nos permite relacionar certas condigoes em EDFs em medida com
impulso com condi¢oes em EDFs em medida. Esse resultado pode ser encontrado em (1,

Lema 3.9), e uma versao menos geral pode ser encontrada em (12). Usaremos nesse lema
|d|

a notacdo S(f,g,d) =Y f(1)(g(t:) — g(ti-1)), em que f:[a,0] = X e g [a,b] — R sdo
i=1

fungdes e d = (7, [t;i—1,t;]) é uma particdo marcada de [a, b].

Lema 11. Sejam m € N, B C X aberto, r,v > 0, to € R, P = G([-r,0],B) e
O =G ([to —r,to + 7], B). Suponha que, para todo k € {1,...,m}, temos ty € [to,to + 7]
e I, : B — X um operador impulso, tais que to < t; < to < ... < t,, < tg+ 7
el + 1, : B — B estd bem definido, em que [ : B — B € o operador identidade.
Sejam f: P X [to,to +v] — X uma funcao e g : [to,to + 7] — R uma fungao continua
pela esquerda, nao-decrescente e continua em cada ty,, para k € {1,...,m}. Definamos

f P x[to, to+7] = X como:

fy,t) =

~ f(y,t), parat € [to,to +]\ {t1, ..., tm},
I(y(0)), para t =t,, comk € {1,...,m}.

Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢, < cxy1 para todo

ke {l,..,m—1}, e definamos g : [to,to +7] — R como sendo:

g(t), parat € [ty t1],
g(t) = g(t) +cx, parat € (tg,tpre], comk € {1,....,m — 1},
g(t) + Cm, parat € (thtO + 7]7

satisfazendo ATg(ty) = 1, para k € {1,...m}. Entdo, as sequintes afirmativas sdo

verdadeiras:

1. A funcio g € nao-decrescente e continua pela esquerda. Ainda, dados u,v €
[to, to + 7] com u < v, temos g(v) — g(u) > g(v) — g(u).

u2

2. Dados uy,ug € [to,to + 7] e x € O, se a integral de Perron-Stieltjes / f(xs, s)dg(s)

u1
U ~

existe, entdo a integral de Perron-Stieltjes / f(zs,5)dg(s) também existe.
uy

3. Se existe uma fungao My : [to,tg + ] — R Perron-Stieltjes integrdavel com respeito a

g tal que:

7 flaas)dg(s)

1

< [ Mn(s)da(s)

1
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para todos © € O e todos uy,uy € [to, to + 7] com uy < uy, e existe uma constante
My > 0 tal que ||Ix(2)|| < My para todo z € B e k € {1,...,m}, entdo existe uma
fungio Perron-Stieltjes integravel M : [to,to + ] — R com respeito a g satisfazendo:

| Faa i)

1

< [ M(s)dG(s)

1

para todos x € O e todos uy,us € [tg,to+ 7], com u; < us.

4. Se eziste uma fung¢do Perron-Stieltjes integravel Ly : [to,to + ] — R com respeito a

g tal que:

[ @es) = Sz dgls)

1

< [T L) e = 2l dgls)

1

para todos x,z € O e uj,uy € [to,to+ 7], com u; < uy, e existe uma constante

Lo > 0 tal que:
[k (w) = L(y)|| < La [Jw —y]|

para todos w,y € B e todo k € {1,...,m}, entdo existe uma fung¢io Perron-Stieltjes

integrdavel L : [to,ty + ] — R com respeito a g satisfazendo:
u2
J.

para todos x,z € O e todos uy,us € [to,to + 7], com uy < us.

~ ~

Flanss) = F(za.9)] difs)

< [ L) s = 2]l di(s)

1

Demonstragio. 1. Definamos ¢y = 0. Sejam u,v € [tg,to+ 7], com u < v. Se u,v €
[to, t1], ou u, v € (tg, tgy1] com k € {1,....m — 1}, ou u,v € (t,,,to + 7|, entao existe
i €{0,1,...,m} tal que:

g9(u) = g(u) +¢; e g(v) = g(v) + c.
Entéo, como g é nao-decrescente, temos g(u) < g(v) e:
g(u) = g(u) +¢; < g(v) + ¢ = g(v).
Além disso, temos:
9(v) = g(u) = g(v) + ¢ — (9(u) + &) = g(v) — g(u).

Caso u e v nao estejam ambos em um mesmo intervalo dentre os citados acima,

existem 4, j € {0,1,...,m}, com 7 < j, tais que:

g(u) = g(u) +c; e g(v) = g(v) +¢;.

Como ¢; < ¢j (pois ¢g = 0 < ¢, < g1 para todo k € {1,...m —1}) e g é

nao-decrescente, temos:

g(u) = g(u) + ¢ < g(v) +¢; < g(v) +¢; = g(v).
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Portanto, g é nao-decrescente. Além disso, temos:

~

9(v) = g(u) = g(v) +¢; — (g(u) + ;) = g(v) — g(u) + (¢ — &) > g(v) — g(u),

donde §(v) — §(u) > g(v) — g(u) para u,v € [to,ty + 7] com u < v. Ainda, § |1,
g \(triteen) com k€ {1,....m —1} e g |(tm.to+n) S0 da forma g + ¢;, em que ¢; é uma
constante. Como g é continua pela esquerda, temos que ¢ é continua pela esquerda

~ ~1
nesses intervalos. Assim, g é continua pela esquerda em [tg,t;] U (ZU1 (tk, tk+1]) U

(tms to + 7] = [to, to +7]. Como [to,to + ] é o dominio de g, segue que g é continua

pela esquerda.

. Dados uy,ug € [to,to +7] e x € O, sejam F : [tg,to +7] — X e F- [to,to +7] = X
dadas por F(s) = f(xs,s) e Z:;(s) = ?(IS, s) para todo s € [to,to + 7], respectiva-
mente. Entao, pela definicao de }, temos que s € [tg,to + 7]\ {t1, ..., t;n} implica em
I?’(s) = ]N”(xs, s) = f(xs,s) = F(s). Assim, %sando o item 1, o Lema 10 e a defini¢ao

de g, temos que a existéncia da integral / ’ F(s)dg(s) = / ’ f(zs, s)dg(s) implica

u1 u1l

na existéncia de /u2 ]?(s)dg(S) = /u2 }(xsa s)dg(s).

(751 1
u2

. Sejam x € O e uy,uy € [ty,tg + 7] com u; < up. Como a integral / f(zs,s)dg(s)
u1

existe, temos pelo item 2 e pelo Lema 10 que a integral [,? f(x, s)dg(s) existe e

vale que:
U F@adis) = [ g+ X Flont)ATG0) =

ke{l,...,m}
uq <t <ug

= [ faas)dgls) + Y Da(t)ATG(0).
“ ke{l,...,m}

u

Portanto:

u2

:/ flas,9)dg(s)+ D I(x(ty)A%g(te)|| <
u1 ke{l,...,m}

| Fa i)

1

IN

> Ie(a(te)ATg(t)| <
ke{l,...m}
up Stg<ug

Mi(s)dg(s) + S0 [[Ielat) A7) =
U1 ke{l,...m}
uq <tp<ug

ug ~
= [Tan()dgls) + X I(a(to) [ATG(1)] <
" ke{l,...,m}
uq <t <ug

< Mi(s)dg(s)+ > MsATg(ty).
“ ke{l,...,m}
uq <tp<ug

[ flans)dg(s)

1

u2

IN
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Pelo item 1 e pela Proposicao 2, temos que:

/UI M;(s)dg(s) </ M (s)dg(s).

Seja T : [to, to + ] — R uma fungao constante dada por T'(t) = 1 + My > 0 para

todo t € [uy,us]. Entao, se d = (7, [ti—1,t;]) é uma particdo marcada de [uy, us],

temos:
|d| |d|
S(T.g.d ZT 7i)(9(t:) — g(tie1)) = ;(1 + M) (g(ti) — g(ti-1)) =
|d]
= (1+ M>) ;(?J(ti) = g(ti1)) = (1 + M2)(g(u2) — g(ur))-
Portanto, a integral / s)dg(s) existe e vale que:

/uuQ T(S)da(S) = (1 + MQ)(?(UQ) — §<u1)) > (.

1

Assim, se M [to, to + 7] — R é dada por ]\7[(25) =T(t) + Mi(t) =1+ My + M (t)
para t € [to,to + 7], temos pela linearidade da integral de Perron-Stieltjes que a
integral / M (5)dg(s) existe e vale que:

AfM@@m M ()i (s +/ $)di(s) = [ (M + T)(s)ii(s) =

u2~

Definamos h : [tg, o + 7] = R como sendo:
t ~
h(t) = | M(s)dg(s) para t € [to,to+7].
to

Note que pelas consideragoes anteriores, h estd bem definido. Mostremos que h é
nao-decrescente. Sejam sy, Sy € [to, to + 7] com s; < s9. Entao:

hs2) = his) = [ M) dg(s) = [ M(s)dg(s) = [ M()d(s) >

to 0 1

| fas)g(s)

S1

> ” M (s)dg(s) > > 0.
S1

Portanto, h é ndo-decrescente. Note que ¢ é nao-decrescente e continua pela es-
querda, donde, pela Proposicdo 4, g é regrada. Pelo Coroldrio 2, temos A*h(t;,) =
A}(tk)A+§(tk) parak € {1,...,m}. Seja X : [to, to + 7] dada por A(¢ / M, (s)dg(s).
Pelo item 1 e pelo Corolario 2, temos que A é regrada em [to,to + 7] e que, dado
t € [to,to + ), temos:

AET) = A(t) + My () A g(t).
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Seja s € (0,t9 + v — t). Entao, pela Proposigao 2, temos:

Mt+s) = \t) = [ M (s)d () > / ™ M (s)dg(s) > 0.
Fazendo o limite com s — 0%, temos:
MtY) = At) = My(H)ATg(t) > 0.
Em particular, fazendo t = t;, com k € {1, ..., m}, temos:
M (t)A*g(ty) > 0.

Ainda, como ¢ é ndo-decrescente, temos A*g(t) > 0 para todo t € [ty, 1o+ 7). Em
particular, A*g(t,) > 0 para todo k € {1,...,m}. Assim:

Yoo M ATGt) < Y. My ATG(t) + D> Mi(t)Atg(te)+

ke{l,...m} ke{l,...m} ke{l,...,m}
uy <tp<ug uy <t <ug uq <t <ug
+ > ATgt) = > (Mi(ty) + My + 1)ATG(t) =
ke{l,...,m} ke{l,...m}
uy <tp <ug uy <t <ug
= Y M@Et)ATgty) = . ATh(ty).
ke{l,...m} ke{l,...,m}
uq <tp<ug uy <t <ug

Fagamos t,,11 = to+7. Sejam k € {1,....m} e s € (0,tp1 —tr) # 0 (pois tr11 > tr).

Entao t; + s < tp11 e, pelo fato de h ser nao-decrescente:
h(ty + s) — h(tr) < h(tgr1) — h(ty).
Fazendo s — 0T, temos que:
A*h(t) = h(t}) — hlty) < h(tisr) — ().

Entdo, considere o conjunto A = {t,, | k€ {1,...m}u; <t < us}. Se A =1,
entao:
> ATA(t) =0 < h(ug) — h(us)
uy <t <ug
uma vez que h é nao-decrescente e u; < uy. Se A # (), sejam ¢; = min A e t; = max A.

Entao u; <t;, t; < ug e, usando o fato de que h é nao-decrescente:

j j=1
S ATh(tk) =Y AYA(t) =D ATh(tk) + ATh(E;) <
ke{l,...,m} k=i k=i
up <tp <ug
j—1
<> (h(tepa) — h(ty)) + ATR(t;) =
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Como uy > t;, seja s € (0,uz — t;) # 0. Temos t; + s < ug, donde:
h(t; 4+ s) < h(us).

Fazendo s — 0T, obtemos que:

Portanto:

uq <t <ug uq <t <ug

~

— /“ M(s)dg(s).

Assim:

[ Fa i)

1

U -~

< [Tan@)dgls) + X MATG(n) <
“1 ke{l,...,m}
up St <ug

Uy ~

< [T )G + [ ane)dis) =2 [ 1)),

1 u1l

Definindo M : [tg,to+ 7] — R como M = oM , temos que a integral de Perron-
ug N
Stieltjes / M (s)dg(s) existe para todos ui,us € [to,to + 7], com u; < ug, € que,

1
para todos x € O e uy,us € [to, to + ], com uy < uy, temos:

[ Fa i)

1

< [T M),

1

4. Sejam uq,up € [to, to + 7] com u; < uy. Pelo Lema 10, temos:

/uu2 P(ms,s) - }(zs,s)} dg(s) = /f [f(xs,8) — f(zs,8)] dg(s)+

+ Y In(e(te) — Te(2(tk))] At g(ts).

uy <tp<ug
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Portanto:

+

/uu2 [?(xs, s) — }(zs, s)] dg(s)

1

<

[ ) = fz0 )] dgs)

1

X ) — L0 A5 < [ L) s — 2 dgls)+

N [irlatt) = L AYG] < [ L) e = 2l dy(s)+

O Lol = st AT = [ Lals) llzs — 2l dgls)+

uq <t <ug

~ u2
+ > Loz — 2, )(0)|ATg(tk) < / La(s) lzs = 24l o dg(s)+
ke{l,...,m} “
uq <tp<ug

+ > Lollmy, — 2]l Atglte)

uq <tp<ug

De maneira analoga ao item 3, temos que se L: [to,to +v] — R é dada por
L(s) =1+ Ly + Ly(s) para todo s € [tg,to + 7], entdo a integral de Perron-Stieltjes
U ~ -
/ L(s) ||zs — 25|, dg(s) existe para todos uy,us € [to, to + 7] com uy < uy e
ul

u u2 ~
[ L) s = 2ol dg(s) < [ La(s) 2 = 2l dii(s) <
(751 ul

< [ L(s) [l — 2l dg(s)-
uy
Definindo & : [to, tg + 7] — R como:
tN ~
w(t) = [ L(s) llos = 2]l di(s)

0

temos k nao-decrescente (pelas mesmas consideracoes feitas para h no item 3). Assim,

como ¢ é regrada, pelo Corolario 2 temos que:
ATR(tr) = Lte) 1Yo — 20l o AT g (te)
para k € {1,...,m}. Entdo:

Z L2 thk - ZtkHoo A+5(tk) < Z L(tk’) thk - ZtkHoo A+5(tk) =

ke{l,...,m} ke{l,..,m}
up <tp <ug uy <ty <ug
= > AYR(ty) < K(ug) — K(wy) =
ke{l,...m}
up St <ug
U ~

= | L) llzs — =l dy(s).

ul
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Assim, tomando L : [ty,to + 7] — R dado por L = QZ, temos:

/f F(azs,s) — }(zs,s)} 5 (s)

1

< [T L) s = 2 di(s).

1

]

Vale notar que no item 4, assumimos que a integral de Perron-Stieltjes de L; com
respeito a g existe, mas nao mostramos que isso implica na existéncia da integral:

/uuz Lyi(s) ||lzs — 25|, dg(s).

1

De fato, as condigoes exigidas sobre as fun¢oes Ly e g implicam na existéncia da integral
acima (e, por consequéncia, na existéncia da integral /uz L(s) [|ws — 25l dg(s)). A
demonstracao desse fato, entretanto, faz uso de resultados qﬁle fogem do escopo desse texto
e, portanto, foi omitida. Um resultado analogo para escalas temporais serd apresentado

mais a frente, no Lema 12.

Vale ainda fazer mais uma observacao. No Lema 11, no Corolario 6 e no Teorema
18, exigimos que A*g(t;) = 1 para todo k € {1,...,m} sem mostrar que era possivel
escolher os ¢;’s de forma a satisfazer esses resultados. Mostremos que tal escolha é, de

fato, possivel.

As tnicas condigoes sobre g que estao presentes nos 3 resultados sao as de que g
é continua pela esquerda, g é continua em ¢, com k € {1,...,m} e a de que g é regrada
(note que no Lema 11 ndo exigimos g regrada, mas exigimos g nao-decrescente, o que,
junto da condicao de g ser continua pela esquerda, implica em ¢ regrada, como mostrado
na Proposicao 4). Sejam entdao v > 0, g : [to, to + 7] — R regrada e t € [to, to + 7] para
ke{l,..,m}comty <t <ty <..<t, <ty+y. Ainda, considere g continua em t,
com k € {1,...,m}. Definindo ¢y = 0 e t,,41 = to + 7, definamos ¢ : [to, to + 7] — R como

sendo:
g(t) + co, parat € [to,t1],

) =
9(t) {g(t) + ¢, para t € (tg,txs1], com k € {1,...,m}.

Com ¢ € Recp_y < ¢ para k € {1,...,m}. Temos que g estd bem definida. Ainda, dado
ke {1,...,m}, sabemos que tyy1 > tg, donde (0,t5,1 —tx) # 0. Dado s € (0, t51 — tg),

temos t <t + s < tpyq €
g(ti +5) = g(ts) = glte + ) +cx — (9(te) — cr-1) = (g(tx +5) — g(te)) + (cx — cx-1).

Fazendo s — 0T, como ¢ é regrada, temos que o limite lirgl+ g(ty +5) = g(t}) existe, donde
S5—>
o limite lir(r)zr g(ty +s) = g(t}) também existe. Ainda, como g é continua em t;, temos
S—>

g(t) = g(ty). Assim:

ATg(ty) = g(tf) — g(te) = (9(t) — 9(te)) + (ex — cx-1) = ek — cr-1.
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Se quisermos que ATg(ty) = 1 para k € {1,...,m}, devemos ter entdo:

k
=1 =1=> (—c1)=) l=k=c,=c—cy=k.
i=1 i=1
Note que ¢, = k para k € {1,...,m} satisfaz 0 < ¢, = k < k+ 1 = ¢,y para k €
{1,..,m—1}, ey e Rparak € {1,..m} e Atg(ty) =cx —cx_1 =k — (k—1) = 1 para
k € {1,...,m}. Portanto, a escolha dos ¢;’s conforme os enunciados dos resultados dessa

secao ¢é possivel.

4.3 Equagoes diferenciais em medida e equac¢oes dindmicas em escalas temporais

Sejam T uma escala temporal, v > 0 e tg € T tal que tyo + vy € T. Considere a

equacao dinamica em escalas temporais dada por:

x(t) = xo + t f(z(s),s)Ag(s) para t € [to, to + Y], (4.16)

to

onde B C X é um aberto, g : [to,to + 7]y = R é uma fungao e f : B x [to, to +7]r = X
é uma fungao tal que ¢t — f(x(t),t) é Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a g em

[to, to+]T e a integral do lado direito é tomada com relacao a A-integral de Perron-Stieltjes.

As defini¢oes de equagbes dindmicas em escalas temporais e de suas solugdes aqui

apresentadas sdo versoes mais gerais daquelas dadas em (1, Defini¢ao 3.27).

Definigao 29. Dizemos que a fungio x : [to,to + ]t — X € uma solugao da equagiao
dindmica em escalas temporais (4.16), com a condi¢ao inicial x(sg) = o, So € [to, to + V],

se x satisfizer:

1. x(sp) =z € B.

2. x € G([to,to + ], B) € (z(t),t) € B X [to, to + V]r-
to+

3. A A-integral de Perron-Stieltjes / ’ f(z(s),s)Ag(s) existe.
to

4. A igualdade em (4.16) wvale para todo t € [tg,to + ¥]r.

Enunciaremos agora um teorema, o qual é uma versao mais geral do resultado
encontrado em (1, Teorema 3.28), (4) (11) e (14), que relaciona as solugoes das equagoes
dindmicas em escalas temporais definidas acima com as solugoes de certas equagoes
diferenciais em medida. Entretanto, nao apresentaremos a demonstracao desse resultado,

uma vez que esta é andloga a do Teorema 20, o qual provaremos mais adiante.

Teorema 19. Sejam v > 0, T uma escala temporal ety € T com ty+ v € T. Sejam ainda
B C X aberto, g : [to,to+7]p = R e f: B X [to, to + 7]t = X uma funcao tal que, para
todo x € G([to,to + ¥|1, B), a fungio t — f(x(t),t) é Perron-Stieltjes A-integrdavel com
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respeito a g em [sy, Se]r para todos si,se € [to,to + Y|r. Se x : [to,to + ]t — B € uma

solugdo da equagdo dinamica em escalas temporais:

t) =x0+ /: f(z(s),s)Ag(s) para t € [to,to + V]r,

com xg € B e sy € [to,to + |1, entdo x* : [to,to + ] — B € uma solugdo da equagio

diferencial em medida:
t t
t) = xo +/ f(y(s),s)dg"(s) = xo + / f(y(s),s")dg*(s) para t € [to,to + 7] -
S0 S0

Reciprocamente, se y : [to, to + 7] — B € solugio da equagao diferencial em medida
acima, entao existe x : [to, to +v|]r — B solugio da equagdo dinamica em escalas temporais

tal que y = x*.

4.4 Relagoes com EDFs em medida

Mostraremos que certas equagoes diferencias funcionais (EDFs) em escalas tempo-
rais podem ser consideradas EDFs em medida. Considere equagoes diferenciais funcionais

em escalas temporais da forma:

t0) + [ F(a35)Ag(s), para t € [to,to +
x(t) qb(t) para t € [to — 7, o]t

em que T é uma escala temporal, v,r > 0, t; € T tal que to + 7,6 —r €T, BC X ¢é
aberto, O = G([to—r,to+7|r, B), P={z; | x€O,t € [to,to+7]}, 9: [to,to+7lp = R
é uma fungado, f : P X [tg,to + 7]t — X é uma func¢do Perron-Stieltjes A-integravel com
respeito a g e ¢ € G([tg — r, to]r, B).

As defini¢coes de EDFs em escalas temporais e de suas solugoes aqui apresentadas

sdo versoes mais gerais daquelas dadas em (1, Defini¢ao 3.29).

Definicao 30. Sejam T uma escala temporal, v, > 0, tg € T tal que tg — r,tg+v € T,
B C X aberto, O = G([to — r,to + v|r, B), P = {z; | x € O,t € [ty,to + 7]},
g : [to,to+7lp = R € uma funcio, f : P x [to,to + 7]t — X € uma fungio e ¢ €
G([to — 7, to]T, B). Dizemos que uma fungdo x : [t — r,to + ]t — X € uma solugdo da

equacao dinamica funcional em escalas temporais:

z(to) +/ g(s), para t € [to,to + V],
z(t) = ot ) para t € [to — 7, to]T.

(4.17)

se.

1. xy € P para todo t € [to, to + 7]p.
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to+
2. A A-integral de Perron-Stieltjes / ’ f(zs, s)Ag(s) existe.

to

3. As igualdades em (4.17) valem.

Apresentaremos agora o principal resultado dessa se¢ao, que permite fazer a conexao
entre solucoes das equagoes dinamicas funcionais descritas acima com as solucoes de certas

EDFs em medida. Esse teorema é uma versao mais geral do resultado apresentado em (1,
Teorema 3.30).

Teorema 20. Sejam T uma escala temporal, v,y > 0, to € T tal que ty + v,tg —r € T,
[to —r,to+ |t um intervalo em escala temporal, B C X aberto, O = G([to —1,to+7]r, B),
P={x; | x€0,teltyto+]}, f: Px[to,to+7]r = X eg: [to,to + 7] = R fungdes
e ¢ € G([to — 7, to|T, B). Suponha que, para todo z € P, a A-integral de Perron-Stieltjes

" f(z,8)Ag(s) existe, para todos ui,us € [to,to + Y]r. Se x : [to — r,tog + 7]t — B

ul
¢ uma solugao da equag¢do dindamica funcional em escalas temporais (4.17), entdo x* :

[to — 7, to + 7] = B satisfaz:
t
*(t) = x*(to) +/ f(zh, s%)dg*(s), parat € [to,to + 7],
to
Ty = ¢, -
Reciprocamente, se y : [ty — r,to + ] — B € uma solu¢io da EDF em medida:
t
y(t) = ylto) + [ F(e,s")dg"(s). parat € [to,t0+ 7,
0
ytO = ¢:fk0
Entao existe x : [to — r,to + vt — B satisfazendo (4.17) tal que y = x*.
Demonstragio. Sejam s € [to, to + ]t e t € [—r,0]. Entao:

T (t) = (27)e (1) = 27 (" + 1) = 2" (s + 1) = 2(t).

Portanto, x¥. = z¥ para todo s € [to,to + 7|1, donde f(zi.,s*) = f(a%, s*) para
todo s € [to,to + ¥]r. Suponha que z : [to — r,to + y]r — B é uma solugao de (4.17).

Entao, pelo Teorema 15, vale que:
x*(t) = x*(to) + /t: f(zh,s")dg*(s) para t € [to,to + 7]
Como f(x%.,s*) = f(x%,s*) para s € [ty, to + 7]T, temos pelo Teorema 14 que:
2'(0) =" to) + [ Flats")dg'(5)
para t € [to,to +7]. Ainda, dado 8 € [—r, 0], temos:

3, (0) = 2% (to +0) = x((to + 0)") = o((to + 0)") = ¢"(to + 0) = ¢3,(0),
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pois tg + 0 € [to — 7, to] implica em (ty + 0)* € [tg — r,to]r. De fato, como t; € T, temos
to—1 <tog+0 < (to+0) <ty =tyge (to+6)" €T, donde (to+6)* € [to—r,to|r. Portanto,
vale que:
¢
2 () =2 (o) + [ J(&l,5")dg"(s), para t € [to, o+,
to
Ty = ¢

Por outro lado, seja y : [to — 7, to + 7] — B uma solugao da EDF em medida:

t
y(t) = ylto) + [ flyes")dg"(s), parat € [to.to + ],
Yo = gb;ﬁko

Definamos z : [to — r,to + 7]t — X como sendo z(t) = y(t) para todo t €
[to — r, to + 7v]r. Entdo 2*(t) = z(t*) = x(t) = y(t) para todo t € [ty — r, ty + 7], donde
T ito—ritotrle= Y |jto—ritotn].- Mostraremos que z* = y. Caso [to—7,to+7] = [to—7, to+]r,
temos ¥* = T |jty—r.t941.= ¥ ljto—r,to+~1.= ¥- Suponha entdo que [to —7,to +7] ¢ T. Dado
t € [to —r,to+7] \ T, mostremos que y(t) = 2*(t) = z(t*). De fato, [ty —7,to + 7]\ T =
(to —r,to+7v) \ T = (to — r,to +7) N Ct ¢é aberto, pois ¢ a intersec¢ao finita de abertos.
Assim, como [ty — r,to + 7] \ T # (), ndo existe min[ty — r, ¢ty + 7] \ T. Logo, existe t' < ¢
tal que t’' € [to — r,to + 7]r-

Mostraremos agora que se existe § € [tg — 1,1y + 7|, discreto pela esquerda tal que
t € (p(B), B8], entao x*(t) = y(t). De fato, seja 5 € [ty — r,to + 7|1 discreto pela esquerda.
Entdao > tg—r,donde to —r € {s < | s €T} #0. Logo:

to—1 < p(B) <B <to+v=p(B) € [to — 7, to + 7]

Seja u € (p(B), 8] # 0 (pois p(B) < B, uma vez que [ é discreto pela esquerda).
Temos u* = inf{s € T | s> u} = /. Defato, 5 € {s€ T | s> u}, donde u* < p.
Caso u* < f3, temos que u* € {s € T | s < (8}, donde vale que:

p(B) <u<u <sup{se€T | s<@}=p(B),
o que é um absurdo. Logo, u* = . Assim, z*(u) = x(u*) = x(/). Ainda, temos:
y(w) = ylto) + [ (s )dg(s) e
0

o) = ) = )+ [ )iy ().

Pelo Lema 8, temos:

* *

/ Pl g™ (5) = [ Flyers")dg (s) / F (s, 5)dg" (s).

0

Il
<
N4

Assim, y(u) = y(u*) = y(8) = z(B) = z(u*) = 2*(u). Como t € [tg —r,tog+ 7]\ T
(aberto), existe € > 0 tal que B(t,€) N [to — r,to + 7]y = 0. Dessa forma, como t* € T e
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t* > t, temos t* > t. Mostremos que p(t*) < t. De fato, p(t*) € T, donde p(t*) & B(t,¢).
Em particular, p(t*) # t. Caso p(t*) =sup{s € T | s < t*} = t*, entdo, como ¢ < t*,
existe s € T tal que t < s < t*. Entretanto, isso implica em s € {z € T | z >t}, donde
t*=inf{z €T | 2>t} <s<t* oqueéum absurdo. Logo, p(t*) < t*. Suponha que
p(t*) > t. Entao p(t*) € {s €T |s>t}, donde:

t"=inf{s €T | s>t} <p(t") <t

o que é um absurdo. Portanto, p(t*) < t < t*. Em particular, t € (p(t*), t*] com t* discreto
pela esquerda, donde z*(t) = y(t).

t
Logo, y = z*, donde ys = x¥ e z*(t) = x*(to) +/ f(z%, s")dg"(s) para todos
to
t,s € [to,to +7]. Ainda, z} =y, = 7.

Portanto, = : [ty — 7, to + 7]p — X é tal que y = z*. Nos resta agora mostrar que

x é solugao de (4.17).

Sejam Aj : [to,to+7] — X e Ay @ [to, to + ] — X fungdes dadas por A;(s) =
f(xf,s*) e As(s) = f(zl.,s*) para todo s € [ty,to+]. Dado s € [to,to+ 7]y, te-

mos As(s) = f(xt,s*) = f(z¥,s*) = Ai(s). Dado t € [tg,top+ 7], como a integral
t* t* t*
/ fys, s)dg*(s) = / flzk, s%)dg*(s) = / A1(s)dg*(s) existe, temos pelo Teorema 14
t t

to 0 0

t*
que a integral / Ay(s)dg™(s) existe e vale que:
to

t*

/t* Ao(s)dg"(s) = [ (@i, s")dg"(5) :/t* f(a,s")

to to to

- /t* Ai(s)dg*(s).

to

*

e [ Sl sy (s) =

t

~+

dg*(s)
t* t*
Com isso, sabemos que / f(ak, s")dg*(s) = / As(s)dg™(s)

to to

o

t*
/ Ay(s)dg™(s) existem. Como tg,t € [t, t*] com ty < ¢, temos pelo Lema 8 que:

to

[ s g @) = [ e @) = [ () = [ Ais)g'(s) =
= [ Aoy ) = [ Ay’ (s) = [ Ax(s)ag'(s) =

to *
t
= [ flas)dg(s).
t

2

¢

Isto é, ambas as integrais / f(zk, s%)dg*(s) e / f(zh, s%)dg*(s) existem e vale a igualdade
. to to

acima.

Dessa forma, dado t € [tg, tg + 7] e usando o Teorema 12, temos:

o(t) =0 (0) =" (t0) + [ Flatis)dg"(s) = 2(t5) + [ Flates g (s) =
—alto) + [ F (L)’ (s) = alto) + [ Flali5)Bg(s)
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donde: .
x(t) = z(t") = z(to) —|—/t f(zk, s)Ag(s) para todo t € [to, to + 7]1.

Por fim, se t € [ty — 7, to|T, entdo t — ty € [—7r,0] e:

w(t) = x(t") = 2™ (t) = x}, (t — to) = ¢}, (t — to) = ¢"(t) = &(t") = &(1).
Assim, z é solugao de (4.17). O

Apresentaremos aqui um lema que garante, sob certas condigoes, a existéncia da
integral de Perron-Stietjes do produto de uma fungao L por uma fungao regrada, dado que
a integral de Perron-Stieltjes de L exista. Entretanto, nao daremos aqui uma prova desse
lema, uma vez que esta utiliza de resultados que fogem do escopo desse texto. Uma versao
menos geral desse resultado e sua demonstragao podem ser encontradas em (1, Lema 3.31),

e a demonstragao para o enunciado apresentado a seguir segue de maneira analoga.

Lema 12. Sejam [to, to+7|r wm intervalo em escalas temporais e g : [to, to + 7]y — R uma

fungao nao-decrescente. Se existe uma fungio L : [to, to+~]T — R A-Perron integrdvel com
u2

respeito a g, entao / L(s)h*(s)Ag(s) existe no sentido da A-integral de Perron-Stieltjes

ul

para toda fung¢ao regrada h* : [to,to + 7] = R e uy, ug € [to, to + 7|1 tais que u; < us.

Apresentaremos agora um lema que nos permite encontrar equivaléncias entre
as condi¢oes usualmente exigidas sobre EDFs em medida para condi¢oes analogas sobre
equagoes dinamicas. Em particular, esse resultado ¢ importante para permitir a aplicacao
do Teorema 20. A versao que mostramos aqui é mais geral que aquela mostrada em (1,

Lema 3.32) e (12), mas tem demonstracao analoga.

Lema 13. Sejam [to — 7, to + ]t um intervalo em uma escala temporal T tal que to € T,
B C X aberto, O = G([to —r,to+7],B), P = G([-r,0,B) e f : P X [to,to +7]r = X
uma fungdo. Seja ainda g : [to,to + vy = R uma funcdo. Definamos f*(z,t) = f(z,t")
para todo z € P et € [ty,tg + 7y]. Valem as sequintes afirmagoes:

to+y
1. Se a A-integral de Perron-Stieltjes / f(ys, s)Ag(s) existe para caday € O, entao

to

to+y
a integral de Perron-Stieltjes / (s, 8)dg*(s) existe para todo y € O.
to

2. Suponha que hd uma fungao M : [tg,to + v]T — R Perron-Stieltjes A-integrdavel com

respeito a g tal que, para cada y € O e uy,ug € [to, to + ], com uy < ug, tenhamos:

|7 198905

1

< / M(s)Ag(s).

1

Entao, para to < up <wug <tg+v ey € O, temos:

|1 wes)dg' (5

1

< [7 M (s)dg(s)

1
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3. Suponha que g seja nao-decrescente e que exista uma fungio L : [to,to + v]r — R
Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a g tal que, para y,z € O e uy,us €
[to, to + Y], com uy < ug, tenhamos:

1) = e 91908

1

< [ L) lys = 7l Agls).

Entao, para to < uy <ug <tg+v ey,z € O, obtemos:

L1 ) = £ sy (5) | < [ L5(9) = 2l d ()

1

to+vy
Demonstracao. Seja y € O. Se a A-integral de Perron-Stieltjes / f(ys, s)As existe,

t
entao pelos Teoremas 12 e 14 temos: ’

/to—l—’yf(ys’S)Ag() _ /t"*”f(ys’) “(s) = /tmf(ys,s*)dg*(s):

to Teorema 12 Teorema 14 J¢,

— [ P g o)

Com as igualdades acima e usando os Teoremas 12,14 e o Lema 8, dados uy, us €

donde o item 1 segue.

[to, to + y]T com uy < ug, temos:

Lema 8

< L§3M<S>Ag<s> = () =

Teorema 12 X

/u 1:2 f(Ys, s7)dg"(s)

|1 wes)dg' (5

1

= [ Flyer s (9

1

IR

1

= )y o).

Lema 8

donde o item 2 segue.
Dados y, z € O, temos y—z € O (pois G ([tg — r,tg + 7], B) = O é espago vetorial),
donde s — ||(y — 2)sll oo = llys — 25/l € regrada, pelo Lema 9. Entao, pelo Lema 12, temos

que / L(s) |lys — 2s|| . Ag(s) existe para cada uy, us € [to, to + ¥|T, com uy < uy. Ainda:
u1

/uu2 [f(yse,8%) = fl2s,57)]dg"(s)

1

L1 5% = T 50 5

1

L1 ) = £y (9

1 Teorema 14

Lema 8 Teoremaz 12e 14

| [t s) = 51290

uj
< / (S) ”ys - ZSHOO Ag(S) Teor(jna 12

= [ 2 I = e d ()
= [T L) g = 2l dg (9),

donde o item 3 segue. O

Lema 8
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Usaremos do Teorema 16 para mostrar a existéncia da solugao de equagoes dinamicas
em escalas, de maneira analoga a como fizemos para EDFs em medida. Dados ty, € R,

r,7y > 0, temos:

Teorema 21. Sejam O C G([to — r,to + 7], X) com a propriedade de prolongamento,
P={y, | yeO,telto,to+]}, 0 € P, g:[to,to + 7|y = R uma funcdo continua pela
esquerda ndo-decrescente e f : P X [to,to + v]p — X satisfaz as condigoes do Lema 13.
Seja F : O X [to,to +v] = G([to — ryto + 7], X) dada por (4.6). Se x : [to,to +7] = X €

uma solucao da EDO generalizada:

dx
— = DF(x,t
dT (x7 )

com condicao inicial:

dla—tg), seto—r < a<t,
(0), sety < a<ty+7.

x(to)(a) = {
Entao existe uma funcao y € O, tal que y* € dada por:

. z(to) (), sety—1r < a <t,
y (o) =
.T(Oé)(Oé),tO S 07 S tO +77

ey € solucao da equacao dinamica em escalas:

y(0) = (ko) + [ F(57.5)2g(5), parat € [tosto + 7]y
y(t) = ¢(t), parat € [to — 1, toly.

Demonstracao. Pelo Lema 13, sabemos que f* satisfaz todas as condi¢oes do Teorema 16.

Ainda, pelo Lema 7, g* é continua pela esquerda e nao-decrescente. Assim, existe solugao
z da EDF em medida:

2(t) = 2(tg) + /tt [*(zs,8)dg*(s), para t € [to,to + 7],
2ty = Qb

Portanto, pelo Teorema 20, existe y : [to — 7, to + 7]y tal que y* = 2z e y é solugdo da

equacao dinamica em escalas:

y(0) = (ko) + [ F(07.5)0g(5), para t € fr,to + 1l
(6) = 6(0). paxa t € [tg 7.ty

O

Por fim, usaremos do Teorema 17 para mostrar a existéncia de solu¢des maximais

para equagoes dinamicas em escalas.
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Teorema 22. Sejam T uma escala temporal, r,v > 0, to € T, O C G([to — r,to + 7], X)
aberto com a propriedade de prolongamento, P = {y, | y € O,t € [to,to+7]} C
G([-r,0],X) e g : [to, +o0)r — R uma fungio continua pela esquerda e nao-decrescente.
Seja f 1 P X [tg,+00)r — X tal que, para y,z € O e sq,89 € [to, to + Y], com s1 < sg,

valem as sequintes propriedades:

1. A A-integral de Perron-Stieltjes:

[z 9)8g(s)

S1

existe.

2. Eziste uma fung¢ao M : [to, +00)r — R A-Perron integrdvel com respeito a g tal que:

| i 98g(s)

S1

< / " M(s)Ag(s).

S1

3. Eziste uma fungao L : [tg,+00)r — R A-Perron integrdvel com respeito a g tal que:

[ 18 = £ 9] Ag(s)

S1

ED)
< [ L)y - 2l Agls).
51

Seja ainda (¢, 19) € P X [tg, +00)r € assuma que Atg(m9) =0 e que 19 € denso pela direita.
Entao, existe uma unica solugio mazimal y : [10,w(70,¥))r — X da equagio dindmica em

escalas: .
y(t) = ylto) + [ Fi9)Bg(s).t > o

com condi¢ao inicial y(t) = (t) para todo t € [T — 7, o).

Demonstragio. Pelo Teorema 12 e pelos Lemas 7 e 13, sabemos que f* : P X [ty, +00) — X

e g* : [to, +00) — R satisfazem as seguintes propriedades:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

[ 9y (s)

S1

existe.

2. Existe uma fun¢ao M : [ty, +00) — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g*

tal que:

/82 [ (ys.s)dg™(s)

51

< [" Ms)dg(s).

S1

3. Existe uma funcao L : [tg, +00) — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g*

tal que:

[ ) = £ ) g (s)

S1

52
< [T L) ly: = 2 d'(9)
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4. g* é continua pela esquerda e nao-decrescente.
5. Ag*(m) = 0.
Pelo Teorema 17, existe tnica x : [19, w(70,7)) — X solugdo maximal da EDF em medida:

o(t) = a(r) + [ (s 5)dg"(5) pana t € [ (s ),

— *
Try =7 .

Note ainda que, pelo Teorema 14, temos:

o(t) = alm) + [ (o s)dg’(s) = o) + [ Flanrs)dg(s) para ¢ € [, w(ro, ).

Usando o Teorema 20, temos que existe y : 19, w(70,%))r — X uma solu¢do maximal de:

o(0) = y(to) + [ £(02.5)89(5).

com condi¢do inicial y(t) = ¢(t) para todo t € [1p — r, 7p|y tal que y* = z. Note que, pela
unicidade de x e pelo fato de haver uma correspondéncia entre as solugoes da equacao
dindmica em escalas acima e de certas EDFs em medida (como descrito pelo Teorema 20),
temos que, se z é uma solugdo maximal da equagao dinamica em escalas, devemos ter

z* =z = y*. Em particular, para t € [y, w(7,¥))T, temos:

y(t) =y(t") =y (1) = 2°(t) = 2(t") = 2(1),

donde y = z. Assim, a solu¢do maximal é tnica. n

4.5 Equagoes dinamicas funcionais impulsivas em escalas temporais

Sejam [tg,to + v]t um intervalo em escalas temporais, {tx}1; C [to,to + 7]T com
to < t; < ... <ty <ty+y momentos de impulso e operadores I, : B — X, com B C X
aberto, k € {1,...,m}. O impulso é descrito por:

z(th) — x(t;) = I(x(t;)) para k € {1,...,m}.

Adotaremos a convengao de que z(t7) = z(t) se t € T e t é discreto pela direita e

x(t7) =x(t) se t € T e é discreto pela esquerda.

Se x : [to — r,to + y]r — B for continua pela esquerda, entao o impulso pode ser
reescrito como:
Ii(z(ty) = 2(t)) — z(ty) para k € {1,....,m}.
Assumiremos que I + I, : B — B para todo k € {1,...,m}, de forma que z(t}) € B para
todo k € {1,...,m}.

Note que, com essas consideragoes, se ty for discreto pela direita, temos Iy (z(tx)) = 0.
Por isso, podemos assumir, sem perda de generalidade, que t; é denso pela direita para
todo k € {1,...,m}. Isso nos leva a seguinte defini¢ao, mais geral que aquela apresentada
em (1):
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Definigao 31. Sejam B C X ¢é aberto, O = G([to — r,to + ], B), P ={zf | = €
O,t € [to,to+7]}, f: P x[to,to+ 7]t — X wma fungdo, g : [to, to + 7]y — R uma fungao,
¢ € G([to — r,to]T, B) ety ta, ...ty € T densos pela direita com tog <t <ty < ...<t, <
to+, Ity ..., I, : B — X operadores impulso com I + I, : B — B para k € {1,...,m}.

Dizemos que o sequinte sistema € uma EDF impulsiva em escalas temporais:

x(t) = x(to) + /tt flxs s)Ag(s) + Z I(z(ty)), parat € [to,to + V],
0 ke{l,...,m} (418)

k<t

x(t) = ¢(t), parat € [to — 7, to]T.

Daremos agora a definigdo de uma solucao de (4.18), de maneira andloga aquela
dada em (1, Definigao 3.33).

Defini¢ao 32. Nas condigoes da defini¢io anterior, dizemos que x : [to — r,to + Y]t = X

é uma solugao da EDF impulsiva em escalas temporais em [ty — r,to + ol se:

1. x € continua pela esquerda.
to+y

2. A A-integral de Perron-Stieltjes / f(zs, s)Ag(s) ewiste.
to

3. xf € P para t € [to,to+ 7|1

4. As igualdades em (4.18) valem.

Provaremos agora um resultado andlogo ao Teorema 20, mas referente a equacoes
dindmicas funcionais impulsivas em escalas temporais. Apresentaremos uma versao mais
geral do teorema dado em (1, Teorema 3.34), e daquele encontrado em (12), porém com

demonstracao analoga.

Teorema 23. Sejam r,v > 0, T uma escala temporal, tg € T tal que to —r,tg+~v € T,
B C X aberto, O = G~ ([to —r,to +7]p,B), P = {z; | = € O,t € [to,to+7]},
f:Pxto,to+7r = X, g:[to,to+7p = Reop e G([to—r,tolp, B). Sejam ainda
t1,....t;y € T pontos de impulso densos pela direita satisfazendo ty < t1 < ty < ... <
tm < to+7, I1,...., 1, : B — X sdo operadores impulso tais que I + I, - B — B esta
bem definido para todo k € {1,...,m}, em que I : B — B é o operador identidade. Se
x : [to—1,to+ 7]y = B € uma solucao da equacdo dindamica funcional impulsiva em
escalas temporais (4.18), entao x* : [ty — r,to + ] — B é uma solugio da EDF em medida

com impulso:

y(t) = y(to) + /ttf(ys,s*)dg*(S) + Y IL(y(tr), parat € [to,to + 7],
0 ke{L,...om} (4.19)

ty <t
Yty = QS?;O
Reciprocamente, se y : [to — r,tg + 7] — B € solugio da EDF em medida com impulso

(4.19), entdo existe x : [to — r,to + ]y — B satisfazendo (4.18) tal que y = z*.
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Demonstragio. Sejam x : [ty — r,to + 7] — B uma solucao de (4.18), Fi : [to,to + ¥l —
t

X dada por Fi(t) = / f(zs,s)Ag(s) para t € [to,to+ 7]y € Fy : [to,to + 7] = X dada
to

t
por Fy(t) = / f(x%,s)dg*(s) para t € [ty,to+ y]. Tomando t € [ty,to + 7] e usando o
t

Teorema 15, obtemos:

Fi0) = B@) = [ Js)bgls) = [ £y ) = [ Fe sy (s) = B,

Seja k € {1, ...,m}. Como t € T, temos z(tx) = x(t;) = x*(tx). Ainda, seja t € [to, to + 7.
Como t < t*, temos que t, < t implica em ¢, < t*. Por outro lado, suponha que t; < t*
et <ty Entdaotye{seT | s>t},dondet, >inf{seT | s>t} =t*">1t, oque
¢ um absurdo. Logo, t; < t* implica em t; < t. Dessas consideracoes, concluimos que
i, <t se, e somente se, t, < t*. Em particular, {t;, | k€ {l,...m},t, <t} ={tx | k€
{1,...,m},tx < t*}. Com isso, temos:

r(0) = (1) = alto) + / f@h B9+ X Tilalte)) -

ke{l,...,m}
t <t
2(t) + [ fhs)dg () - S D) =
ke{l,...m}

= a"(to) + /tj f(@h,s)dg*(s) + Y. I(a*(ty)) para t € [to, to + 7).

Dado t € [to,to + 7], pelo Lema 8, vale que:
t t* t*
| g (s) = [ flates)dg'(s) = [ Ft,s)dg (s),
0

0 to

Note que, dado s € [to,to + 7]y, temos s* = s, donde zf. = 2% e f(al.,s*) = f(zf,s).
Assim, usando o Teorema 14, temos:
" pwr g ) = [ )5 () para € [to, 10+ 7).
Usando novamente o Lema 8, segue que:
[} ety ()= [ ety () = [ fa2)a"(s) pasa ¢ € lroto +1.

Portanto:

O =)+ [ SNy ()4 3D Ia’(t) para t € froto + 9]

Ainda, dado 6 € [—r,0], temos to+6 € [tg — 7, to], donde to—r < tg+0 < (tg +6)" <t = to.
Assim, (tg+ 0)" € [to — 7, to]p. Logo:

w7, (0) = 2" (to + 0) = z((to + 6)") = ¢((to +6)") = ¢"(to + 6) = ¢}, (6),
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donde x; = ¢ . Dessa forma, mostramos que z* é solugao de:

y(t) = y(to) + /t: flys,s")dg™(s)+ Y. Iu(y(t)), para t € [to, to + 7]t

Reciprocamente, seja y : [to — 7, to + 7] — B uma solu¢ao da EDF em medida com impulso:

y(t) = y(to) + /t: f(ys, s")dg*(s) + Z I(y(tx)), para t € [to, to + 7T,

Definamos z : [ty — 7, to + 7]y — X dada por z(t) = y(t) para todo t € [to — r,to + V|-
Entao x* : [tg —r,tg + ] — B é tal que x*(t) = x(t*) = z(t) = y(t) para todo t €
[to — 7 to +lp. Assim, 2 | —rto4q.= Y ljto—ritosr],- Mostremos que z* = y. Caso
[to — 7, to + 7] = [to — 7, t0 + 7], temos 2* = 2™ |j1y—rt0441.= Y lito—rto+r],= ¥- Suponha
entdo que [to—r,to+7] ¢ T. Dado t € [to—r, to+7]\T, mostremos que y(t) = z*(t) = =(t*).
De fato, [to—7, to+7]\T = (to—7, to+7)\T = (to—r, to+7)NCr é aberto, pois é a intersecgao
finita de abertos. Assim, como [tg — 7,tg + 7] \ T # 0, ndo existe min[ty — r,to + 7] \ T.
Logo, existe ¢’ < t tal que t' € [tog — r,to + ¥]r.

Mostraremos agora que se existe 5 € [to — 7, 1o + 7|y discreto pela esquerda tal que
t € (p(B), B8], entao x*(t) = y(t). De fato, seja € [ty — r,to + 7|1 discreto pela esquerda.
Entdo > to—r,donde to —r € {s < | s€ T} #0. Logo:

to—r < p(B) < B <to+v=p(B) € [to—7r,to +7]r.

Seja u € (p(B), 8] # 0 (pois p(B) < B, uma vez que [ é discreto pela esquerda).
Temos u* = inf{s € T | s> u} =p. Defato, 5 € {se€T | s> u}, donde u* < g.
Caso u* < f3, temos que u* € {s € T | s < 3}, donde vale que:

p(B) <u<u' <supfs€T | s<B}=p(B),

o que é um absurdo. Logo, u* = 3. Assim, z*(u) = x(u*) = z(). Ainda, temos:

v =ylto) + [ Fles)dg' )+ Y L) e

ke{l,...,m}
v(B) =) =ylto) + [ Fues)g(5)+ X Ly(te))
0 ke{l,...;m}
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Ainda, pelo Lema 8, temos:
/fys, )dg* (s /fys, )dg* (s /fys, )dg*(s).

Logo:

y(w) =ylto) + [ Fles)dg' )+ Y Llw(t) =

i)+ [ sV )+ S Iylie)) = ule’) = ul),

Assim, y(u) = y(u*) = y(8) = z(B) = z(u*) = 2*(u). Como ¢ € [tg —r,tog+ ]\ T
(aberto), existe € > 0 tal que B(t,€) N [to — r,to + 7]y = 0. Dessa forma, como t* € T e
t* > t, temos t* > t. Mostremos que p(t*) < t. De fato, p(t*) € T, donde p(t*) & B(t,¢).
Em particular, p(t*) # t. Se p(t*) = sup{s € T | s < t*} = t*, entdo, como t < t*,
existe s € T tal que t < s < t*. Entretanto, isso implica em s € {z € T | z >t}, donde

=inf{z €T | 2>t} <s<t" oqueéum absurdo. Logo, p(t*) < t*. Suponha que
p(t*) > t. Entao p(t*) €e {s € T |s > t}, donde:

=inf{s €T |s>t} <p(t) <t

o que é um absurdo. Portanto, p(t*) < t < t*. Em particular, t € (p(t*),t*] com t* discreto
pela esquerda, donde z*(t) = y(t).

t
Logo, y = ", donde y, = a e " (1) = a*(to)+ [ [(al,s")dg"(s)+ > (o (1)
to

para todos ¢, s € [to, to + 7. Ainda, z}, =y, = &},

Portanto, = : [ty — 7ty + 7]y — X é tal que y = 2*. Nos resta agora mostrar que
x é solugao de (4.18).

Sejam Ay : [to,to +7] — X e Ay : [to, to +7] — X funcoes dadas por A;(s) =
f(zt,s*) e Ay(s) = f(ak,s*) para todo s € [to,to+ 7], respectivamente. Dado s €

s*

[to, to + 7], temos As(s) = f(al.,s*) = f(ak,s*) = Al( ). Dado t € [tg,to+ 7], como

8%

t t
a integral/ (ys, s™)dg"(s) :/ fzz, s")dg*(s) = / Ay (s)dg*(s) existe, temos pelo
t to

0

Teorema 14 que a integral / s)dg*(s) existe e vale que:

/t* Ao(s)dg" (5) :/t* Pt 57" (s) :/t* Fat g (5) :/tt Ay(s)dg* (s).

to to to

+*

t* t*
Com isso, sabemos que f(zh, s")dg"(s) = / As(s)dg*(s) e / f(ak, s%)dg*(s) =
to to

to
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t*
/ Ay(s)dg™(s) existem. Como tg,t € [t, t*] com ¢y < ¢, temos pelo Lema 8 que:

to

[ stsyig ) = [ g o) = [ g ) = [ Als)dg(s) =

0

= [ Ay ) = [ sy () = [ An(s)g'(s) =

to
t

= | (a5, s7)dg™(s)-

to

t t

Isto é, ambas as integrais / flzk, s™)dg*(s) e / f(zh, s")dg" (s) existem e vale a igualdade
. to to

acima.

Dessa forma, dado t € [tg,to + 7] e usando o Teorema 12 e o fato de que t; € T

para k € {1,...,m}, temos:

z(t*) = a*(t) = x*(to) + /t: flas, s")dg*(s) + Z Ie(x*(ty)) =

:q:(t;;)+/t§f(x:*,s*)dg*(s)+ S Lla(t) =

ke{l,...m}
t
—alto) + [ flalsdg () + > Dla(t) =
to ke{l,....,m}
t
—alto) + [ J@s)Ag(s) + Y Iu(a(te)).
to ke{l,...m}
tg <t

z(t) = z(t") = x(ty) + /t: fat, $)Ag(s)+ Y. I(z(ty)) para todo t € [to, to + 7]

Por fim, se t € [ty — 7, to|r, entdo t — ty € [—r,0] e:

w(t) = a(t”) = 27(t) = 2y, (t —to) = &3, (t — to) = ¢"(t) = (") = (1)

Assim, x é solugao de (4.18). O
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5 METODO DA MEDIA

Historicamente, o estudo de equagoes diferenciais esteve profundamente ligado a
Fisica. Se destaca, nesse aspecto, o estudo do movimento dos corpos celestes, o qual foi
um dos primeiros sistemas fisicos analisados a luz do ferramental do Calculo, pelo fisico e
matematico [saac Newton. Durante o estudo desses sistemas, ao longo dos séculos, alguns
fatos se tornaram evidentes: primeiramente, notou-se que, para sistemas com 3 ou mais
corpos, nao se podia obter, no caso geral, uma soluc¢ao analitica que descrevesse a posi¢ao
de todos os corpos em funcao do tempo; além disso, notou-se que, em intervalos curtos de
tempo, a interacao entre os corpos poderia gerar uma variacao muito grande na posi¢ao
de um dado corpo, tornando os sistemas altamente sensiveis a variagoes nas condigoes

iniciais e particularmente dificeis de prever.

Em contrapartida, notou-se também que, em muitos dos casos, apesar da alta
imprevisibilidade dos sistemas em intervalos curtos de tempo, as pequenas variagoes
nas condi¢oOes iniciais e interagoes momentaneas entre os corpos pouco interferiam na
evolucao do sistema e em seu comportamento assintético, o qual era, muitas vezes, capaz
de ser descrito por modelos “mais simples” dos sistemas fisicos analisados. Com isso,
surgiu a ideia de aproximar o comportamento desses sistemas por meio destes outros
modelos, que fossem mais facilmente trataveis analiticamente, mas que tivessem o mesmo

comportamento assintotico do sistema original.

O método da média (periddica e ndo-periédica), o qual estudaremos agora, consiste
em um desses modelos de aproximacao. Em particular, este método leva esse nome
por aproximarmos sistemas com termos de oscilagao lenta (que estdo associados ao
comportamento assintético do sistema) e rapida (que estao associados ao comportamento
do sistema em curtos intervalos de tempo) pela média, com rela¢ao ao tempo, dos termos de
oscilagao lenta. Em particular, estudaremos o método da média para EDFs em medida (com

e sem impulsos) e para equagoes dindmicas em escalas temporais (com e sem impulsos).

5.1 Meédia periédica

Iniciamos pelo estudo do método da média periddica, o qual leva esse nome ser
aplicavel a modelos em que o termo de oscilacao lenta é periédico com relagao ao tempo.
Para ilustrar a ideia por tras deste método, o exemplificaremos por meio de uma EDO
classica. Vale ressaltar, entretanto, que a teoria e os resultados trabalhados neste capitulo

serao referentes a EDFs em medida e equag¢des dinAmicas em escalas temporais.
Sejam €, L, T" > 0 e considere a EDO nao linear:

v'(t) = ef (x(t), 1) + g(a(t), 1, €),

5.1
x(to) = Xy, ( )
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L
com € € (0, ¢), O CR™ é aberto, 2o € O, f: O x {0, ] — R™ é T-periédica com respeito
€

L
a segunda variavel, e g : O x |0, } x (0,€9] — R™ é uma fungao. A ideia por tras do
€

método da média é aproximar as solugoes da EDO acima por meio das solu¢oes de uma
funcao que ¢é dada pela “média” da funcao f. Mais formalmente, buscamos condigoes para
que as solugoes de (5.1) sejam proximas das solugoes de:

{y’(t) = ¢foly(t)), (5.2)

y(to) = wo,

com fo(y) = ;/t:OJrT f(y, t)dt para todo y € O. Para isso, precisaremos que o valor da
funcao f varie de maneira controlada.

Provaremos agora o primeiro teorema referente ao método da média periddica para
EDFs em medida, que é uma versdo mais geral do resultado em (1, Teorema 3.35) (o qual
é inspirado no resultado presente em (15)), e que nos permite aproximar as solugoes de
certas EDFs nao-autonomas em medida por meio das solugoes de EDFs autonomas em
medida. Ainda, usaremos desse resultado, e das equivaléncias entre solu¢oes apresentadas

no capitulo 4, para provar resultados analogos para outros tipos de equagoes.

Teorema 24. Sejam €y, L,T >0, B C X aberto e P = G(|—r,0], B). Considere um par
de fungoes limitadas f : P x [0,+00) = X e g: P x [0,+00) x (0,€)] — X e uma fungio

h:[0,+00) — R nao-decrescente tais que:

1. As integrais de Perron-Stieltjes:

b

[ f)inis) e [ otuers,ans)
existem para todos b > 0, y € G([—r,b], B) e € € (0, €.
2. f é T-periodica na sequnda varidvel.
3. Eziste a > 0 tal que h(t + T) — h(t) = a para todo t > 0.

4. Existe C > 0 tal que, para todos x,y € P e uy,us € [0,+00) com uy < ug, temos:

[ 1 5) = £ 9)ldh(s)

1

<C [l -yl dnls).

1 T
Defina fo(z) = f/o f(z,8)dh(s) para z € P e seja ¢ € P uma fungdo limitada. Suponha

que, para todo € € (0,¢€], x, : {O, ] — B € uma solugdo da EDF ndo-autonoma em
€

medida:
z(t) = x(0) + 6/0 f(zg,8)dh(s) + 62/0 g(xs, s, €)dh(s),

Ty = €.
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L
Ey.: [0, } — B ¢ uma solugdo da EDF autonoma:
€

{yu) = y(0) ¢ [ folun)ds,
Yo = €.

Entao, existe uma constante J > 0 tal que:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢] et € [—r, ] :
€

Demonstragio. Como f,g e ¢ sdo limitadas, existe M > 0 tal que ||f(z,t)|| < M e
llg(z,t,€)|| < M para todos z € P, t € [0,+00) e € € (0,¢] € ||¢]],, < M. Entao:

M Mo
< = [W(T) - h(0)) = =

0@l = |7 [ 16 s)ance

Entao, para € € (0,¢] e s,t € [0,4+00), com s > t, considere os seguintes casos:
1. Se s+ 6,t+ 6 < 0, entao:

[ye(s +0) — ye(t + 0)]| = [led(s + 0) — ep(t + 0)[| < e2M.

2. Ses+0,t+0=0,entao ||y(s +6) —y(t +0)|| =0.

3. Ses+60>0et+60 <0, entao:

[9e(s +0) = ye(t +0)|| <

. fo((ye)x)d/\H Fle(t + 0)] + [ep(0)] <

< eM(sT—i- 0)a LM <
eM(s+0)a  eM(t+0)a
< — 2eM =
hS T T + Ze
M(s—t
:E(ST)O‘HQM.
4. Se s+ 0,t+ 60 > 0, entao:
M(s—t)

lye(s + 0) — ye(t + 0)|| = @ para todo 0 € [—r, 0].

S+0 €
6/ fo((?/e),\)d/\H <
40

Combinando os casos acima, obtemos:

100 — el = sup flwels +0) — w0 < HLE=D0 o 53)

oe[—r0] T
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L
para todos s,t € [0,4+00) com s > t. Por outro lado, para cada t € [0, —], temos:
€

lze(t) = ye()]| =

<e

€ Otf((me)s,S)dh(S) + €2 /Otg((ﬁe)s,s,e) _E/ot o) )ds| <
[T 5) = £ 9)an(s)| +
[ £ s)tnts) = [ ot s +
/Otg((xe)s,S,e)dh(s) <
<€/tCH (€e)s = (Ye)slloo dP(s)+

s)dh(s / Fol(y)s)ds

+e€

+ ¢

+ EM(h(t) — h(0)).  (5.4)

Vamos estimar o valor do tltimo termo dessa desigualdade. Seja p o maior inteiro tal que

pT <t. Temos:
¢)s, 5)dh(s s)ds|| <
H / (¥e) / fol(ye)s)ds ;
i
f((ye)(i,l)T,s)dh(s)—/ fo((ye) i—1yr)ds|| +

(-1T
+ /p;f((‘%)s’s)dh(s)_/p;fo((ye)s)ds ‘

/(;fl)T[f((yE)& ) f((ye)(z )]dh( )

fO ye) (i— ) - fO((%)s)]dS

Para cada i € {1,2,....,p} e cada s € [(i — 1)T,¢T], (5.3) nos dé:

Com isso, e com o fato de que pT" < —, temos:
€

M —(—=1T
H < ca(s T(Z ) )+62M§Me(oz+2).

(ye)s - (ye)(ifl)T

< Z CMe(a+2)[h(iT) — h((i = )T)] =

=1

=CMea(a+2)p <

S| [ 05 = F()cr e

CM La(a + 2)

Por outro lado, para cada z4, 2z, € P, com s,t > 0, a definicdo de f, implica em:
1 (T C
1fozs) = folz)ll = = /0 [f (25 A) = 2, NJdRA) | < 75 N1z = 2l o [M(T) = W(O)] =

C
= T |25 — Zt”ooa'
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Usando o fato de que (yc)s, (ye)a-1)r € P para s € [(i — 1)T,iT}, segue que:

zp:l < Z/ ‘fo Ye)s) — fO((ye)(i—l)T)H ds <

/(;fl)T[fO((ye)S) - fO((ye)(z dS

O P T p
- <
= Ta;/(i—l)T ‘ (8e)s = () H ’
c o[
< T [Z eM(a+ Q)T] =eMCala+2)p <
i=1

< MCLo(a+2)
J— T .
Pela T-periodicidade de f na segunda variavel e da definicao de fj, obtemos:

> / e ) = [ fal()erds

- (i—1)T

—iyr; $)dh(s) — fO((?/e)(z'UT)TH =0.

Ainda:
[ Fs)ans) = [ ful(w)) an(s)| + [ fal().) 1 ds <
0 ) + M- <
MaoT

< M[h((p+ D)T) — h(pT)] + = 2Ma,

donde chegamos na seguinte estimativa:

]/ (y0)s, 8)dh(s /fo y)s)ds| <

Da desigualdade (5.4), segue que:

OMCL 9
CLala+2) oy~ k.

[ze(t) = ye()|| < E/Ot Cll(@e)s = (ye)slloe d(s) + K + MIh(t) — h(0)].

L
Definamos 9(s) = sup ||z.(7) — y.(7)|| para todo s € {O, } Entao, para cada
€

€ [0,1]: e
) = ye(w)]| < ¢ [ Cos)dh(s) + K + EMb(u) = h(0)] <
<e /O " C(s)dh(s) + K + EMIA(E) — h(0).
Portanto:

W(t) < e/ot C(s)dh(s) + eK + MTh(t) — h(0)].

Por outro lado, temos:
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Assim:

P(t) < e/ot Cp(s)dh(s) + eK + eM (7[: + eo> a.

Pela desigualdade de Grénwall (Corolério 5), segue que:

L

—+e€o

L C( )“ L
P(t) < ecCI()=h(0)] (K + M <T + eo) a) e<e T € (K + M <T + 60) a) )

L

—+e€o

C a
L
Seja J =e <T > <K + M <T + €0> a). Entao:

L
|lze(t) — ye(t)|| < (t) < Je para todos € € (0,6 et € {O, } )
€

Ainda, como zy = €p = yp, temos ||z (t) —y.(t)|| = 0 < Je para todos € € (0,¢] e
t € [-r,0]. Portanto:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todos € € (0,¢] e t € {—7’, } .
€
0

Usando das equivaléncias entre solucoes de diferentes equacoes feitas no capitulo 4
e do Teorema 24, provaremos o proximo resultado, que nos fornece um método da média
periddica para EDFs em medida com impulsos. Esse teorema pode ser encontrado em (1,

Teorema 3.36), e versoes diferentes podem ser encontradas em (12).

Teorema 25. Suponha que €y, L,T > 0, P = G([-r,0],X), e que ezxiste m € N tal
que 0 < t; < ty < ... < ty,, < T. Considere fungoes limitadas f : P x [0,400) — X
eg: P x[0,+00) x (0,6] — X e uma fungio ndo-decrescente continua pela esquerda
h:[0,400) = R tal que h é continua em ty para cada k € N. Sejam I : X — X, com
k € N, funcoes limitadas e Lipschitz continuas representando os operadores impulso. Para
cada inteiro k > m, defina ty e Iy recursivamente como sendo ty = ty_p + T e I, = I}._,,.

Suponha que as sequintes condigoes valem:

1. As integrais de Perron-Stieltjes:

b

[ Fons)ih(s) ¢ [ g(uers, ans)
existem para todo b > 0, y € G([—r,b], X) e € € (0, €].
2. f € Lipschitz continua com respeito a primeira varidvel.
3. f € T-periodica na sequnda varidvel.

4. Existe a > 0 tal que h(T +t) — h(t) = a para todo t > 0.
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existe para todo x € P.
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Seja In(z T Z , para todo z € X e assuma que ¢ € P € limitada. Suponha,

ainda, que para cada € € (0, €], . : {—7", } — X € uma solugio da EDF impulsiva:
€

z(t) = z(0) + e/otf(xs, s)dh(s) + 62/ g(zs, s, €)dh(s) + € Ii(x

tp<t
keN

To = Ed)a
e que Y. {—r, ﬂ — X € uma solugdao de:
o(0) = 9(0) + ¢ [ Lols) + Io(y(s))) ds,

Yo = €.

Entao, existe uma constante J > 0 tal que:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢] et € [—7’, ] :
€

Demonstracao. Seja ;LJ : [0, +00) — R dada por:

%@) - h(t), para t € [0,t],
B h(t) 4+ ¢, para t € (tg,txr1], com k € N

(5.5)

em que {¢gtren € tal que 0 < ¢ < ¢4 para todo k € N. Suponha que A+fNL(tk) =1,

para todo k € N. Note que, pela Proposicao 4, sabemos que h ¢é regrada. Entao, pelas

consideracoes feitas no final da segao 4.2, sabemos que é possivel tomar h satisfazendo

essas propriedades. Como h é nao-decrescente e continua pela esquerda, o mesmo vale

para h (como demonstrado no item 1 do Lema 11). Ainda, se t > 0, temos:

o Casot € (tg,tr+1] para algum k € N:

Tte T+t T+ tir] = (s thomes] = h(T +1) = h(T + 1) + chsm.

Se Crim — Cr = ¢y > 0 para todo k£ € N, temos:

h(t+T) = h(t) = a+ cm = & > 0.

« Casot € [0,t], temos %(H—T) =h(t+T)+cp e ;L(t) = h(t), donde ﬁ(t—i—T) -

a+ec,=a>0.

h(t) =
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~

Assim, existe a > 0 tal que %(t +T) — h(t) = a para todo t > 0. Sabemos ainda

que, como . :

-, ] — X é uma solugao da EDF impulsiva em medida (5.5), temos:
€

z(t) = +/ ef((ze),,8) +€g((ze),, s, )} dh(s) + > elp(z(tx))

tp<t
keN

L
para cada € € (0,¢] et € {O, } Defina, para caday € P et > 0:
€

F(y,t) = ef (y,1) + €3y, t, €)

sendo:

}(y,t): { f(y,t), para t & {t, | k€ N},

I(y(0)), parat € {tx | k€ N}.

. gy tre), parat & {te | ke N),
9y, t,€) =
0, para t € {t;, | k€ N}.

Entao, de acordo com o Teorema 18, encontramos:
t ~
0) + /O Fo((x.)s, 5)dh(s).

L
Assim, para cada € € (0, ¢, a fungéo x. : |:—T, } — X satisfaz:
€

{xe<t> = w0) ¢ [ TG, )dh(s) + € [ G, o5, )dh(s),
(xe)o = €9.

Por definicao, f é Lipschitz continua com respeito a primeira variavel e T-periddica

com respeito a segunda variavel. Entao, pelo Lema 10, para todo x € P temos:
/ f(x,s)dh(s) :/ f(x,s)dh(s Zf T, ;) A+h (ty) =
0

—/ f(z,s)dh(s iz:

Assim, a funcao }0 dada por:

satisfaz:
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Por fim, pelo Teorema 24, existe uma constante J > 0 tal que:

L
2.(t) — y.()]] < Je para todos € € (0,0 e ¢ € [o, 6] .

Ainda, como zy = €p = yp, temos ||z (t) — y(t)|| = 0 < Je para todos € € (0,¢] e
t € [—r,0]. Portanto:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todos € € (0,¢] e t € {—7’, } :
€
[

Daremos, a seguir, a definicdo de uma escala T-peridédica, distinta daquela apresen-
tada em (1).

Definigao 33. Sejam T uma escala temporal, T > 0 e g: T — R. T € dita ser T-periodica

com relagdo a g se:

1. teT=t+TeT.

2. Eziste a > 0 tal que g(t) + a = g(t +T) para todo t € T.

Mostremos que a definigdo anterior generaliza a defini¢ao apresentada em (1). De
fato, a primeira condi¢ao de ambas as defini¢oes coincidem. Note ainda que o : T — T C R

estd bem definida e, supondo que T é T-periédica com relacao a definigao de (1), temos:

p(t+7T) = p(t) paratodot e T=o0(t+7T)—t—T =0(t) —t para todot € T =
o(t)+ T =o0(t+T) para todo t € T.

Logo, existe T' > 0 tal que o(t) + T = o(t + T') para todo t € T. Em particular, T é

T-peridédica com relacio a o.

Podemos ainda nos perguntar se essa nova definicao nos fornece outras fungoes
além da o. Considere T a escala temporal T = 27Z. Escolhendo T' = 27k > 0, com
k € N, tomando a > 0, b € ;Z,CERedeﬁnindog:T—>Reh:T—>Rcomo
g(t) = at 4 cos(bt + ¢) e h(t) = at + sen(bt + ¢), temos t + T = 2nl + 27k =2n(l+ k) € T

B
paratodot =27l € T (I € Z), bT = E%ﬁ{ =21B € 2rZ e, dado t € T:

g(T+1t)—g(t) =a(T +t) + cos(bt + ¢ + bT) — at — cos(bt + ¢) =
= a1 + cos(bt + ¢+ 21 B) — cos(bt + ¢) = a7,

R(T +t) — h(t) = a(T +t) +sen(bt + c + bT') — at — sen(bt + ¢) =
=aT +sen(bt + ¢+ 2nB) — sen(bt + ¢) = aT.

Como aT > 0, segue que T é T-periddica com relagao a g e h, sendo que g, h # o.
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Portanto, a definigdo aqui apresentada é, de fato, mais geral que aquela em (1).
Note ainda que, se T é uma escala temporal T-periddica com respeito a gea h,ea >0 ¢

um ndamero real, entao dado t € T:
(ag+h)(t+T)—(ag+h)(t) =alg(t+T)—g(t))+ (h(t+T)—h(t) =ac+ 5 >0,

em que «, 3 > 0 sdo as constantes que aparecem na condi¢cao 2 da definicdo de uma escala
temporal ser T-periddica com relacao a g e a h, respectivamente, e o fato de que t+717 € T

segue de T ser T-periddica com relagao a g. Assim, T é T-peridédica com relacdo a ag + h.

Vale notar ainda que, pela argumentagao anterior, se alterarmos a definicdo de uma
escala temporal ser T-peridédica com relagdo a g para permitirmos que o « na segunda
condicao seja qualquer nimero real, entao se T'> 0 é tal que t +7T € T para todo t € T,
segue que o conjunto das fungoes g com relagao as quais T é T-periddica com respeito a g
forma um espaco vetorial nao-trivial, uma vez que qualquer polinémio de grau menor ou

igual a 1 esta neste espaco.

Usando da defini¢ao anterior, podemos mostrar um método da média peridédica
para equacgoes dinamicas funcionais impulsivas em escalas temporais. O proximo teorema é
uma versao mais geral daquela encontrada em (1, Teorema 3.37) e (12), com demonstracao

andloga.

Teorema 26. Sejam ¢y, T, L,v,r > 0 e h : T — R. Suponha que T é uma escala
temporal T-periddica em relagio a h tal que to € T e P = G([-r,0],X). Suponha
ainda que existe m € N tal que tq,....,t,, € T sdo pontos densos pela direita satisfazendo
to <t <ty <..<ty<ty+T eh continua em ty para k € {0,...,m}. Para cada k € N,
seja I, : X — X wma fungdo limitada Lipschitz continua. Para cada k > m, definamos
ty e I recursivamente por ty, = ty_p, + T e I, = I_,,. Considere funcoes limitadas
f:P x[ty,+oo)r = X eg: P x [ty,+00)r X (0, €] — X satisfazendo:

1. As A-integrais de Perron-Stieltjes:

b

b
/t f(ys, $)Ah(s) e /t 9(ys, s, €)Ah(s)
0 0
existem para todo b € (to, +00)r, y € G ([to — r,b], X) e € € (0, ¢].
2. f € Lipschitz continua com respeito a primeira varidvel.

3. f € T-periodica com respeito a sequnda varidvel.

4. A A-integral de Perron-Stieltjes:

existe para todo x € P.
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Seja:
Z I;(z) para todo z € X

e ¢ € G([to—r,tolp,X) limitada. Amda, suponha que para todo € € (0,¢], x, :

[to — 1ty + ] ¢ uma solugao da equacao dindmica funcional impulsiva em escalas
€lT
temporais:

x(t) = x(0) —i—e/t: f(xk, s)Ah(s) +62/ g(zi,s,€)AR(s) + €Y Ii(x

tp<t
keN

z(t) = ep(t) para t € [to — 1, to)p,

L
e que Y, : [to —7r,to+ e] — X é uma solugao do problema de valor inicial:

t
y(t) = ylto) + ¢ [ [foly) + Ioy(s))] ds,
0
to — E(bro'
Entao existe J > 0 tal que:

L
|lze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,6 e t € {to —rto+ }
el

Demonstracao. Podemos considerar, sem perda de generalidade, que ty = 0, pois caso

to # 0, podemos considerar o problema dado pela escala temporal T = {t —¢, | t € T}
epelasfungoesf P x [0, +oo) — X, g:Px|0, +oo) X (0,6 > Xeh:T—>R

dadas por f(x t) = f(x,t +to), g(z,t,€) = g(z,t +to,€) e h( ) = h(t + to). Nesse caso,
as proprledades de f, g e h descritas no enunaado do Teorema valem para f g e h.
Mostremos que T & é T—perlodlca com relacao a h De fato, seja e T. Entao existe t € T
tal que i =t —tg. Assim, t~|—T =t+T —tget+T €T por T ser T-periédica com
respeito a h, donde I +T € T. Ainda, existe a > 0 tal que:

ht)+a=ht+t)+a=h{t)+a=h{t+T)=h(t—to+to+T)=h(t +to+T) =

para todo € € (0,¢] e T P. Assim, Té T-peridédica com relacao a h. Desse fato, podemos
tomar t; = t; — to € T para i € {1,2,...,m}, de forma a garantir a validade das hip6teses

do Teorema. Portanto, iremos supor que ¢ty = 0.

Para cada t € [0,400), z € P e € € (0,¢], considere as seguintes extensoes das
funcgoes f e g:
[ (z,t) = f(x,t") e g"(z,t,€) = g(z,t", €).

Dado x € P, definamos F' : [0,4+00)r — X como sendo F(s) = f(z,s). Entao, o
Teorema 15 nos da:

z) = ;/OTf(x,s)Ah(s) _ ;/TF(S)Ah(s) _ ;/TF*( Vb (s) T/ (. 5)dh*(s).

0 0
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Para todo b > 0 com b € T e todo y € G([—r,b], X), sabemos que a A-integral de
b
Perron-Stieltjes / f(ys, s)Ah(s) existe. Entao, pelos Teoremas 14 e 15, obtemos:
0

[ £ )8006) = [ Frs ) ) = [ s 6) = [ 7)),

o que garante a existéncia da ultima integral.

Analogamente, para todo b > 0 com b € T e todo y € G([—r,b], X ), sabemos que a
b

A-integral de Perron-Stieltjes / 9(ys, s,€)Ah(s) existe. Entao, pelos Teoremas 14 e 15,
0

obtemos:

[ ot 08n) = |

0 que garante a existéncia da ultima integral.

b b

Gyer, 5%, )dh* (5) = /0 9(ys, 5, )dh* (s) = /0 (5, ) (5),

Dados € € (0,¢0) e y € G([to —1,b],X), definamos A : [ty, +00)r — X como
sendo A(s) = ef(ys,s) + €29(ys, s, €). Entao, dado b > 0 com b € T, pelas consideragdes
b
anteriores, temos que a integral / A(s)Ah(s) existe e vale que:
0
b b b
/ A(s)Ah(s) = e/ £ (207, s)dh* (s) + 62/ 7 ()", s, €)dh*(s).
0 0 0
Em particular, usando o Lema 12, temos:
b b b
[ (s) = [ 1 (@i s)dn™(s) + € [ g7 ()] 5, )dh’ (s)
0 0 0

para todo b > 0.

() ()= (2" )+ € [ P (@5 9)dhs) + € [ g°(( 5, dh(s) + € 3 Lul()” (1),

te<t
keN

Portanto, pelo Teorema 25, existe J > 0 tal que:

* L
|(ze)™ (t) — ye(t)]| < Je para todo € € (0,¢) et € {O, } .
€
* L o
Como (z¢)" (t) = z(t) para t € {O, } e pela condicao inicial, obtemos:
€elr

L
2.() — 5 (£)]| < Je para todo € € (0,€0) e ¢ € [—r, ] .
eJlT
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5.2  Média nao-periddica

Seja €y > 0 dado. Queremos analisar equagoes diferenciais funcionais em medida

da forma:

{x(t) — (0) + ¢ /O " F(a, )i (5) + €2 /Ot o(za, 5, €)dha(s), 56

To = 69257
em que € € (0, ¢], B C X éaberto, P C G(|—r,0], B) é aberto, r > 0, hy, hy : [0,400) = R

sao fungoes nao-decrescentes continuas pela esquerda, f : P x [0,4+00) — X e g :
P x [0,400) x (0, €] — X sdo fungoes e ¢ € P.

Para encontrar um “método da média” para (5.6), consideraremos o seguinte

problema de valor inicial:

z(t) = ¢(0) + /Ot ef (903,6, i) dhy (i) + /Ot g (:1:576, g, e) dhy (i) para t € [0, M],

To = €¢7
(5.7)

em que z¢.(0) = x(t + €f), para 0 € [—T,O}, pePeM>O0.
€
Fixemos € € (0, €. Fagamos sentido das integrais de (5.6) e (5.7). Definamos
Fi,Fy : [0,400) — X como sendo Fi(s) = f(zs,$) e Fy(s) = €f (:1:376,8), Gq,Gy -
€
[0,+00) — X como sendo Gi(s) = g(zs,5,€) e Go(s) = €g (ZL‘&E,S,E), e Hi,Hy :
€

[0, +00) — R como sendo Hy(s) = hy <S> e Ho(s) = hoy <S> Entéo as integrais em (5.6)
€ €
podem ser entendidas como:

/Otf(ms, dha (s /F1 dha (s / (:Es,s,e):/otGl(s)th(s%

e as integrais em (5.7) podem ser entendidas como:

[y (2) - [ [ C) -  somcs

Assim, as integrais em (5.6) e (5.7) estdo bem definidas como integrais de Perron-Stieltjes.

Mostremos agora que, por meio de uma mudanca de variaveis, podemos transformar
o sistema (5.7) no sistema (5.6). De fato, se x : [—r, M| — B é uma solucdo de (5.7),

entao:

2(t) = (0) + /Ot ef (x j) dhy (i) v /Ot &g (:c ‘Ze) dhs (i) para ¢ € [0, M].

M
Definamos ¥ : [0, } — B, dada por y(t) = x(et), ¥ : [0, M] — R, dada por
€

M
P(s) = Sem: [0, ] — X, dada por m(7) = f(Zere, 7). Como s € [0, M] implica em
€

€
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M
‘e [0, ], consideremos 7 = 9(s) =
€

[ ()= 7o) () -
m (2 )dhl( )= [ m () dh (0(s) =

t

m(7)dhy (7) = /O € F(Zere, 7)dhy (7) =

f Entao, utilizando o Corolario 1:

I
— 5—

0

A |+

I
S—

o |+

I
S—

f(yT7 7)dhy (T)a
t

concluindo que / € f(yr, 7)dhy(7) existe e vale a igualdade.
0

M
Definamos n : [0,} — X dada por n(71) = g(Zere, 7,€). Entdo, usando o
€

Corolario 1, obtemos:

t t
/ g (l's,m f) 6) th (8> = / g <$€(s) €’ fa E>
0 € € 0 e/’

QU
>
[\V)
ol ®»
N———
I

o
S

- /0€ g (yT77—7 6) th(T)u
donde / ‘ g (y-, 7,€) dha(T) existe e vale a igualdade.
0

M
Como, para cada 7 € {O, ] efe [—T, 0], temos:
€ €

Tere(0) = x(e(T7+0)) = y(r +0) = y.(0).

Portanto, temos:
y(t) —y(0) = z(et) — 2(0) =

et €t
= e/ f (%,e, 8) dhy ( > +e€ / g (%,e, 8,6) dho <S) =
0 0 € €

= E/Otf(yT,T)dlh(T) +e /Otg(yrﬂ'a €) dha(7)

M
parat € {O, } . Portanto, uma solugdo da EDF em medida (5.7) em [0, M| corresponde a
€

M

uma solugao da EDF em medida (5.6) em [0, }, e o reciproco vale. Assim, estudaremos
€

a equagao (5.7), ja que os resultados obtidos para esse sistema podem ser estendidos para

o sistema (5.6).

~ r
Considere conjuntos abertos B € X e P, C G ([—,0} ,B), e assuma que
€

f:Pex[0,+00) — X satisfaz as seguintes condigoes:
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1. Para cada ¢ € ]ND6 e para todo t € [0,+00), a integral de Perron-Stieltjes:

[ e s)ams) 539
existe.

2. Existe uma constante L > 0 tal que, para cada p,1 € P, e cada uy,us € [0, +00),
com u; < ug, temos:

[ 1) = ps) dmas

1

<L Mol (69

Considere as seguintes hipéteses sobre g : P, x [0, 4+00) x (0,¢] — X, em que

hi, hs : [0, +00) — R sdo fungdes continuas pela esquerda e nao-decrescentes:
1. A integral de Perron-Stieltjes:
t
| 9t s pdnas) (5.10)

existe, para cada ¢ € ;’e, t €[0,+00) e € € (0, ¢€).

2. Existe uma constante C' > 0 tal que ¢ € ﬁe, e € (0,e) e ug,uy € [0,400), com

up < ug, temos:

| s, pdnats)

1

< C/u2 dha(s). (5.11)

3. Existe K > 0 tal que, para todo 8 > 0, temos:

T—400 T

<K. (5.12)

4. Existe N > 0 tal que, para todo 8 > 0, temos:
ha(T + ) — ha(B)

lim sup <N. (5.13)
T—+oco T
5. Existe v > 0 tal que:
6l <. (5.14)
Suponha que, para cada ¢ € ]Nje, o limite:
foly) = Tgrfw T/ (p,s)dhi(s) (5.15)

existe, em que a integral é tomada no sentido de Perron-Stieltjes com respeito a h;.

Considere a equacao diferencial funcional dada por:

{y, - fO(yt,e)7

5.16
Yo = €¢7 ( )

em que t € [0, M] e fy é dada por (5.15).
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Afirmacgao 5. Se y é uma solugao de (5.16), entdo u : [—T, M} — X, dada por u(t) =
€
y(et) para t € [0, M], é solugdo de:

{“/ = efolw), (5.17)

Uy = €.
. . s M
Demonstragio. Considere v : [0, M] — R dada por ¢(s) = — e m : {O, ], dada por
€ €

M
m(7) = fo(Yere). Entdo, para s € [0, M], T = e [0, } Ainda, pelo Corolario 1:
€ €

 teds = [0 (ugs). ) s = [} mCoionas =
= 6/0z m(r)dr = 6/0i fo(Yer.)dr,

donde a tultima integral existe no caso da existéncia da primeira e vale a igualdade. Ainda,

para 7 € [0, Aj] e {—: 0}, obtemos:
Yer6) = y(e(r + ) = ulr +6) = wr(0).
Portanto:
u(®) = u(0) = y(et) = y0) = [ foe)ds =
= [ folus)ds

M
para todo t € [0, } O
€

Antes de provarmos alguns resultados, observemos mais um fato. Se (5.9) e (5.12)

valem, entao:

T T
lim [ f(g $)dm(d) = tim [ fle.5)dh(s)

T—+o0

1 T
< lim —/ L€ = ol dhi(s) <
0

T—+o00o T
hi (T') — ha(0)
T

1fo(€) = fole)ll = <

< L€ — ¢l limsup <LK [§ = ol -
T—400

Em particular, para cada y;,ys € P e cada t,s € [0, +00), temos:

1fo(ys) = Joyo)ll < LE [ys = yll oo - (5.18)

Sejay € ]36 uma solugao da equagao (5.16), em que ¢ é limitada por uma constante
r
v > 0. Sejam s,t € [0, M], comt <sef¢e {—,O} Entao:
€
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1. Se s+€6 >0et+ed >0, entdo:

s+e€6
/t fO (ya',e ) dU S

+e6

195.c(0) = v (O = lly(s + €0) —y(t + )| =

/ HfO yae fO Hda‘i‘/ Hfo HdO’ <

s+eb

<LK sup |ly(o)lldo + (s =) [[ /o (O],

t+ed  oelt—r,s

sendo que a ultima desigualdade segue de (5.18). Assim:

[Ys.c = Yrelloo = sup |[ly(s +e0) —y(t + ed)[| < LK(s—=1) sup |ly(o)[l+(s=1) [ fo(0)] -

oe[-Z 0] o€[t—r,s]
2. Ses+e <0et—+ef <0, entao:
ly(s + €0) — y(t + €d)[| = [[ed(s + €b) — ed(t + €d)[| < 2.
3. Ses+ell >0et+ef <0, entao:

[y(s + €0) —y(t + ed)[| < + lleg(t + €b)|| <

eo(0 +/ fo(Yo.e)do

<2y + [ I fofuol do <

s+e€6
<27+ LK [ swp y(o)do+ (s = 1) (0] <

o€lt—r,s]

< 2ey+ LK (s+¢€d) sup |ly(o)] + (s —1) [[fo(0)]] <

cElt=r,s
< 2y 4 LK [s+ €0 — (¢ + €0)] Jup ly(@)ll + (s = 1) 1 fo(0)]] =
=2ey+ LK(s —t) s ly(@)ll + (s = 1) | fo(O)]] -
Em qualquer um desses casos, temos:
1Ys.e = Yrell oo < 267 + LK (s —t) o ly(o) I + (s = &) Lo (O] (5.19)

donde ||ys.e — Yrell,, < 27e€ quando s —t — 0F. Entdo, o mapeamento [0, M] >t +— y, é

continuo, em que ¥ ¢ uma solugdo da EDF (5.16).

Provaremos agora um lema que nos permite reescrever uma funcao que sera usada
na demonstragao do método da média. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Lema

3.39), e outras versoes podem ser encontradas em (16, Lema 3.1) e (17).

Lema 14. Sejam B C X aberto, f : G([—r,0], B) x [0,+00) — X é Perron-Stieltjes
integravel com respeito a uma fung¢do ndao-decrescente hy : [0,+00) — R. Suponha que o
limite:

fol) = i [ 7, 5)dm(s) para v € G([-r. 0], B) (520)

T—+oco T Jo
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existe e € bem definido. Entdo, para cada t,a > 0, a igualdade:

tim < (77 p(w.s)amn(s) = folw) para v € G-, 0, B

e—0t v é

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e é bem definida.

Demonstragio. Da equagao (5.20), encontramos que, para t,a > 0 e 1p € G([—r,0], B),

vale:
1 o+
eli%iﬁf/o f(W, s)dhi(s) = fo(i) e (5.21)
Tim > [ F (@ s)dh(s) = fo(w). (5.22)
Entao:
b+ e
Elg(gliﬂ [ e -1 | fw,s)dhl(s)] -
—gﬁtjg/ﬁ‘ﬂw$ﬁm)—hwﬂ+gﬁpmw—j‘fw»mmwl—o
Assim, para cada € > 0, obtemos
S i) = 5 [ 5 ()~ [ (o) =
() 5 [ s (5) 3 [ s -
= s () [ ) = g [ i) =
= ) e+ £ [ it 1 [ 1)

Entéao, combinando as equagoes (5.21) e (5.22), temos:

lim [; [ rws)din(s) - fow)] =
- 1 e+t
=t [ [ A0~ )]+
e[z e = [ o) <o
Portanto: .
lim = [ fs)dh(s) = fo(w)
e—0t o Jt
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Dado P C G([-r,0], B) aberto, podemos estender uma funcao f : Px [0, +o0) — X
Perron-Stieltjes integravel para uma fungao F : G([—r,0], B) x [0,400) — X Perron-

Stieltjes integravel definindo:

F(, 1) = F(,t) para (1p,1) € P x [0,400),
7 0 para ¢ &€ P.

Aplicando entao, o lema anterior sobre F', obtemos o seguinte corolario, o qual pode ser
encontrado em (1, Corolario 3.40), (16) e (17):

Corolario 7. Sejam B C X e P C G([-r,0], B) abertos, e f : P x [0,+00) — X uma
Perron-Stieltjes integravel com respeito a uma fungdo nao-decrescente hy : [0, +00) — R.
Suponha que o limite:

fo(¥) = lim —/ (¢, s)dhy(s) para ¢ € P

T—+o0o T

existe e € bem definido. Entdo, para cada t,a > 0, a igualdade:

t,a
€

€

+€
tim < [ (s s)dha(s) = folw) para g € P

e—0t v

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e é bem definida.

O préximo corolario é uma versao do Lema 14, e segue por uma demonstragao

analoga. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Corolario 3.41).

Corolario 8. Sejam B C X e ]NDE cG ([—T,O] ,B) abertos e [ : ]NDE x [0, +00) = X
€

uma fung¢ao Perron-Stieltjes integravel com respeito a uma funcao nao-decrescente hy :

[0, +00) — R. Suponha que o limite:

fo(¥) = lim */ f(, s)dhy(s )pamz/}EP

T—+oco0 T’
existe e € bem definido. Entdo, para cada t,a > 0, a igualdade:

tya
€

€

+2 ~
tim < [ flye s)da(s) = folw) para g € Po

e—0t «v

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e é bem definida.

O préximo lema sera usado na demonstracao do método da média nao-periodica, e

pode ser encontrado em (1, Lema 3.42) e (17, Lema 3.2).

Lema 15. Sejam B C X e ]ND6 aye ({—T,O} ,B) abertos. Seja f : ]ND6 x [0, +00) = X
€

uma funcao que satisfaz (5.8) e (5.9) e hy : [0,400) — R uma fungdo que satisfaz (5.12).

Suponha, que para cada ¢ € P., o limite:

folg) = lim f/ (0, 8)dha (s)

T—+o0o T
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existe. Assuma que 0 < M < 400 ey :[—r, M| — B é uma solu¢io mazimal da EDF:

y, = fO(yt,6)7
Yo = €¢7

com intervalo mazimal de ezisténcia sendo [—r, M. Entao, dado € > 0, existe £(€) > 0 tal

e/otf (y i) dhy C) — /Ot Jo(Ys,e)ds

e &(€) tende a 0 quando € — 07.

que:
< &(€) para todo t € [0, M]

Demonstragio. Dados € > 0 e t € [0,+00), seja § um calibre em [0, ¢] correspondente
t

a € > 0 na definicdo da integral de Perron-Stieltjes / f (yme, 0) dhy (U) Seja d =
0 € €

(7iy [8i-1, $;]) uma particdo marcada J-fina de [0,¢]. Entao:

[ (e ) s (2) = [ folweras
) [ [holwed) = folyn..)] ds

S 1 () = (e D) )]+ [
e L e D ()= [ o)

+2
i=1
Devido ao Lema de Cousin, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o calibre ¢
satisfaz (1;) < % para todo 7; € [s;_1, ;] com i € {1,...,|d|}. Por (5.19), temos:

<

|d|

<2
i=1

+

= o] S ERG =5 s )]+ (s = s O] + 263 <
<zrn) (s Iblo)l) + 200 0] + 261 <
<riie _sw )]} +elp0] + 20

para i € {1,...,|d|} e s € [s;_1, s;]. Entao, tomando:

D:LK( wp”wwm>+Hh®N+ﬂv

o€[—r,M

obtemos  sup < eD para todo i € {1, ...,|d|}. Tal fato, em conjunto das

5€[8i—1,5i]

Yse = Ysi_1e



condigbes (5.9) e (5.12), implicam em:

Si S S S
/ € {f (ys,ea ) - f <ys—l,ea >} dhl <>
Si—1 € € €
|d| s; s

S GLZ sup Hya,e - ysi,1,€ / dhl <> S
i=1 0€[si—1,54] 0 Js;q €

14 S; Si 1
o (2)n ()

i—1 € €

t
. I () — i (0)

= €2DL [hl (> - hl (0):| =eDILt € 7
E —

€

|d|

D

=1

<

Pela condigao 5.12, podemos escolher € > 0 tal que:

m (2) = (0

€

< K para cada t € [0, M].

€
Entao:
|d|

el (e d) =7 (e ) ()

Por outro lado, para i € {1,2,...,|d|} e s € [s;_1, 5], temos:

<eDLtK <eDLMK.

s, )
Z / [fO (ys,s) - fO (ys—l,s)] ds S LKZ [Sup | Yo,e = Ysi_1,¢ oo (Si - Si—l) <
i=1 ||/ %i—-1 i=1 O€[8i—1,8;

<eDLKM.

Mostremos que a soma:

Si S S Si
6/5' f (ysi_heﬂ €> dhl (€> - /s fO(ySi—lﬁ)dS

i—

||

>

=1
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pode ser feita arbitrariamente pequena pelo corolario 7. De fato, para cada i € {1, 2, ..., |d|}

e o =8; —S8;_1, temos:

|d| . _
Si S S Si
Z 6/ f <y5i—17€7 > dhl <> _/ fO(ySi—l,e)dS =
i=1 Si—1 € € Si—1
1d] Si—1+ay S S Si—1toy
= Z 6/ f (ysi—l,ﬁ > dhl () _/ fO(ySi—he)ds =
i=1 Si—1 € € Si—1
|d| izl o
E € €
= | — , dh — . )
;m%ﬁT £ (Yorrrs) Ao () = folye, )

Para cada i € {1,2,...,|d|}, definamos:

50 = < [T () 1 (9) — Fo 1)

Q;
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e facamos f(e) = max{||f;(¢)|| | i=1,2,...,|d|}. Entao:

|d| |d|

;O‘i 1Bi(e)] < B(e) D (si — si—1) = Ble)t < Be)M.

=1

Pelo corolério 7, segue que 3(¢) — 0 quando ¢ — 07. Entéo:
t s s t

[ f (e 2 ama (2) = [ fo ) ds
0 € € 0

£(e) = 2¢DLKM + B(e)M

< 2eDLKM + (e)M.

Entao:

é tal que £(¢) — 0 quando € — 0. Assim:

e/otf (;;i) dhy (i) - /Ot fo (yse) ds|| < €(e),

donde o resultado segue. O

Provaremos agora o método da média nao-periddica, que é o principal resultado
dessa se¢do. Esse teorema, que se encontra em (1, Teorema 3.43) (o qual é uma versao do
resultado em (17, Teorema 3.1)), nos permite aproximar EDFs em medida ndo auténomas

por EDFs autonomas semelhantes aquelas estudadas no Lema 15.

Teorema 27. Sejam B C X e ZNDE cG (

—T,O} ,B) abertos, f : ]36 x [0, +00) — X uma
€

fungdo satisfazendo (5.8) e (5.9) e g : ;’e X [0, 400) x (0, €] — X uma fungdio satisfazendo
as condigoes (5.10) e (5.11). Suponha que existam hy, hy : [0,400) — R fungoes ndo-
decrescentes tais que (5.12) e (5.13) valham e ¢ € P tal que (5.14) wvale. Suponha, ainda,
que para cada ¢ € P, o limite:
1T
fole) = Jim = [ f(e.5)dh(s)

existe e estd bem definido. Seja M > 0 e considere a EDF:

x(t) = ¢(0) + /Ot ef (935,6, j) dhy (i) + /Ot €2g <£Es7€, i,e) dho (i) para t € [0, M],

To = €¢7
(5.23)
em que xy(0) = z(t + €0), para 0 € {_T,O}, e a EDF:
€
y' = fo(yee), (5.24)
Yo = €.

em que t € [0, M]. Suponha que [0,b) é o intervalo marimal de existéncia da EDF
(5.23) e [0,b) € o intervalo maximal de existéncia da EDF (5.24). Suponha também que
xe 1 [=r,M] — B é uma solu¢ao mazimal da EDF (5.23) ey : [—r, M| — B é uma solugio
mazimal da EDF (5.24), em que 0 < M < min{b,b}. Entdo, para todo v > 0, existe ey > 0
tal que para todo € € (0, €):

|lze(t) — y(®)|| < v para todo t € [0, M].
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Demonstragio. Se t = 0, entao ||z.(0) —y(0)|| = 0. Se t > 0, entao pelas condigoes (5.9),
(5.11), (5.12) e pelo Lema 15:

lze(t) = y(@)] =
= e/otf((xe)sye,> dhy (e) +€ /Otg<(ac6)s7€,, >dh2< ) / fo (yse) ds|| <
e Ll ) o) i)

t
Pl 2)an )
0 ’ € €
dhy (S) +
o0 €

[ (e ) am (2) = [ o as

t
_dhy < ) +&(e )+eC’th2 (€> e

9

t
< Le/o H(:zce)&6 — Yse

sendo £(€) dado pelo Lema 15. Pela condigao (5.13), existe € > 0 suficientemente pequeno

| =~

€

tal que:

ho (E) — h2(0)

t
€

Portanto, para 0 < ¢t < M, obtemos:

< N para todo t > 0.

Jee(t) =y < Le [ ) = e

_dn, ( ) 1+ €(e) + cCMN.

Do fato que (z.)o = €6 = yo, obtemos sup ||z.(0) — y(0)| = 0, donde, para s € [0, ],
0e[—r,0]
temos:

|@) e =vsd| = s (s +el) —y(s+eb)] =

0e[—-=,0]

= sup |lz(0) —y@) < sup |lz(0) —y(0)] =
0e[s—r,s] oe[—r,s]

= sup [lz.(0) —y(0)].
0€[0,s]

Portanto, obtemos:

Joc(t) = y(®ll < Le [ sup (6) — y(@)l| dhs (2) +€(0) + €CMN,

0 6€0,s]

e entdo, a Desigualdade de Gronwall para a integral de Perron-Stieltjes (Coroldrio 5)

implica que:

Jze(®) =yl < sup [lze(r) — y(r)|| < eHEO)g(e) + cCMN].

T€[0,t]
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Por fim, pela condigao (5.12), é possivel escolher € > 0 suficientemente pequeno tal

12 (9) < 10]

que:

<tLK < MLK.

eL [hl (t> - hl(())} ¢

€

o o+

Entdo, tomando v = eXEM[¢(€) + eC' M N], temos:
|xe(t) — y(t)|| < v para todo t € [0, M].
0

Usando a equivaléncia dos problemas (5.6) e (5.7) e as observagoes feitas, podemos
provar o seguinte corolario, que é o resultado encontrado em (1, Corolario 3.44), e

semelhante ao resultado em (17, Corolario 3.2).

Corolario 9. Sejam B C X e P C G ([-r,0], B) abertos, f : P x [0,400) = X uma
fungdo satisfazendo (5.8) e (5.9) com P ao invés de P, e g : P x [0,400) % (0, €] — X
uma fungao satisfazendo as condigoes (5.10) e (5.11) com P ao invés de P.. Suponha que

existam hy, he @ [0,400) — R e fungdes nao-decrescentes tais que (5.12) e (5.13) valham e
¢ € P tal que (5.14) vale. Considere a EDF:

o0 = 5O+ [ eflus)amn(s)+ € [ gluers, b (5),

(5.25)
Yo = €¢7
e a EDF:
{x = folw), (5.26)
To = €¢7

em que fy € dada por:

1 /7
fole) = lim f/ f(p, s)dhq(s) para todo ¢ € P.
0

T—+oo

M
Sejam M >0 e x.,y : {—r, — | — B solugoes de (5.25) e (5.26) respectivamente. Entdo,
€

para todo v > 0, existe ¢g > 0 tal que:
M
lze(t) — y(t)|| < v para todo t € {—r, ] eec (0,€).
€
Com o método da média nao-periddica, o Teorema 18 e as relagoes entre as solugoes
de EDFs em medida com impulsos e as solugoes de EDFs em medida, podemos provar
o préximo resultado, que se trata de um método da média nao-periédica para EDFs

em medida com impulsos. Esse teorema estd em (1, Teorema 3.45), e uma versao desse

resultado estd em (17, Teorema 4.2).
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Teorema 28. Considere ¢y, >0, P =G ([—r,0],X) e a EDF impulsiva em medida:

2d0) = 2 0) e [ £, )i (5) + € [ gl s, )dha (5) + € 3 Ty (e (1)

b
(5.27)
em que € € (0,€), p € P ea fungio f: Px[0,4+00) — X satisfaz as condicoes (5.8) e (5.9).
Assuma que h : [0, +00) = R satisfaz a condigio (5.12) e que g : P x [0,+00) x (0, €¢] —
X € limitada e satisfaz a condi¢ao (5.10). Ainda, suponha que os operadores impulso
I, : X — X sdo limitados e Lipschitz continuos, com a mesma constante de Lipschitz para

todo k € N, e que o limite:

folie) = Jim_ o [ e, s)an(s)

T—+o00

existe e estd bem definido para todo ¢ € P. Denote:

) 1
Ih(z) = TEIEOO T %1:\1 It (2) para todo z € X
0<tp<T

e considere o problema autonomo:

lt) =5 0) + [ efo (w),) + I ()] ds,
(ye)o = €9,

(5.28)

M
em que € € (0,¢]. Sejam M > 0 e .,y : {—r, ] — X solugoes de (5.27) e (5.28),
€

respectivamente. Entao, para todo v > 0, existe g > 0 tal que:

M
|ze(t) — ye(t)|| < v para todo t € [—r, e} e €€ (0,€).

Demonstracao. Defina erL : [0, +00) — R por:

;L(t) B h(t), parat € [0,t],
h(t) + cx, parat € (tg,tri1], k € N,

de forma que, para todo k € N, a sequéncia (cy), .y satisfaz 0 < ¢x < cp1 ¢ ATh(t) = 1.

ke
Pela defini¢ao, a funcao h é nao-decrescente e continua pela esquerda.

Por outro lado, pela definicao de % e por (5.12), existe uma constante C' > 0 tal

que, para todo 5 > 0, temos:

lim su
T—>+oop T

Entao, pela hipdtese, obtemos:

2it) = 2 0) + [ (e ((2),9)+ g (), 5,0) dh() + X eli (o (1)

keN
0<tp<t
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M
para todo € € (0, ¢] e para todo t € {O, ]
€
Defina:

Fizt) = ef(z,t) + €g(z,t,¢), parat & {ti,ta,...},
e el (2(0)), para t =ty k € N,

para todo z € P e todo t > 0. Como uma consequéncia do Teorema 18, obtemos:
t ~
0)+ [ Fo((@),,s) dh(s) (5.20)
0

M
para todo € € (0, €] e para todo t € [0, } Entao, para cada z € P e t > 0, podemos
€

reescrever Fi(z,t) como:

~

F.(z,t) = ef (z,t) + €29 (2, t,¢€) (5.30)

em que:

2
N

(o1) = f(z,t), parat & ty,to,...,
" Ik (2(0)), para t =ty k € N.

~ g(z,t,€), para t & ty,1s, ...,
g(z,t€) =
0, para t =t;, k € N.

Portanto, as igualdades (5.29) e (5.30) significam que para todo € € (0, ¢, a funcao

— X satisfaz:

Te {—r, —
€

ret) = w0) + € [ T, i (s) + € [ GG, dh(s),

A defini¢ao de }, com as hipoteses e o Lema 11 implicam que a condigao (5.9) é

cumprida. Entao, pelo Lema 10, obtemos:

f(zs /fzsdh +ZfztkA+h(tk)

keN
0<t,<T

—/ f(z,s)dh(s ij

keN
0<t),<T

para todo z € P. Entao, a funcao }0 : P — X, definida por:

~ 1 T ~ ~

foly) = TEIEOO 7)o f (y,s)dh(s) para todo y € P

satisfaz:

Fow) = Jim_ o [y () + Jim o S L(u(0) = o)+ o(u(0)), paray € P

T
T—+oc0 T —+00 e
0<ty,<T
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Por fim, o Corolario 9 mostra que, para todo v > 0, existe ¢y > 0 tal que:
M
|2.(t) — y.(1)]| < v, para todo € € (0, e] e t € [—r, } .
€
]

Provaremos agora um lema que nos permitirad adaptar os resultados dessa secao
para equagoes dindmicas em escalas temporais. Provaremos duas versdes desse lema,
ambas mais gerais do que aquela presente em (1, Lema 3.46) e (18, Corolario 5.6), sendo a

primeira dessas versdoes com um enunciado ligeiramente diferente.

Lema 16. Sejam T uma escala temporal e g : T — R. Suponha quesup T = +oo, que existe

uma sequéncia crescente (tn)neNu{O} C T com limt, = +oo tal que lim “—""1 =0 ¢
n—1
m : [to, +00)r — X € Perron-Stieltjes A-integrdvel com respeito a g sobre todo subintervalo

compacto da forma [to,t,]r. Seja Y = {T € [0,+00) | (T +1ty)" = to,n € NU{0}}.

Entao:
im 2 [t (s)dg*(s) = lim — /tn (5)Ag(
T%?Fjoofto m(s)g(s)—lmtn_to toms g(s),

desde que o limite a direita da igualdade ezista.

Demonstracao. Seja U > 0 tal que tg + U = t, para algum n € N. Entao, como
to+U

[to, to + Ulp = [to, tn]y, existe / m(s)Ag(s). Pelo Teorema 12, existe a integral de
to

to+U
Perron-Stieltjes / m*(s)dg*(s) e vale:
to

[ g ) = [ mio)ag(s).

to to
Seja T € Y dado, com T" > 0. Como sup T = lim ¢,, = 400, temos que ty < to+71 < supT,
donde existe n € N tal que to + 1 < t,. Segue da observacao anterior que / " m*(s)dg*(s)
existe. Ainda, como [ty,to+ T] C [to, t,], segue da integrabilidade de sul;iontervalos que
/t " m*(s)dg*(s) existe. Analisemos entdao o valor dessa integral. Sabemos, pelo Lema 8,
0
que:

[ g = [ mr @) = [T misag ) = [ mis)ag(s)

to 174 to to

donde:
1 rtotT 1 ,to+T)"

— m*(s)dg*(s) = = m(s)Ag(s).
7 ), (s)dg™(s) 7 (s)Ag(s)
Como to+T >ty e (tn)neNU{O} é crescente, existe n € N tal que t,_1 < to+7T < t,. Ainda,

como T € Y, existe m € NU {0} tal que (to +7T)" = t,,. Dado que t,,_1 < to+T < t,,
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segue que t,_1 < t,, <t,. Do fato de (tn>neNU{0} é crescente, temos t,, = t,,. Assim:

[ ms)agls) - [ m(s)dg(s)

tn — t() to T to

1 tn * d * 1 (tO+T)* * d *
=l [ @) = [ mt (g (s)| =
=g [t g () = [ (s)dg' ()| =

-1, - o r) [ g
:(?&Tiﬁﬁﬁw@@w>

to+ T —t, 1 tn
p— * d * f—
= %_%qu@gw>
= o g (s)] <
tn - tn—l

<

[ (s (s)

tn - t() to
tn - tn—l tn—l 1 tn * *
[ m(s)dg*(s)
tn - t() to

tn—1 — o

tnfl tnfl - tO

Como T — 400 implica em n — +o00, temos:

1 tn 1 to+T
0< lim / m(s)Ag(s) — = m*(s)dg*(s)|| <
T—+o0 tn - t[) to T to
Tey
th —tn1  Tn— 1 tn #
< lim ! ! / m*(s)dg*(s)| =
n-1 tn—1 —to Ity —to Jto

ty — th— . tp— . 1 tn
= (1lim =—2=1) (lim —2~— | |lim / m*(s)dg*(s)| = 0.
b1 th—1 — 1o t, —to Jto
tnf . 1 tn . . tn - tnf
Uma vez que lim —*—— = 1, lim / m*(s)dg*(s) existe e lim 2—"=1 — 0.
n—1 — to tn — 1o Jio n—1
Portanto:
iz [ ()" (s) = i [ ms)Ag(s)
im — m*(s s) = lim m(s s).
T?;r/oo T Jio g t, —to Jto g

]

Note que, na demonstragao anterior, dado n € N, (p(t,) — to,t, —to]) C Y. De
fato, p(t,) > to (donde (p(t,) — to,tn — to] C [0,+00)) e, dado t € (p(t,) — to,tn — tol,
temos t +tg € (p(tn), t,]. Assim, (t +to)* = t, (uma vez que t, € T). Em particular, caso
p(t,) < t,, temos t, —ty € Y. Note ainda que, caso p(t,) = t,, entdo t,, — to € [0, +00) e

(t, —to+to)* =t =t,, donde t,, — ty € Y em qualquer um dos casos.

Mostremos agora outra versdao esse lema, mais similar aquelas em (1, Lema 3.46) e
(18, Corolério 5.6):
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Lema 17. Sejam T uma escala temporal e g : T — R. Suponha que supT = +o00, que
t

lim )

t—+oco ¢

g sobre todo subintervalo compacto de [ty, +00)r, entao:

=0 e que m : [ty, +00) 100 — X € Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a

I 1 rto+T “($)dg® . to+T A
A o), m(s)dg(s) = Tim o m{s)Ag(s),
tg+TET

desde que o limite a direita da tqualdade exista.

Demonstragio. Seja U > 0 tal que tg + U = k para algum k € T. Entao, como [to, k] é

to+U
um subintervalo compacto de [tg, +00)T, existe / m(s)Ag(s). Pelo Teorema 12, existe
to

to+U
a integral de Perron-Stieltjes / i m*(s)dg*(s) e vale:

to

/t0+U m*(s)dg*(s) = /ttOJrU m(s)Ag(s).

to 0

Seja T" > 0 dado. Como supT = +o0, temos que ty < tg+ 1T < sup T, donde existe
k

k € T tal que to +T < k. Segue da observacao anterior que / m*(s)dg*(s) existe. Ainda,
t

0
to+T
como [tg, to + T C [to, k], segue da integrabilidade de subintervalos que / ’ m*(s)dg*(s)

existe. Analisemos entao o valor dessa integral. Sabemos, pelo Lema 8, aue:

[ @y = [ m g = [ m g ) = [ mieagls)

to ty to to
donde:
1 rto+T g 1 r(to+T)" A
o @) = 5 [ mis)agts)
1 to+T
Sabemos que lim —/ m(s)Ag(s) = L existe. Assim:
L 2
1 (to+T)" A Lot da*
(to+T')* — to /to m(s)Ag(s) - T Jio m’(s)dg"(s)
1 (to+T)* 1 [(to+T)*
Ty o M) g [ m(s)dg (s)

1 (to+T)" * *
a m+T —ty T A m(s)dg™(s)
0

:(m+T tmﬂu>/mwwﬁﬁmf®

to+T)* — to)
tO + T — tO + T (to+T)" * *
= [ (g (s)
— lo Jto
(to+T)*

e g RECROEAD
S((%+T» %+T><%+T>@MJ;_%ATHYW@Mf@
_ o+ T+ T

to+ T T
1 (to+T)
m*(s)dg*(s)] .
to+T T mm+TV—mA) (5)dg"(s)

t0+T

(m+T m+T| <
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Como T' — o0 implica em (ty + 1)* — +00, temos:

0 1 1 (to+T)* A 1 to+T i
< li — _ * * <
< tim | [ mdg) g [T () ()| <

,u(t() + T) . to+T . 1 /(t0+T)*

— 1 1 - “(s)da* _

T—+oo Ty + T T—1>I—lI-1<>o T T_1>I}_100 (tO + T>* — g 1 m (5) g (5> 07
o e+ T) . to+T R T i . B
pois Tgrfm T 0, TLrJrrloo =1le TLHEOO Gt TV — 1 /to m*(s)dg*(s)| =
L. Portanto:
I 1 rtotT “($)dg® _ to+T A
TiTooT/to m(s)dg"(s) = Too0 Jiy m(s)Ag(s).
to+TET

]

Por fim, mostraremos um método da média nao-periédica para equacgoes dinamicas
em escalas. Apresentaremos uma versao mais geral do resultado encontrado em (1,
Teorema 3.47), mas com demonstragao andloga. Outras versoes desse resultado podem ser

encontradas em (17) e (18, Teorema 5.3).

Teorema 29. Sejam B C X aberto, €, L,r > 0, P = G([-r,0],B), T uma escala

t
lim & =0, e [to — r,+00)r um intervalo em escalas
t—+oco

temporais, com ty € T tal que to —r € T. Considere fungoes f : P X [tg,+00)r — X,

temporal com supT = +o0,

g: P x[ty,+00)r x (0, €] — X limitada e h: T — R tais que:

1. Para todo b > tg com b € T ey € G([to —1,b],B), as fungoes t — f(y,t) e
t = g(ys, t, €) sao regradas em [to, bly.

2. Eziste uma constante C > 0 tal que para x,y € P e uy,us € [tg, +00)1, com uy < ug,

vale que:
|1 @s) = £.5) Ak(s)| < C [l =yl AR(s)
3. Se z: [-r,0] = B € uma fungio regrada, entdo:
. 1 to+T
fddzgg%TAJ f(z,5)Ah(s)

existe e estd bem definida.

4. FEziste K > 0 tal que, para todo B > ty, vale que:

sy A7+ ) = 1(8)
T—+o0 T

< K.

Seja ¢ € G([to — 1, to]p , B) limitada. Suponha que para todo € € (0, €], a equagio dindmica
em escalas temporais:
t t
z(t) = z(to) + e/ f(xs, s)AR(s) + 62/ g(z%, s, €)Ah(s),
to to (531)
z(t) = ep(t), parat € [ty — 1 tolp,
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M
possut uma solu¢ao x. : [to —r,tg+ ] — B, e a EDF:
€ 1T

= Ef()(y;tk)a

4 (5.32)
y(t) = ep(t), parat € [to — 1, toly,

M

tem uma solucao . : [to —7r,to+ ] — B. FEntao, para todo v > 0, existe ¢g > 0 tal
€ 1T

que para € € (0, €, temos:

M
|ze(t) — ye(t)|| < v para todo t € |ty —r,to+ —| .
€T
Demonstracao. Podemos considerar ¢t = 0 sem perda de generalidade. De fato, se
to # 0, podemos definir T = {t —t, | ¢t € T} e fungdes f : P x [0, +oo)% — X e
g: P x|, +OO)1~1‘ x (0, €] — X tais que:

}(x>t) = f('%t + tO) € 5($7t76) = g(l’,t—f— to, 6)7

e as propriedades de f,g e T sdao generalizadas para f,g e T. Portanto, consideremos

to = 0 e definamos:
fi(z,0) = f(2,17) e g"(2,t,€) = g(2, 1", €).

Dado z € P e usando o Teorema 15 e o Lema 17, encontramos que:

fo(z) = lim ;/OTf(z,s)Ah(s): lim ;/OTf(z,s*)dh*(s):

T—+oo T—+o0

Entao, usando o fato de que x. :
€

funcional nao-auténoma em escalas temporais (5.31), o Teorema 23 implica que z :

M M
[—r, } N'T* — B é uma solugao em [—7", ] N'T* da EDF em medida:
€ €

-, ] — B é uma solucdo da equacao dinamica
T

x*(t) = 2*(0) + /Ot ef*(z*, s)dh*(s) + € /Ot g (x%,s,€)dh*(s),

x5 = €pr.

Por fim, o Lema 13 implica que as condigoes (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) sdo cumpridas.

Como as condigoes (5.12) e (5.13) foram tomadas como hipétese, temos pelo Teorema
9 que, para todo v > 0, existe ¢ > 0 tal que para todo € € (0,¢p] e t € [O,Aj}, a
desigualdade:

l2e(t) — ye ()] <,
vale, em que y. é uma solu¢ao da EDF auténoma em escalas temporais (5.32). Como

M
i (t) = x(t) para t € |0, —
€

€

, o resultado segue. O]
T
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Mostremos que a condicao 4 do teorema anterior é satisfeita por diversas funcoes

conhecidas. De fato, sejam w € R, H : [w,+00) — R uma fungdo continua tal que
H(t
lim existe e existe v > 0 tal que H(t) > 0 para t > . Seja B = lim L

t—+oo t—+oo t
Definamos h : [w,+00)r — R como sendo h = H |, to0),- Entdo, dados § > g e

T > max{0, —f3,v — 5}, temos:
W(T+p)—h*(B) _ h(T+P)) h(pB) _

T N T T
:<T+5)CT+@vh«T+m3_hwﬂ:
T T+7 (T + ) T
_ <T+ﬁ> ((T+5)* — (T + ) +1> h(T +B)")  h(B)
T T+p (T + B)* T

ComoT >~v—p0FeT >—0,temos T+ 3 >~veT+ >0, donde (T + )" >
max{vy,0} e:

M(T+5)7) _ HUT+B)) _
T+pyr T

T
uma vez que H(t) > 0 para t > ~. Ainda, T + 8 > 0, donde

(T+8)—(T+8)
T+p5

+ 8

>0 e:

+1>1>0.

Com isso, como (T + 8)* < + [3), segue que:

T
(T + B) — h*(B) T+pB\ ((T+p5)—(T+p5) h((T +B)*)  h(B")

( )( T+p “) T+p T

B\ (o(T+8)—(T+8)  \h(T+B)") B

)( “) ( T

a(
+
T
+

IA

T (T )
() (e e o5

~

h(T+p5) - (8

~—

Logo, lim existe e vale que:

T—+o0

lim (T + ) = h*(B) _ lim <71%—/3> (#(71+-ﬁ)_+>1> h((T 4+ B)")  h(B") _
T—+oo T . T—too T T+8 T+ p) =

= (1)(0+1)B—0=B.

Assim, fazendo K = max{B, 1} > 0, temos que:

sy BT+ 5) = (D)

< K para todo 3 > t,.
T—4o00 T

Em particular, dados n € N, a; > 0, 3;,C;,C >0, a; € [0,1) e M,b; € R para i €

b;
{1,...,n}, podemos tomar w > %ax T a tal que w > 0 de forma que H : [w, +o0) — R
i€{1,..., n a;

seja dada por:

H(t)=M+Ct+)_ Cit*™ log” (a;t + b;).

=1
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H(t
Entao lim t() = (' e existe v > 0 tal que H(t) > 0 para t > . Pelas consideragoes

t—-+o0
anteriores, existe K > 0 tal que:

h(T + B) — h*(B)
T

lim sup < K para todo 3 > t.

T—+o0

Note que fazendo C;, M = 0 para i € {1,...,n} e C' = 1, encontramos que H é a

identidade; fazendo C,C; = 0 para i € {1,...,n} encontramos a funcdo constante; fazendo

n=1 C, 0,01 =1ea,MC,b =0, temos que H é a funcao log; e fazendo n = 1,

Cy, fr,a1 =1 e M,C by =0, temos uma funcao da forma t** logt¢, com «y € [0,1). Assim,
diversas fungoes usuais satisfazem a condicao 4.

Por fim, no teorema anterior, caso h seja a identidade, podemos retirar a condicao

4 e estabelecer condicoes sobre T de forma a garantir a validade do resultado, conforme
feito em (1, Teorema 3.47) e (1, Lema 3.46).
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6 CONCLUSAO

Esse texto teve como objetivo apresentar resultados referentes ao método da média,
as equagoes diferenciais funcionais em medida e as equagoes dindmicas funcionais em
escalas temporais, desenvolvendo, no processo, os conceitos necessarios para o entendimento

desses resultados, como a integral de Kurzweil e as escalas temporais.

Conseguimos, ao longo desse trabalho, apresentar o Lema 1, um resultado inédito,
o qual nos permitiu dar novas demonstragoes das duas formas do Lema de Cousin, ambas
fazendo uso apenas de conceitos elementares de topologia na reta. Conseguimos, também,
generalizar muitos resultados, generalizagoes estas que advieram de uma simples mudanca
em uma definicdo. Tal fato levanta questionamentos sobre quais resultados poderiamos

obter generalizando mais alguns conceitos.

Devido a isso, podemos propor algumas continuagoes para esse estudo. Uma das
propostas é o estudo de outros conceitos associado a EDOs cléssicas para os tipos de
equacoes aqui abordados, como a estabilidade de solu¢oes. Outra proposta é a de tentar
generalizar a integral de Kurzweil para espagos métricos ou EVTs, e tentar generaliza-la
também para escalas temporais, com o intuito de obter uma relagao entre a integral de
Kurzweil em intervalos e a integral de Kurzweil em escalas semelhante a existente entre a
integral de Perron-Stieltjes e a A-integral de Perron-Stieltjes. Por fim, propomos investigar
o Teorema 9, com o intuito de, para outras escolhas de funcao, obter outras desigualdades
que possam ser usadas para encontrar outros métodos de aproximagao de solugoes, como

o método da média.
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