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RESUMO

Na Engenharia do Petréleo, um dos primeiros métodos de recuperagao avancada
de petroéleo foi o uso de solventes. Porém, este método tornou-se economicamente menos
atraente a medida que o valor do solvente aumentava. No final dos anos 70, o interesse
pelos métodos de recuperacao usando solventes ressurgiu, devido ao aumento do prego do
petrdleo e a maior confianga na capacidade de estimar a recuperacao. Isso motivou mais
estudos sobre este tépico. Por exemplo, Walsh e Lake 1989 modelam o deslocamento de
6leo por um solvente miscivel na presenca de uma fase aquosa imiscivel. Eles apresentam
uma solucao geométrica do problema de Riemann correspondente baseada na teoria de

fluxo fraciondrio sem especificar o sistema de equacgoes diferenciais.

O objetivo deste trabalho é estudar o sistema de leis de conservacao descrevendo
o mesmo modelo do trabalho Walsh e Lake 1989. Foi resolvido o problema de Riemann
correspondente classificando as possiveis solugoes de acordo com a saturagao de agua no
ponto de injegao. Foram encontradas trés possibilidades: (1) onda de choque, (2) onda
de rarefagdo, (3) ondas compostas. Foi demonstrado que a onda de choque é entrépica.
Para isso foi provado que a existéncia da solu¢ao na forma de ondas viajantes do problema
viscoso associado conectando os equilibrios correspondentes aos estados do problema de
Riemann na forma de a- e w-limites. Todos os resultados tedricos foram validados através

de simulagbes numéricas.

Palavras-chave: Leis de conservacao. Ondas viajantes. Problema de Riemann.

Injecao de solventes em meios porosos. Recuperacao avancada de petréleo.






ABSTRACT

Solvent waterflooding was one of the first enhanced oil recovery methods in
Petroleum Engineering. However, this method became economically less attractive as the
solvent value increased. In the late 1970s, interest in recovery methods using solvents
re-emerged due to rising oil prices and greater confidence in the recovery predictions. This
prompted further studies on this topic. For example, Walsh and Lake 1989 modeled the
displacement of oil by a miscible solvent in the presence of an immiscible aqueous phase.
They presented a geometric solution of the corresponding Riemann problem based on the

fractional flow theory without specifying the system of differential equations.

The present work aims to study the system of conservation laws describing the same
model as Walsh and Lake 1989. The Riemann problem was solved by classifying possible
solutions according to the water saturation at the injection point. Three possibilities were
found: (1) shock wave, (2) rarefaction wave, (3) composite waves. The shock wave was
shown to be entropic. For this, it was proved the existence of the traveling-wave solution of
the associated viscous problem connecting equilibria, corresponding to Riemann problem
states, in the form of a- and w-limits. All theoretical results were validated through

numerical simulations.

Keywords: Conservation laws. Traveling waves. Riemann problem. Solvent

injection in porous media. Enhanced oil recovery.
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1 INTRODUCAO

Apenas 30% do petroleo de um reservatorio podem ser extraidos com os métodos
tradicionais [2]. Ficam significativas quantidades de petréleo a recuperar nos pogos de
extragdo em operacao e inclusive nos pocos abandonados. Entre outros fatores, isto se
deve as diferencas de tensdo superficial entre as fases dgua, éleo e rocha [2]. Extrair mais
petréleo de um pocgo prejudica menos o meio ambiente e pode gerar mais lucros. Isso

justifica outros métodos de produzir petroleo.

Na Engenharia do Petroleo os métodos de recuperacao dividem-se em: primarios,
secunddrios e tercidrios [2]. A recuperagao primdaria usa a prépria pressao do reservatério. A
recuperacao secundaria utiliza a injecao de dgua para incrementar a pressao do reservatorio
e, dessa maneira aumentar o fator de recuperagao. Na recuperacao terciaria ou avangada
de petréleo (EOR, sigla em inglés para “Enhanced Oil Recovery”) usam-se outras técnicas

de recuperagao.

Dentre dos métodos de EOR temos os chamados métodos térmicos (combustao
in-situ [3, 4, 5, 6], injegao de vapor [7], aquecimento eletromagnético [8]), métodos quimicos
(injegao de solventes [1], injecdo de surfactantes [9], injegao de dcidos [10]) entre outros.
Nesta dissertacao o foco é estudar o deslocamento miscivel no contexto de injecao de
solvente seguindo a formulagao feita em [1]. O deslocamento miscivel é modelado usando
a Teoria de Fluxo Fracionario. As equagoes diferenciais que descrevem o modelo sao,
tipicamente, resolvidas usando o método das caracteristicas. A histéria da Teoria de
Fluxo Fracionario comega com os trabalhos de Buckley e Leverett [11] e Welge [12] para o

escoamento de agua-oleo e teve diversas outras contribuigoes.

Em [1] é mostrado um sistema de leis de conservacao que estuda o deslocamento de
6leo por um solvente miscivel na presenca de uma fase aquosa imiscivel. O fluxo fracionario
de dgua é considerado como uma funcdo dependendo da saturacao de agua e do volume
fraciondario de solvente na fase oleica, entre outras consideragoes. Os autores mostram um
procedimento grafico para determinar a solu¢do. Além disso encontram uma taxa 6tima

de agua com solvente.

Essencialmente todo o petréleo poderia ser recuperado usando inje¢ao de solvente,
mas isso nao seria economicamente viavel uma vez que o valor do solvente, provavelmente,
ultrapassaria o valor do éleo [13]. Escolher um método quimico que tenha viabilidade
econdmica ¢ um problema que deve ser tomado em conta. Em [14] é estudada a viabilidade

econdmica da injecao de solvente num meio poroso unidirecional cheio de 6leo.

Neste trabalho estudamos um sistema de leis de conservagao mostrado em [1],
considerando o fluxo fracionario de dgua s6 como fun¢ao da saturagao de agua. Provamos,
de forma analitica, a existéncia da solu¢ao na forma de ondas viajantes. Resolvemos o

problema de Riemann fixando o estado a direita (ou condigao inicial) e variando o estado a
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esquerda (condigao de injegao). Verificamos os resultados numericamente usando MATLAB

e RCD (Reaction-Convection-Diffusion Equations’ Solver), ver [15] para detalhes.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. Capitulo 2 contém uma pequena
introducao a leis de conservacao, ondas viajantes, escoamento bifasico, métodos de re-
cuperacao e, em particular, solventes. No Capitulo 3 é mostrado um resumo do artigo
[1]. Neste artigo sao estudados os efeitos da injegao simultdnea de dgua-solvente (solvent
flooding), que é o foco deste trabalho. No Capitulo 4 demonstra-se que existe solu¢ao na
forma de ondas viajantes para o sistema de leis de conservagao similar a mostrada em [1].
Corroboramos este resultado com simulagoes numéricas. Para isto utilizamos o algoritmo
ode45 de MATLAB e o c6digo RCD. A solucao na forma de ondas viajantes s6 é garantida
fixando o estado a direita e variando o estado a esquerda. No Capitulo 5 encontramos
uma solugdo para o problema de Riemann correspondente. Finalmente, no Capitulo 6 sao

apresentadas algumas conclusoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo faremos uma breve introducao a leis de conservagio (para maiores
informagoes ver [16, 17]), ondas viajantes (para maiores informagoes ver [18]), escoamento
bifasico (para maiores informagoes ver [19]), métodos de recuperacao e em particular

solventes (para maiores informagoes ver [2]).

2.1 LEIS DE CONSERVACAO

Uma lei de conservacao é um sistema de equagoes diferenciais parciais (EDPs) que
tem uma estrutura particular. Matematicamente um sistema de n leis de conservacao

unidimensional em n variaveis pode ser escrito da seguinte formas:

0 0
a IF
atU(:E, t) + 9

onde U € A C R” representa as variaveis de estado e F' : A — R" é chamada de fungao

(U(x,t)) =0, x €R, t € RT, (2.1)

fluxo para o Sistema (2.1) de leis de conservacao. Normalmente, F' é considerada de classe
C?(A). Em dinamica dos fluidos o conjunto A é o espago de estados. O espago R x R" ¢

referido como espago fisico—xt.

Neste trabalho lidamos apenas com sistemas hiperbolicos, que definiremos da

seguinte maneira.

Definicao 2.1. O Sistema (2.1) € dito hiperbdlico (hip.) em A quando a matriz jacobiana
de F', denotada por Jp(U) = A(U), tem autovalores reais \y < Ay < -+ < X\, para todo
U € A. Se todas as desigualdades forem estritas entao o sistema é dito estritamente

hiperbolico (estr.hip.).

Muitos problemas praticos na ciéncia e na engenharia envolvem quantidades con-
servadas e sao representadas por EDPs deste tipo [16]. O Sistema (2.1) é estudado com

uma condicao inicial sobre um dominio espacial:
U(z,0) = Up(xz), —o0<uz<00. (2.2)

O Sistema (2.1), junto com a Condigao (2.2), é chamado de problema de valor inicial
(PVI) ou problema de Cauchy.

Definigao 2.2. Uma solugdo cldssica do problema de Cauchy é uma fungio U : R xRt —
A CR" de classe C' que satisfaga o Sistema (2.1) e a Condigio (2.2).

Defini¢ao 2.3. Uma solugio fraca do problema de Cauchy (2.1), (2.2) é uma fungdio
UelLl (RxR") tal que

/OOO /O:O[U(% tpe+ F(U(x,1))p,|dudt + /O:O Us(@)poda = 0, (2.3)
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para toda fungio teste ¢ : R x [0,00[— R", de classe C* e de suporte compacto em
R x [0, ool.

O problema de Riemann centrado em x = 0 é um caso particular do problema de

Cauchy, onde as condigoes iniciais possuem um salto na origem:

U™, sex <0,
U(x,0) = (2.4)

Ut, sex >0,
onde U~ e U™ sao valores constantes. A constante U~ é chamada de estado & esquerda
(ou condicao de injecao) e a constante U™ é chamada de estado a direita (ou condigao

inicial).

A independéncia de escala é uma propriedade prépria ao problema de Riemann
(2.1), (2.4). Quer dizer que uma mudanga de coordenadas (x,t) — (cx, ct), para ¢ > 0, ndo
altera nem o sistema de equacoes, nem as condic¢oes iniciais. Consequentemente é esperado
que a solugao do problema de Riemann dependa apenas da razao & = x/t. Embora os
problemas de Riemann sejam apenas problemas de valor inicial, eles podem ser vistos

como uma superposigao nao linear de solugoes invariantes de escala [20].

Uma solucao invariante de escala pode ser dividida em varios grupos de ondas; as
ondas em cada grupo movem-se juntos como uma unica entidade. Mais precisamente,
definimos um grupo de ondas como uma solucao invariante de escala que nao contém
estados constantes intermedidrios. Assim, uma solucao de um problema de Riemann
compreende uma sequéncia de grupos de ondas se afastando uns dos outros. Os grupos
de ondas consistem em dois tipos de solugoes fundamentais: rarefagoes (suaves em quase

todo ponto) e choques (descontinuidades) [21], ver Figura 2.1.

2.1.1 Ondas de rarefacao

Admitindo que o Sistema (2.1) com Condicao Inicial (2.4) possui uma solugao

classica, abusando da notagao, substituimos U = U(§) (£ = x/t) e obtemos:

(AU()) - €NU'(E) =0, (2.5)

onde I é a matriz identidade do R™ e U’(€) denota a derivada de U(§). Uma possivel solucao
para a Equagao (2.5) é considerar U'(§) = 0, i.e., U é constante. Como é esperado que a
fungao U seja suave e conecte os dois extremos do salto, assume-se U’(§) # 0 na Equagao
(2.5). Segue que U'(£) deve ser um vetor caracteristico (a direita) de A(U) = DF(U)
associado a velocidade caracteristica A(U) = £. Isto implica que as solugoes suaves do
Sistema (2.1) devem estar sobre as curvas integrais dos campos de autovetores de A(U).

Logo, satisfazem o sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs),

U'(€) = €'(U(€)), (2.6)
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x=st
u=y
t ¢ .
U=y,
0 X 0 X
(a) Onda de choque: U~ > U™. (b) Onda de rarefacdo: U~ < U™.
t =
u=u,
0 X

(c) Onda de contato: descontinuidade com velo-
cidade F'(U) = const, para todo U.

Figura 2.1 — Curvas caracteristicas do Problema de Riemann (2.1),(2.4) paran=1e F
uniformemente convexa de classe C2.

junto com a condicao
&= N(U(S)), (2.7)

onde e’ denota um vetor caracteristico (a direita) da matriz jacobiana A(U), associado &

velocidade caracteristica A;.

Definicao 2.4. Sejam U~ e U os dados iniciais d esquerda e a direita como em (2.4).
Dizemos que o estado U é conectdvel ao estado U™ por uma onda de rarefacdio associada
a i—ésima familia caracteristica ou simplesmente por uma rarefagao—i, se U~ e UT estdio
na mesma curva integral do i—ésimo campo caracteristico definido por (2.6) e \;(U(§))

cresce como o parametro & ao longo de tal curva integral no sentido de U~ para U™, [16,
pag. 83.

Na Definigao 2.4 acima, impor que X\;(U(£)) seja crescente de U~ para U™ quer
dizer que no espago fisico—xzt a inclinacdo £ = z/t deve ser estritamente crescente de
& = N(U7) para & = N (U™) de tal forma que as retas caracteristicas de inclinagao
Ai(U(€)) cubram toda a regido entre as retas de inclinagdo \;(U~) e A;(UT). Sendo
§=\

(U(&)) estritamente crescente e cobrindo toda a esta regido, podemos inverte-la
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e obter a expressio de U(£) como funcio inversa de A (U(€)) na Equacao (2.7), isto é,
podemos escrever U (&) = (A\;)7(€), para todo & € [£1,&R].

Definicao 2.5. Uma curva de rarefacao—i que passa por um estado inicial U~ € o
conjunto dos estados U € A que podem ser conectados ao estado U™ por uma onda de

rarefagao—i, [16, pdg. 86].

Definicao 2.6. O i—ésimo campo caracteristico de DF(U) € dito genuinamente nao
linear num subconjunto A" C A, se VN, (U) - e/ (U) # 0, para todo U € A’. Por outro lado,
se VNi(U) - e/ (U) = 0, dizemos que o campo € linearmente degenerado, [16, pdg. 76,78].

Essa teoria sera aplicada no Capitulo 5 no contexto de escoamento dgua-solvente.

2.1.2 Ondas de choque, Condicao de Rankine-Hugoniot

Agora vamos caracterizar as solugoes descontinuas para o problema de Riemann
(2.1), (2.4). Comecgaremos pela definicao da palavra choque. Choques sao fung¢oes com
descontinuidades do tipo salto, que sao solugoes de leis de conservagao. Solugoes na
forma de choques aparecem devido a condicao inicial ou por causa de intersecao de curvas

caracteristicas no espago fisico—xt e que se propagam com uma velocidade vy.

Admitindo uma solucao fraca do problema de Riemann na forma de um choque
temos, como consequéncia do Teorema de Green, que os estados a esquerda U, a direita
U™ e a velocidade de propagacao vy satisfazem a chamada condi¢ao de Rankine-Hugoniot
dada pela expressao

FU") - F{U)—vU"-U")=0. (2.8)

A reta x = vyt no espaco fisico—xt é dita uma reta de descontinuidade da solucao.

Consideremos U™ fixo na Equagdo (2.8) com vy e U™ varidveis. Com isto, substi-
tuimos vy por v € R arbitrdrio e Ut por U arbitrdrio em A e teremos um sistema de n

equacoes algébricas nas n + 1 incognitas v e U:

HUT,v,U)=FUY) - FU)—vUt-U) =0. (2.9)
Da mesma forma, podemos fixar U~ em (2.8) e variar vy e U obtendo o sistema

HU 0, U)=FU)-FU )—v(U-U")=0. (2.10)

Definicao 2.7. Fizado Uy € A, a Curva de Hugoniot que passa por Uy, denotada por
H(Uyp), € o conjunto dos estados U € A tais que existe v € R satisfazendo a Equagio (2.9)
ou (2.10), com U~ = Uy ou com Ut = Uy, respectivamente, [16, pdag. 70].

Definicao 2.8. Considere U~ e Ut no espaco de estados A. Dizemos que o estado U™
é conectavel ao estado U™ por uma onda de choque, ou simplesmente por um choque,

se U~ e Ut estio na mesma Curva de Hugoniot e existe um nimero real vy tal que

HU,v,UT) =0, [16, pdg. 71].
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Uma solu¢do do problema de Riemann (2.1), (2.4) por uma onda de choque

propagando com velocidade vy € R tem a forma

U™, sex < wpt,
Ulz,t) = (2.11)
U*, se x> vyt.

Observacao 2.1. As ondas de rarefacio e ondas de choque sao chamadas de ondas

elementares.

Definicao 2.9. Uma curva composta que passa por um estado inicial U™, associado ao
1—ésimo campo caracteristico, ou composta—i, € o conjunto dos estados U de A tais que
exista um estado M € A de maneira que M seja conectavel a U™ por uma rarefacio—1i, e

que U seja conectavel a M por um choque de velocidade v = X\;(M), [16, pdg. 86].

Assim, uma soluc¢ao do problema de Riemann (2.1), (2.4) por uma composta—i
tem a forma
U™, sex < N(U,
Ulx,t) = 4 ()" Ha/t), se MUt <o < N(M)t, (2.12)
Ut, se \j(M)t < x.

A velocidade inicial de onda composta—i é dada por x/t = \;(U~) e a velocidade final
por z/t = \;(M) = v(M,U"). Agora temos as condigdes necessarias para a construgao de
solugbes U(x,t) do problema de Riemann com descontinuidades, porém esta construgao
resulta em infinitas solugoes. A seguir tratamos a questao da unicidade da solu¢ao impondo

um critério adicional chamado de condicao de entropia.

2.1.3 Condigao de entropia de Lax

A condicao de entropia de Lax estabelece critérios para a admissibilidade de choques
para sistemas de leis de conservagao estritamente hiperbdlicos e com campos caracteristicos

genuinamente nao lineares, ver [22].

Defini¢ao 2.10 (Condicao de entropia de Lax). Uma solugdo descontinua do pro-
blema de Riemann (2.1), (2.4) com salto entre os estados U~ e U™, que se propaga com
velocidade v € dita um choque admissivel sequndo a condig¢do de entropia de Lazx, ou apenas

um choque—i de Lax, se satisfaz as sequintes desigualdades:
)\i—l(U_) <v < )\Z(U_>, )\Z(U+> <v < )\Z’+1(U+), (213)
[16, pdg. 76].

Observe que um choque—t de Lax esta associado a :—ésima familia caracteristica, no

sentido que as retas carateristicas associadas a i—ésima familia carateristica se encontram
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ao longo da reta de descontinuidade x = vt quando provenientes de lados distintos desta

reta.

Para um caso particular, de lei de conservacao com duas equacoes, sao admitidos

somente dois tipos de choque (Choque—1 e Choque—2) definidos a seguir:
Choque—1
MU <v<XU), v< X \(U). (2.14)

Choque—2
)\1(U7) <v < )\Q(Ui), )\2(U+) <. (215)

Para sistemas que nao sao estritamente hiperbodlicos o critério de Lax é insuficiente
para garantir até mesmo a existéncia da solugdo quanto mais a unicidade, ver [23]. Por

isso é necessario introduzir outras condicoes de entropia.

2.1.4 Condicao de entropia de viscosidade

Adicionando um termo viscoso, o Sistema (2.1) com regularizagdo parabdlica é

) )
SU(8) + - F(Ux,1) = d(BU)Uy), € >0, (2.16)

onde a matriz B(U) ¢é conhecida como matriz de viscosidade e a constante € > 0 como
fator multiplicador. Uma forma de determinar se a solu¢do em choque do problema de
Riemann (2.1), (2.4) é admissivel consiste em verificar se a solugdo de (2.16) com as

mesmas Condigoes Iniciais (2.4) tende para essa solugao descontinua quando ¢ — 0.

Agora procuramos por solugoes do problema de Riemann (2.1), (2.4) da forma
(2.11), onde vy satisfaz a condigao de Rankine Hugoniot (2.8) na forma de ondas viajantes,

que serao explicadas em detalhe na Segao 2.2. Substituindo a solu¢do na forma
Uz, t) =U(), com & =x — v, (2.17)
em (2.16) obtemos:
—wU(E) + (FU()Y = (BUE)U()): (2.18)
O simbolo " denota a derivada em relagdo a £. Integrando (2.18) em relagao a & obtém-se
BUE)U (&) = F(U(§)) —wU(§) + C, (2.19)

onde C' é uma constante de integracao. KEsta solugao precisa satisfazer as seguintes

condic¢oes de contorno

lim U(€)=U" e lim UE) =U". (2.20)

E——00 E——+o00

Para (2.20), U~ é uma singularidade de (2.19) e

C=uvlU" —FU). (2.21)
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De (2.19) e (2.21) obtém-se o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias:
BUE)U'(§) = FU(E) — F(U™) —v(U§) —U"). (2.22)

Note que os pontos de equilibrio do Sistema Auténomo (2.22) coincidem com a curva de
Hugoniot H(U™).

Observagao 2.2. Neste trabalho, na Equacao (2.22), consideramos B(U(§)) = Iaxo,

onde Iy € a matriz identidade.

Defini¢ao 2.11 (Condicao de entropia de viscosidade). Uma solugio descontinua
do problema de Riemann (2.1), (2.4) com velocidade de propagagio vy conectando 0s
estados U~ e Ut é admissivel, sequndo a condigio de entropia de viscosidade [24, pdg.
221], se existir uma drbita do Sistema (2.22) tal que
lim UE)=U", lim U =U". (2.23)
E——00 §—r+o0
Observe que a condi¢cdo de entropia nao estd relacionada com uma familia de

caracteristica especifica e, portanto, a condi¢do de viscosidade é conveniente para sistemas

de leis de conservagao nao estritamente hiperbélicos.

Outros choques que sdo de nosso interesse sao os choques onde a velocidade
caracteristica coincide com a velocidade de choque. Eles aparecem como limites de choques
de Lax, i.e., nos casos onde uma ou as duas desigualdades (2.14), (2.15) tornam-se uma

igualdade. Eles sao admissiveis, desde que satisfacam a condigao de entropia de viscosidade.

Tipicamente o Problema de Riemann (2.1), (2.4) possui infinitas solugoes fracas
quando estas sao descontinuas. A condicao de entropia de Lax é um critério de admissibi-
lidade para escolher a solucao tnica e fisicamente relevante no caso do fluxo genuinamente

nao linear. A vantagem deste critério é simplicidade de sua verificacao, ver Definicao 2.10.

Por outro lado, a condicao de entropia de viscosidade é valida para qualquer solugao
descontinua do problema de Riemann (2.1), (2.4). Ela é mais complexa de aplicar pois
envolve estudo de ondas viajantes de um sistema andlogo a Equacao (2.19) no sentido de

orbitas que conetam os equilibrios como a—limite e w—limite, ver Defini¢ao 2.11.

2.2 ONDAS VIAJANTES

Estudar uma solugao do problema de Riemann (2.1), (2.4) na forma de ondas
viajantes tem-se convertido em parte essencial da andlise matematica nos processos nao
lineares de difusao-conveccao e reacao. Este estudo proporciona um meio de encontrar
uma solugao explicita para o problema [25]. As ondas viajantes sdo solugoes caracterizadas
geometricamente como fungoes que nao mudam de forma ao longo do tempo e movem-

se com velocidade constante v. Estas solugoes somente dependem da varidvel viajante
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& = x — vt, o que significa que o sistema original de equagoes diferenciais parciais pode ser
reescrito como um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Alguns autores aplicam

esta teoria em problemas especificos [4, 26, 27].

Defini¢ao 2.12 (Solugao na forma de ondas viajantes [28, pag.39]). Primeiro é
considerada uma equagao diferencial parcial parabolica que envolve duas varidveis x € R,

t € R. Uma solugdo da forma
u(z,t) =w(), xzeR, teR, E=z—ut (2.24)

¢ chamada uma onda viajante, v € uma constante (velocidade da onda) e w € a frente de

onda que satisfaz as sequintes condigoes:

lim w(§) = wy, onde w_ # wy, (2.25)

E—+oo

e os limites para as derivadas de w satisfazem:

lim we = lim we(§) =0. (2.26)

E—+o0 E—+to0

A seguir sao mostrados alguns resultados da teoria de equagoes diferenciais ordina-
rias, que permitiram garantir a existéncia da solucao na forma de ondas viajantes para o

problema de Riemann estudado no Capitulo 4.

2.3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

As EDOs tém muitas aplicagoes, por exemplo, elas podem expressar de forma
natural leis da Fisica, Biologia e Economia [29]. Nesta se¢cdo vamos mostrar alguns
resultados da teoria qualitativa de equagoes diferenciais ordinarias que nos permitira

mostrar uma relagdo entre sistemas lineares e nao lineares.

Consideremos uma EDO auténoma de primeira ordem, que denotamos como:

' = f(x), (2.27)

com campo vetorial f : E C R® — R" de classe C*, 1 < k < oo, v € R" e E subconjunto
aberto de R"™.

Definicao 2.13. Uma aplicacao diferencial X : I — R™ tal que:

o A imagem de I por X estd contido em E, isto é, {X(t);t € [} C E.

. iX(t) = f(X(t)), para todo t € I.

¢ uma solugdo para a Equagdo (2.27) no intervalo I, [29, pag.208].
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Definicao 2.14. Considerando a Equagio (2.27), dizemos que xo € E é um ponto
singular (ou equilibrio) do campo f se f(xg) = 0. Se f(xg) # 0, x é chamado de ponto
nao singular (ou ponto regular), [29, pdg.208].

Definicao 2.15. O conjunto v, = {X(t,p);t € I,}, isto é, a imagem da curva integral de
f(x) pelo ponto p, chama-se orbita de f(x) que passa pelo ponto p, onde I, é um intervalo
aberto, [29, pag.217].

Observagao 2.3. As solugoes da Equagio (2.27) também sao chamadas de trajetorias

ou curvas integrais de f(x).

Consideramos o sistema linearizado da Equagao (2.27)
' = J¢(xo)x, (2.28)

onde z € R", J;(zo) = J; é a matriz jacobiana do campo f em zy. Se z € R?, entdo
J¢(xp) € uma matriz de 2 x 2. O comportamento das érbitas de 2’ = J¢(xp)z depende dos

seus autovalores, os quais podem ser obtidos com a seguinte formulacao:

Mz = (1/2)(tr(Jp) £ \Jtr(Jp)? — 4det(Jy)). (2.29)
E possivel classificar os autovalores para os pontos de equilibrio 29, pdg.65-69], como
mostrado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Classificagdo dos pontos de equilibrio segundo os autovalores, considerando a
matriz J¢(xy) como em (2.28) invertivel.

Autovalores reais e distintos Autovalores complexos conjugados Autovalores reais iguais
(M # X2 #0) (M =a-+1ib, A\a =a—1ib, com b #0) (A1 =X #0)
Atrator estr. hip. (A1 < A2 < 0) Centro (a = 0) Repulsor hip.(A; = A2 > 0)
Repulsor estr. hip. (A2 > A1 > 0) Atrator complexo (a < 0) Atrator hip. (A = A2 < 0)
Sela estr. hip. (A2 >0 > Ap) Repulsor complexo (a > 0)

Definigao 2.16. Sejam E um subconjunto aberto de R™ e f : E — R" de classe C*.
Para cada p € E, seja ¢(t,p) a solugio da Equacio (2.27), onde x(0) = p. Parat no
dominio de ¢(t,p), a aplicagao ¢i(p) = ¢(t,p) € dita fluro da Equagao Diferencial (2.27),
[16, pag. 210)].

Teorema 2.1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja 9 € E C R™ um ponto de
equilibrio do campo de vetores f : E — R™ de classe C' e ¢, o fluro do Sistema (2.27).
Suponha que a matriz Jp(xg) (matriz jacobiana de f calculada em x() nao tenha autovalores
com parte real nula. Entdo existe um homeomorfismo H de um conjunto aberto U C R",
contendo 0, em um conjunto V' C R"™, contendo xy, tal que, para cada x € U existe um
intervalo aberto Iy C R contendo 0, tal que para todo x € U et € Iy, H o ¢(x) = e H(x).
Ou seja, H mapeia trajetorias do Sistema (2.27) prézimas a xo em trajetorias do Sistema

Linear (2.28) proximas a 0 e preserva a parametriza¢do.
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Demonstragdo. A demonstragao deste teorema encontra-se em [29, pag.291]. O

Um conjunto S C F chama-se conjunto invariante pelo campo f : E — R" se para
cada x € S tem-se que ¢(t,x) € S para todo t € R, onde ¢(¢, ) denota o fluxo de f. Seja
o conjunto Ef = Ei(f) = {x € E; ¢(t,x) — S quando t — oo}, ou seja d(¢(t,x),S) — 0
quando t — oo (d métrica em R"). E% chama-se conjunto estavel de S. Analogamente,

define-se £¢ = E¥(f) o conjunto instavel de S, tomando ¢ — —oo.

Teorema 2.2 (Teorema da Variedade Estavel). Sejam E C R"™ um subconjunto
aberto contendo a origem, f : E — E de classe C' e ¢, o fluro do Sistema Ndo Linear
(2.27). Suponha que f(0) = 0 e que a matriz J¢(0), matriz jacobiana de f calculada
na origem, tenha k autovalores com parte real negativa e n — k autovalores com parte
real positiva. Entdo existe uma variedade diferenciavel k—dimensional S tangente ao
subespaco estdvel E° do Sistema Linear (2.28) na origem, tal que, para todo t > 0,
¢:(S) C S e para todo xg € S, tliglo o¢(xo) = 0. Também existe uma variedade diferencidvel
(n — k)—dimensional U tangente ao subespago instavel E* do Sistema Linear (2.28) na

origem, tal que, para todo t <0, ¢,(U) C U e para todo xq € U, tLiI;n o(zo) = 0.

Demonstragdo. A Demonstracao deste teorema é encontrada em [29, pag.296]. ]

Observacao 2.4. O Teorema da Variedade Estdvel garante a existéncia e unicidade
das superficies S (estavel) e U (instdvel) numa vizinhanga da origem. Também pode-se
derivar uma classificacao topologica das singularidades hiperbolicas de um campo a partir

da classificagao topoldgica dos campos lineares hiperbdlicos [30)].

Definicao 2.17. Uma odrbita heteroclinica para um sistema dindmico suave é uma
trajetoria B(t) que conecta dois equilibrios diferentes do sistema, By € f1, isto €, tl}r_n B(t) =
By € tli)m B(t) = B1. Se fo = P1, B(t) é uma drbita homoclinica, [18, pag. 4].

Teorema 2.3 (As 6rbitas formam uma particdo do espago de fase). Seja uma
equagdo diferencial autonoma de primeira ordem x' = f(x), que satisfaz a propriedade de
existéncia e unicidade de solucao para qualquer dado inicial. Entao, dadas duas orbitas
do espago de fase ou ambas coincidem (sdo uma mesma drbita) ou sao disjuntas (ndo se

intersectam,).

Demonstragdo. Sejam 7, e v, duas drbitas. Neste caso y; é a imagem de uma trajetoria

x1(t) e 72 é a imagem da trajetoria xo(t),
N = Imagem(z1(t)), 72 = Imagem(zs(t)). (2.30)

Suponhamos que existe um ponto Z que pertence a 1 Ny, (as duas érbitas se intersectam).
Entao
T = Q?l(tl), (231)
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para certo instante t; € R (porque & € v; = I'magem(z:(t)), e analogamente

para certo instante t € R (porque & € v = Imagem(zy(t))).

A funcao x3(t) := zo(t — (t; — to)) transladada a solu¢do 5 no tempo, ela também
¢ uma solucao da mesma equacao diferencial. Como o grafico no plano tx da solucao
x3(t) é uma translagao horizontal da solucao z5(t), a proje¢ao sobre o eixo vertical das x

coincide com a solucao z5(t). Logo,
Imagem(x3(t)) = Imagem(z(t)). (2.33)

Além disso, x3(t1) = xa(ta) = & = z1(t1). Entao x3(t) e x1(f) sdo solugdes da equagao
diferencial e ambas verificam o dado inicial z(t;) = #. Como a equacao diferencial satisfaz
a propriedade de unicidade da solu¢do com dado inicial, entdo as solugoes x3(t) e x(t)

sao iguais. Logo, suas imagens sao iguais:

Imagem(x3(t)) = Imagem(z:(t)). (2.34)
Reunindo as igualdades (2.33) e (2.34) deduzimos que

Imagem(xy(t)) = Imagem(za(t)). (2.35)
Reunindo as igualdades (2.33) e (2.35) concluimos que

Assim, provamos que duas Orbitas que se intersectam coincidem. Equivalentemente,
duas érbitas quaisquer, ou coincidem (sdo uma mesma 6rbita) ou sdo disjuntas (ndo se

intersectam). O

2.4 ESCOAMENTO BIFASICO

Em diversos ramos da atividade industrial pode ser encontrado o escoamento
multifasico. Ocorre quando uma mistura de duas ou mais fases, que nao se encontram
totalmente diluidas, escoam simultaneamente numa geometria dada [31]. O escoamento
bifasico (two-phase flow em inglés) é um caso particular do escoamento multifasico. Este
pode ser usado para descrever o fluxo simultdneo de agua e 6leo, que é o foco deste trabalho
[19]. Por exemplo, na Industria de Extragao de Petréleo (nos métodos de recuperagao

secundaria ou tercidria) é comum ter pelo menos duas fases escoando simultaneamente.

Para prever a eficacia das técnicas de EOR, o desempenho do reservatério e a
producao de hidrocarbonetos, os modelos matematicos e computacionais sdo ferramentas

essenciais. Isto motiva a estudar modelos de escoamento bifasico para meios porosos, ver
32, 33].
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A equacao de Buckley-Leverett é uma lei de conservacao escalar unidimensional
que modela o escoamento bifasico. Ela pode ser usada na modelagem de escoamento
agua-Oleo [16]. Em particular a equagao de Buckley-Leverett para o modelo de Corey

quadratico para func¢oes de permeabilidade se expressa matematicamente como:

au(x,t) + aaxf(u(x,t)) =0, r€R, te R, (2.37)
onde
w2
Flu) =7 a2 (2.38)

em que u é a saturacao da fase aquosa e a constante « é a razao da viscosidade do 6leo

pela viscosidade da agua.

O valor onde a derivada do fluxo fracionario é maximo chama-se de ponto de inflexao
e o denotamos como u,, observe a Figura 2.2. Para a Equacao (2.37), consideramos a
seguinte condicao inicial tipica do chamado Problema de Riemann:
u, x <0,
ut, x> 0.
A solucao do problema de Riemann (2.37), (2.39) considerando (2.38) pode ser resolvido

nos seguintes casos:

1. v~ < u" < wu,: Nesta faixa temos f'(u™) > f'(u™), e obtemos uma solugdo por
choque:
u, < vt
u(z,t) =
ut, x> vot.
Com velocidade de choque vy dada pela condi¢cao de Rankine Hugoniot
_ Jw) = fluh)

u- —ut

2. u, < ut < u: Neste caso temos f'(u”) < f'(ut), e obtemos uma solugdo por

rarefacao:
u™, z/t < f'(u7),
u(z,t) = (f)x/t), fllu) <z/t < f(u'),

ut, x/t > f'(uh).

Para os dois casos restantes, definimos o ponto tangencial u”, tal que

Fa) = )

e (2.40)

3. ut < u* <u” < wul: Este caso é uma extensao do Caso 1. (solugdo por onda de
choque) dado que temos f'(u™) > f'(u™).
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4. vt < u, < ul < u: Obtemos uma onda de rarefacio desde o ponto tangencial
até o estado esquerdo, e uma queda de choque desde o estado direito até o ponto

tangencial, dado como segue:

u”, xf/t < f'(u”),
u(z,t) = (f ) Lz/t), f'(u) <z/t < f'(u7), (2.41)
ut, z/t > f'(ul).
Note que a velocidade de choque vy = f’(u”), onde f'(u”) é dado como em (2.40) e

cumpre a condi¢ao de Rankine-Hugoniot. A construcao do ponto tangencial pode

ser observada na Figura 2.2.

Estado a esquerda

1 T T T T T T . T
u .
L Ponto tangencial
0.8 ! J
0.6 J
Ponto de inflexacao
0.4} ‘ 4
0.2+ J
Est. a direi
0 T 1 1 : 1 1 1 1 ! 1
o=uR o1 0.2 03 u, 04 05ul 06 0.7 uL 0.8 0.9

Saturacdo de agua

Figura 2.2 — Construgao do ponto tangencial (Caso 4.).

2.5 CONSTRUCAO DE OLEINIK

Olga Oleinik (1925 —2001) foi uma matematica ucraniana que fez muitas contribui-
¢Oes a geometria algébrica, a topologia de superficies e a teoria de equacoes hiperbdlicas
nao lineares, entre outros temas. Ela demostrou a existéncia e unicidade da solucao para

leis de conservagao escalares com regularizagao parabdlica [34].

Consideremos o seguinte problema de Riemann

Uy + f(u)$ = Oa
u, <0, (242)

ug(r) =
ut, x>0,
onde a funcdo fluxo f: R — R é de classe C!, e estd bem definida num intervalo I com
extremos u~ e uT. Quando a derivada da fung¢ao de fluxo f’(u) é mondtona o estudo da

solucao pode ser simplificado em trés casos:

1. Com u~ = u™, a solucao é constante.
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2. Quando f'(u™) < f'(u™) é usado um invariante escalar (£ = x/t) e serdo construidos

leques de ondas de rarefagao (Subsegao 2.1.1).

3. Para f'(u™) > f'(u™), a relacdo de Rankine-Hugoniot mostrara as ondas de choque

e as descontinuidades de contato (Subsegao 2.1.2).

Quando f’(u) nao é mondtona é possivel construir a solu¢do do Problema de

Riemann (2.42) usando a construgdo geométrica de Oleinik.

Segundo [35], uma equagao parabdlica tem solugdes suaves. Isto pode ser generali-

zado para o caso escalar e podemos considerar a equagao viscosa
up + f(u>a: = €Ugy, (243)

associada ao problema original (2.42). A solugao de (2.42) é fisicamente correta se a solu¢do
u(x,t,€) de (2.43) com a mesma condigao inicial do problema de Riemann aproxima-se
no limite (¢ — 0%) da primeira. Oleinik demostrou a existéncia da solu¢do do Problema
de Riemann (2.42) usando a equagao viscosa. Ela também introduziu uma condig¢do que

pode ser reescrita da seguinte forma:

f) = f) o )= f)

u—u" uw—ut (244)

para todo u entre u~ e ut e v é a velocidade de propagacao (f(u™)— f(u™) = v(u™ —ut))

obtida da relagdo de Rankine-Hugoniot.

A construgao da solugao do Problema de Riemann (2.42) é determinada pelo grafico
de f. Procuramos a envoltoria convexa do grafico da funcao de fluxo f. As rarefagoes serao
determinadas quando a funcao de fluxo e sua envoltéria convexa coincidirem, enquanto, os

choques serao determinados quando a funcao fluxo e sua envoltéria convexa diferirem.
Quando u™ < u~ u* u®, entdo construimos a envoltéria convexa da funcao de

fluxo: conv(f) = {(u,y) : vt <u<u ey < f(u)}, veja Figura 2.3. O limite superior

Estado a esquerda
1 T T T T T T 3

u .
f Ponto tangencial
0.8+ : i
0.6 ‘ | 4
Ponto de inflexaca ; !
0.4+ ; ; i
0.2f | | -
Est a dikei j ; :
0 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 \ 1
o=ul o1 0.2 03 u, 04 05ul 06 07 & 08 0.9

Saturacdo de agua

Figura 2.3 — Envoltdria convexa mostrando choque e rarefacao com ut < u™.
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de conv(f), estd composto pela reta que passa pelos pontos (0,0) e (u”, f(u”)) e segue
y = f(u) até o ponto (u~, f(u™)). O ponto de tangéncia (u”, f(u')) é o valor pés-choque.
A linha reta representa o salto de choque desde u = u’ até u = 0, e o segmento que segue

f(u) é a onda de rarefagao.

2.6 METODOS DE RECUPERACAO

Um reservatério de petréleo é um meio poroso que contém hidrocarbonetos (petré-
leo). Técnicas de simulagdo numérica ajudam no processo de modelagem da recuperagao
de petroleo. O principal objetivo dessa simulacao é prever o comportamento futuro do
reservatorio e encontrar maneiras e meios de otimizar a recuperacao dos hidrocarbonetos

em certas condi¢oes operacionais [36].

Como foi dito na Introducao deste trabalho, os métodos tradicionalmente sdo
classificados em trés tipos. Na recuperacao secundaria, a injecao de agua ou gas nao é
muito eficaz e, apds esse estagio, 50% ou mais dos hidrocarbonetos geralmente permanecem
no reservatério [36]. Devido a forte tensdo superficial, uma grande quantidade de 6leo é
aprisionada em pequenos poros e nao pode ser recuperada com esta técnica. Esse fendmeno
é conectado a densidade e viscosidade do 6leo. Nestes casos a agua tem mobilidade maior
que petréleo, ajuda na formagao de dedos (fingering) resultando na maior recuperagao de
agua nos pogos de produgao [36]. Um dos primeiros métodos de recuperagao terciaria ou
avangada de petroleo é o uso de solventes [2]. A seguir falamos, com mais detalhe, sobre

este método.

2.6.1 Solventes

Trata-se da situagao em que no processo de extracao de petréleo um determinado
solvente é adicionado na agua injetada para aumentar o fator de recuperacao. No entanto,
o uso de tais espécies quimicas no processo de inje¢cao aumenta o custo total [14]. Isto

motiva o estudo mais aprofundado dessa técnica.

Dois fluidos que se misturam totalmente dentro de uma fase sao chamados misciveis.
A maioria dos agentes usados na Industria do Petroleo mostram miscibilidade parcial em
relacdo ao 6leo cru. Neste contexto a extracao de petréleo usando solventes recebe o nome

de inundagdo de solvente (solvent flooding) [2].

A menos de certas condigoes muitos solventes tornam-se misciveis com o éleo, no
entanto todos os solventes de uso comercial sdo imisciveis na fase aquosa [2]. Um exemplo,
onde a miscibilidade dos solventes é uma vantagem para o deslocamento efetivo do 6leo
é mostrado em [37]. Em [1] é estudado o deslocamento de 6leo por solvente miscivel na
presenga de uma fase aquosa imiscivel e ¢ mostrado um procedimento grafico para obter
uma proporg¢ao otima de agua-solvente. No capitulo seguinte ¢ dado um breve resumo

deste artigo.
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3 APLICACAO DA TEORIA DO FLUXO FRACIONARIO PARA INJE-
CAO DE SOLVENTES E FUIDOS DE PERSEGUICAO

Este capitulo é um resumo do artigo “ Applying fractional flow theory to solvent
flooding and chase fluids” escrito por Mark P. Walsh e Larry W. Lake, publicado em 1989.
No mencionado trabalho os autores enfatizam que o estudo do deslocamento miscivel é
baseado na Teoria do Fluxo Fracionario. A teoria é aplicada no estudo do deslocamento
de 6leo por um solvente miscivel na presenca de uma fase aquosa imiscivel e utilizam a
condicao de coeréncia, da qual resulta que todas as velocidades de concentracao devem
ser iguais. O artigo mostra os seguintes resultados: (1) procedimentos graficos que sao
validos para diferentes proporgoes de dgua-solvente e condigoes iniciais arbitrarias; (2)
estudo de uma proporgao dgua-solvente 6tima para recuperagao; (3) um procedimento
para a adimensionalizacdo de uma quantidade de solvente injetado; (4) procedimento para
a selecdo do melhor fluido de perseguicao (chase fluid); (5) o conceito e os métodos para
calcular uma proporcao de agua-solvente no fluido de perseguicdo que minimiza o uso do

solvente. Neste capitulo focamos no primeiro item.

3.1 HIPOTESES

A Teoria de Fluxo Fraciondrio usada em [1] e também neste trabalho é baseada

nas seguintes hipoteses fisicas:

1. O fluxo é unidimensional.

2. O meio poroso ¢ isotérmico. Os fluidos estdo em equilibrio termodinamico local.
Esta condicao significa que precisamos tratar apenas com equagoes de conservacgao

de massa.

3. As propriedades da matriz porosa e dos fluidos envolvidos sao independentes da

pressao.
4. Nao hé reagdes quimicas e os fluidos se misturam idealmente.

5. A dissipagao dos fluidos é desprezivel significando que nao sao consideradas a pressao

capilar e difusao do solvente da fase oleica.

6. Temos 3 componentes (dgua (w), éleo (0) e solvente (s)) e 2 fases (fase oleica (o) e fase

aquosa (w)). O meio poroso é considerado uniformemente saturado (S, + S, = 1).

7. Condicao de fronteira a esquerda corresponde a injecao simultanea de dgua e solvente.

Condicao de fronteira a direita corresponde a situacao inicial do reservatoério.
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3.2 TEORIA

Nesta secao sao discutidas algumas equagoes e propriedades fisicas, além do esboco
de uma técnica para resolver estas equacoes e determinar uma quantidade de solvente

injetado.

Antes de apresentar o sistema de leis de conservacao vamos introduzir as variaveis
adimensionais t,qy € T,9. O tempo adimensional define-se como a razao entre o volume

cumulativo do fluido injetado e o volume do meio poroso (PV),

t

/Audt
tog = 0 —n, 3.1
=t (3.1)

onde ¢ é a porosidade, L é o comprimento total do meio permeavel, A é a area da secao
transversal com valor médio A e u é a velocidade de Darcy. Ou seja, t,q = 1 corresponde

ao tempo que leva para injetar um PV.

A posicao adimensional é definida na seguinte equacao:

Gog = 20— (3.2)

Esta defini¢do é muito usada na literatura [2], pois permite levar em conta casos

onde o meio poroso é heterogéneo.

Considerando as hipdteses vistas na Secao 3.1, a equacao de conservacao unidimen-

sional para a 1—ésima componente é dada por

oc;  OF;
atacl axad

=0, i =w,o,s, (3.3)

onde C; e F; sao a concentragao total e o fluxo fracionario total da i—ésima componente

respectivamente. Estas varidveis, por sua vez, sdo definidas como:
Ci = Socio + chiwa Fz = foOio + waiwa 1= w,o,Ss, (34)

onde S; ¢ a saturacao da fase j = o, w, Cj; representa o volume fraciondrio da componente

i na fase j e f; denota o fluxo fraciondrio da fase j.

Observacao 3.1. Neste trabalho usamos apenas meio poroso homogéneo e, portanto,

usaremos notacao x e t, que a menos de constantes coincidem com espaco e tempo usuais.

Observacao 3.2. Neste trabalho serdo considerados Cyy = 1, Cypy = Cppy = Co = 0 €
Cso + Coo = 0. Com estes valores serd escrito o sistema de EDPs que descreve um modelo

mais simples pelo proposto por Walsh e Lake. Isto pode ser observado na Segdo 3.2.3.
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3.2.1 Relagoes do fluxo fracionario

O fluxo fracionério da fase j, f;(Sw,Cs), € considerado como uma funcao que

depende da saturagao de dgua (S,) e do volume fracionédrio de solvente na fase oleica

(Clso)-

No artigo [1] a andlise geométrica foi feita para qualquer fluxo fracionario em
forma da letra “S”, englobando modelos Corey-Brooks, de Van Genuchten etc. A hipdtese
geométrica usada pelos autores é que o fluxo fracionario de dgua depende da quantidade
de solvente. Em outras palavras, a curva do fluxo fracionario de d4gua com uma quantidade
maxima de solvente é construida desde a curva do fluxo fracionario de dgua sem solvente
(Figura 3.2). A Figura 3.1 mostra as permeabilidades relativas de dgua e dleo. Ela é

baseada em dados experimentais e representa geometricamente os modelos usados na

literatura.

Em [1], os autores nao explicitam quais sao as fungoes de fluxo fracionario, afir-
mando que, a partir de dados experimentais para qualquer modelo, as curvas fracionarias
sdo na forma da letra “S” (Figura 3.2). No presente trabalho, estendemos este artigo
analiticamente analisando as possiveis solu¢oes na forma de ondas viajantes, considerando

o modelo Corey-Brooks quadratico, ver Capitulo 4.

3.2.2 Condigoes iniciais e de fronteira
De acordo com a hipdtese 7, temos as seguintes condigoes inicial e de fronteira

Sw<x70) = Sw]7 € Z 07

(3.5)
Su(0,8) = Spy, t > 0.
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Daqui em diante I denota a condicao inicial e encontra-se sobre a curva de fluxo
fracionario de 4gua sem solvente, enquanto J denota a condi¢ao de injecao e localiza-se
sobre a curva de fluxo fracionario de agua com solvente, ver Figura 3.2. Em outras palavras,
inicialmente ndo tem presenca de solvente e a condi¢do de injecdo é uma mistura bifasica

de agua e solvente especificada pelo fluxo fracionario de agua com solvente no extremo da

injecao (fus = fuws(Swr))-

3.2.3 Meétodo de solucao

O método de solugao é geométrico, e utiliza a condicao de coeréncia, a qual envolve
uma caracterizacao para a velocidade da caracteristica da saturagdo de dgua (v.,) e
a velocidade da caracteristica da concentragao de solvente na fase oleica (v.,). Estas
velocidades sdo obtidas da seguinte forma. Primeiro, combinamos as equagoes (3.3) e (3.4)

junto com a Observacao 3.2, resultando

9Sy | Ofw

9(Cs0S,) n (Csofo) 0 '
ot oxr
Supondo solugoes suaves e usando a regra da cadeia, obtém-se o seguinte sistema de
equagoes:
08w n Ofw 0Sy 0
ot S, 0

(3.7)

9(Cs05,) n I(Csofo) 9(Cs05,)

ot 2CLS)  or

Agora, usa-se o método das curvas caracteristicas no Sistema (3.7), isto é, buscamos

curvas z(t) ao longo das quais S, e Cy,S, s@o constantes.

Derivando 5, e C,,S, com respeito a t ao longo das caracteristicas, obtemos

0Sy, N 0S, (dz _0

ot dx \dt ) ’ (3.8)

a(csoso) + a(CtsoSo) (d:ﬁ) —0 '
ot Ox at ) '

Assim, temos as seguintes inclinagoes das curvas caracteristicas:

(1) - losim
<§t> Y elomsyen

dt (0(CsoS,) /0)”

(3.9)

Comparando (3.7) e (3.8), temos que a velocidade da caracteristica da saturagao

de agua e a velocidade da caracteristica da concentragao de solvente na fase oleica sao:

. % . a(OsofO)
Vo = (asw>w’ Ve = la(csosaL' (3.10)
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Observacgao 3.3. As equacies (3.9) e (3.10) representam as velocidades das caracteristi-

cas. Porém, (3.9) tem o enfoque matemdtico enquanto (3.10) tem o enfoque fisico.

As equagoes dadas em (3.10) sdo as velocidades das solugoes numa regiao longe do
choque. Quando a mudanca de concentracao ou saturagao é abrupta, ou um choque, estas
ondas viajam com velocidade dada pela condicao de Rankine-Hugoniot introduzida na
Secao 2.1.2:

fw(Slj) _ fw(S;) (CSOfO)(OSOSO>+ - (Csofo)(csoso)_
— = A1
Sju_ - 51; oy (CSOSO)+ - (CSOSO)_ 7 (3 )
onde U = (S,,Cs), — e + representam os estados a esquerda (upstream) e a direita

(downstream), respectivamente.

Daqui em diante supomos que o fluxo fracionario da agua s6 depende de S,,. O
método pode ser aplicado ao Sistema (3.6), desde que satisfaga a condigao de coeréncia,
a qual diz que a velocidade da caracteristica da saturacao de dgua e a velocidade da
caracteristica da concentracao de solvente na fase oleica devem ser iguais, ver Apéndice A

em [1]. Entao tem-se:

A _ d(Cofs)
dS,  d(CsS,) “

Daqui em diante chamaremos v, - velocidade de concentragao. A Equacao (3.12) é satisfeita

(3.12)

sob as seguintes condigoes:

e Quando Cy, # 0 é constante, lembrando que f, =1 — f,. De fato:

d(Cfs)  dfs  dfy dSw  dfy  d1—f,)  dfs 5.13)
d(C.,S,)  dS, dSy dS,  dS.  dS,  dS. '
——

-1

Observando os extremos destas igualdades, fica demonstrada a afirmacao. A Equagao
(3.12) é uma forma adimensional da velocidade associada a Equagao de Buckley-
Leverett, correspondente a um deslocamento imiscivel (mais detalhes na Segao 2.4).
A velocidade de concentracao é o coeficiente angular da curva do fluxo fracionario

correspondente para cada valor de Cl,.

A Equacao (3.12) pode ser substituida por sua versao discreta:

fu(S3) = fu(Sy)
St —S- ’

Ve = (3.14)

que representa o coeficiente angular de uma reta secante a curva do fluxo fracionario

para saturacao de agua entre os estados — e +.

e Se v. é uma constante, o fluxo

fo = UcSo (315)
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satisfaz a Equagao (3.12). De fato:

d(csofo) d<CsoUcSo) d(Cso o) dfw
d(C.oS)) — d(CS)) — Cd(CuS)) T dS, (3.16)
—_———

1

Note que a Equagao (3.15) pode ser generalizada mostrando o fluxo em relagao
ao 6leo mével. Esta generalizagdo é feita incluindo a saturagao do 6leo residual (S, ), a

quantidade de solvente no dleo residual (Cyr) e a quantidade de solvente na fase oleica

(Csw), obtendo:
Jw — [1/(1 — Csw)

]
Ve = . (3.17)
Sw - {[1 - Sor(l - CsT)]/(l - Csw)}
Esta equacao pode ser reescrita na forma:
fw - b
c = s 3.18
- — (3.18)
onde LS, (1— Cur)
o - NMor - YT
a= - : (3.19)
€
po — " (3.20)
1= Oy '

A Equagao (3.18) pode ser obtida ao fazer um balan¢o material do solvente e
pode ser interpretada geometricamente como uma linha reta de inclinagdo v., partindo de

(Sw, fw) = (a,b) e intersectando a curva de fluxo fracionario de 4gua com solvente.

Também ¢ feito um balango material do 6leo, obtendo

fw_l

. = . 3.21
YT Sy — 1= S (1 — Cup)] (3:21)

Esta equacao é escrita de uma forma mais compacta:

fw -1
c = s 3.22
Ve =g (3.22)
onde

c=1-25,.(1-Cqp). (3.23)

Geometricamente, esta equacao representa uma linha reta com inclinacao v., que comeca

no ponto (Sy, fu) = (¢, 1) e intersecta a curva de fluxo fracionério de dgua sem solvente.

A construcao de solugoes do Sistema (3.6) usa o método grafico baseado na teoria
do fluxo fraciondrio e é semelhante a construcao de Oleinik [34]. Este método permite
encontrar a solucao fraca tnica e fisicamente coerente (equivalente a solugao entrépica,
como na Secao 2.1). A construgdo pode ser acompanhada nas Figuras 3.3 e 3.4, sendo
que os detalhes e legendas destas figuras estao detalhadas mais na frente (Se¢ao 3.3.1) no

decorrer do texto.
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Considerando as velocidades de concentracao (3.18) e (3.22), vindas das leis de
balango material o Método do Fluxo Fracionario é aplicado considerando as seguintes

regras [38]:

1. Primeiro, identificamos a condigao de inje¢ao (o ponto J) e a condi¢ao inicial do
reservatério (ponto I) sobre as respectivas curvas de fluxo fracionério, para exemplos
veja Figuras 3.3(a) e 3.4(a). Também identificamos os dados do reservatério Sy,
Csw ¢ Cyr, 08 quais ao ser substituidos nas equagoes (3.19), (3.20) e (3.23) permitem

calcular a, b e ¢, respectivamente.
2. Observar o valor de C,,.

e Se Cy, # 0, construa a reta que passa pelo ponto (a,b) com inclinagao v,
como na Equagao (3.18). Para exemplo, veja Figura 3.3(a). Esta reta passa
pelos pontos (a,b) e J. Apds este processo, construa outra reta que passa pelo
ponto (¢, 1) com inclinagdo v., como na Equacao (3.22). Esta segunda reta
passa pelos pontos (¢, 1) e OB (Oil Bank). Mas pela condi¢ao de coeréncia
tem-se v., = V., = V.. Finalmente, construa-se a reta que passa pelos pontos

OB e l.

» Se Uy, = 0, note que as equagoes (3.18) e (3.22) sao iguais. Construa uma reta
que passa pelo ponto P = (a,b) = (¢, 1) com inclinagdo v.. Para exemplo veja
Figura 3.4(a). Esta reta estende-se considerando a construgao da envoltéria

convexa proposta por Oleinik, [34], ver Secao 2.5.

3.3 RESULTADOS

Nesta secao ¢ mostrada a aplicagao do Método do Fluxo Fracionario para dois
casos: deslocamento tercidrio miscivel usando uma proporgao de dgua-solvente (Figura
3.3) e injegao continua de solvente (Figura 3.4). As solugoes sao apresentadas usando o

diagrama de Walsh, onde geralmente é mostrado, [39]:

1. Um gréfico de saturagao versus z, com ¢ fixo. Ele é chamado de perfil de saturacao.
Os perfis mostram a distribuicao da saturacao ao longo do comprimento do meio.
Por exemplo ver Figuras 3.3(b) e 3.4(b).

2. Um grafico de fluxo versus ¢, com z fixo. Ele é chamado histérico de concentracao.
O histérico do fluxo é aquele que considera = = 1, estes representam o que sai do

meio, se o fim da produgao estiver em x = 1. Por exemplo ver Figuras 3.3(c) e 3.4(c).

3. Um grafico de z versus ¢, com concentracao fixa. Ele é chamado de diagrama de

tempo-distancia. Por exemplo, ver Figuras 3.3(d) e 3.4(d).
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Figura 3.3 — Deslocamento terciario miscivel usando uma proporgao de dgua-solvente (Wg)
de unidade e incluindo uma saturacao de 6leo retido e solubilidade de solvente nas fases
de agua e 6leo retido.

3.3.1 Representacoes graficas

Considerando os valores de parametros dados na Tabela 3.1, a Figura 3.3 esta

composta por quatro sub-figuras. A seguir descreve-se cada uma delas.

Figura 3.3(a) ilustra as curvas do fluxo fracionario, sobre as quais é construido o
método de solugao grifica. Debaixo desta figura encontra-se Figura 3.3(b) a qual mostra
o perfil rotacionado de 90° para que coincida com as curvas de fluxo fracionario acima.
Neste diagrama, as ondas imisciveis sao representadas por linhas sélidas de cor azul e as

ondas misciveis por linhas sélidas de cor roxa.

Figura 3.3(c) mostra o histérico do fluxo. Isto é uma plotagem do fluxo fracionério
(na concentracao final do fluxo no meio, x = 1) versus o tempo t. O histérico do fluxo

também fornece um meio para calcular a recuperacao acumulada de éleo através da area
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Tabela 3.1 — Valores constantes para os parametros.

Simbolo Descrigao Valor
Jwr Proporcao especifica de dgua e solvente 0.5  (Figura 3.3)
Jwr Proporc¢ao especifica de dgua e solvente 0 (Figura 3.4)
Sor Saturacgao de dleo retido 0.15 (Figura 3.3)
Sor Saturacao de 6leo retido 0.10 (Figura 3.4)
Cow Solubilidade do solvente na fase aquosa  0.10  (Figura 3.3)
Csw Solubilidade do solvente na fase aquosa 0 (Figura 3.4)
Cyr Solubilidade particionada 0.20 (Figura 3.3)
Cor Solubilidade particionada 0 (Figura 3.4)
Lo Viscosidade do 6leo 2
o Viscosidade da agua 1
I Viscosidade do solvente 0.1
sob a curva, dada pela equagao:
t
Nyp = /0 Fylgyrdt, (3.24)

onde N,p é a quantidade do dleo recuperado expressado como uma fracao do volume do

meio poroso e F, é o fluxo fracionério total do 6leo com solvente.

Finalmente, Figura 3.3(d) é o diagrama distancia-tempo, o qual mostra linhas de
saturagao constante sobre um plano (x,t). Este diagrama foi organizado para que coincida

com Figura 3.3(b) a esquerda e Figura 3.3(c) acima.

Figura 3.4 se subdivide em 5 sub-figuras. As Sub-figuras 3.4(a), 3.4(b), 3.4(c)
e 3.4(d) mostram as curvas de fluxo fracionario, o perfil da saturacdo, o histérico do
fluxo e o diagrama distancia-tempo, respectivamente. Estas sub-figuras sao organizadas
analogamente ao caso anterior. Finalmente Figura 3.4(e) mostra a curva de producao de

6leo com solvente.
Caso I: Deslocamento terciario miscivel usando uma proporcao de agua-solvente

Para este caso, o método gréfico encontra-se na Figura 3.3(a). Esta figura ilustra
uma aplicacio das equagoes (3.17) e (3.21) para o deslocamento terciario! miscivel usando
uma proporg¢ao de dgua-solvente, com os valores na Tabela 3.1. Também, aplicando os
valores da tabela para as equagoes (3.18), (3.19) e (3.23) produzem os valores a = 0.98,

b=1.11 e c = 0.88, respectivamente.

O fluxo fracionério injetado localiza-se no ponto J sobre o gréfico f,, com solvente,
veja Figura 3.3(a). Equagao (3.17) mostra que o solvente se propaga através do meio
com uma onda miscivel de velocidade v, (v. = vs), que é a inclina¢ao da linha reta que
passa através do ponto J e do ponto (S, fu) = (a,b), ver Figura 3.3(a). Por outro lado, a

condicao de coeréncia (ver Equacao (3.12)) requer que esta velocidade vg seja a mesma

1 A designacao “tercidrio” denota que o deslocamento comeca na saturacao de éleo residual

Swr =1—So.
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que a velocidade da frente posterior do banco de 6leo. De modo que na Equagao (3.21)
mostra-se que a linha através do ponto (S, fu) = (¢, 1) com inclina¢do v, intersecta o

grafico de f,,, sem solvente, no ponto OB.

A linha tragada desde (c¢,1) até o ponto OB passa através de vérias curvas do
fluxo fracionério (estas curvas sao representadas em cor amarela na Figura 3.2) entre os
limites das curvas de fluxo fraciondrio da dgua sem solvente (cor vermelha) e da dgua com
solvente (cor azul). Todas estas curvas colapsam em uma tnica saturagdo de dgua, uma
vez que a onda de deslocamento miscivel ndo muda de forma na propagacao, [39, pag.37].

Todas as curvas coincidem no ponto I.

A curva do fluxo fracionario da agua sem solvente tem um deslocamento imiscivel
desde o ponto OB até a condigdo I. Usa-se Equacao (3.12) se a velocidade é monotoni-
camente crescente ao se deslocar sobre o grafico do ponto I para o ponto OB (onda de
rarefacdo) ou Equagao (3.14) caso a velocidade ndo seja monotonicamente decrescente
de I para OB (onda de choque). Para o caso mostrado na Figura 3.3(a) a velocidade
diminui e existe um choque na saturacao entre I e OB com velocidade v. = vpop. Com

isso terminamos o método grafico para o Caso 1.

Observacao 3.4. Quando estudamos o caso especial, onde nao hd solubilidade do solvente
na fase aquosa (Cs, = 0), os pontos (a,b) e (c,1) coincidem e as equagies (3.17) e (3.21)
sao claramente idénticas. Portanto, uma unica linha é desenhada a partir do ponto
(Sw, fuw) = (¢,1) e intersecta as curvas de fluxo fraciondrio da dgua com solvente e da
agua sem solvente. Isto implica que a velocidade do solvente e a velocidade do banco de

oleo sdao tguais, vs = vop. Este caso pode ser visto na Figura 3.4.

Caso II: Injecao continua de solvente

Figura 3.4 mostra os resultados para o caso de deslocamento tercidrio usando
injecao continua de solvente, onde é considerado f,,; = 0. Sobre as curvas de fluxo
fracionario a condicao inicial e condi¢cao de injecao sao denotadas pelos pontos [ e J,

respectivamente.

A construgdo de uma curva miscivel como feito na Figura 3.3(a) nao é possivel,
dado que a reta que passa por J teria uma interse¢ao dupla com a curva de fluxo fracionario
da dgua sem solvente. Como alternativa a onda imiscivel se propaga desde o ponto J (na
curva do fluxo fraciondrio da dgua com solvente) até o ponto S, de acordo com Equagao
(3.12). Para encontrar a terminacao desta onda imiscivel é construida uma reta tangente
a curva de fluxo fracionario da dgua sem solvente no ponto OB, como sugerido pelas
equagoes (3.17) e (3.21). Esta reta estende-se em dire¢ao a curva de fluxo fracionario da
agua com solvente e passa pelo ponto S, = (a,b) = (¢,1). Neste caso, a onda imiscivel
(tipo rarefacdo) conecta os pontos OB e OB’, logo é construida uma reta de OB’ até I,

onde tem-se um choque. Com isso terminamos o método grafico para o Caso II.



o4

Na Figura 3.4(d), os diagramas exibem duas ondas imisciveis (tipo rarefagdo): uma
porcao da propagacao imiscivel a frente da onda miscivel e um pequeno deslocamento
imiscivel lento na regiao com concentragao alta de solvente. Estas duas ondas sao as
regioes sombreadas. As pequenas velocidades da onda mais lenta indicam que é muito

dificil remover completamente a dgua movel desde o meio por injecao de solvente imiscivel.

Figura 3.4(e) mostra a curva de producao de éleo versus o tempo adimensional,
onde a recuperacao normalizada N,p ¢ definida em volumes porosos levando em conta a

saturagao inicial S,;. A curva de producdo na Figura 3.4(e) satisfaz a Equagao (3.24) [12]:

NpD = SOI - So|a::1 + Fo|x:1t7 (325)

onde F,|,—; representa o fluxo fraciondrio de 6leo de efluente em ¢ volumes porosos
injetados, e S,|,=1 é a saturacao de 6leo correspondente a F,|,—1. Equagao (3.25) aplica-se
para inundacao secundaria e terciaria. Deslocamentos secundarios usando inje¢ao continua
de solvente e tendo S,; = Sy, como condicao inicial, resultam em um deslocamento de

6leo em forma de pistao.
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4 SOLUGCAO NA FORMA DE ONDAS VIAJANTES

Neste capitulo procura-se a soluc¢ao do Sistema de Leis de Conservagao (3.6) na
forma de ondas viajantes. Optamos por estudar os choques que tém perfil viscoso (Ver

Subsegao 2.1.4), portanto, adicionamos termos de viscosidade ao Sistema (3.6):

8S, Of, €9%S,

ot 0w T 0a2
9 9 2O,

a(CsoSo) + %(CSOJCO) - 92

onde € é uma constante positiva, S, representa a saturacao de agua, S, representa saturacao

(4.1)

de 6leo, (', representa volume fracionéario de solvente na fase oleica, f,, é o fluxo fracionario

da agua e f, é o fluxo fracionario do 6leo. Estes fluxos sao definidos por:

Ko
fotfo=1 fulSu) = 5 (4.2)
o Mo

onde i, e j, sdo viscosidades constantes, dadas na Tabela 4.1. As permeabilidades

relativas da fase aquosa K, e da fase oleica K, sao fungoes de S, veja Figura 4.1:

0, Suw < Sue,
KlS) =1 o o (4.3)
w wce < 1
<1—ch—sor) L Spe < Su <1,

07 Sw 2 1- Sora

Ko(Sw) = (4.4)

1— 8y — Sor\?
(1 - ch . SOT> 9 0 — SU) — 1 SOT‘?

onde S, e S, sdo constantes que representam a saturacao de dgua conata e a saturacao

do Oleo residual respectivamente. Estas constantes sao dadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Valores constantes para os parametros.

Simbolo Descrigao Valor Fonte
Swe Saturagao de dgua conata 0.0 1]
Sor Saturacao de 6leo residual 0.15 1]
Lo Viscosidade da fase agua 1 1]

Lo Viscosidade da fase éleo 2 1]
St Saturagao de dgua no ponto inicial 0.75

fw(S7)  Fluxo fraciondrio avaliado em S} 0.9911894273 Eq.(4.2)

Consideramos o Sistema (4.1) com a seguinte condi¢ao inicial

Sos <0, C., v <0,
Sw(z,0) = e Cylr,0) = (4.5)
St x>0, Ct, x>0,

w? S0’
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Figura 4.1 — Grafico semi-log das curvas de permeabilidades relativas da agua e do éleo,
conforme Eqs. (4.3) e (4.4).

onde U~ = (S,,,C},) é o estado menos e UT = (S, CF) é o estado mais.
O Sistema (4.1) pode ser reescrito como:

8S, Ofs €S,

+ = ;
ot ox Ox? (4.6)

o 0 €0*C,,
a(csoa - Sw)) + %(080(1 - fw>> - ox2

Em seguida é feita uma mudanca de varidveis (x,t) para coordenadas viajantes (£ =

x — vt, t), onde v representa a velocidade da onda viajante, ver Se¢ao 2.2. Logo o Sistema
(4.6) fica:

w dfw B dQSw
T L7
d C,(1 — S, d C.(1 = *Ci, -
_Udif( so(1 — Sw)) + dié&( ol — fu)) =€ e

Os estados menos e mais correspondem aos seguintes equilibrios esquerdo e direito:

lim UE)=U", lim U(&) = (4.8)

E——o0 E—+o0

Finalmente, integrando cada equacao do Sistema (4.7) com respeito a &, obtém-se:

08+ fut ) = dd&u’
i ¢ p (4.9)
E <_UCSO(1 - Sw) + 050(1 a fw) + 62) - dgo‘

Neste trabalho supomos conhecido o equilibrio direito (S;, CY), entdo podemos
escrever as constantes c¢; e ¢o em funcao desse equilibrio. Aplicamos o limite a primeira
equagao do Sistema (4.9) e obtemos:

d d
523.} (—vSyt+futer) = hm (2) = ¢; = vS} — [}, uma vez que Egér ((Z) 0.
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De forma andloga aplicamos o limite a segunda equagao do Sistema (4.9):

lim (—vCs(1=54)+Cso(1—fu)+C2)

£—ooTt £—ooTt

lim (djg) ey = 0O (15— CE (1 f1).

Observagao 4.1. A notagio f} indica: fluro fraciondrio de dgua avaliado em S,

fw(SE). Mais adiante usaremos similar notagao para representar f,(S,) como f, .

Substituindo os valores ¢; e ¢z no Sistema (4.9) obtém-se:

dSuw + +
ng(fw—fw—U(Sw—Sw))/ﬁ,
(4.10)
dCso + + + +
d£ - ((1 - fUJ)CSO - (1 - fw)Oso - U((]' - Sw)OSO - (]‘ - Sw)Cso)) /6'

Na segado seguinte localizamos os pontos de equilibrio de (4.10), considerando o

equilibrio direito conhecido.

4.1 LOCALIZACAO DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Para localizar os pontos de equilibrio do Sistema (4.10) estudaremos os zeros do

campo vetorial associado:

dSy, dCy
Substituimos (4.11) em (4.10), obtemos:
1
Yo £ 0(Su - 53) =0
(4.12)

1

o ((1 - fw)Cso - (1 - fJ)Cs-t) - U((l - Sw>Cso - (1 - S$>Cst)) = 07
€

onde v representa a velocidade da onda viajante

fo = fu
V= 4.13
SH =S, (4.13)
Observe que a primeira equagao do Sistema (4.12) s6 depende de S,,, enquanto
na segunda equacao as incégnitas sao S, e Cs,. Podemos denotar a primeira e segunda

funcao de (4.12) como:

FiU) =+ (fu— £ = o(Su = 5)) (4.14)
1

€

Fy(U) = = (1 = fu)Ceo — (1= £)Co = v((1 = Su)Coo — (1 = SHCL)), (4.15)

com U = (S, Cs,). Observa-se que para cada S, tem-se um valor diferente para v. Logo,

substituindo v na segunda equagao de (4.12) obtém-se:

(L= £)C = (1= 1005 = (L) (1= 50, - 0= 5peD) =0, (116)
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Usando os valores dados na Tabela 4.1, pode ser obtido a curva de nivel de

F5(Sy, Cs) = 0, como é visto na Figura 4.2b. Daqui podemos obter as seguintes conclusoes:

« Os pontos de equilibrio (S, Cs,) encontram-se sobre a reta mostrada na Figura 4.2b.

o As segundas componentes dos pontos de equilibrio devem ser iguais a 1.

1.6 : :
7F2(Sw aCSo )
1r ; 1.4}t -
|
0.8} ! 1ol
I
C:U
fu 067 i ; .
0.4} :
I 0.8
0.2} !
o I 0.6}
IS P S . ] : ' ' ‘
S, ST Smo4 065718, 0 02 04 06 08
S S,

w

(a) Fluxo fracionario da agua (cor vermelha) (b) Curva de nivel F5(S,,, Cs,) = 0, com v dado
intersectado por duas retas pontilhadas (cor por (4.13), ao longo da qual estao os equilibrios
laranja). do Sistema (4.12).

Figura 4.2 — Os equilibrios do Sistema (4.12), com S;” = 0.75. O ponto (ST, f,(SL)) ¢ a
intersecao entre f, e a linha tangente a f,, que passa por (S;, ). O ponto (ST, f,(SM))
indica a interse¢ao entre f, e a linha que conecta os pontos (Sye, fu(Swe)) € (S, fi5).

Até agora temos informacao sobre a segunda componente do ponto de equilibrio,
Cs,. Para ter informagao sobre S,,, olhamos para a primeira equagao do Sistema (4.12).

Como € # 0 podemos reescrever esta equagao como
fw =08+ (fF —0vS}). (4.17)

Esta equagao representa os pontos de intersecao de uma reta de inclinagao v com a curva
de fluxo fracionério da dgua nos pontos (S;7, f.F) e (Sw, fuw), veja Figura 4.2a. Nesta figura
mostra-se, que dependendo do valor de S,,, a reta (4.17) pode intersectar a curva do fluxo

fracionario de agua até em trés pontos.

4.2 NUMERO DE PONTOS DE EQUILIBRIO

Ja sabemos que se (S, Cs,) é equilibrio de (4.12), logo Cs, = 1. Para identificar os

possiveis equilibrios estudaremos a primeira componente do campo (4.12).
Na Equagao (4.17), areta y = vS,, + (f,; —vS,}) tem uma inclinagdo v que depende
de S, veja Equagao (4.13). A variagdo de v cria um leque de retas que intersectam a funcao

do fluxo fracionario da dgua. Por exemplo, na Figura 4.2a tem-se duas retas pontilhadas
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(cor laranja) que intersecta f,,. Uma das retas tem inclinagao (f,(S;) — fu(ST))/ (S} —ST)
e & tangente & curva de fluxo fraciondrio da 4gua no ponto S1. Enquanto a outra reta passa
pela origem e o ponto (S;, f,(S)) intersectando a curva f,, em 3 pontos: (Sue, fu(Swe)),

(S fuw(S3))s (S, fu(S))-

O valor de SI pode ser calculado numericamente com a seguinte equagio:

01,(5%) _ fulSL) — 1u(ST)

4.18
0Sy St — ST (4.18)

Entretanto, o valor de S} obtém-se calculando:
fu(Sy) = 025y, (4.19)

onde 6, é a inclinagdo da reta que passa pela origem e pelo ponto (S}, fiF), veja Figura

4.2a. Com isso demonstramos a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1. A reta y = vS, + (f,f — vS}) da Equacio (4.17) pode intersectar a

curva do fluxo fraciondrio da dgua em dois ou trés pontos de equilibrio.
I Se S, €]SH,1—8,,], existem dois pontos de equilibrio: (S, ,C.) e (S}, CL).
II Se S, €]|Si, S, existem dois pontos de equilibrio: (S, ,C.,) e (Si,CF).

IIT Se S, € [ST, S™] existem trés pontos de equilibrio: (S¢,C<), (S,,C), (S, CF),
tal que S¢, < S < S e S € [Sye, SE[.

IV Se S, € [Swe, SL| existem trés pontos de equilibrio: (S,,CL), (S¢,C¢<), (S, CF),
tal que S, < S¢ < S e S¢ €]ST S™].

Observagao 4.2. Note que a Proposicio 4.1 funciona para qualquer funcdo de fluxo

fraciondrio em forma da letra S, como na Figura 4.2a.

Daqui em diante chamamos aos pontos: (S,,C;,) ponto de equilibrio esquerdo,

(S, CF) ponto de equilibrio direito e (S¢, C¢)) ponto de equilibrio extra.

4.2.1 Considerando S}, C} fixo

Neste trabalho apenas consideramos as permeabilidades relativas quadraticas (veja
equagoes (4.3) e (4.4)) e (S,Ct) = (0.75,1). Usando os valores dados na Tabela 4.1

obtemos o conjunto solugdo da Equagao (4.18):

51 17 51 17
S =:{S+, — 4+ —/1362, — — — 1362}. 4.20
! w55 780 52 780 (4.20)

Como ST € [0,1] e queremos ST # S entdo:

51 17
%:E—@imnwﬂm (4.21)
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De forma andloga, usando (4.19) obtemos :

289
s, = {0, =2 S*} . 4.22
’ { 9007 v (4.22)
Como o valor da abscissa do ponto de equilibrio direito é S} e S,. = 0, podemos concluir
e 289
S = — ~0.3211. 4.23

Agora que conhecemos os valores aproximados para S™ e S podemos reescrever

a Proposicao 4.1 de forma particular.

Observagao 4.3. Seja o Sistema (4.10) com (S}, CH) = (0.75,1), tem-se:

I Se S;, €]0.75,0.85], existem dois pontos de equilibrio: (S, ,C;) e (S, CH).
II Se S, €]0.32,0.75], existem dois pontos de equilibrio: (S, ,C;)) e (S, CF).

IIT Se S, €]0.17,0.32] existem trés pontos de equilibrio: (S,;,C5,), (SF,CL) e (S¢,C<,).
Tal que S, < S, < S S e tem-se S € [0,0.17].

IV Se S, € [0,0.17] existem trés pontos de equilibrio: (S, ,C5), (Si,CE) e (S¢,C<).
Eles satisfazem S, < S¢ < S, e, além disso, S €]0.17,0.32].

w ?

4.3 CLASSIFICACAO DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Na secao anterior determinamos o nimero de pontos de equilibrio que tem o
Sistema (4.10) dependendo da posigao de S;,. Nesta segao os classificamos nas vizinhangas

correspondentes com base no Teorema (de Hartman-Grobman) 2.1.

Considere o Sistema (4.10) linearizado:

U = J(Up)U, (4.24)
onde U = (8,,Cs)T e J(Up) é a matriz jacobiana avaliada no ponto de equilibrio
Uo = (Suwy> Csop)- A matriz Jacobiana avaliada em U = (S, Cs)7 é:

1 (Ofw ]
J(U) = : (4.25)

| of, 1
_E <—CSOa&U + UCS()) E (—U(l — Sw) + 1— fw)

Os autovalores de (4.25) sao obtidos calculando as raizes de det(J(U) — A\I) = 0.

Dado que J(U) é uma matriz triangular inferior, as raizes sao:

)\p:1<§ﬁi—v> e )\qzi(—v(l—Sw)+1—fw), (4.26)
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e os autovetores correspondentes:
wy =[a 1], w, =1[01], onde, a=¢€(A; — Ap)/ (—Cso\,) - (4.27)

No que segue os super-indices (—) e (+) denotam as autofungoes associadas aos

pontos de equilibrio esquerdo e direito respectivamente. As autofuncoes sdo definidas

1 (0fu(ST)
+ — + ) = = w/ o
Ap )\p(S’uHOso) € ( aSw U) ’

L1 £ (ST) - u(1 - ST)).

€

COIMoO:

(4.28)
Ay = M(5],CF) =
4.3.1 Considerando (S},C}) fixo

Seja (S, CH) = (0.75,1) e substituindo os valores dados na Tabela 4.1, as fungoes

dadas em (4.28) sao definidas como:

o1 <1700 (15600(5;)2 — 306005, + 4913)(45; — 3)) (4.29)
P e\ 227 (1200(S; )2 — 6805, + 289)2 ’ ‘

- 1 ( 2400(S; )2 + 207405 - 21097) | (4.30)

e \227(1200(5;)% — 6805, + 289)

N ( 1700 (180055 — 3281)(45; — 3) ) (431)
P~ ¢ \ 51529 (1200(S; )2 — 6805 + 289) )’ '

N (2(1200(Sw)2 + 45208, — 4811)) (432)
¢~ ¢\ 227 (1200(5;)% — 6805, + 289) )’ '

onde os graficos das mesmas estao dados nas Figuras 4.3a e 4.3b. Usando C.S] para
denotar os conjuntos solu¢ao de A¥ = 0 e usando C.SF como notagao para os conjuntos
solugao de \J = 0, os zeros das equagdes (4.29), (4.30), (4.31) e (4.32) sao:

C.S, = {i ;Jr?l;o\/@, ;—71870\/@:55}, (4.33)
C.S; = {_2140(‘?7 + 21470%, —1037240 — 21470\/%} : (4.34)
C.SF = {_61;3 + 610 27202, _61;3 - 610 27202} : (4.35)
.55 = {—i’zﬁé i} (4.36)

Com as raizes obtidas podemos determinar os intervalos onde estas fung¢oes mudam

de sinal e com isso determinaremos o comportamento dos pontos de equilibrio.

Observagao 4.4. Note que ao calcular \J =0 e A\ =0, o valor de € nao influencia no

sinal das autofungoes.

Na Figura 4.3a ¢é possivel classificar o ponto de equilibrio esquerdo observando a
mudanca de sinal das autofuncdes associadas ao mesmo (), ), veja Segao 2.3. Da anélise

feita pode ser concluido que:
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e Se S, € }ch, Sg[ e Sf =0.75entao A\, <0e A, <0, com isto concluimos que o
equilibrio esquerdo é um atrator hiperbdlico. Nao ha possibilidade de haver conexao

de U~ para U™.

« Se S, € }Sg, ng[ e S =0.75 entdo A, > 0 e A, <0, com isto concluimos que o
equilibrio esquerdo é uma sela hiperbolica. Ha possibilidade de haver conexao de
U~ para Ut.

e SeS, €]Sf,1—S,[e S, =075entdo A\, < 0e A\ <0, com isto concluimos que o

equilibrio esquerdo é um atrator hiperbolico. Nao hé possibilidade de haver conexao
de U~ para U™.

— X

2 0.4 g- 06 g, 0.8 0o 5702 0.4 G- 06 S,0.8

(a) Autofungoes dos autovalores associados ao (b) Autofungdes dos autovalores associados ao
equilibrio esquerdo (S, C5,). equilibrio direito (S;},C).

Figura 4.3 — Classificagdo dos pontos de equilibrio considerando S} = 0.75.

Analogamente pode ser feita a classificacdo do ponto de equilibrio direito, ver
Figura 4.3b. Para fazer esta classificacao é observada a mudanca de sinal das autofungoes

At 4» concluindo:

e Se S, € }ch, Sg[ e Sf =0.75 entao A} < 0e Af <0, com isto concluimos que o

equilibrio direito é um atrator hiperbdlico.

« Se S, € }SE, S;j[ e S} =0.75 entdo A} <0 e Af <0, com isto concluimos que o

equilibrio direito é um atrator hiperbdlico.

« Se S, €]55,1—8,[eS) =0.75entdao A\ >0e A <0, com isto concluimos que

o equilibrio direito ¢ uma sela hiperbélica.

Em todos os trés casos de UT acima, hd pelo menos uma direcao atratora, dando pos-
sibilidade de conexao de érbita heteroclinica de U~ para U*, para o segundo caso de
U-.
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A anélise feita anteriormente junto com o Teorema de Hartman-Grobman prova o

seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja o Sistema de EDOs (4.10) com (S,5, CF) = (0.75,1) e considerando as
autofungoes (AF, \F) descritas nas equagoes (4.29), (4.30), (4.31) e (4.82). Considerando
ST dado pela Equagio (4.18), os pontos de equilibrio deste sistema podem classificar-se

como Seque:

e Se S, € [ch,SfE{, tém-se trés pontos de equilibrio: o equilibrio esquerdo e o
equilibrio direito sao dois atratores hiperbolicos, enquanto o equilibrio extra é uma

sela hiperbélica (nao hd possibilidade de conexao).

e S, € }SZ,SZ}}, tém-se trés pontos de equilibrio: o equilibrio esquerdo é uma sela
hiperbolica, o equilibrio direito € um atrator hiperbolico e o equilibrio extra é um

atrator hiperbolico.

e S €]Sm St tém-se dois pontos de equilibrio: o equilibrio esquerdo é uma sela

hiperbolica e o equilibrio direito é um atrator hiperbdlico.

e Se S, €S, 1—5,,[, tém-se dois pontos de equilibrio: o equilibrio esquerdo é um
atrator hiperbdlico e o equilibrio direito é uma sela hiperbdlica (nao hd possibilidade

de conerdo).

Observacao 4.5. As equagoes (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) estao bem definidas pois
€ # 0 e discriminante de (120052 — 680S,, + 289) ¢ negativo para Sye < Sy < 1 — S,p.

O intervalo de S,, com regioes I, II e I1], na Figura 4.4 mostra onde pode existir
solugdo (cor azul) ou nao existe solugao (cor vermelha) na forma de ondas viajantes para
o Sistema EDPs (4.1) considerando (S, Ct) = (0.75,1).

111 11 I
Swe  SE Sar Si 1-S..

Figura 4.4 — Possiveis estados S, indicando as regides onde existe solugao (cor azul) e nao
existe solugao (cor vermelha) do tipo de ondas viajantes.

Observacgao 4.6. Considerando fluzo fracciondrio da dgua como em (4.2), v como em
(4.13) e escolhendo um valor para S, = S, ,. Escreve-se a primeira equagio do Sistema
(4.12) como:

(A) (B) (©)
—
(S oy = 70 (45, — 3) (156005,,S5 o — 15300S,, — 153005, , + 4913) (Su — Sy o)
1(Pws Lso) =
(272400S50° — 15436085 o + 65603)(1200S,,2 — 680S,, + 289)

. (437)

A fungao Fi(Sy,,Cs,) € uma funcdo racional onde o denominador é positivo V.S, S, .
Logo o sinal de Fi(Sy,Cs,) dependerd do sinal de seu numerador. Esta andlise sera feita

considerando S, Sy, €S, SHT.
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e Se Sy, < S, entao Fi(S,,Cs,) < 0. Pois neste caso os termos da Equacdo (4.37)
eles satisfazem: (A) <0, (B) <0 e (C) < 0.

e Sy > S, entdo Fi(Sy,Cs,) > 0. Pois neste caso os termos da Equagio (4.37) eles
satisfazem: (A) <0, (B) <0 e (C) > 0.

e Portanto, se S,, = S, tem-se F1(Sy,Cs) = 0 e Sy, € uma raiz de Fi(Sy, Cs).
Entao a reta vertical que passa pelo ponto (S, ,C ) é uma variedade invariante.
De forma andloga S, = S}, tem-se Fi(Sy,Cs,) =0 e S, também é uma raiz de

+

F1(Sw,Cs), logo a reta vertical que passa pelo ponto (S, CF) é uma variedade

mvariante.

Veja Figura 4.5 para um exemplo com S, = 0.39.

0.1

0.2 4 0.6

,0_1.

-0.2

Figura 4.5 — Grafico de F(S,, Cs,) considerando (S,,C;) = (0.39,1).

As autofungoes N[ tém sinal negativo quando Sy < S, < 1 — So, veja Figuras
4.3a e 4.3b. Em (4.27), (0,1) € o autovetor correspondente a ambos \F. Pelo Teorema
(da Variedade Estdvel) 2.2, para um ponto fixo perto dos pontos de equilibrio existe uma
variedade estavel local U (L) tangente a E* = gen{(0,1)} com dim U} (L) = dim E*.
Como E* sai tangencialmente na dire¢ao (0,1) e dado que a reta (0,1) é invariante entdo

Up.(L) é a uma reta vertical que passa pelo ponto (S, ,CL).

Teorema 4.2. Seja o Sistema (4.10) com v definido em (4.13), (S}, CH) = (0.75,1),
C,o=1eS, € }Sg, St [, onde ST é como em (4.18). Com os valores de parametros dados
na Tabela 4.1, existe a solugao deste sistema (Sy,(t), Cso(t)), tal que tgr_noo(Sw(t), Cso(t)) =
(S.1) € Jim (S, (1), C(t)) = (0.75,1).

Demonstragdao. Se S, € }Sg, S;j[ tem-se duas possibilidades: ou S, € }Sg, Sﬂ, ou
S, €1Sm. St ver Figura 4.4.
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1.2

GS o

0.8

T, AR

0.6

0.4 0.5 0.6 0.7
Sw

Figura 4.6 — Espago de Fase de (4.10). As retas vermelha e amarela indicam as variedades
invariantes de L e R, respectivamente. Estamos supondo que a variedade instavel de L
(cor verde) explode na diregao positiva de Cy,. Os pontos asteriscos indicam pontos do
conjunto Si.

a) Se S, € 1S™, S*[, pelo Teorema 4.1 existem dois pontos de equilibrio, sendo
o equilibrio esquerdo (L) uma sela hiperbélica e o equilibrio direito (R) um atrator

hiperbdlico.

Como L é uma sela hiperbodlica, L tem duas variedades invariantes. Pela Observacao
4.6 a variedade estavel de L é uma reta vermelha como indicado na Figura 4.6. A reta
vertical que passa pelo equilibrio R é uma variedade invariante, veja a reta amarela
na Figura 4.6 junto com a Observacao 4.6. Portanto, as retas verticais passando pelos
pontos L e R sao variedades invariantes. Isto implica que a regido entre elas () =
{(Sw, Cso),t.q. S, < Sy < S} é um conjunto invariante pelo Sistema (4.10). Além disso,

pelo Teorema 4.1, ndo ha outros equilibrios nessa regiao.

Suponhamos, por absurdo, que nao exista uma oOrbita que ligue L a R como no
enunciado do teorema. Parte da variedade instavel de L fica a direita de L como indicado
em verde na Figura 4.6. Esta variedade, que chamamos U"(L), é uma 6rbita do Sistema
(4.10). Sem perda de generalidade suponhamos que esta 6rbita cresce na diregao positiva

de Cy, quando varia &, veja Figura 4.6.

Para todos os pontos (S;}, Cs,) com Cs, positivo, podemos tragar o menor segmento
de reta horizontal que junta U*(L) a reta S, = S;. Note que o campo vertical no extremo
esquerdo deste segmento é positivo, enquanto que no extremo direito é negativo. Pelo
Teorema de Valor Médio, existe ao menos um ponto neste segmento horizontal tal que o
campo vertical nele é nulo. Com isso mostramos que o conjunto de todos os pontos da

regiao {2 com o campo vertical nulo nao é limitado na diregdo positiva de Cl,.

Por outro lado, o conjunto de todos os pontos da regiao €2 com o campo vertical

nulo coincide com o conjunto de todos os zeros da Equagao (4.15). Substituindo (4.2)
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(considerando (4.3) e (4.4)) em (4.15), com os valores dados na Tabela 4.1 tem-se:

a1C565% + a5C,6Sy + a3Cse + a4C0S2 + a5S% + agSy, + az
CLgS,LQU + CLgSw + aig

F5(Sy, Cso) = , (4.38)

onde a; = —19616/9251, ay = 9123/18223, a5 = —6097/146669, as = 36503/21824,
as = 13831/34156, ag = —4070/17737, az = 6919/70948, a5 = 3/2, ag = —17/20 e
a0 = 289/300.

A fungao Fy(S,, Cs,) é uma funcao racional com denominador
agSEU + agSw + aqg 7é 0 (439)

para Sy € [Swe, 1 — Sor], em particular (4.39) se satisfaz para S, €]S7, S;[. O numerador
e o denominador de Fy(S,,,Cs,) sao diferenciaveis, logo Fy(S,,, Cs,) € diferenciavel em €.
Conclui-se que o campo F(S,,Cy,) é diferenciavel em Q, pois a F;(S,, Cs,) também é

diferencidvel em €2, veja Equagao (4.14).
Da Equagao (4.38) tem-se Cy, como fungao explicita de S,:

by S,2 — by Sy, + b3
by Sy — bs Su? + bg Sy — b7

Coo(Sw) = — (4.40)

onde

by = 3008585173248393358720144,
by = 1704864931916219535059840,
bs = 724567596064393302400432,
by = 12427104201525073933721143,
bs = 15754241782155668177557504,
bs = 3719576833609197132078144,
by = 308854261883395969412672,

e b1Sy® — b5S,% + bgSy — by # 0 para S, € Q.
A fungao C,(S,) representa a curva de nivel ¢y de F5(S,, Cs,) = 0. O grafico ¢y é

uma curva limitada, dado que ¢y é continua definida num intervalo compacto. Isto é uma
contradi¢do, pois tinhamos construido um subconjunto ilimitado de ¢,. Portanto, existe a

orbita que liga L a R.

b)Se S, € }Sg , Sﬂ, pelo Teorema 4.1 tem-se trés pontos de equilibrios: o equilibrio
esquerdo (L) é uma sela hiperbdlica, o equilibrio direito (R) é um atrator hiperbdlico e o
equilibrio extra (E) é um atrator hiperbélico. Também sabemos que se satisfaz a seguinte

relagao de ordem para as abscissas dos pontos de equilibrio, S¢ < ST < S— < S

Dado que a variedade estavel de L é uma reta vertical (veja reta vermelha na Figura

4.6 junto com a Observagao 4.6) que divide o retrato de fase em duas regioes: a esquerda
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e a direita dessa reta. O equilibrio extra fica na regiao a esquerda da reta. Como esta reta
¢ uma variedade estavel logo, pelo Teorema 2.3, nenhuma orbita passa pelas duas regioes.
Portanto o ponto de equilibrio extra nao influencia no estudo da existéncia de orbita
conectando L a R. Logo pela parte a) garantimos a existéncia da 6rbita heteroclinica
conectando L a R. O

Com os Teoremas 4.1 e 4.2 é demonstrado o seguinte corolario:

Corolario 4.1. Seja o Sistema (4.10) com v definido em (4.13), (S}, CF) = (0.75,1),

C,=1eS, ¢ }SS,S;“ [, onde ST ¢ como em (4.18). Com os valores de parametros
dados na Tabela 4.1, nao existe a solugio (Sy,(t),Cs(t)) do Sistema (4.10), tal que
Tim (S,(1), Cuo(t)) = (53, 1) € Jim (Su(8), Cuolt)) = (075, 1).

Teorema 4.3. Seja o Sistema de EDPs (4.1) com condigoes iniciais

U-=(5,,1), =<0,

(4.41)
U+ =(075,1), >0

Com os valores de parametros dados na Tabela 4.1, existe solugao na forma de ondas
viajantes para o Problema de Riemann (4.1), (4.41), se e somente se, S, € ]Sg,S,I[ e
ST ¢ como (4.18).

Demonstragdo. <) Ao transformar o Sistema de EDPs (4.1) no Sistema de EDOs
(4.10) (como feito no inicio deste capitulo), pelo Teorema 4.2 existe uma 6rbita que liga
o equilibrio esquerdo ao equilibrio direito, concluindo que para o Problema de Riemann

(4.1), (4.41) existe uma solu¢ao na forma de ondas viajantes.

=) Provar a ida equivale a provar que o Problema de Riemann (4.1), (4.41), com
S, ¢ }Sg , 0.75[ nao tem solucao na forma de ondas viajantes com velocidade v. Isto segue

diretamente do Corolério 4.1. O

Do teorema acima segue que as ondas de choque do Sistema (4.1) sem termos

difusivos satisfazem a condi¢ao de entropia de viscosidade, veja Sec¢oes 2.1.2 e 2.1.4.

4.4 COMPARACAO NUMERICA

Nesta secao verificamos se os resultados obtidos nas se¢oes 4.1, 4.2 e 4.3 sao validos
para o Exemplo 4.1. Nele os pontos de equilibrio esquerdo e direito sao conhecidos e serao
usados o algoritmo ode45 (método do MATLAB para resolver EDO’s) e o c6digo RCD
[15].

As simulagoes que sao obtidas usando ode4b representam a solugdo de uma EDO

da forma 2’ = f(t,x). Estas solugbes serao consideradas como “solucoes verdadeiras”.
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Entende-se este termo como as solu¢des que tém uma precisdo suficientemente boa e
podem ser consideradas como uma solugao obtida analiticamente. Este algoritmo é de
um passo: ao calcular x(¢,) sé se precisa da solugao no ponto de tempo imediatamente
anterior, x(t,_y) [40],[41].

Os resultados obtidos com ode45 serdo comparados com os resultados obtidos com
RCD. O RCD é um pacote de rotinas estruturado em C' + +, que fornece meios de resolver
numericamente sistemas de equagdes de balango nao lineares via o Método Crank- Nicolson
de diferencas finitas. No arquivo de entrada do RCD, sao especificados os parametros, o
numero de pontos usados, tempo final, entre outros dados. O préprio RCD determina os

passos de tempo de forma adaptativa, para mais detalhes, veja [15].

Exemplo 4.1. Seja o Sistema de EDPs (4.1) com condigoes iniciais

U~ =(0.39,1), z <0,

(4.42)
Ut =(0.75,1), z>0.

Vamos mostrar que este problema de Riemann possui solu¢ao na forma de ondas viajantes.

Define-se a variavel £ = (z — vt), chamada de varidvel viajante, para transformar o
Sistema EDPs (4.1) no Sistema EDOs (4.10). Obtemos os pontos de equilibrio de (4.10) e
os classificamos. Em seguida, deve ser provado que existe uma orbita que liga os pontos

de equilibrio, veja secoes 2.2, 4.1, 4.2 e 4.3.

Na Condigao Inicial (4.42), os estados U~ e U* se relacionam com os pontos de
equilibrio correspondentes ao Sistema (4.12). Ao classificar estes pontos de equilibrio
usando o Teorema 4.1 se conclui que o ponto de equilibrio esquerdo é uma sela hiperbdlica
e o ponto de equilibrio direito é um atrator hiperbédlico. Esta classificacao ¢ independente
do valor de €, veja Observagao 4.4. Porém o valor de € pode influenciar no comportamento
da trajetéria do Sistema (4.10).

Também pode ser determinada a natureza dos pontos de equilibrio fazendo o

seguinte célculo: avalia-se U~ na matriz Jacobiana (4.25) (com € = 1)

11.775827 0
J(U™) = , (4.43)
—11.775827 —2.699574

onde as raizes de det(J(U~) — M) = 0 sao A] = 11.775827 e Ay, = —2.699574, sendo
vi = [0 1] e vy = [0.775731 — 0.631062]" seus correspondentes autovetores. Logo, o

ponto de equilibrio esquerdo (L) é uma sela hiperbdlica, veja Tabela 2.1.

De forma anéloga ao avaliar UT em (4.25) obtém-se os autovalores A = —9.171253
e Ay = —2.699574, sendo v; = [0.576555 — 0.817057]7 e v§ = [0 1]* seus autovetores

correspondentes. Assim, o ponto de equilibrio direito (R) é um atrator, veja Tabela 2.1.
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Dado que S, €]ST,SI[ o Problema de Riemann (4.1), (4.42) tem solugao por ondas

viajantes.

Usando ode45 com € = 1 em (4.1), foram obtidas as Figuras 4.7a e 4.7b. Elas
mostram: a érbita que liga o equilibrio esquerdo ao equilibrio direito (Figura 4.7a) e os
perfis do Sistema de EDOs (4.10) (Figura 4.7b). Por outro lado, considerando € = 0.1
obtém-se as Figuras 4.8a e 4.8b. De forma similar estas figuras mostram a érbita que
liga o equilibrio esquerdo ao equilibrio direito e os perfis do Sistema de EDOs (4.10),
respetivamente. Note que os perfis das Figuras 4.7b e 4.8b sao similares, mas ha uma

diferenga no eixo &.

Finalmente usando ode45 com e¢ = 0.01 em (4.10), sdo obtidas as Figuras 4.9a
e 4.9b. Na Figuras 4.9a também observa-se que existe uma 6rbita que liga L com R
enquanto na Figura 4.9b mostram-se os perfis do Sistema (4.10). Conclui-se que as Figuras
4.7b, 4.8b e 4.9b sao muito semelhantes e conforme € varia a uma razao de 107!, o eixo

horizontal (§) varia da mesma forma.

Observacao 4.7. Tanto o algoritmo ode45 tanto quanto o RCD desconsideram as unida-
des nas quais estao trabalhando. Dessa forma, as unidades onde estarao os resultados serdao
as mesmas unidades das entradas. Em nosso caso, consideramos as unidades dos valores
do arquivo de entrada como no SI, entdo x esta em metros e t estd em sequndos. Também
¢ importante mencionar que os valores dos parametros como viscosidades, permeabilidades,

entre outros, foram tomados como dados na Tabela 4.1.

As figuras 4.7c (com € = 1), 4.8c (com € = 0.1) e 4.9¢ (com € = 0.01) mostram as
solugdes numéricas do Sistema (4.1) obtidas usando o RCD. Como podemos ver as figuras
4.7b, 4.8b e 4.9b sao semelhantes com as figuras 4.7¢c, 4.8c e 4.9¢, respectivamente. Para
maiores valores de € as solugoes sao mais proximas. Isso se deve ao fato que o algoritmo
RCD usa o tamanho de passo adaptativo. E para menores valores de €, com difusdao menor

ele usa mais passos aumentando a difusao numeérica.
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- Cso
- Sw

0:4 0:5 0:6 0:7 -10 0 10 20 30 40
Sw £
(a) Espaco de fase do Sistema de EDOs (4.10). (b) Perfis da solucao do Sistema de EDOs (4.10).

T T T T T T

7050 |
S,

70 80 90 100 110 120
x
(c) Perfis da solugao do Sistema de EDPs (4.1).

Figura 4.7 — Nas Figuras a) e b) foi usado MATLAB e na Figura c) foi usado RCD. Em
todas as figuras foi considerado e =1 e U~ = (0.39,1).
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~J
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0.9
—C.,
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 - -1 0 1 2 3 4 -
Sw §
(a) Espaco de fase do Sistema de EDOs (4.10). (b) Perfis do Sistema de EDOs (4.10).
! T—
0.8¢ i
0.6
7080
0.4+ -
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(c) Perfis do Sistema de EDPs (4.1).

Figura 4.8 — Nas Figuras a) e b) foi usado MATLAB e na Figura c) foi usado RCD. Em
todas as figuras foi considerado ¢ = 0.1 e U~ = (0.39,1).
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(c) Perfil do Sistema de EDOs (4.10).

Figura 4.9 — Nas Figuras a) e b) foi usado MATLAB e na Figura c) foi usado RCD. Em
todas as figuras foi considerado e = 0.01 e U~ = (0.39,1).
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5 ONDAS DE RAREFACAO

Sabemos que o Sistema (4.1), sem termos de viscosidade, tem solu¢do na forma

de choque quando S, €]SI, S, onde (S,,C,,) ¢ o estado a esquerda do Problema de

w w

Riemann (4.1), (4.5). Neste capitulo estudamos as solugoes do Sistema (4.1) sem termos

de viscosidade, para S, ¢|SZ, SF[. Uma possivel solugao para este sistema de leis de

w? w

conservacao é uma onda de rarefacdo, uma fungao continua da forma:

U™, se x <&,
Uz, t) =V (z/t), se &t<az<&t, xR, t>0, (5.1)
Ut, se x> &t,
onde V(x/t) é uma fungao suave com V(&) = U~ e V(&) = U" [16]. Para mais detalhes
veja Subsecao 2.1.1.
Usando que S, + S, =1 e f, + f, = 1 reescrevemos o Sistema (4.1) obtendo

05, 0fa
gr o 5 (5.2)
= 1-— — 1-— = 0.
57 (Cooll = 82) + 5 (Cuall = fu)) = 0
Considerando
Sw w
a(w) = o=, I (5.9
C’so(1 - Sw) CSO<1 - fw)
podemos reescrever o Sistema (5.2) de maneira mais sucinta como:
GU)+ FU), =0. (5.4)
Supondo que F(U) e G(U) sao suficientemente suaves obtemos:
Je (U)oU) + Jr(U)0,(U) =0, (5.5)
onde
9 fu 0
1 0 S,
Ja(U) = )= P (5.6)
_CSO (]-_Sw) -C 4w (1_f )
SOaSw w

O fato de termos considerado que o fluxo fracionario da agua nao depende de Cj, simplifica
o Sistema (5.2) tornando as matrizes jacobianas Jg(U) e Jr(U) triangulares inferiores.
De (5.6), obtemos que det(Jg(U)) = (1 —S,) e como Sy, €|Sye, 1 — Sy concluimos que

det(Ja(U)) # 0. Logo, afirmamos que Jg(U) é uma matriz inversivel e pode-se denotar
A(U) = Jg' (U)Jr(U). (5.7)
Podemos reescrever a Equagao (5.5) como:

8,(U) + A(U),(U) = 0. (5.8)
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Buscamos uma solu¢do do problema de Riemann (5.2), (4.41) na forma de rarefacao

fazendo a mudanga de variavel de U(z,t) para V(z/t), obtendo:

)bl () ) o oo

Reorganizando os termos e denotando & = /¢, obtém-se

A(V(IV(E) = EV'(6). (5.10)

Como espera-se que a fun¢ao V' (§) seja suave e conecte os dois estados, U~ e U™, assume-se
que V'(€) # 0, ou seja, V'(€) é proporcional a algum autovetor r,(V (£)) da matriz A(V(€)),

V(€)= al&)rp(V(§)). (5.11)

Como os autovetores sao linearmente independentes, V'(£) deve ser proporcional a
apenas um dos autovetores, de modo que V() reside na curva integral de r, para uma
unica p—familia. Seguindo o roteiro apresentado em [16], para ter onda de rarefagio
entre os estados U~ e Ut em uma mesma curva integral da p—familia, é necessério que &
seja monotonamente crescente a partir do ponto U~ para o ponto U ao longo da curva

integral. Note que a relagao
§=N(V(E) (5.12)

¢ valida por (5.10), de modo que a monotonicidade de A, sobre a curva integral é equivalente
a monotonicidade do parametro £. Para os casos de nao linearidade genuina do p—campo
de autovalores, V' (£) é uma parametrizacao da respectiva curva integral do autovetor r,.

Para este tipo de onda as velocidades das curvas caracteristicas satisfazem:
M (UT) < 2 (UT). (5.13)

Calculando a matriz A(V(£)) obtém-se

O
Avie) =% el (5.14)
Vs

Como a matriz A(V(£)) é diagonal, entao seus autovalores sao:

o afw _ (1 — fw)
=95 VO =195 (5.15)

M (V(©) Tt

com seus correspondentes autovetores

n(V(E€) =11 0, rn(V(E)=[0 1] (5.16)
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Para determinar de forma explicita V' (£) dado em (5.11), é preciso determinar «(§).
Para isso, diferenciamos (5.12) com respeito a &, usamos a Equagao (5.11) e finalmente

reorganizamos para obter

a(§) = - . (5.17)

)
= TNV (V) (5.18)

com dado inicial V(§) = U~ onde & = A\, (U7) e & = A\, (UT).

V'(€)

Pela Equacao (5.15), temos que

Ofw
2 2 —(1=Sw)z5a + (1= fuw)
VALV (€)) = [‘ZSJZ‘J 3(iogw5w] L Va(V(E) = (18_5§w)2 ol.  (5.19)
Usando a equagoes (5.16) e (5.19) obtemos
2
VAVEINV(E) = 2L D) =0, (5.20)

de onde podemos concluir que uma das familias é genuinamente nao linear e a outra familia
é linearmente degenerada que da origem as ondas de contato. As ondas de contato sao um
tipo de solucao descontinua para um problema de Riemann nao linear, onde a condigao
de Rankine-Hugoniot é satisfeita e as curvas caracteristicas sao paralelas de ambos os
lados da descontinuidade. Um exemplo de descontinuidade de contato é fornecido pelo
sistema de Euler da dindmica dos gases quando a velocidade e a pressao sao identicamente
constantes, enquanto a densidade realiza um salto ao longo da linha x = vt. Neste caso v
é constante exceto sobre a linha x = vt [16]. Fixando na familia genuinamente nao linear

(p = 1) as curvas integrais associadas devem satisfazer o sistema de EDOs

V'(€) = B, (5.21)

com an
vie = | B (aszu> (5.22)

CSO 0

Verificamos numericamente que para S, €]5*,1 — S,,] o Problema de Riemann (5.2),
(4.41) tem solugao por onda de rarefagdo. Por exemplo, nas figuras 5.1a e 5.1b mostramos
as solugoes do Sistema (5.2) com estados U~ = (0.83,1) e UT = (0.75,1). Também
observamos nas figuras que temos uma onda de rarefacdo conectando (S,,C.) com
(Sa C)-
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(a) Perfis de (5.2) obtido usando RCD. (b) Perfis de (5.21) obtidos usando MATLAB.

Figura 5.1 — Validagao da solugao de rarefagao para U™ = (0.75,1) e U~ = (0.83,1).

5.1 ONDAS COMPOSTAS

Segundo [42], as solugoes descontinuas (choques) podem ser classificadas em termos
da natureza dos pontos de equilibrio U~ e U™ do Sistema de EDOs (4.10). Na Subsegio
2.1.3, para uma lei de conservacao com duas equagoes foram definidos dois tipos de choques

(Choque-1 e Choque-2) em fungao da condi¢ao de entropia de Lax.

Definicao 5.1. Os choques caracteristicos sao solugoes descontinuas com velocidade de

choque igual a velocidade caracteristica. Estas solugoes podem ser classificadas como:

(1) Choque caracteristico a esquerda, se satisfaz quando tem-se:

(a) Choque-1 com \(U™) = v,
(b) Chogque-2 com Ao(U™) = v.

(2) Choque caracteristico a direita, se satisfaz quando tem-se:

(a) Choque-1 com \(UT) =,
(b) Choque-2 com Ao(UT) = v.

Definicao 5.2. Uma curva composta por um estado inicial U™, associada ao i—ésimo
campo caracteristico, ou i—composta, € o conjunto dos estados U tais que exista um estado
intermedidrio U™ de maneira que U™ seja conectdvel a U™ por uma 1—rarefacio, e U seja

conectdvel a U™ por um choque de velocidade v = X\;(U™) para i =1,2.

Ao considerar o estado fixo U™ = (0.75, 1) foi verificado que para S, = SI, C =1
o estado U~ satisfaz a condigdo de Rankine-Hugoniot e satisfaz que a velocidade da
caracteristica Ay (U~) coincide com a velocidade de choque, veja Equagao (4.18). Neste

caso dizemos que o choque é caracteristico a esquerda e a solugao do problema de Riemann
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consiste de um grupo de duas ondas sem estado intermediario constante entre elas. Tal
grupo de ondas é chamada na literatura de “ondas compostas”, que serao definidas a
seguir [43]. Utilizando o c6digo RCD ilustramos esta situagao na Figura 5.2. Observe que

S- = S é o tnico ponto que satisfaz esta condigao, veja Figura 4.2a.

0.8}

0.6}

0.4}

0.2}

1250 1300 1350 1400
T

Figura 5.2 — Validagdo da solugdo de um choque caracteristico para Ut = (0.75,1) e
U- = (57, 1).

Observacao 5.1. Sabemos que numa vizinhanca dos pontos de equilibrio, os retratos de

fase de (4.10) variam se S, varia, conclui-se que se S, = ST entdo existe uma bifurca¢do

na topologia da solugio do Sistema (4.10). Analisando a Figura 4.4, a transla¢io continua
de S, saindo da regidgo II em direcio a regido I11, S, se aproxima de ST, o autovalor

w?’

A, se aproxima de zero e Sy, se aprorima de ST desde a regiao I11 em dire¢do a regido
II. Para cada ponto S, da regiao 11, temos uma onda de choque conectando os estados
U~ eUT. Essa conexdo persiste até que S, = SL. Ao cruzar para a regidio 11, perdemos

a conexao, pois o estado St o impede. Similar andlise geométrico pode ser observado em

[44]-

Vamos verificar numericamente que para S, € [Sye, S5[, temos uma solugao
composta. Como exemplo, consideramos os estados U~ = (0.12,1) e Ut = (0.75,1). A
solugdo do Problema de Riemann (5.2), (4.41) consiste de um grupo de duas ondas com
um estado intermediario entre elas: primeiro tem-se uma onda de rarefagao conectando
(S5, C) com (ST 1) seguido de um choque caracteristico a esquerda que conecta (ST, 1)
a (S},CF), ver Figura 5.3a. Resultado numérico similar foi mostrado na Figura 5.3b,
considerados os estados U~ = (0.15,1) e UT = (0.75,1). Na ampliagdo das figuras 5.3a e
5.3b, observa-se que S é o estado intermedidrio conectando a onda de rarefacio com a

onda de choque caracteristico a esquerda.
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(a) U~ =(0.12,1) e Ut = (0.75,1).
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(b) U= = (0.15,1) e UT = (0.75,1).

Figura 5.3 — O perfil de solugao do Sistema de EDPs (5.2) obtido usando RCD.




79

6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Consideramos o modelo que descreve o deslocamento de 6leo por um solvente
miscivel na presenca de uma fase aquosa imiscivel. O principal objetivo do trabalho
foi determinar a existéncia da solugao do problema de Riemann para este modelo na
forma de ondas viajantes. Para isso usamos as permeabilidades relativas como no modelo
Corey-Brooks quadratico, considerando o estado inicial do reservatério fixo Ut = (0.75,1)

e variando o estado de injegao U~ = (S, 1), onde S, € [Swe, 1 — Sor)-

Classificamos os possiveis estados de injecao S, em trés regioes, veja Figura 4.4.
Na regiao II, correspondente a S, € ]Sg , St {, provamos a existéncia da solucao da
versao viscosa do problema de Riemann na forma de ondas viajantes. Com isso também
provamos existéncia da solucao na forma de choque entropico para o problema de Riemann.
Toda analise tedrica foi verificada através de simulacdes numéricas, onde o sistema de
equagoes diferenciais parciais foi resolvido usando o c6digo RCD e o sistema de equacoes
diferenciais ordinarias descrevendo ondas viajantes foi resolvido usando o algoritmo ode4b
de MATLAB. Na regido I, correspondente a S, € ]S 1 — S,,[, construimos a solugao
do problema de Riemann na forma de ondas de rarefagao. Esta construcgao foi verificada
através de simulagoes numéricas, onde o sistema de equagoes diferenciais parciais foi
resolvido usando o codigo RCD e o sistema de equagoes diferenciais ordinarias descrevendo

ondas de rarefacao foi resolvido usando o algoritmo ode45 de MATLAB.

Na regiao I11, correspondente a S;, € }ch, ST [, construimos a solu¢ao do problema
de Riemann na forma de ondas compostas: tem-se uma onda de rarefagdo que vai até um
estado intermediario seguido de um choque caracteristico a esquerda. Esta construcao
foi verificada através de simulagdes numéricas, onde o sistema de equagoes diferenciais

parciais foi resolvido usando o cédigo RCD.

Para futuros trabalhos, podemos estudar o problema de Riemann considerando o
estado de injecao fixo e analisar a solucao deste problema variando o estado inicial do
reservatério. Também podemos considerar o fluxo fracionario da agua dependendo da

saturagao da dgua (S,,) e da concentragao do solvente na fase de dleo (Cy,).
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