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RESUMO

Este trabalho foi baseado nos resultados obtidos por Korman, Lazer e Li em [12] e Korman
e Lazer em [11]. Nele, estudamos a existência de trajetórias homoclínicas para a seguinte
classe de equações

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0, x ∈ IR.

Analisamos também a existência de trajetórias homoclínicas para a classe de sistemas
hamiltonianos

u′′ − L(t) · u+ Vu(t, u) = 0, t ∈ IR.

Garantimos a existência de soluções não triviais para os problemas acima quando x e
t pertencem a um intervalo limitado da forma (−T, T ) com T ≥ 1, utilizando técnicas
variacionais e, depois, analisamos essas soluções quando T −→∞.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos. Soluções Positivas. Trajetórias Homoclínicas.



ABSTRACT

This work is based on the results obtained by Korman, Lazer and Li in [12]; Korman
and Lazer in [11]; here in we will study the existence of homoclinic trajectories for the
following class of equations

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0, x ∈ IR.

We also analyze the existence of homoclinic trajectories for the following class of
Hamiltonian systems

u′′ − L(t) · u+ Vu(t, u) = 0, t ∈ IR.

Using variational techniques we guarantee the existence of non-trivial solutions to the
above problems when x and t belong to a bounded interval of the form (−T, T ), with
T ≥ 1, and then we analyze these solutions as T −→∞.

Keywords: Hamiltonian systems. Positive Solutions. Homoclinic trajectories.
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1 INTRODUÇÃO

Consideremos equações diferenciais de segunda ordem da seguinte forma:

ü = f(t, u), t ∈ IR. (1.1)

Ao analisarmos as possíveis soluções dessa equação, podemos nos deparar com
soluções constantes. Essas soluções recebem uma nomenclatura especial, são chamadas
de pontos de equilíbrio. Um fato que merece destaque quando analisamos os pontos de
equilíbrio da equação acima é a existência de trajetórias, também conhecidas como órbitas,
que unem pontos de equilíbrio da equação. Elas são conhecidas como homoclínicas ou
heteroclínicas.

Uma trajetória homoclínica é um caminho cujo ponto inicial e final coincidem. Nesse
tipo de trajetória existe apenas um ponto de equilíbrio. Já uma trajetória heteroclínica é
um caminho que liga dois pontos de equilíbrio distintos. Ao tomarmos p e q como sendo
pontos de equilíbrio da equação (1.1), afirmaremos que u é uma trajetória homoclínica
interligando p quando lim

t→±∞
u(t) = p; e que se trata de uma trajetória heteroclínica

interligando p e q quando lim
t→−∞

u(t) = p e lim
t→∞

u(t) = q.

Figura 1 – À esquerda temos um exemplo de uma trajetória homoclínica e à direita uma trajetória
heteroclínica.

Consideremos o seguinte sistema de segunda ordem: ẋ = f(x, y)
ẏ = g(x, y).

Segundo Villate em [17], esse sistema é chamado de Sistema Hamiltoniano se as funções f
e g satisfazem a seguinte relação:

∂f

∂x
= −∂g

∂y
.

Se um sistema é hamiltoniano, então existirá uma função de estado, denotada por H(x, y),
chamada de função hamiltoniana, que permite definirmos as seguintes equações de evolução:

ẋ = ∂H

∂y

ẏ = ∂H

∂x
.
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Particularmente, a função hamiltoniana abrange toda a informação dinâmica do
sistema. Qualquer conjunto de equações de evolução que satisfazem as condições para ser
um sistema hamiltoniano definem uma função hamiltoniana através das relações:

∂H

∂y
= f(x, y)

∂H

∂x
= −g(x, y).

Na mecânica clássica, um sistema hamiltoniano é um sistema físico no qual as forças
não variam de acordo com a velocidade. Um exemplo clássico de sistemas hamiltonianos é
o pêndulo de Wilberforce, que é formado por um objeto ligado a uma mola, podendo se
movimentar nos planos horizontal e vertical.

Através de técnicas variacionais, Ambrosetti e Bertotti em [1], Omana e Willem
em [15] e Korman e Lazer em [11], confirmaram a existência de trajetórias homoclínicas e
heteroclínicas do seguinte sistema Hamiltoniano:

u′′ − L(t) · u+ Vu(t, u) = 0, (1.2)

no qual

(i) L(t) é uma matriz de ordem n;

(ii) Vu(t, u) é um potencial superquadrático;

(iii) u, que é a solução que pretendemos determinar, está na classe H1(IR, IRn).

Esses autores, em seus trabalhos, restringiram o sistema (1.2) a intervalos da forma
(−T, T ) com as condições de contorno de Dirichlet, que são u(T ) = u(−T ) = 0, expondo a
existência de soluções utilizando o Teorema do Passo da Montanha, e fazendo T → +∞.

O estudo realizado por Ambrosetti e Bertotti em [1] mostra que além da existência
de soluções do sistema (1.2), o Teorema do Passo da Montanha obtém uma estimativa
uniforme em T da solução na norma H1.

Neste trabalho, será mostrado que o sistema (1.2) possui uma solução não trivial,
quando é estudado sob as seguintes condições:

(i) −∞ < t <∞;

(ii) u(±∞) = u′(±∞) = 0;

(iii) L(t) = [`ij(t)] é uma matriz positiva definida e simétrica de classe C1(IR) tal que
(L(t)u, u) ≥ α(t)|u|2 para todo t ∈ IR, na qual α(t) é uma função em C(IR, IR) e
estritamente positiva em todos os reais, isto é, α(t) ≥ α0 > 0 ∀ t ∈ IR;
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(iv) V (t, u) ∈ C1(IR × IRn, IR) e, para alguma constante γ > 2, tem-se 0 < γV (t, ξ) ≤
(Vξ(t, ξ), ξ) para todo ξ ∈ IRn\{0} e t ∈ IR;

(v) Existe uma função real β tal que (L(t)u, u) > (Vu(t, u), u) quando |u|2 ≤ β(t);

(vi) lim
t→∞

inf α0β(t) > lim
T→∞

2γ
γ − 2CT , com

CT =
∫ T

−T

[1
2 |u

′
T |2 + 1

2(L(t)uT , uT )− V (t, uT )
]
dt

e uT sendo solução do sistema (1.2) quando t ∈ (−T, T ) e quando uT (±T ) = 0.

Também será mostrado que se a(x) e b(x) satisfazem qualquer uma das condições
abaixo:

(i) xa′(x) ≥ 0 e xb′(x) ≤ 0 para todo x ∈ IR;

(ii) lim
x→±∞

(
√
a(0) +

√
a(x))

2 .

(p+ 1)a(x)
b(x)

 2
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT ;

ou

(iii) lim inf
|x|→∞

√
a0

a(x)
b(x)

 1
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT ;

então o problema

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 para x ∈ (−∞,∞) e p ∈ (1,∞) (1.3)

com
u(−∞) = u′(−∞) = u(∞) = u′(∞) = 0 (1.4)

possui uma solução positiva.

No Capítulo 2, serão apresentados resultados relacionados às condições do
problema (1.3-1.4). Mostrar-se-á também que a equação (1.3), quando x ∈ (−T, T )
e u(−T ) = u(T ) = 0 para qualquer T ≥ 1, possui uma solução positiva.

De forma similar ao que foi abordado no Capítulo 2, no Capítulo 3 será demonstrado
que o sistema (1.2), quando t pertence à um intervalo limitado da forma (−T, T ) e
u(T ) = u(−T ) = 0 com T ≥ 1, possui uma solução não trivial. Além disso, será
apresentado um exemplo que mostra que o resultado não é válido para sistemas.
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O Capítulo 4 contém as demonstrações dos principais resultados deste trabalho
as quais foram obtidas utilizando os resultados dos Capítulos 2 e 3 na condição em que
T −→∞, a saber:

Teorema 1.1. Sejam a(x), b(x) ∈ C1(IR) e também pertencentes à L∞, tais que para
todo x temos a(x) ≥ a0 > 0, b(x) ≥ b0 > 0. Suponhamos que a, b satisfaçam

lim inf
|x|→∞

√
a0

a(x)
b(x)

 1
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT

ou 
xa′(x) ≥ 0 e xb′(x) ≤ 0 para todo x

lim
x→±∞

(
√
a(0) +

√
a(x))

2

(p+ 1)a(x)
b(x)

 2
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT ,

com

CT =
∫ T

−T

u′2T
2 + a(x)u

2
T (x)
2 − b(x) u

p+1
T

p+ 1

dx
e  u′′T (x)− a(x)uT + b(x)upT = 0 com x ∈ (−T, T ) e T ≥ 1

uT (T ) = uT (−T ) = 0.

Então o problema u′′ − a(x)u+ b(x)up(x) = 0 com x ∈ (−T, T ) e p ∈ (1,∞)
u(±∞) = u′(±∞) = 0

possui uma solução positiva.

Teorema 1.2. Seja L(t) = [`ij(t)] uma matriz positiva definida e simétrica de classe
C1(IR) e V (t, u) ∈ C1(IR× IRn, IR) tal que para alguma constante γ > 2 temos

0 < γV (t, ξ) ≤ (Vξ(t, ξ), ξ) para todo ξ ∈ IRn\{0} e t ∈ IR.

Consideremos também uma função β : IR −→ IR tal que

(L(t)u, u) > (Vu(t, u), u) uma vez que |u|2 ≤ β(t),

sendo Vu é o gradiente de V em relação à u.
Suponhamos que

lim inf
t→∞

α0β(t) > lim
T→∞

2γ
γ − 2CT ,

com

CT =
∫ T

−T

1
2 |u

′
T |2 + 1

2(L(t)uT , uT )− V (t, uT )
dt,

u′′T − L(t)uT + VuT (t, uT ) = 0 para t ∈ (−T, T ) e u(T ) = u(−T ) = 0,
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0 < α0 ≤ α(t) para todo t com α(t) uma função real contínua tal que

(L(t)u, u) ≥ α(t).|u|2.

Então, o problema  u′′ − L(t)u+ Vu(t, u) = 0 para x ∈ (−∞,∞)
u(±∞) = u′(±∞) = 0

possui uma solução não trivial.

O Capítulo 5 aborda soluções heteroclínicas ímpares para o problema

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−∞,∞), u(±∞) = ±1 e u′(±∞) = 0.

Essas soluções serão obtidas seguindo a mesma abordagem do Capítulo 2, analisando o
problema quando x pertence à um intervalo limitado da forma (−T, T ) com T ≥ 1.

Já no Capítulo 6, trabalharemos com um princípio de máximo um pouco diferente
para um sistema de equações semelhantes à equação (1.3).

O trabalho é finalizado com um Apêndice que conterá alguns resultados clássicos
como o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Comparação de Sturm, que serão
utilizados do decorrer de todo trabalho.

Este trabalho está baseado nos estudos realizados por Korman, Lazer e Li em [12]
e Korman e Lazer em [11]. Os gráficos representados nas figuras 2, 3 e 4 foram obtidos
através do site www.wolframalpha.com, a figura 1 foi extraída de [5] e as figuras 7 e 8
foram extraídas de [4].
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2 TRAJETÓRIAS HOMOCLÍNICAS POSITIVAS PARA UMA CLASSE
DE EQUAÇÕES

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar que o problema

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0, (2.1)

com −∞ < x < +∞, 1 < p < +∞ e,

u(−∞) = u′(−∞) = u(∞) = u′(∞) = 0 (2.2)

possui uma solução positiva. Neste capítulo serão discutidos todos os resultados necessários
para essa demonstração.

Para isso, consideremos as funções a(x), b(x) definidas em todos os reais, de classe
C1, L∞ e estritamente positivas, ou seja, a(x) ≥ a0 > 0 e b(x) ≥ b0 > 0 para todo x. Para
encontrarmos uma solução positiva u que satisfaça (2.1) e (2.2), vamos determinar uma
solução da equação

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 (2.3)

sob as seguintes condições
x ∈ (−T, T ) e

u(T ) = u(−T ) = 0,

e depois calcular o limite quando T →∞. Denotaremos as soluções desse problema por
uT .

Lema 2.1. O problema (2.3) sob as condições citadas acima, possui uma solução positiva
para qualquer T ≥ 1. Essa solução é obtida através do uso de técnicas variacionais e, para
essa solução, temos a seguinte estimativa∫ T

−T
(u′2(x) + a(x)u2(x))dx ≤ C (2.4)

uniformemente em T ≥ 1.

Demonstração: O problema (2.3) é dado por

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 para x ∈ (−T, T ), T ≥ 1 e u(T ) = u(−T ) = 0.

Para obtermos o resultado desejado, devemos trabalhar com o seguinte problema
u′′ − a(x)u+ b(x)(u+)p = 0 para x ∈ (−T, T )
u(−T ) = u(T ) = 0
u+ = max{u, 0}

(2.5)
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com u pertencente ao espaço H1
0 [−T, T ] composto de funções absolutamente contínuas

que se anulam em ±T com a norma

‖u‖2 =
∫ T

−T
(u′2(x) + u2(x))dx.

Consideremos o funcional f : H1
0 [−T, T ] −→ IR definido da seguinte forma:

f(u) =
∫ T

−T

u′2
2 + a(x)u

2

2 − b(x)(u+)p+1

p+ 1

dx.
Observe que f(u) possui um mínimo local estrito em u = 0.
De fato, como a(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ IR e a ∈ C1(IR) temos que a(x) é contínua no
intervalo limitado [−T, T ], daí segue que, definida nesse intervalo, a(x) possui um máximo
positivo em [−T, T ]. Vamos denotá-lo por aM :

0 < a0 ≤ a(x) ≤ aM , ∀ x ∈ [−T, T ]⇒∫ T

−T
(u′2 + a0u

2)dx ≤
∫ T

−T
(u′2 + a(x)u2)dx ≤

∫ T

−T
(u′2 + aMu

2)dx.

Como ‖u‖2 difere de
∫ T
−T (u′2 + a0u

2)dx e de
∫ T
−T (u′2 + aMu

2)dx por uma constante, e

essas integrais são limites inferiores e superiores, respectivamente, de
∫ T

−T
(u′2 + a(x)u2)dx

podemos escrever o funcional f da seguinte forma:

f(u) = ‖u‖
2

2 −
∫ T

−T
b(x)(u+)p+1

p+ 1 dx.

Como b ∈ C1(IR) e b(x) ≥ b0 > 0, segue que b é contínua em [−T, T ] e portanto, possui
um valor máximo em [−T, T ]. Vamos denotá-lo por bM . Assim temos

f(u) = ‖u‖
2

2 − 1
p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+)p+1dx ≥ ‖u‖

2

2 − bM
p+ 1

∫ T

−T
(u+)p+1dx. (2.6)

Sabemos que H1
0 ↪→ Lp+1 pelo Teorema 7.32 no Apêndice, logo existem constantes

C1, C2 > 0 tais que

‖u+‖Lp+1 =
∫ T

−T
(u+)p+1

dx

 1
p+1

≤ C1‖u+‖

então, ∫ T

−T
(u+)p+1dx ≤ C2‖u+‖p+1,

ou seja,
−
∫ T

−T
(u+)p+1dx ≥ −C2‖u+‖p+1.

Assim, voltando em (2.6) e utilizando a desigualdade acima temos

f(u) ≥ ‖u‖
2

2 − bM
p+ 1

∫ T

−T
(u+)p+1dx ≥ ‖u‖

2

2 − bM
p+ 1C2‖u‖p+1. (2.7)
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Daí, como p + 1 > 2 segue que para todo u ∈ H1
0 [−T, T ] com ‖u‖= ρ suficientemente

pequeno, existe βρ > 0 tal que f(u) ≥ βρ. Portanto f(u) possui um mínimo local em
u = 0.
Vamos agora determinar f ′(u).
Note que

f ′(u)v = lim
t→0

f(u+ tv)− f(u)
t

=

= lim
t→0

1
2‖u+ tv‖2 − 1

p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+ tv)p+1dx− 1

2‖u‖
2 + 1

p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+)p+1dx

t
=

= lim
t→0

1
2((u, u) + t(v, u) + t(u, v) + t2(v, v)− (u, u)) + 1

p+ 1

∫ T

−T
b(x)((u+)p+1 − ((u+ tv)+)p+1)dx

t
=

= lim
t→0

t(2(u, v) + t2(v, v))
2t +

∫ T

−T
b(x)((u+)p+1 − ((u+ tv)+)p+1)dx

t(p+ 1)

.
Consideremos g : [0,+∞) −→ IR dada por g(x) = xp+1, assim temos g′(x) = (p + 1)xp.
Pelo Teorema do Valor Médio, temos

g(a+ b)− g(a) = g′(Cab)(a+ b− a), com 0 ≤ a ≤ Cab ≤ a+ b⇒

(a+ b)p+1 − ap+1 = (p+ 1)Cp
abb, com 0 ≤ a ≤ Cab ≤ a+ b.

Daí, voltando em f ′(u)v temos

f ′(u)v = lim
t→0

2(u, v) + t(v, v)
2 −

∫ T

−T
b(x)(p+ 1).Cp

utv.tvdx

t(p+ 1)

, com u ≤ Cutv ≤ u+ tv,

e portanto,
f ′(u)v = (u, v)−

∫ T

−T
b(x)upvdx.

Agora que já calculamos a derivada de f , vamos mostrar que esse funcional satisfaz a
condição de Palais-Smale.
Seja (un) uma sequência em H1

0 tal que f(un) é limitada e que f ′(un) −→ 0. Queremos
mostrar que (un) possui uma subsequência convergente.
Como f ′(un) −→ 0 temos que

‖f ′(un)‖(H1
0 )′ = sup

‖v‖=1 e v ∈ H1
0 [−T,T ]

|f ′(un)v| −→ 0.

Daí, existe uma constante C > 1 tal que∣∣∣∣∣∣f ′(un). un
‖un‖

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ⇒ |f ′(un)un| ≤ C‖un‖,

logo
−C‖un‖ ≤ f ′(un)un ≤ C‖un‖. (2.8)
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Temos também que f(un) é limitada, logo existe uma constante k > 0 tal que

|f(un)| =

∣∣∣∣∣∣12‖un‖2 − 1
p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k, ∀ n ∈ N,

ou seja,
−k ≤ 1

2‖un‖
2 − 1

p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx ≤ k, ∀ n ∈ N. (2.9)

Vimos que
f ′(u)v = (u, v)−

∫ T

−T
b(x)(u+)pvdx.

Daí, por (2.8), segue que

f ′(un)un = ‖un‖2 −
∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx ≥ −C‖un‖,

ou seja,

− 1
p+ 1f

′(un)un = − 1
p+ 1‖un‖

2 + 1
p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx ≤ C

p+ 1‖un‖. (2.10)

Somando (2.9) e (2.10) temos

1
2‖un‖

2− 1
p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx− 1
p+ 1‖un‖

2+ 1
p+ 1

∫ T

−T
b(x)(u+

n )p+1dx ≤ K+ C

p+ 1‖un‖.

Portanto 1
2 −

1
p+ 1

‖un‖2 ≤ K + C

p+ 1‖un‖.

Como p > 1 temos que p+ 1 > 2⇒ 1
p+ 1 <

1
2 ⇒

1
2 −

1
p+ 1 > 0.

Logo, ‖un‖ é limitado em IR, o que implica (un) ser limitada em H1
0 [−T, T ].

Seja (unj) uma subsequência de (un) tal que unj −→ u ∈ H1
0 [−T, T ] fracamente, quando

j −→∞. Da definição de convergência fraca, temos

(unj , v) −→ (u, v), ∀ v ∈ H1
0 [−T, T ]. (2.11)

Aqui, é importante ressaltar que toda sequência limitada de um espaço reflexivo possui
uma subsequência fracamente convergente.
Como H1

0 ↪→ Lp+1 é uma imersão compacta, temos unj −→ u em Lp+1 e unj −→ u quase
sempre em [−T, T ] ⊂ IR, de acordo com Brézis em [3].
Observe que ∫ T

−T
b(x)|unj |p−1unjvdx −→

∫ T

−T
b(x)|u|p−1uvdx.

De fato, utilizando a desigualdade de Hölder, considerando 1
s

+ 1
s′

= 1 e devido à
convergência forte em Lp+1 temos

∫ T

−T
[||unj |p−1.unj |]vdx =

∫ T

−T
|unj |pvdx ≤

∫ T

−T
|unj |p.sdx

 1
s
∫ T

−T
vs
′
dx

 1
s′

,
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com v ∈ L
ps

1−ps e
∫ T

−T
|unj |p.sdx < ∞, pois (un) é limitado em H1

0 ↪→ Lps, daí segue que
essa sequência também será limitada em Lps.
De un −→ u quase sempre temos que |unj |ps −→ ups. Como unj ⇀ u em H1

0 ↪→ Lps temos,
em particular, que unj ⇀ u em Lps e, portanto, upnj ⇀ up em Lps. Assim, pelo Teorema
da Representação de Riez e pelo Teorema 7.14 temos

(ϕ, upnj) = ϕ(upnj) =
∫
vupnjdx −→

∫
vupdx = ϕ(up) = (ϕ, up) para todo v, ϕ ∈ (Ls)′.

Daí, concluímos que
∫ T

−T
b(x)|unj |p−1unjvdx −→

∫ T

−T
b(x)|u|p−1uvdx, quando j −→∞.

Seja u uma solução fraca para o problema (2.5), ou seja, f ′(u)v = 0 para todo v em
H1

0 [−T, T ]. Assim temos

f ′(u)u = 0 = ‖u‖2 −
∫ T

−T
b(x)|u+|p−1uudx.

Denotaremos

onj(1) = f ′(unj − u)(unj − u) = ‖unj − u‖2 −
∫ T

−T
b(x)|un − u|p−1(unj − u)2dx.

Assim temos
‖unj − u‖2 = onj(1) +

∫ T

−T
b(x)|unj − u|p+1dx. (2.12)

Novamente, como unj ⇀ u temos que unj −→ u quase sempre em IR e unj −→ u em Lp+1.
Logo, pelo Teorema 7.17 existe uma subsequência (unjk ) de (unj) tal que

unjk (x) −→ u(x) quase sempre em IR e |unjk (x)| ≤ h(x), com h(x) ∈ Lp+1.

Observe que
fnjk = b(x)|unjk − u|

p+1 −→ 0,

pois unjk −→ 0 quase sempre, daí temos

|fnjk | = b(x)|unjk − u|
p+1 ≤ bM(|unjk |+ |u|)

p+1 ≤ bM2p(|unjk |
p+1 + |u|p+1),

o que implica
|fnjk | ≤ bM2p(hp+1 + |u|p+1) ∈ L1.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e por (2.12), segue que

‖unjk − u‖
2 −→ 0,

e portanto unjk −→ u em H1
0 [−T, T ] e (un) satisfaz a condição de Palais-Smale, o que

prova a nossa afirmação.
Agora, iniciando com qualquer função u0(x) em H1

0 [−1, 1] tal que u+
0 6= 0, definimos u∗

em H1
0 [−T, T ] da seguinte forma: u∗(x) = λu0(x) para x ∈ [−1, 1]

u∗(x) = 0 para x ∈ [−T, T ] \ [−1, 1].
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Observe que

f(u∗) =
∫ 1

−1

λ2u
′2
0
2 +a(x)λ

2u2
0

2 −b(x)λ
p+1(u+

0 )p+1

p+ 1

dx < 0 para λ > 0 suficientemente grande.

De (2.7) temos f(u) ≥ β > 0 para ‖u‖= ρ com ρ suficientemente pequeno. Assim,
concluímos pelo Teorema do Passo da Montanha que f(u) possui um ponto crítico não
trivial u(x) ∈ H1

0 [−T, T ], que é uma solução de

u′′ − a(x)u+ b(x)(u+)p = 0 para x ∈ (−T, T ) com u(−T ) = u(T ) = 0, (2.13)

e essa solução é estritamente positiva pelo Princípio do Máximo.
A abordagem variacional também nos permite estabelecer a estimativa∫ T

−T
(u′2(x) + u2(x))dx ≤ C uniformemente em T ≥ 1. (2.14)

De fato, se considerarmos o conjunto de caminhos

ΓT = {g : [0, 1] −→ H1
0 [−T, T ] / g(0) = 0, g(1) = u∗}, (2.15)

então a solução u(x) de (2.13) é o ponto no qual

inf
g∈ΓT

max
τ∈[0,1]

f(g(τ)) ≡ CT (2.16)

é alcançado.
Consideremos agora T1 > T . Então ΓT ⊂ ΓT1 , uma vez que qualquer função em
H1

0 [−T, T ] pode ser considerada como pertencente à H1
0 [−T1, T1] se estendermos por

zero em [−T1, T1]\[−T, T ]. Por isso, para T1 o conjunto de caminhos concorrentes em
(2.16) é maior do que para T , o que implica

CT1 ≤ CT ≤ C1 (T1 > T ≥ 1). (2.17)

Então, para a solução positiva u de (2.13),

f(u) =
∫ T

−T

u′2
2 + a(x)u

2

2 − b(x) u
p+1

p+ 1

dx ≤ C1 uniformemente em T ≥ 1. (2.18)

Multiplicando (2.13) por u e integrando temos

1
p+ 1

∫ T

−T
(u′2 + a(x)u2 − b(x)up+1)dx = 0. (2.19)

Subtraindo (2.18) de (2.19) obtemos a estimativa (2.14).
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Observação 2.2. Vimos no início da demonstração que como a(x) ≥ a0 > 0 e
b(x) ≥ b0 > 0 para todo x e a, b ∈ C1(IR) temos que a(x), b(x) são contínuas no
intervalo limitado [−T, T ], daí segue que, definidas nesse intervalo, essas funções possuem
um máximo. Se ao invés de analisarmos essas funções em [−T, T ] estivéssemos trabalhando
em IR, para garantir essa limitação, utilizaríamos o seguinte resultado de Brézis em [3]:

"Seja E um espaço vetorial com duas normas ‖x‖1 e ‖x‖2. Suponhamos que E, munido
dessas normas seja um espaço de Banach. Além disso, suponhamos que exista uma
constante C > 0 tal que

‖x‖2 ≤ C‖x‖1 ∀ x ∈ E.

Então, existe uma constante K > 0 tal que

‖x‖1 ≤ K‖x‖2 ∀ x ∈ E,

tendo em vista que IR é um espaço de Banach."

Na demonstração do lema acima, mostramos que

CT =
∫ T

−T

u′2T
2 + a(x)u

2
T

2 − b(x) u
p+1
T

p+ 1

dx
é não-crescente em T , o que implica CT ≤ C1 para todo T ≥ 1, onde uT é uma solução
positiva de (2.3). Vamos agora simplificar a expressão acima.

Multiplicando a equação (2.3) por uT temos

u′′TuT = a(x)u2
T − b(x)up+1

T ,

donde
(u′TuT )′ = (u′T )2 + a(x)u2

T − b(x)up+1
T .

Integrando de −T à T temos∫ T

−T
(u′TuT )′dx =

∫ T

−T
[(u′T )2 + a(x)u2

T − b(x)up+1
T ]dx,

isto é,

(u′T (T )uT (T )− u′T (−T )uT (−T )) =
∫ T

−T
[(u′T )2 + a(x)u2

T − b(x)up+1
T ]dx.

Portanto

∫ T

−T
[(u′T )2 + a(x)u2

T − b(x)up+1
T ]dx = 0. (2.20)
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Note que, por (2.20)

CT =
∫ T

−T

u′2T
2 + a(x)u

2
T

2 − b(x) u
p+1
T

p+ 1

dx =
∫ T

−T

b(x)u
p+1
T

2 − b(x) u
p+1
T

p+ 1

,
ou seja,

CT =
∫ T

−T

(p+ 1)b(x)up+1
T − 2b(x)up+1

T

2(p+ 1)

.
Reescrevendo temos,

(p+ 1)
(p− 1)CT =

∫ T

−T

b(x)
2 up+1

T dx.

Portanto, usando (2.20) novamente

(p+ 1)
(p− 1)CT =

∫ T

−T

u′2T
2 + a(x)u

2
T

2

dx.
Lema 2.3. Consideremos

xa′(x) ≥ 0 e xb′(x) ≤ 0 para todo x ∈ IR. (2.21)

Seja u(x) uma solução positiva de u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 com x ∈ (−T, T ) e p ∈ (1,∞)
u(T ) = u(−T ) = 0

e x0T seu ponto de máximo. Suponhamos que

lim
x→±∞

(
√
a(0) +

√
a(x))

2 .

(p+ 1)a(x)
b(x)

 2
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT . (2.22)

Então x0T pertence a um intervalo uniformemente limitado em T ≥ 1.

Demonstração: Foi mostrado por Korman e Ouyang em [13] que u(x) tem apenas um
ponto de máximo local e esse máximo é global. Vamos denotá-lo por x0T . Consideremos
também, sem perda de generalidade que x0T ≥ 0.
Multiplicando u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 por u′ temos

u′′u′ − a(x)uu′ + b(x)upu′ = 0.

Reescrevendo u′2
2

′ − a(x)
u2

2

′ + b(x)
 up+1

p+ 1

′ = 0.

Integrando a equação acima sobre (x0T , T ) obtemos

∫ T

x0T

u′2
2

′ − a(x)
u2

2

′ + b(x)
 up+1

p+ 1

′dx = 0. (2.23)



23

Por hipótese xa′(x) ≥ 0 e xb′(x) ≤ 0 para todo x ∈ IR e também temos que x0T ≥ 0, logo
para todo x ∈ [x0T , T ] tem-se

x︸︷︷︸
> x0T ≥ 0

a′(x) ≥ 0 e x︸︷︷︸
> x0T ≥ 0

b′(x) ≤ 0,

ou seja,
a′(x) ≥ 0 e b′(x) ≤ 0 em [x0T , T ].

Portanto,
a(x) é crescente e b(x) é decrescente em [x0T , T ].

Consequentemente
a(x) ≥ a(x0T ) e b(x) ≤ b(x0T ),

ou seja,
−a(x) ≤ −a(x0T ) e b(x) ≤ b(x0T ).

Assim, voltando em (2.23) e usando o fato que u > 0 e u′ < 0 em [x0T , T ] segue que

∫ T

x0T

u′2
2

′dx− ∫ T

x0T

a(x0T )
u2

2

′dx+
∫ T

x0T

b(x0T )
 up+1

p+ 1

′dx ≤ 0,

ou seja, u′2
2

∣∣∣∣∣∣
T

x0T

− a(x0T )
u2

2

∣∣∣∣∣∣
T

x0T

+ b(x0T )
 up+1

p+ 1

∣∣∣∣∣∣
T

x0T

≤ 0.

Portanto,

u
′2(T )− u′2(x0T )

2 − a(x0T )
u2(T )− u2(x0T )

2

+ b(x0T )
up+1(T )− up+1(x0T )

p+ 1

 ≤ 0.

Como x0T é ponto de máximo global segue que u′(x0T ) = 0. Temos também que quando
T −→∞, u(T ) = u′(T ) −→ 0. Assim, da desigualdade acima temos

−a(x0T )(−u2(x0T ))
2 + b(x0T )(−up+1(x0T ))

p+ 1 ≤ 0,

o que acarreta
b(x0T )up+1(x0T ).2

2(p+ 1) ≥ a(x0T )u2(x0T )(p+ 1)
2(p+ 1) .

Portanto, temos que

2u2(x0T )(b(x0T )up−1(x0T )) ≥ u2(x0T )a(x0T )(p+ 1).

Reescrevendo a estimativa acima, segue que

2up−1(x0T )b(x0T ) ≥ (p+ 1)a(x0T ),
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e consequentemente

u(x0T ) ≥
(p+ 1)a(x0T )

2b(x0T )

 1
p−1

. (2.24)

Por outro lado, vimos que

∫ T

−T

u′2
2 + a(x)u

2

2

dx = (p+ 1)
p− 1 CT ,

qualquer que seja a solução u.
Observe que, dados a, b quaisquer temos

ab ≤ a2

2 + b2

2 .

Daí temos √
a(x)u|u′| ≤ au2

2 + u′2

2 .

Integrando ambos os membros

∫ T

−T

√
a(x)u|u′|dx ≤

∫ T

−T

au2

2 + u′2

2

dx = (p+ 1)
p− 1 CT ,

ou seja, ∫ T

−T

√
a(x)u|u′|dx ≤ (p+ 1)

p− 1 CT .

Por outro lado, por (2.24) temos que

(p+ 1)
p− 1 CT ≥

∫ T

−T

√
a(x)u|u′|dx =

∫ x0T

−T

√
a(x)u|u′|dx+

∫ T

x0T

√
a(x)u|u′|dx =

=
∫ x0T

−T

√
a(x)uu′dx−

∫ T

x0T

√
a(x)uu′dx (2.25)

pois, como x0T é ponto de máximo, u é crescente de −T à x0T e decrescente de x0T à T .
Voltando em (2.25) temos

=
∫ x0T

−T

√
a(x)uu′dx−

∫ T

x0T

√
a(x)uu′dx =

=
∫ 0

−T

√
a(x)uu′dx+

∫ x0T

0

√
a(x)uu′dx−

∫ T

x0T

√
a(x)uu′dx ≥

≥
√
a(0)

∫ 0

−T

(
u2

2

)′
dx+

√
a(0)

∫ x0T

0

(
u2

2

)′
dx−

√
a(x0T )

∫ T

x0T

(
u2

2

)′
dx =

=
√
a(0)

∫ x0T

−T

(
u2

2

)′
dx−

√
a(x0T )

∫ T

x0T

(
u2

2

)′
dx =

=
√
a(0)

u2(x0T )− u2(−T )
2

−√a(x0T )
u2(T )− u2(x0T )

2

 =
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= (
√
a(0) +

√
a(x0T ))u

2(x0T )
2 −

√
a(0)u

2(−T )
2 −

√
a(x0T )u

2(T )
2 .

Assim, aplicando o limite quando T −→∞ temos(
√
a(0)+

√
a(x0T ))u

2(x0T )
2 −

√
a(0)u

2(−T )
2 −

√
a(x0T )u

2(T )
2

 −→

√
a(0) +

√
a(x0T )

2

u2(x0T ).

Portanto,

lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT ≥ lim

T→∞


√
a(0) +

√
a(x0T )

2

u2(x0T ).

Vimos, em (2.24), que u(x0T ) ≥
(p+ 1)a(x0T )

2b(x0T )

 1
p−1

, daí segue que

lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT ≥ lim

T→∞


√
a(0) +

√
a(x0T )

2

u2(x0T ) ≥

≥ lim
T→∞


√
a(0) +

√
a(x0T )

2

(p+ 1)a(x0T )
2b(x0T )

 2
p−1

,

e assim, por (2.22), temos que x0T pertence a um intervalo limitado.

Observação 2.4. A condição (2.22) é satisfeita se, por exemplo, lim
x→±∞

a(x) =∞ e b(x)
é limitada.

Observação 2.5. Ao invés de (2.21) poderíamos permitir uma condição mais geral

(x− c)a′(x) ≥ 0 e (x− c)b′(x) ≤ 0,

para algum c ∈ IR e para todo x ∈ IR.

Lema 2.6. Suponhamos que

lim inf
|x|→∞

√
a0

a(x)
b(x)

 1
p−1

> lim
T→∞

(p+ 1)
p− 1 CT . (2.26)

Então x0T pertence à um intervalo limitado.
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Demonstração: De forma análoga ao lema anterior temos

(p+ 1)
p− 1 CT >

∫ T

−T

√
a(x)

∣∣∣∣∣∣
u2

2

′∣∣∣∣∣∣dx =

=
∫ x0T

−T

√
a(x)

∣∣∣∣∣∣
u2

2

′∣∣∣∣∣∣dx+
∫ T

x0T

√
a(x)

∣∣∣∣∣∣
u2

2

′∣∣∣∣∣∣dx ≥

≥ min
[−T,x0T ]

√
a(x).

∫ x0

−T

∣∣∣∣∣∣
u2

2

′∣∣∣∣∣∣dx+ min
[x0T ,T ]

√
a(x).

∫ T

x0T

∣∣∣∣∣∣
u2

2

′∣∣∣∣∣∣dx ≥

≥
√
a0u

2(x0T ) ≥ √a0

a(x0T )
b(x0T )

 1
p−1

.

Daí, por (2.26) e novamente pelo lema anterior temos que x0T pertence à um intervalo
limitado.
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3 TRAJETÓRIAS HOMOCLÍNICAS PARA UMA CLASSE DE
SISTEMAS HAMILTONIANOS

Um dos principais objetivos desse trabalho é determinar soluções não triviais
u(t) ∈ H1(IR, IRn) do sistema

u′′ − L(t)u+ Vu(t, u) = 0, −∞ < t <∞, (3.1)

com
u(±∞) = u′(±∞) = 0. (3.2)

No sistema (3.1), Vu é o gradiente de V com relação à variável u. Consideraremos

L(t) = [`ij(t)] (3.3)

uma matriz positiva definida e simétrica de classe C1(IR), α(t) uma função de classe
C(IR, IR) tal que α(t) ≥ α0 > 0 para todo t em IR e

(L(t)u, u) ≥ α(t)|u|2, (3.4)

onde (· , · ) é o produto escalar canônico de IRn.

Tomaremos também V (t, u) ∈ C1(IR× IRn, IR) satisfazendo para alguma constante
γ > 2

0 < γV (t, ξ) ≤ (Vξ(t, ξ), ξ) para todo ξ ∈ IRn\{0} e t ∈ IR. (3.5)

Analogamente ao Capítulo 2, aproximaremos o problema (3.1-3.2), para um similar,
utilizando uma constante T ≥ 1. Desta forma, iremos trabalhar com o seguinte problema:

u′′ − L(t)u+ Vu(t, u) = 0 para t ∈ (−T, T ) e u(−T ) = u(T ) = 0. (3.6)

Vale lembrar que, sob nossas condições, o problema acima possui uma solução não
trivial u = uT , que é um ponto crítico do funcional

J(u) =
∫ T

−T

1
2 |u

′|2 + 1
2(L(t)u, u)− V (t, u)

dt,
e que CT = J(uT ) é não-crescente em T . Seja t0 um ponto de máximo global de |uT | em
[−T, T ]. De forma análoga ao caso escalar, queremos restringir t0 para uma região limitada.
Para isso, assumiremos a existência de uma função β : IR −→ IR e uma constante t1 > 0
de modo que para |t| > t1 temos

(L(t)u, u) > (Vu(t, u), u) sempre que |u|2 ≤ β(t). (3.7)
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Teorema 3.1. Seja T ≥ 1. Sob as condições

(i) L(t) é uma matriz positiva definida e simétrica, cujas entradas são de classe C1(IR) e
L(−t) = L(t) para todo t ∈ IR;

(ii) (L′(t)ξ, ξ) ≥ 0 para todo ξ ∈ IRn e t ≥ 0;

(iii) 0 < γV (ξ) ≤ (OV (ξ), ξ) para alguma constante γ > 2 e todo ξ ∈ IRn\{0}.

O sistema
u′′ − L(t)u+ OV (u) = 0, t ∈ (−∞,∞) (3.8)

com
u(±∞) = u′(±∞) = 0, (3.9)

possui uma solução não trivial u(t), com u(t) = u(−t) para todo t.

Demonstração: Iniciaremos nossa demonstração mostrando que a condição (iii) nos
garante que

V (t, ξ)
|ξ|2

−→ 0, quando |ξ| −→ 0. (3.10)

Para isso, vamos escrever a condição (iii) em rξ com alguma constante r > 0. Temos

0 < γV (rξ) ≤ (OV (rξ), rξ),

donde
(OV (rξ), rξ) ≥ γV (rξ)⇒ r(OV (rξ), ξ) ≥ γV (rξ).

Assim,
r(OV (rξ), ξ)− γV (rξ) ≥ 0⇒ (OV (rξ), ξ)− γ

r
V (rξ) ≥ 0

e portanto
d

dr
V (rξ)− γ

r
V (rξ) ≥ 0.

Multiplicando a inequação acima por r−γ temos

r−γ
d

dr
V (rξ)− γr−γ−1V (rξ) ≥ 0,

e integrando sobre (ε, 1) com 0 < ε < 1, obtemos∫ 1

ε

(
r−γ

d

dr
V (rξ)− γr−γ−1V (rξ)

)
dr ≥ 0,

donde ∫ 1

ε

d

dr

(
r−γV (rξ)

)
dr ≥ 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

r−γV (rξ)

∣∣∣∣∣∣
1

ε

≥ 0,
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donde
V (ξ)− ε−γV (εξ) ≥ 0,

ou seja,
V (ξ)− V (εξ)

εγ
≥ 0.

Tomando ξ tal que |ξ| = 1 e definindo η = εξ temos |η| = |εξ| = |ε|.|ξ| = ε, pois ε > 0.
Daí, segue que

V (ξ)− V (εξ)
εγ

= V (ξ)− V (η)
|η|γ

≥ 0,

donde
V (ξ) ≥ V (η)

|η|γ
.

Portanto,

0 < V (η)
|η|2

≤ V (η)
|η|γ

≤ constante, para |η| suficientemente pequeno.

Assim, temos que V (ξ)
|ξ|2

−→ 0 quando |ξ| −→ 0, pois γ > 2.

Aproximaremos a solução de (3.8-3.9) pelo problema

u′′T − L(t)uT + OV (uT ) = 0 para t ∈ (−T, T ) e uT (−T ) = uT (T ) = 0 (3.11)

com
uT (−t) = uT (t) para todo t ∈ IR. (3.12)

Para isso, vamos mostrar que existe δ > 0, de tal forma que qualquer solução não trivial
de (3.11-3.12) satisfaça

|uT (0)| > δ independente do T escolhido. (3.13)

Para demonstrar a inequação acima, vamos introduzir a função "energia" para a solução
uT (t) de (3.11),

E(t) = 1
2 |u

′
T (t)|2 − 1

2(L(t)uT (t), uT (t)) + V (uT (t)), ∀ t ∈ [0, T ].

Derivando E(t) temos

E ′(t) = 1
2(u′′T , u′T ) + 1

2(u′T , u′′T )− 1
2((L(t)uT )′, uT )− 1

2(L(t)uT , u′T ) + OV (uT )u′T
= (u′T , u′′T )− 1

2(L′(t)uT + L(t)u′T , uT )− 1
2(L(t)uT , u′T ) + (OV (uT ), u′T )

= (u′T , u′′T )− 1
2(L′(t)uT , uT )− 1

2(L(t)u′T , uT )− 1
2(L(t)uT , u′T ) + (OV (uT ), u′T ).

Como L(t) é simétrica, temos que (L(t)u′T , uT ) = (L(t)uT , u′T ). Assim

E ′(t) = (u′T , u′′T )− 1
2(L′(t)uT , uT )− 1

2(L(t)uT , u′T )− 1
2(L(t)uT , u′T ) + (OV (uT ), u′T )

= −1
2(L′(t)uT , uT ) + (u′T , u′′T −

1
2L(t)uT −

1
2L(t)uT + OV (uT ))

= −1
2(L′(t)uT , uT ) + (u′T , u′′T − L(t)uT + OV (uT )).
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Daí, usando a equação (3.11) e a condição (ii), temos

E ′(t) = −1
2(L′(t)uT , uT ) ≤ 0, para todo t ∈ [0, T ]. (3.14)

Como E(t) é decrescente em [0, T ] temos

E(0) ≥ E(T ) = 1
2 |u

′
T (T )|2 − 1

2(L(T )uT (T ), uT (T )) + V (uT (T )) = 1
2 |u

′
T (T )|2 ≥ 0.

Mas uT (t) é par, daí segue que u′T (t) é ímpar, ou seja, u′T (0) = −u′T (−0) = −u′T (0). Logo
u′T (0) = 0, e portanto segue que

E(0) = 1
2 |u

′
T (0)|2 − 1

2(L(0)uT (0), uT (0)) + V (uT (0)) =

= V (uT (0))− 1
2(L(0)uT (0), uT (0)) ≥ 0,

devido ao fato de E(0) ≥ E(T ) ≥ 0. Portanto, exite C > 0 tal que

V (uT (0)) ≥ 1
2(L(0)uT (0), uT (0)) ≥ C|uT (0)|2, pois (L(t)uT , uT ) ≥ α(t)|uT |2 e α(t) ≥ α0 > 0.

Se uT (0) = 0, teríamos E(t) = 0 para todo t em [0, T ], e portanto, uT seria identicamente
nula. Daí, segue que uT (0) 6= 0 e

V (uT (0))
|uT (0)|2 ≥ C. (3.15)

Comparando (3.15) com (3.10) podemos concluir (3.13).

De fato, se |uT (0)| −→ 0, teríamos V (uT (0))
|uT (0)|2 −→ 0 por (3.10), contradizendo (3.15).

Consideremos agora uma sequência (Tk)k∈N de termos positivos e crescente, ou seja,
0 < Tk < Tk+1 para todo k tal que Tk −→∞, quando k −→∞.
Vamos denotar por Ek o subespaço de H1

0 (−Tk, Tk) formado pelas funções pares.
Considerando os funcionais fk : Ek −→ IR, definidos por

fk(u) =
∫ Tk

−Tk

[1
2 |u

′|2 + 1
2(L(t)u, u)− V (u)

]
dt,

podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha em fk(u), criando uk ∈ Ek, que é uma
solução não trivial par de

u′′k − L(t)uk + OV (uk) = 0 para t ∈ (−Tk, Tk) (3.16)

com
uk(−Tk) = uk(Tk) = 0. (3.17)

Os valores críticos Ck = fk(uk) > 0 não aumentam em k, e uk(0) > δ uniformemente em k

devido à (3.13), isso significa que uk(0) não se anula quando passamos o limite quando
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k −→∞.
Observe que multiplicando o sistema (3.16) por uk temos

(u′′k, uk) + (L(t)uk, uk)− (OV (uk), uk) = 0. (3.18)

Integrando sobre (−Tk, Tk) obtemos∫ Tk

−Tk
[|u′k|2 + (L(t)uk, uk)− (OV (uk), uk)]dt = 0. (3.19)

Como Ck = fk(uk) temos

Ck = fk(uk) =
∫ Tk

−Tk

[1
2 |u

′
k|2 + 1

2(L(t)uk, uk)− V (uk)
]
dt,

donde ∫ Tk

−Tk

[1
2 |u

′
k|2 + 1

2(L(t)uk, uk)
]
dt =

∫ Tk

−Tk
V (uk)dt+ Ck. (3.20)

Pelo item (iii) temos∫ Tk

−Tk
V (uk)dt+ Ck ≤

1
γ

∫ Tk

−Tk
(OV (uk), uk)dt+ Ck. (3.21)

Observe que de (3.19) temos∫ Tk

−Tk
[|u′k|2 + (L(t)uk, uk)]dt =

∫ Tk

−Tk
(OV (uk), uk)dt.

Multiplicando a equação acima por 1
2 obtém-se

∫ Tk

−Tk

[1
2 |u

′
k|2 + 1

2(L(t)uk, uk)]dt =
∫ Tk

−Tk

1
2(OV (uk), uk)dt.

Substituindo a equação acima em (3.20) e usando (3.21) temos∫ Tk

−Tk

1
2(OV (uk), uk)dt ≤

1
γ

∫ Tk

−Tk
(OV (uk), uk)dt+ Ck.

Portanto, 1
2 −

1
γ

∫ Tk

−Tk
(OV (uk), uk)dt ≤ Ck.

Por (3.19) segue que1
2 −

1
γ

∫ Tk

−Tk
[|u′k|2 + (L(t)uk, uk)]dt ≤ Ck ≤ C1, pois Ck não aumentam em k.

Como γ > 2 temos que 1
γ
<

1
2, e portanto 1

2 −
1
γ
> 0.

Temos também que
(L(t)uk, uk) ≥ C|uk|2, com C > 2.
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Logo,
|u′k|2 + C|uk|2 ≤ |u′k|2 + (L(t)uk, uk).

Consequentemente∫ Tk

−Tk
|u′k|2 + C|uk|2dt ≤

∫ Tk

−Tk
[|u′k|2 + (L(t)uk, uk)]dt.

Portanto1
2−

1
γ

∫ Tk

−Tk
|u′k|2 +C|uk|2dt ≤

1
2−

1
γ

∫ Tk

−Tk
[|u′k|2 +(L(t)uk, uk)]dt ≤ Ck ≤ C1. (3.22)

Assim, concluímos que∫ Tk

−Tk
|u′k|2 + |uk|2dt ≤ C uniformemente em k,

e portanto que uk é uniformemente limitada em k na norma H1.
Daí, podemos concluir que (uk)k∈N possui uma subsequência (ukj) que converge
uniformemente em intervalos limitados para uma função u(t).
Podemos expressar u′′kj da seguinte forma:

u′′kj = L(t)ukj − OV (ukj). (3.23)

Logo, concluímos que a sequência (u′′nk) e também (u′nk), convergem uniformemente em
intervalos limitados.
Para todos os naturais k e j temos que ukj : IR −→ IRn, assim

ukj(t) = (u1
kj

(t), . . . , unkj(t)),

com u1
kj
, . . . , unkj : IR −→ IR.

Como

uikj(t) =
∫ t

−Tkj−1

(t− ξ)ui′′kj(ξ)dξ + (t− Tkj−1)ui′kj(−Tkj−1) + uikj(−Tkj−1)

para todo i = 1, . . . , n, temos que u(t) = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ C2(−∞,∞), e que
ui
′′
kj
−→ ui

′′ uniformemente em intervalos limitados para todo i = 1, . . . , n.
Assim, podemos passar o limite em (3.16), e concluir que u(t) é solução de (3.8).
Escrevendo

((u1)2(t), . . . , (un)2(t)) =
∫ t

0
2u1u1′dt+ (u1)2(0), . . . ,

∫ t

0
2unun′dt+ (un)2(0)

, (3.24)

concluímos que os limites de ui(t) quando t −→ ±∞ e i = 1, . . . , n existem. A única
possibilidade é ui(±∞) = 0.
Observe que, de (3.8) temos

|u′′| = |L(t)u− OV (u)| ≤ C para todo real t e alguma constante C > 0. (3.25)
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Note também que ui′(±∞) = 0 para todo i = 1, . . . , n pois, caso contrário existiriam
εn > 0 e uma sequência tn −→∞ tal que

|ui′(tn)| ≥ ε para todo n e para todo i = 1, . . . , n. (3.26)

Por (3.25) podemos encontrar um δ > 0 tal que

|ui′(t)| ≥ ε

2 para todo t ∈ (tn − δ, tn + δ), i = 1, . . . , n e todo n. (3.27)

Isso implicaria ∫ Tnk

−Tnk
|u′(t)|2dt torna-se grande com k. (3.28)

Seja j um natural tal que j > k e é tão grande que unj(t) e u′nj(t) estão uniformemente
próximos de u(t) e u′(t) respectivamente no intervalo (−Tnk , Tnk).
Usando (3.22) temos∫ Tnk

−Tnk
|u′|2dt '

∫ Tnk

−Tnk
|u′nj |

2dt ≤
∫ Tnj

−Tnj
|u′nj |

2dt ≤ C,

que é uma contradição por (3.28).
Portanto, o problema (3.8-3.9) possui uma solução não trivial. Essa solução é par, pois é
limite de uma sequência de funções pares.

Observação 3.2. Considerando u : IR −→ IR2, L(t) =
 a2 0

0 a2

 com a uma constante

positiva e V (u) = V (u1, u2) = u4
1 + u4

2
2 temos um exemplo do teorema acima. Nesse caso,

a solução de (3.8) será determinada no Exemplo 4.2.

A seguir, encontra-se um exemplo que mostram que o resultado do teorema acima
não pode ser transferido para sistemas.

Exemplo 3.3. Seja (a, b) um intervalo limitado e considere o seguinte sistema u′′ − 2u+ u(u2 + v2) = 0 para x ∈ (a, b) e u(a) = u(b) = 0
v′′ − v + v(u2 + v2) = 0 para x ∈ (a, b) e v(a) = v(b) = 0.

Note que não existem u > 0 e v > 0 em (a, b) que satisfaçam o sistema acima. De fato,
podemos considerar a primeira e a segunda equação como equações lineares da seguinte
forma, respectivamente

u′′ + c(x)u = 0 e v′′ + d(x)v = 0.

Uma vez que d(x) > c(x), concluímos que o sistema não possui solução utilizando o
Teorema de Comparação de Sturm.
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Observe também que esse sistema é do tipo (3.6) com V = 1
4(u4 + v4) + 1

2u
2v2.

De fato,
∂V

∂u
= 4u3

4 + 2uv2

2 = u3 + uv2 = u(u2 + v2),

∂V

∂v
= 4v3

4 + 2u2v

2 = v3 + u2v = v(v2 + u2)

e considerando L(t) =
 −2 0

0 −1

 temos

(u′′, v′′) +
 −2 0

0 −1

 .
 u

v

+ OV (u, v) = (0, 0).
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4 PROVA DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capítulo serão demonstrados os dois principais teoremas, utilizando todos os
resultados apresentados.

Teorema 4.1. Suponhamos que a(x) e b(x) satisfaçam quaisquer condições do Lema 2.3
ou do Lema 2.6, então o problema

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 para x ∈ (−∞,∞) e p ∈ (1,∞) (4.1)

e
u(−∞) = u′(−∞) = u(∞) = u′(∞) = 0, (4.2)

possui uma solução positiva.

Demonstração: Vimos, no Lema 2.1, que o problema (2.3) dado por

u′′ − a(x)u+ b(x)up = 0 para x ∈ (−T, T ) e u(T ) = u(−T ) = 0

possui uma solução positiva para qualquer T ≥ 1.
Para demonstrar esse teorema, usaremos o resultado enunciado acima. Para isso,
consideremos uma sequência monótona (Tn)n∈N cujos termos são maiores ou iguais à
1 e é tal que Tn −→ ∞ quando n −→ ∞. Denotaremos por un a solução variacional
positiva do problema definido em (−Tn, Tn). Assim, para cada n ∈ N temos

u′′n − a(x)un + b(x)upn = 0 para x ∈ (−Tn, Tn) e u(−Tn) = u(Tn) = 0. (4.3)

Fazendo um abuso de notação, vamos definir a solução acima em toda reta da seguinte
forma:

un(x) =

 un(x), se x ∈ [−Tn, Tn]
0, se x /∈ [−Tn, Tn].

Como a(x) ≥ a0 > 0 para todo x, temos

(u′2n (x) + a(x)u2
n(x)) ≥ 0.

Fixado m ∈ N, e usando a estimativa (2.4), para n > m segue que∫ Tm

−Tm
(u′2n (x) +a(x)u2

n(x))dx ≤
∫ Tn

−Tn
(u′2n (x) +a(x)u2

n(x))dx ≤ C uniformemente em n ∈ N,
(4.4)

o que implica um limite uniforme em H1[−Tn, Tn].
Observe que, pela Desigualdade de Hölder temos

un(x2)− un(x1) =
∫ x2

x1
u′n(x)dx ≤

√
x2 − x1

∫ x2

x1
u
′2
n dx

 1
2

. (4.5)
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Assim, concluímos que a sequência (un(x))n∈N é equicontínua e uniformemente limitada
em cada intervalo [−Tn, Tn]. Por isso possui uma subsequência uniformemente convergente
em cada intervalo [−Tn, Tn]. Consideremos então (u1

nk
) uma subsequência de (un) que

converge em [−T1, T1]. Tome esta subsequência em [−T2, T2] e selecione uma subsequência
adicional (u2

nk
) de (u1

nk
) que converge uniformemente em [−T2, T2]. Repita o processo para

todo n, e depois tome uma sequência diagonal (unk) que consiste em u1
n1 , u

2
n2 , u

3
n3 , . . .. Uma

vez que a sequência diagonal é uma subsequência de (upnk) para qualquer p ≥ 1, temos que
ela converge uniformemente em qualquer intervalo limitado para uma função u(x).
Podemos expressar u′′nk da seguinte forma:

u′′nk = a(x)unk − b(x)upnk . (4.6)

Daí, concluímos que a sequência (u′′nk) e também (u′nk), convergem uniformemente em
intervalos limitados.
Como

unk(x) =
∫ x

−Tnk−1

(x− ξ)u′′nk(ξ)dξ + (x− Tnk−1)u′nk(−Tnk−1) + unk(−Tnk−1), (4.7)

temos que u(x) ∈ C2(−∞,∞), e que u′′nk −→ u′′ uniformemente em intervalos limitados.
Assim, podemos passar o limite em (4.3), e concluir que u(x) é solução de (4.1).
Escrevendo

u2(x) =
∫ x

0
2uu′dx+ u2(0) (4.8)

concluímos que os limites de u(x) quando x −→ ±∞ existem (uu′ ∈ L1(−∞,∞)). A
única possibilidade é u(±∞) = 0.
Observe que, de (4.1) temos

|u′′(x)| = |a(x)u(x)− b(x)up(x)| ≤ C para todo real x e alguma constante C. (4.9)

Note também que u′(±∞) = 0, pois, caso contrário, existiria um ε > 0 e uma sequência
xn −→∞ tal que

|u′(xn)| ≥ ε para todo n. (4.10)

Por (4.9) podemos encontrar um δ > 0 de tal modo que

|u′(x)| ≥ ε

2 para todo x ∈ (xn − δ, xn + δ) e todo n, (4.11)

isso implicaria
∫ Tnk

−Tnk
u
′2(x)dx tornar-se grande com k suficientemente grande. Mais

precisamente temos ∫ Tnk

−Tnk
u
′2(x)dx ≥ 2C > C para todo k ≥ k0 ∈ N, (4.12)
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onde C é a constante de (4.4). Seja j um natural tal que j > k suficientemente grande
tal que unj(x) e u′nj(x) estão uniformemente próximos de u(x) e u′(x) respectivamente no
intervalo (−Tnk , Tnk). Usando (4.4) temos∫ Tnk

−Tnk
u
′2dx '

∫ Tnk

−Tnk
u
′2
nj
dx ≤

∫ Tnj

−Tnj
u
′2
nj
dx ≤ C, (4.13)

o que é uma contradição por (4.12).
Resta mostrarmos que u(x) > 0. Como un(x) > 0 já temos u(x) ≥ 0 para todo x.
Consideremos x0n como sendo o ponto de máximo de un(x). Temos, pelos Lemas 2.3 e 2.6
que x0n pertence a um intervalo limitado. Vamos chamá-lo de I.
Pela equação (2.3) temos

u′′n(x0n)− a(x0n)un(x0n) + b(x0n)upn(x0n) = 0.

Como x0n é máximo, temos que u′′n(x0n) ≤ 0, portanto para que a equação acima seja
satisfeita é necessário que

−a(x0n)un(x0n) + b(x0n)upn(x0n) ≥ 0.

Assim temos
b(x0n)upn(x0n) ≥ a(x0n)un(x0n),

ou seja,
upn(x0n)
un(x0n) ≥

a(x0n)
b(x0n) .

Portanto

un(x0n) ≥
a(x0n)
b(x0n)

 1
p−1

. (4.14)

Ao longo de uma subsequência x0nk −→ y ∈ I e pela inequação acima, temos

unk(x0nk ) ≥
a(x0nk )
b(x0nk )

 1
p−1

≥ min
I

a(x)
b(x)

 1
p−1

.

Aplicando o limite quando k −→∞, obtemos

u(y) ≥ min
I

a(x)
b(x)

 1
p−1

> 0. (4.15)

Uma vez que u(x) é não-negativa e não trivial, ela é positiva pelo Princípio do Máximo.
Logo, o problema (4.1-4.2) possui uma solução positiva.
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Exemplo 4.2. Consideremos

u′′ − a2u+ 2u3 = 0 (4.16)

com x ∈ (−∞,∞), u(±∞) = u′(±∞) = 0 e a uma constante positiva. Comparando a
equação (4.16) com a equação (2.1) temos que

a(x) = a2, b(x) = 2 e p = 3

Observe que
xa′(x) = x(a2)′ = 0 e xb′(x) = x(2)′ = 0,

logo a(x) e b(x) satisfazem as condições (2.21) do Lema 2.3. Logo, pelo Teorema 4.1 o
problema acima possui uma solução positiva. Vamos agora determiná-la.
Multiplicando a equação (4.16) por u′ temos

u′′u′ − a2uu′ + 2u3u′ = 0.

Assim, u′2
2

′ − a2

u2

2

′ + 2
u4

4

′ = 0,

ou seja, u′2
2

′ − a2

u2

2

′ +
u4

2

′ = 0.

Reescrevendo a equação acima, temosu′2 − a2u2 + u4

2

′ = 0,

e consequentemente
(u′2 − a2u2 + u4)′ = 0.

Integrando a expressão acima, segue que

u
′2 − a2u2 + u4 = C1.

Como u(±∞) = u′(±∞) = 0 temos que C1 = 0, logo

u
′2 − a2u2 + u4 = 0.

Assim,
u
′2 = u2(a2 − u2),

ou seja,
u′ = u

√
a2 − u2.
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Mas note que
−u′

u
√
a2 − u2

= −1.

Como (arcsech x)′ = −1
x
√

1− x2
temos

1
a
arcsech

u

a

′ = −1,

donde
arcsech

u

a
= a(−x− C).

Consequentemente
u = a

cosh a(−x− C) .

Como cosh(x) é uma função par, temos

u(x) = a

cosh a(x+ C) .

Considerando a = 1 e C = 0 temos o seguinte gráfico:

Figura 2 – Gráfico da função u(x) = 1
coshx
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Teorema 4.3. Para o problema (3.1-3.2), que é dado por

u′′ − L(t)u+ Vu(t, u) = 0 para t ∈ (−∞,∞)

e
u(±∞) = u′(±∞) = 0,

suponhamos as condições (3.3), (3.5) e (3.7) e, além disso, consideremos também que a
condição seja verificada

lim inf
t→∞

α0β(t) > lim
T→∞

2γ
γ − 2CT . (4.17)

Então, o problema (3.1-3.2) possui uma solução não trivial.

Demonstração: Assim como foi feito anteriormente, vamos aproximar nosso problema por
(3.6) utilizando uma sequência monótona (Tk)k∈N tal que Tk −→∞, ou seja, trabalharemos
com o seguinte problema:

u′′Tk − L(t)uTk + VuTk (t, uTK ) = 0 para t ∈ (−Tk, Tk) e uTk(−Tk) = uTk(Tk) = 0. (4.18)

Vimos, no Teorema 3.1, que as soluções uTk de (4.18) são uniformemente limitadas em
k na norma H1. Daí, podemos concluir que existe uma subsequência de (uTk)k∈N que
converge uniformemente em intervalos limitados para uma função u(t) ∈ C2(IR, IRn), que
é uma solução de (3.1) (e também de (4.18)).
Resta então, mostrar que u(t) é não trivial.
Vamos definir

q(t) := |u(t)|2 =
(√

(u(t), u(t))
)2

= (u(t), u(t)).

Calculando sua primeira derivada, obtemos

q′(t) = (u′(t), u(t)) + (u(t), u′(t)) = 2(u′(t), u(t)).

Derivando novamente obtemos

q′′(t) = 2(u′′(t), u(t)) + 2(u′(t), u′(t)) = 2(u(t), u′′(t)) + 2|u′(t)|2. (4.19)

Seja t0 um ponto de máximo de q(t), então temos que q′′(t0) ≤ 0.
Note que

q′′(t0) ≤ 0⇒ 2(u(t0), u′′(t0)) + 2|u′(t0)|2︸ ︷︷ ︸
= 0 pois t0 é ponto de máximo

≤ 0.

Portanto
(u(t0), u′′(t0)) ≤ 0. (4.20)

Podemos assumir que |t0| > t1, caso contrário, t0 já pertenceria à um intervalo limitado.
Multiplicando a i-ésima equação em (3.1) por ui(t0) e somando-as para todo i = 1, . . . , n,
obtemos, devido à (4.20),

−(L(t0)u(t0), u(t0)) + (Vu(t0, u(t0)), u(t0)) ≥ 0. (4.21)
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Em (3.7) temos

(L(t)u, u) > (Vu(t, u), u) desde que |u|2 ≤ β(t) e |t| > t1 > 0. (4.22)

Comparando a desigualdade (4.21) com (4.22) podemos concluir que

|u(t0)|2 > β(t0). (4.23)

Foi mostrado no Teorema 3.1 que∫ T

−T

[
1
2 |u

′
T |2 + 1

2(L(t)uT , uT )
]
dt ≤ 2γ

γ − 2CT ≤
2γ
γ − 2C1, (4.24)

onde, CT = J(uT ).
Por outro lado, prosseguindo como no Lema 2.6, e, usando (4.23) e (4.24), temos

2γ
γ − 2CT ≥

∫ T

−T

n∑
i=1

√
α(t)|uiu′i|dt ≥

√
α0

∫ T

−T

∣∣∣∣∣ ddt.12 |u|2
∣∣∣∣∣dt ≥ √α0|u(t0)|2 > √α0β(t0).

(4.25)
A condição (4.17) implica t0 permanecer em um intervalo limitado quando Tk −→ ∞.
Como no Teorema 4.1, existe t tal que

|u(t)|2 > lim inf
t→∞

β(t) > 0. (4.26)

Lembrando que na segunda desigualdade usamos (4.17) e o fato de CT > 0, uma vez que
CT é o valor de J(u) no Teorema do Passo da Montanha.
De (4.17) tem-se

lim inf
t→∞

α0β(t) > lim
T→∞

2γ
γ − 2CT ,

assim,
lim inf
t→∞

β(t) > 1
α0

lim
T→∞

2γ
γ − 2CT > 0.

Consequentemente u(t) é uma solução não trivial de (3.1). Como no Teorema 3.1, u(t)
também satisfaz (3.2). Logo o problema (3.1-3.2) possui solução não trivial.

Observação 4.4. A condição (4.17) pode ser generalizada da seguinte forma

lim inf
t→∞

β(t) min
(−t,t)

α(s) > lim
T→∞

2γ
γ − 2CT ,

pois α(s) ≥ α0 > 0 para todo s.

Observação 4.5. Se |Vu(t, u)| < C0u
1+δ uniformemente em t ∈ IR para algumas

constantes C0, δ > 0, então

(L(t)u, u) ≥ α(t)|u|2 ≥ C0|u|2+δ > (Vu(t, u), u),

fixado α(t) ≥ C0|u|δ.
Daí, podemos tomar β(t) =

(
α(t)
C0

) 2
δ , e se tivermos lim

|t|→∞
α(t) =∞, então a condição (4.17)

é válida e o nosso teorema se aplica.
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Observação 4.6. Nossos cálculos numéricos para o problema

u′′ − 2u+ u3 = 0 em (−T, T ) e u(−T ) = u(T ) = 0

sugerem que lim
T→0

CT =∞, enquanto lim
T→∞

CT > 0.
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5 TRAJETÓRIAS HETEROCLÍNICAS ÍMPARES PARA UMA CLASSE
DE EQUAÇÕES

Neste capítulo serão analisadas as soluções heteroclínicas ímpares para o prolema

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−∞,∞), u(±∞) = ±1 e u′(±∞) = 0.

Essas soluções são obtidas seguindo a mesma linha de raciocínio do capitulo anterior.
Analisaremos o problema quando x pertence à um intervalo limitado da forma (−T, T )
com T ≥ 1 e depois faremos T −→∞.

Vamos iniciar nossa discussão com um exemplo.

Exemplo 5.1. Consideremos o seguinte problema

u′′ + u− u3 = 0 para x ∈ (−∞,∞) com u(±∞) = ±1 e u′(±∞) = 0. (5.1)

Multiplicando a equação
u′′ + u− u3 = 0

do problema (5.1) por u′ temos

u′.u′′ + u′.u− u′.u3 = 0, ∀ x ∈ IR.

Reescrevendo u′2
2

′ +
u2

2

′ −
u4

4

′ = 0,

temos u′2
2 + u2

2 −
u4

4

′ = 0.

Integrando a equação acima obtemos

u′2 + u2

2 − u4

4 = C1,

ou seja,

u′2 + u2 − u4

2 = 2C1 = C.

Como u(±∞) = 1 e u′(±∞) = 0, quando x −→ +∞ temos

0 + 1− 1
2 = C,

ou seja,
C = 1

2 .

Assim temos,

u′2 + u2 − u4

2 = 1
2 ,
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donde
u′2 = u4

2 − u
2 + 1

2 ,

ou seja,

u′2 =
 u2
√

2
− 1√

2

2

.

Consequentemente

u′ = ±
 u2
√

2
− 1√

2

.
Reescrevemos temos

u′

u2 − 1 = ± 1√
2
. (5.2)

Como sabemos que ∫ du

a2 − u2 = 1
a
arctgh

u
a

+ C

e considerando em (5.2) u′

1− u2 = 1√
2
temos

arctgh(u) + C2 = x√
2
,

ou seja,
arctgh(u) = x√

2
− C2.

Escolhendo C2 = 0 temos
arctgh(u) = x√

2
,

o que implica

u(x) = tgh

 x√
2

.
O problema (5.1) é um exemplo de (1.3). Encontramos uma solução não trivial ímpar que
pode ser representada da seguinte forma:
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Figura 3 – Gráfico de u(x) = tgh
(
x√
2

)
.

Queremos obter um resultado semelhante à equação (1.3) para o seguinte problema:

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−∞,∞), u(±∞) = ±1 e u′(±∞) = 0, (5.3)

onde p um número real maior que 1 e a função a(x) ≥ a0 > 0 é de classe C1(−∞,∞),
com

a′(x) < 0 para quase todo x > 0 (5.4)

e
a(∞) > 0. (5.5)

Para isso, devemos obter a solução de (5.1) como um limite quando T −→∞ de
soluções de

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−T, T ) e u(±T ) = ±1. (5.6)

Observemos que a solução do problema acima dependerá, por sua vez, do seguinte
problema:

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 em (0, T ), u(0) = 0 e u(T ) = 1. (5.7)

Para que tudo isso seja feito, vamos trabalhar com alguns lemas.
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Lema 5.2. O problema (5.7) possui, para cada T ≥ 0 uma única solução positiva, que é
uma função crescente.

Demonstração: Observemos que u ≡ 1 é uma supersolução de (5.7) e que u = αx, para
α suficientemente pequeno é uma subsolução de (5.7).
Como 0 < subsolução de u ≤ u ≤ supersolução de u = 1, as soluções de (5.7) estão
entre 0 e 1.
Temos que u > 0 pela sua subsolução, vamos mostrar agora que u < 1. Suponhamos que
exista x0 ∈ (0, T ) tal que u(x0) = 1. Como u ≡ 1 é supersolução segue que existe δ > 0
tal que x0 é máximo local em (x0 − δ, x0 + δ) e, por (5.7) temos que u′′(x0) = 0 logo, pelo
Princípio do Máximo u(x) é constante, ou seja, u ≡ 1. Mas isso é uma contradição, pois
u(0) = 0. Logo 0 < u < 1.
O método das supersoluções e subsoluções nos garantem a existência de uma solução
máxima u(x), ou seja, u(x) ≥ v(x) para todo x ∈ (0, T ) quando v(x) é qualquer outra
solução de (5.7).
Observe que se multiplicarmos a equação (5.7) por uma solução v temos

u′′v + a(x)(u− |u|p−1u)v = 0. (5.8)

Como v também é uma solução de (5.7) temos

v′′ + a(x)(v − |v|p−1v) = 0. (5.9)

Multiplicando a equação acima por u temos

v′′u+ a(x)(v − |v|p−1v)u = 0. (5.10)

Subtraindo (5.10) de (5.8) temos

u′′v − v′′u+ a(x)(u− |u|p−1u)v − a(x)(v − |v|p−1v)u = 0.

Como 0 < u , v < 1, podemos retirar o módulo da equação acima e assim obtermos

u′′v − v′′u+ a(x)(u− up)v − a(x)(v − vp)u = 0.

Reescrevendo temos

u′′v − v′′u+ a(x)uv − a(x)upv − a(x)vu+ a(x)vpu = 0.

Portanto,
a(x)(uvp − upv) + u′′v − v′′u = 0,

onde
a(x)uv(vp−1 − up−1) + u′′v − v′′u = 0. (5.11)
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Considerando o sistema  (u′v)′ = u′′v + u′v′

(uv′)′ = u′v′ + uv′′,

segue que
(u′v)′ − (uv′)′ = u′′v − v′′u.

Usando a expressão acima em (5.11) temos

a(x)uv(vp−1 − up−1) + (u′v)′ − (v′u)′ = 0. (5.12)

Integrando (5.12) de 0 à T segue que∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+

∫ T

0
(u′v)′dx−

∫ T

0
(v′u)′dx = 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo podemos concluir∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u′(T )v(T )− u′(0)v(0)− v′(T )u(T ) + v′(0)u(0) = 0. (5.13)

Como u e v são soluções de (5.7), temos que

u(0) = v(0) = 0 e u(T ) = v(T ) = 1. (5.14)

Daí, substituindo (5.14) em (5.13) obtemos,∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u′(T )− v′(T ) = 0. (5.15)

Consideremos uma função H definida em (0, T ) dada por H(x) = u(x)− v(x).
Como u(x) ≥ v(x) temos que u(x)− v(x) = H(x) ≥ 0 para todo x em (0, T ).
Observemos também que de (5.14) segue

H(0) = u(0)− v(0) = 0 e H(T ) = u(T )− v(T ) = 0.

Abaixo, segue o esboço do gráfico de H traçado apenas nas proximidades do ponto (T, 0).
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Figura 4 – Gráfico de H(x) apenas nas proximidades de x = T .

Pelo gráfico, podemos perceber que

H ′(T ) = u′(T )− v′(T ) ≤ 0.

Como 0 < v ≤ u e p ≥ 1 segue que vp−1 ≤ up−1, ou seja, vp−1 − up−1 ≤ 0 para todo x em
(0, T ). Assim temos

a(x)uv(vp−1 − up−1) ≤ 0 em (0, T ).

Integrando temos ∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx ≤ 0.

Por (5.15) temos

0 =
∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx︸ ︷︷ ︸

≤ 0

+u′(T )− v′(T )︸ ︷︷ ︸
≤ 0

= 0.

Logo
∫ T

0
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx = u′(T )− v′(T ) = 0, e essa igualdade só é válida quando

u ≡ v. Portanto, (5.7) possui uma única solução.
Suponhamos que u(x) é não-monótona. Então u possui um ponto x de mínimo local em
(0, T ) (Veja Figura 5). Portanto u′′(x) ≥ 0 e u(x) − up(x) > 0 pois, 0 < u(x) < 1 para
todo x em (0, T ), e daí segue que

u′′(x)︸ ︷︷ ︸
≥ 0

+ a(x)︸ ︷︷ ︸
> 0

(u(x)− up(x))︸ ︷︷ ︸
> 0

> 0,

que é uma contradição, pois u é uma solução do problema (5.7). Logo u é uma solução
positiva e crescente de (5.7).
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Figura 5 – u(x) não-monótona com x seu ponto de mínimo local.

Lema 5.3. O problema (5.6) dado por

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−T, T ) e u(±T ) = ±1

tem uma única solução, que é uma função ímpar crescente.

Demonstração: Consideremos u(x) uma solução de (5.7) obtida no lema anterior, ou
seja, 

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (0, T ),
u(0) = 0, u(T ) = 1,
u é positiva ,
u é crescente.

Vamos estender essa solução para [−T, 0) com h(x) := −u(−x).
Essa função é ímpar por construção e crescente pois

h(x) = (−u(−x))′ = −u′(−x).(−x)′ = u′(−x) > 0, pois u é crescente .

A demonstração da unicidade é análoga ao lema anterior, sendo −1 e 1 subsolução e
supersolução respectivamente.
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Teorema 5.4. O problema (5.3), dado por:

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−∞,∞), u(±∞) = ±1 e u′(±∞) = 0

tem sob as condições

1. a′(x) < 0 para quase todo x > 0,

2. a(∞) > 0,

uma única solução, que é uma função ímpar e estritamente crescente.

Demonstração: Seja (Tn)n∈N uma sequência monótona tal que Tn −→∞ e consideremos
o problema (5.6) no intervalo (−Tn, Tn), ou seja,

u′′ + a(x)(u− |u|p−1u) = 0 para x ∈ (−Tn, Tn) e u(±Tn) = ±1. (5.16)

Pelo Lema 5.3, o problema acima possui uma única solução que é uma função ímpar e
crescente. Vamos denotar essa solução por un(x). Como visto nas demonstrações dos
lemas anteriores temos que |un(x)| < 1, assim temos

|u′′n(x)| = |a(x)(un − |un|p−1un)| = |a(x)|.|un(x)|.|1− |un(x)|p−1| ≤ C, (5.17)

para todo x ∈ (−Tn, Tn) uniformemente em n ∈ N.
Como un(x) é crescente, por (5.17) temos

|u′n(x)| ≤ C para todo x ∈ (−Tn, Tn) uniformemente em n. (5.18)

De fato, observe que se u′n(x) se tornasse grande para alguns valores de x, então, por
(5.17), u′n(x) ficaria grande em um longo intervalo, o que contradiz a variação total de
un(x) que é 2.
Usaremos agora um processo diagonal no qual existe uma função u(x) ∈ C2(−∞,+∞) tal
que ao longo de subsequências da sequência de soluções (un(x))n∈N apresentadas acima
temos, para todo x ∈ (−∞,+∞),

unk(x) −→ u(x) e u′nk −→ u′(x) (5.19)

convergem uniformemente em intervalos limitados, onde u(x) é uma solução de (5.3).
Seja (u1

nk
) uma subsequência de (un) que converge em [−T1, T1]. Consideremos esta

subsequência em [−T2, T2] e escolha uma subsequência adicional (u2
nk

) de (u1
nk

) que converge
uniformemente em [−T2, T2]. De forma análoga, consideremos uma subsequência (u3

nk
) de

(u2
nk

) que converge uniformemente em [−T3, T3]. Vamos repetir esse processo para todo n
e tomar uma sequência diagonal (unk) formada por (u1

n1 , u
2
n2 , u

3
n3 , · · · ). Como a sequência

diagonal é uma subsequência de (upnk) para qualquer p ≥ 1, temos que ela converge
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uniformemente em qualquer intervalo limitado para uma função u(x). Expressando u′′nk
da equação (5.16) temos

u′′nk = a(x)unk(|unk |p−1 − 1).

Daí, concluímos que a sequência (u′′nk) e também (u′nk) convergem uniformemente em
intervalos limitados.
Escrevendo

unk(x) =
∫ x

−Tnk−1

(x− ξ)u′′nk(ξ)dξ + (x− Tnk−1)u′nk(−Tnk−1) + unk(−Tnk−1)

podemos concluir que u(x) ∈ C2(−∞,∞) e que u′′nk −→ u′′ uniformemente em intervalos
limitados.
Vamos agora mostrar que existe uma constante C0 > 0 tal que

u′n ≥ C0 uniformemente em n. (5.20)

Para isso, consideremos a função "energia" quando x ≥ 0 (onde un(x) ≥ 0) dada por

E(x) = 1
2u
′2
n + a(x)

u2
n

2 −
up+1
n

p+ 1

. (5.21)

Derivando a equação acima temos

E ′(x) = u′nu
′′
n + a′(x)

u2
n

2 −
up+1
n

p+ 1

+ a(x)(unu′n − upnu′n) =

= u′n(u′′n + a(x)(un − upn)︸ ︷︷ ︸
= 0 por (5.6)

) + a′(x)
u2

n

2 −
up+1
n

p+ 1

.
Assim,

E ′(x) = a′(x)
u2

n

2 −
up+1
n

p+ 1

 < 0, (5.22)

pois a′(x) < 0 e up+1
n

p+ 1 <
u2
n

2 devido ao fato de 0 < un < 1 e p > 1.
Dessa forma,

E(0) = 1
2u
′2
n (0) + a(0)

u2
n(0)
2 − up+1

n (0)
p+ 1

 = 1
2u
′2
n (0)

visto que un(0) = 0, uma vez que un é solução do problema (5.7) e,

E(Tn) = 1
2u
′2
n (Tn) + a(Tn)

u2
n(Tn)

2 − up+1
n (Tn)
p+ 1

 =

= 1
2u
′2
n (Tn) + a(Tn)︸ ︷︷ ︸

> 0

1
2 −

1
p+ 1


︸ ︷︷ ︸

≥ 0

.
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Vimos em (5.22) que a função "energia" é decrescente, e por hipótese temos também que
a′(∞) < 0 para quase todo x > 0, logo

E(0) = 1
2u
′2
n (0) > E(Tn) > a(∞) p− 1

2(p+ 1) . (5.23)

Assim, por (5.23) e (5.20) temos que u(x) 6= 0.
Por (5.19), segue que u′n(x) ≥ 0. Como −1 ≤ u(x) ≤ 1, temos que lim

x→±∞
u(x) existe, e a

única possibilidade é que ele seja ±1, uma vez que a(∞) > 0, pois u′′(x) deve ser pequeno
para x grande. Como u(x) não decresce, segue que lim

x→±∞
u′(x) = 0.

Note que u(x) está aumentando estritamente, pois, caso contrário, teríamos u′(x0) = 0
para algum x0 > 0, e então, integrando a equação (5.3) sobre (x0,∞) teríamos uma
contradição.
Passando agora para a unicidade, seja v(x) uma outra solução do problema (5.3), ou seja,

v′′ + a(x)(v − |v|p−1v) = 0 para x ∈ (−∞,∞), v(±∞) = ±1 e v′(±∞) = 0. (5.24)

Temos 4 possíveis casos:

1. Suponhamos agora que u(x) e v(x) se interceptam pelo menos duas vezes em
[0,∞), ou seja, podemos encontrar 0 ≤ x1 < x2 < ∞, de tal forma que
u(x1) = v(x1) = u1, u(x2) = v(x2) = u2 e u(x) > v(x) em (x1, x2).

Figura 6 – Esboço de u(x) e v(x).
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Integrando (5.12) sobre (x1, x2) temos∫ x2

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+

∫ x2

x1
(u′v)′dx−

∫ x2

x1
(v′u)′dx = 0,

ou seja,∫ x2

x1
a(x)uv(vp−1−up−1)dx+u′(x2)v(x2)−u′(x1)v(x1)−v′(x2)u(x2)+v′(x1)u(x1) = 0.

Reescrevendo temos∫ x2

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u2u

′(x2)− u1u
′(x1)− u2v

′(x2) + u1v
′(x1) = 0,

e consequentemente∫ x2

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u2(u′(x2)− v′(x2))− u1(u′(x1)− v′(x1)) = 0,

que é uma contradição, pois u′(x1) > v′(x1) e u′(x2) < v′(x2).

2. Suponhamos agora que u(x) e v(x) se interceptam uma única vez em [0,∞), digamos
em x1, ou seja, u(x1) = v(x1) = u1. Integrando (5.12) sobre (x1, R) temos:∫ R

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+

∫ R

x1
(u′v)′dx−

∫ R

x1
(v′u)′dx = 0.

Reescrevendo a equação acima, segue que∫ R

x1
a(x)uv(vp−1−up−1)dx+u′(R)v(R)−u′(x1)v(x1)− v′(R)u(R) + v′(x1)u(x1) = 0.

Portanto,∫ R

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u′(R)v(R)− u1u

′(x1)− v′(R)u(R) + u1v
′(x1) = 0.

Quando R −→∞ temos:

0 < u1︸︷︷︸
≥ 0

(v′(x1)− u′(x1))︸ ︷︷ ︸
< 0

+ lim
R→∞

∫ R

x1
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx︸ ︷︷ ︸

< 0

= 0,

o que é uma contradição.

3. Admitamos que u(x) e v(x) possuem apenas pontos negativos de interseção. Como
u e v são funções ímpares temos que u(x) = −u(−x) e v(x) = −v(−x), que também
são soluções de (5.3). Daí, podemos fazer o mesmo que foi feito nos casos anteriores.

4. Suponhamos agora que u(x) e v(x) não se interceptam. Integrando (5.12) sobre
(−R,R) temos∫ R

−R
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+

∫ R

−R
(u′v)′dx−

∫ R

−R
(v′u)′dx = 0.
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Portanto∫ R

−R
a(x)uv(vp−1−up−1)dx = −u′(R)v(R)+u′(−R)v(−R)+v′(R)u(R)−v′(−R)u(−R).

Usando o fato de que a derivada de uma função ímpar é uma função par, temos que
u′(−R) = u′(R) e v′(−R) = v′(R), daí segue que∫ R

−R
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ u′(R)v(R) + u′(R)v(R)− v′(R)u(R)− v′(R)u(R) = 0,

ou seja, ∫ R

−R
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx+ 2u′(R)v(R)− 2v′(R)u(R) = 0.

Fazendo R −→∞ temos:

0 < lim
R→∞

∫ R

−R
a(x)uv(vp−1 − up−1)dx = 0,

o que é uma contradição.

Portando, u ≡ v, e assim concluímos que o problema (5.3) possui uma única solução, que
é uma função ímpar e estritamente crescente.

Corolário 5.5. Considere o seguinte problema

u′′ + a(x)(u− up) = 0 para x ∈ (0,∞), u(0) =∞, u(∞) = 1 e u′(∞) = 0, (5.25)

com a(x) ∈ C1[0,∞) satisfazendo:

1. a′(x) < 0 para quase todo x > 0,

2. a(∞) > 0

e p um número real tal que p ≥ 1.
Então, o problema (5.25) tem uma única solução positiva, que é uma função estritamente
crescente.
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6 UM PRINCÍPIO DO MÁXIMO PARA SISTEMAS ELÍPTICOS

Inicialmente vamos nos recordar que um domínio é um subconjunto Ω de IRn aberto
e conexo. Esse domínio será de classe Ck quando sua fronteira é um gráfico de uma função
de classe Ck.

Seja Ω um domínio limitado em IRd. Consideraremos o sistema de m equações com
m funções não conhecidas u1(x), u2(x), . . . , uk(x),

d∑
i,j=1

aij(x)ukij +
m∑
`=1

bk`(x)u` = fk(x, u), x ∈ Ω e k = 1, · · · ,m, (6.1)

com uij = ∂2u
∂xi∂xj

.

Consideremos também que para alguma constante θ > 0 tem-se

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 para todo x ∈ Ω e ξ ∈ IRd. (6.2)

Vamos denotar u(x) = (u1(x), u2(x), . . . , um(x)) por u = (u1, u2, . . . , um), onde
x = (x1, x2, . . . , xd).

Não iremos estabelecer nenhuma suposição em relação à suavidade das funções
aij(x), bk`(x) e fk(x, u), porém iremos assumir que (6.1) possui uma solução uk ∈ C2(Ω).

Teorema 6.1. Seja B = [bk`(x)] uma matriz de ordem m. Suponhamos que 1
2(B +BT ) é

semidefinida negativa, ou seja,
m∑

k,`=1
bk`(x)uku` ≤ 0 para todo u ∈ IRm e x ∈ Ω. (6.3)

Consideremos também
m∑
k=1

fk(x, u)uk ≥ 0 para todo u ∈ IRm e x ∈ Ω, (6.4)

e que, para cada x ∈ Ω pelo menos uma das desigualdades acima ((6.3) ou (6.4)) é estrita.

Então |u(x)|2 =
m∑
k=1

(uk)2(x) não possui ponto de máximo dentro de Ω.

Demonstração: Denotaremos

q(x) = |u(x)|2 = (u(x), u(x)) = (u1(x))2 +(u2(x))2 + . . .+(um(x))2 = u12 +u22 + . . .+um2
,

e seja x0 ∈ Ω um ponto de máximo de q. Calculando qij(x) temos

qi(x) = 2u1u1
i + 2u2u2

i + . . .+ 2umumi ⇒
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qij(x) = 2u1
ju

1
i + 2u1u1

ij + . . .+ 2umj umj + 2umumij ⇒

qij(x) =
m∑

i,j=1
2uki ukj +

m∑
k=1

2ukukij. (6.5)

Observemos que, calculando (6.1) no ponto x0, temos
d∑

i,j=1
aij(x0)ukij +

m∑
`=1

bk`(x0)u` = fk(x0, u), k = 1, · · · ,m. (6.6)

Multiplicando por uk, obtemos
d∑

i,j=1
aij(x0)ukijuk +

m∑
`=1

bk`(x0)u`uk = fk(x0, u)uk, k = 1, · · · ,m. (6.7)

Somando (6.6) e (6.7) temos
m∑
k=1

d∑
i,j=1

aij(x0)ukijuk︸ ︷︷ ︸
(∗)

+
m∑

k,`=1
bk`(x0)u`uk

︸ ︷︷ ︸
≤ 0 por (6.3)

=
m∑
k=1

fk(x0, u)uk︸ ︷︷ ︸
≥ 0 por (6.4)

. (6.8)

Como x0 é ponto de máximo de q(x), segue que

qij(x0) =
m∑

i,j=1
2uki (x0)ukj (x0)

︸ ︷︷ ︸
= 0

+
m∑
k=1

2uk(x0)ukij(x0) =
m∑
k=1

2uk(x0)ukij(x0). (6.9)

Voltando na parcela (*) da equação (6.8), temos
d∑

i,j=1
aij(x0)qij(x0) ≥ 0, (6.10)

e por (6.2) tem-se
d∑

i,j=1
aij(x0)uki ukj ≥ θ|Ouk|2 ≥ 0. (6.11)

Concluímos assim, usando (6.5) que
m∑
k=1

d∑
i,j=1

aij(x0)ukij(x0)uk(x0) ≤ 0. (6.12)

Novamente, multiplicando (6.1) aplicada em x0 por uk obtemos
m∑
k=1

d∑
i,j=1

aij(x0)ukijuk︸ ︷︷ ︸
≤ 0 por (6.12)

+
m∑

k,`=1
bk`(x0)u`uk

︸ ︷︷ ︸
≤ 0 por (6.3)

=
m∑
k=1

fk(x0, u)uk︸ ︷︷ ︸
≥ 0 por (6.4)

(6.13)

que é uma contradição pois, pelo menos uma das desigualdades (6.3) ou (6.4) é estrita.
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Logo, |u(x)|2 não possui ponto de máximo dentro de Ω.

Corolário 6.2. Suponhamos que as condições homogêneas de Dirichlet são impostas

uk(x) = 0 para x ∈ ∂Ω, k = 1, 2, . . . ,m. (6.14)

Então, caso exista, a solução trivial é a única solução possível de (6.1) e (6.14).

Observação 6.3. Se soluções não-negativas de (6.1) forem consideradas, ou seja, soluções
nas quais uk(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω e k = 1, 2, . . . ,m, então (6.4) decorrerá da condição

fk(x, u) ≥ 0 para todo u ∈ IRm
+ , k = 1, 2, . . . ,m e x ∈ Ω.
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7 APÊNDICE

Neste apêndice, são apresentados alguns resultados utilizados durante todo o
trabalho.

7.1 TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Definição 7.1. Um espaço vetorial X é um espaço de Banach se X é um espaço vetorial
normado e completo.

Definição 7.2. Seja X um espaço de Banach e ϕ : X −→ IR uma função de classe C1.
c ∈ IR é um valor crítico de ϕ quando existe u0 ∈ X tal que ϕ(u0) = c e ϕ′(u0) = 0.
Denotaremos o conjunto dos pontos críticos de ϕ da seguinte forma

Kc = {u ∈ X;ϕ′(u) = 0 e ϕ(u) = c}.

Definição 7.3. Consideremos ϕ ∈ C1(X, IR). ϕ satisfaz a condição de Palais-Smale (PS)
quando toda sequência (un)n∈N ⊂ X tal que ϕ(un) é limitada e ϕ′(un) −→ 0 possui uma
subsequência convergente.

Lema 7.4 (Lema da Deformação). Seja ϕ ∈ C1(X, IR) satisfazendo a condição de Palais-
Smale. Suponhamos que c ∈ IR não é um valor crítico de ϕ, então, para todo ε > 0
suficientemente pequeno, existe η ∈ C([0, 1] × X,X) tal que, para qualquer u ∈ X e
t ∈ [0, 1] temos:

(i) η(0, u) = u;

(ii) η(t, u) = u para todo u /∈ ϕ−1[c− 2ε, c+ 2ε];

(iii) η(1, ϕc+ε) ⊂ ϕc−ε;

(iv) η(t, ·) : X −→ X é homeomorfismo.

Demonstração: Veja [4], página 22.
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Figura 7 – Ilustração do Lema da Deformação.

Teorema 7.5. Seja X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X, IR) um funcional satisfazendo a
condição de Palais-Smale. Se e ∈ X e 0 < r < ‖e‖ é tal que

a = max{ϕ(0), ϕ(e)} < inf
‖u‖=r

ϕ(u) = b, (7.1)

então
c = inf

γ∈Γ
sup
t∈[0,1]

ϕ(γ(t))

é um valor crítico de ϕ com c ≥ b, onde Γ é o conjunto dos caminhos que unem os pontos
0 e e, ou seja,

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Demonstração: Inicialmente observemos que γ([0, 1]) ∩ ∂Br é não-vazio para qualquer
γ ∈ Γ pois, por hipótese, γ(0) = 0, γ(1) = e e 0 < r < ‖e‖.
Assim temos

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)) ≥ b = inf
∂Br

ϕ,

de modo que c ≥ b.
Suponhamos que c não seja um valor crítico. Então, pelo Lema da Deformação enunciado
acima existe ε > 0 tal que 0 < ε <

b− a
2 tal que

η(t, u) = u se u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]), t ∈ [0, 1], (7.2)

(Lembrando que a < b por (7.1) e η ∈ C([0, 1]×X,X)) e

η(1, ϕc+ε) ⊂ ϕc−ε. (7.3)



60

Figura 8 – Ilustração do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, pela definição de c como sendo o ínfimo em Γ, podemos escolher γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)) ≤ c+ ε, (7.4)

e definir o caminho γ̂(t) = η(1, γ(t)).
Por (7.2) e o fato de que 2ε < b− a, temos que γ̂ ∈ Γ.
De fato, γ̂(0) = 0 e γ̂(1) = η(1, e) = e uma vez que ϕ(0), ϕ(e) ≤ a < b− 2ε.
Mas (7.3) e (7.4) nos garantem que

max
t∈[0,1]

ϕ(γ̂(t)) ≤ c− ε,

o que contradiz a definição de c. Portanto, c é um valor crítico de ϕ.

7.2 TEOREMA DE COMPARAÇÃO DE STURM

Teorema 7.6. Sejam u e v soluções reais não triviais de

(p(x)u′)′ + q(x)u = 0 e (7.5)

(p(x)v′)′ + q1(x)v = 0, (7.6)

onde p, p′, q e q1 são contínuas, p(x) > 0 e q1(x) ≥ q(x) para todo x ∈ IR. Se x1 < x2

são zeros consecutivos de u então v se anula pelo menos uma vez em (x1, x2), a menos
que nesse intervalo tenhamos q(x) ≡ q1(x) e v(x) ≡ ku(x), k ∈ IR.

Demonstração: Veja [16], página 104.
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7.3 PRINCÍPIO DO MÁXIMO

Teorema 7.7. Suponha que u ∈ C2(Ω) satisfaça u′′ = 0. Se Ω é conexo e existe um ponto
x0 ∈ Ω tal que u(x0) = max

Ω
u, então u é constante. Em outras palavras, uma função tal

que u′′ = 0 não pode assumir um máximo no interior a menos que ela seja constante.

Demonstração: Veja [2], página 104.

Teorema 7.8. Seja Ω ⊂ IRn um aberto limitado. Seja L um operador estritamente elíptico
tal que c ≤ 0.
Se Lu ≥ 0 em Ω, então

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+.

Se Lu ≤ 0 em Ω, então
min

Ω
u ≥ min

∂Ω
u−.

Consequentemente, se Lu = 0 em Ω, então

max
Ω
|u| = max

∂Ω
|u|.

Demonstração: Veja [2], página 137.

Teorema 7.9 (Princípio do Máximo Forte). Seja Ω ⊂ IRn um aberto. Seja L um operador
estritamente elíptico tal que c = 0. Suponha que u satisfaz Lu ≥ 0 [Lu ≤ 0] em Ω. Se u
atinge o seu máximo [mínimo] no interior de Ω, então u é constante.
Se c ≤ 0 e u atinge um máximo não-negativo [mínimo não-positivo] no interior de Ω,
então u é constante.
Independentemente do sinal de c, se u atinge um máximo igual a 0 [mínimo igual a 0] no
interior de Ω, então u é constante.

Demonstração: Veja [2], página 140.

7.4 SUBSOLUÇÕES E SUPERSOLUÇÕES

Consideremos o seguinte problema unidimensional de valor de fronteira

 Lu(r) = q(r)f(u), r ∈ (0, 1)
u′(0) = 0, u(1) = α,

(7.7)

com Lu = (pu′)′, sendo:

(i) p e q são funções contínuas em [0, 1] e positivas em (0, 1];
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(ii) lim
r→0

1
p(r)

∫ r

0
q(s)ds = 0.

Definição 7.10. A função u ∈ C0([0, 1]) é uma subsolução do problema (7.7) se satisfaz Lu ≥ q(r)f(u), r ∈ [0, 1]
u′(0) ≤ 0, u(1) ≤ α.

Uma função u ∈ C0([0, 1]) é uma supersolução do problema (7.7) se satisfaz Lu ≤ q(r)f(u), r ∈ [0, 1]
u′(0) ≥ 0, u(1) ≥ α.

Teorema 7.11. Suponhamos que f seja uma função lipschitziana crescente. Sejam u e u
subsolução e supersolução de (7.7), com u′(0) = 0 = u′(0). Então (7.7) possui uma única
solução u tal que u ≤ u ≤ u.

Demonstração: Veja [10], página 13.

Definição 7.12. A variação total de uma função f : D −→ IR em um intervalo [a, b] ⊆ D

é dada por
var[a,b](f) = sup

∑
i

|f(xi)− f(xi−1)|.

As variações positivas e negativas de uma função f : D −→ IR em um intervalo [a, b] ⊆ D

são definidas, respectivamente, como

var+
[a,b](f) = sup

∑
(+)
|f(xi)− f(xi−1)| e

var−[a,b](f) = sup
∑
(−)
|f(xi)− f(xi−1)|.

Em todos os casos o supremo é tomado sob todas as possíveis partições x1, x2, . . . do
intervalo [a, b], (+) significa para todo i tal que f(x1) ≥ f(xi−1) e (−) significa para todo i
tal que f(x1) ≤ f(xi−1).

7.5 PROPRIEDADES ELEMENTARES DA TOPOLOGIA FRACA

Seja X um espaço normado e X ′ o dual de X. Considere a família

F = {f : X −→ IR; f ∈ X ′} = X ′

Definição 7.13. A topologia fraca de X é a topologia σ(X,X ′) em X induzida por X ′.

Teorema 7.14. Seja (xn) uma sequência de um espaço normado E. Temos

(i) xn ⇀ x em σ(E,E ′) se, e somente se, (f, xn) −→ (f, x), ∀ f ∈ X ′;
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(ii) Se xn −→ x fortemente, então xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′);

(iii) Se xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′), então ‖xn‖ é limitado e ‖x‖ ≤ lim inf‖x‖;

(iv) Se xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′) e se fn −→ f fortemente em E ′, ou seja,
‖fn − f‖E′ −→ 0, então (fn, xn) −→ (f, x).

Demonstração: Veja [3], página 53.

7.6 OS ESPAÇOS Lp

Definição 7.15. Seja 1 ≤ p <∞. Assim definimos

Lp(Ω) = {[u]; u : Ω −→ IR é uma função mensurável à Lebesgue e
∫

Ω
|u(t)|pdt <∞}

como sendo o espaço das classes de funções p-integráveis.

O espaço vetorial das classes de funções p-integráveis definido acima, é um espaço
normado e sua norma ‖·‖Lp : Lp(Ω) −→ IR é definida da seguinte forma

‖u‖Lp =
∫

Ω
|u(t)|pdt

 1
p

.

Teorema 7.16 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma
sequência de funções de L1. Suponhamos que

(i) fn(x) −→ f(x) quase sempre em Ω ;

(ii) Existe uma função g ∈ L1 tal que, para cada n temos |fn(x)| ≤ g(x) quase sempre
em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1 −→ 0.

Demonstração: Veja [3], página 84.

Teorema 7.17. Seja (fn) uma sequência em Lp e f ∈ Lp tal que ‖fn−f‖Lp −→ 0. Então
existe uma subsequência (fnk) tal que

(i) fnk −→ f(x) quase sempre em Ω;

(ii) |fnk | ≤ h(x) para todo k e quase sempre em Ω, com h ∈ Lp.

Demonstração: Veja [3], página 91.
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Teorema 7.18 (Teorema da Representação de Riez). Seja 1 < p <∞ e seja ϕ ∈ (Lp)′.
Então existe u ∈ Lp′ tal que

ϕ(f) ≡ (ϕ, f) =
∫
uf, ∀ f ∈ Lp.

Além disso temos
‖u‖Lp′ = ‖ϕ‖(Lp)′ .

Demonstração: Veja [3], página 95.

Teorema 7.19 (Desigualdade de Hölder para p > 1). Se f ∈ Lp e g ∈ Lq, onde p > 1 e
q = p

p− 1 , temos ∫
Ω
|fg|dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Demonstração: Veja [8], página 80.

7.7 O ESPAÇO W k,p(Ω)

Definição 7.20. Um vetor da forma α = (α1, α2,...,αn) onde cada componente αi é um
inteiro não-negativo é chamado de multi-índice de ordem |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

Definição 7.21. Dado um multi-índice α definimos

Dαu(x) = ∂|α|u(x)
∂xα1

1 . . . ∂xαnn
.

Definição 7.22. O espaço de Sobolev

W k,p(Ω)

consiste em todas as funções u : Ω −→ IR tais que, para cada multi-índice α com |α| ≤ k,
Dαu existe e pertence a Lp(Ω).

Observação 7.23. Se p = 2, geralmente escrevemos

Hk(Ω) = W k,2(Ω) (k = 0, 1, . . .).

A letra H é usada devido ao fato de Hk(Ω) ser um espaço de Hilbert. Note que
H0(Ω) = L2(Ω).

Definição 7.24. Se u ∈ W k,p(Ω), definimos sua norma da seguinte forma:

‖u‖Wk,p(Ω) =


(
∑
|α|≤k

∫
Ω
|Dαu|pdx)

1
p (1 ≤ p <∞)∑

|α|≤k
ess sup

Ω
|Dαu| (p =∞).
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7.8 TEOREMA DE ARZELÁ-ASCOLI

Definição 7.25. Seja E um conjunto de funções f : X −→ IR, todas com o mesmo
domínio X ⊂ IR. Dado x0 ∈ IR, diremos que o conjunto E é equicontínuo no ponto x0

quando, dado arbitrariamente ε > 0, existir δ > 0 tal que

x ∈ X, |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε qualquer que seja f ∈ E.

Um fato importante sobre a definição acima é que, além de todas as funções f
serem contínuas no ponto x0, o valor de δ escolhido a partir do ε dado é o mesmo para
todas as funções f do conjunto E.

Definição 7.26. Dizemos que (fn) é uma sequência equicontínua no ponto x0 ∈ X quando
o conjunto E = f1, f2, . . . , fn, . . . é equicontínuo no ponto x0.

Definição 7.27. Um conjunto E de funções f : X −→ IR é simplesmente limitado
(ou pontualmente limitado) quando para cada x ∈ X existe um número cx > 0 tal que
|f(x)| ≤ cx para toda f ∈ E.

Definição 7.28. Um conjunto E de funções f : X −→ IR é uniformemente limitado
quando existe c > 0 tal que |f(x)| ≤ c para toda f ∈ E e x ∈ X.

Definição 7.29. Uma sequência (fn) é simplesmente (ou uniformemente) limitada quando
o conjunto {f1, f2, . . .} for simplesmente (ou uniformemente) limitado.

Teorema 7.30 (Arzelá-Ascoli). Seja K ⊂ IR compacto. Toda sequência equicontínua e
simplesmente limitada de funções fn : K −→ IR possui uma subsequência uniformemente
convergente.

Demonstração: Veja [14], página 412.

7.9 IMERSÕES

Definição 7.31. Seja E um subespaço vetorial normado de um espaço normado F (ou
seja, a norma em E não precisa necessariamente ser a norma induzida de F ). Dizemos
que a inclusão E ⊂ F é uma imersão contínua se a aplicação inclusão I : E −→ F definida
por Ix = x for contínua. Denotamos este fato por E ↪→ F .
Se, além disso, a aplicação inclusão for compacta, dizemos que a imersão E ↪→ F é
compacta.

Como a aplicação inclusão é linear, o fato de existir uma imersão E ↪→ F é equivalente à
existência de uma constante C tal que

‖x‖F ≤ C‖x‖E para todo x ∈ E.
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Teorema 7.32. Seja I ⊂ IR. Então existe uma constante C tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖W 1,p(I), ∀ u ∈ W 1,p(I), ∀ 1 ≤ p ≤ ∞,

em outras palavras, temos uma imersão contínua W 1,p(I) ↪→ L∞(I) para todo p em [1,∞].
Além disso, quando I é limitado temos as seguintes imersões compactas

W 1,p(I) ↪→ C(I), para 1 < p ≤ ∞,

W 1,1(I) ↪→ Lq(I), para 1 ≤ q <∞.

Demonstração: Veja [3], página 205.
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