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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo de procedimento de quantizacido canénica de uma
particula em um espago curvo e sobre uma superficie de espa¢o Euclidiano. Estudaremos
quantizagdo candnica em coordenadas curvilineares, e em seguida vamos adaptar no caso
de espaco curvo. Fizemos comparagao critica deste formalismo com trés procedimentos

principais apresentados na literatura desta area.

Palavras-chave: Geometria Diferencial de Superficie. Mecanica Classica. Mecanica

Quéantica. Quantizacao Candnica.



ABSTRACT

The aim of this work is to study the canonical quantization procedure of a particle in a
Riemann space, as well as on a surface embedded in Euclidean space. To this aim, we
rewrite quantum mechanics of a particle in Euclidean space in curvilinear coordinates.
This allows us to formulate certain quantization procedure in a Riemann space. The

resulting picture is compared with three quantization proposals known in the literature.

Key-words: Surface Differential Geometry. Classical Mechanics. Quantum Mechanics.

Canonical quantization.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6

LISTA DE ILUSTRACOES

Pendulo Matematico . . . . . . . . ... ... 12
Péndulo Thomson-Tait . . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ..... 17
Particula confinada por forga forte . . . . .. ... ... 0. 20
Confinamento a um Circulo . . . . .. . ... ... .. ... ... ... 22
Forca de confinamento e gradiente a curva nio sdo ortogonais . . . . . 24
Coordenadas normais de Gauss . . . . . . . . ... ... ... ..... 31



b I

P

LISTA DE SIMBOLOS

Funcao Lagrangiana

Energia cinética

Energia potencial

Coordenada generalizada

Operador laplaciano

Superficie de R?

Métrica de R?

Métrica de superficie

Operador de Laplace-Beltrami

Fungao de onda em coordenadas Cartesianas
Funcao de onda em coordenadas curvilineas
Hamiltoniano Quantico de da Costa

Hamiltoniano Quantico em coordenadas Cartesianas
Hamiltoniano Quantico em coordenadas curvilineas
Hamiltoniano Quantico de Schrodinger- Podolsky
Funcéo de onda paralela a superficie

Funcéo de onda perpendicular a superficie



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

2.6

10

SUMARIO

INTRODUCGAO . . . . oottt e e e e e e e e e 11
CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . ... v i e 12
ACAO DE UM SISTEMA VINCULADO . . . ... ........... 12
ARECEITA . . . . . 13
JUSTIFICATIVA DA RECEITA . . . . . . . ... i, 20
DESCRICAO DE UM SISTEMA RESTRITO POR UMA ACAO SIN-

GULAR . . . o 25
COORDENADAS DE GAUSS NORMAIS DE R?> ADAPTADAS A

UMA CURVA . . . 27
COORDENADAS DE GAUSS NORMAIS DE R® ADAPTADAS A

UMA SUPERFICIE . . . . . . .. s 30
OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMIEM R® . ... ... 37

DINAMICA DE UMA PARTiCULA NO ESPACO EUCLIDI-
ANO EM COORDENADAS CURVILINEAS .. ........ 41

MECANICA QUANTICA EUCLIDIANA EM COORDENA-
DAS CARTESIANAS . . v o e e e e e e e e e et s e e 43

MECANICA QUANTICA EUCLIDIANA EM COORDENA-
DAS CURVILINEAS . . o o o e e e e s s s s s s s s e, 45

PRESCRIGCAO DA QUANTIZACAO NO ESPACO CURVO 49

ABORDAGENS DE SCHRODINGER-PODOLSKY E DE DEWITT 50

ABORDAGEM DE JENSEN-KOPPE E DA COSTA .. ... 51
CONCLUSAO . . . o o e e e e e e e s s s s s s 55

REFERENCIAS . . . . e e e e e i et s e, 56



11
1 INTRODUCAO

Construgao de mecanica quantica de uma particula no espago Euclidiano na presenga de
um campo potencial representa um assunto bem estabelecido, que consta nos livros-textos
[7],[19]. Mas o mesmo problema no caso de espago de Riemann tem uma longa histéria [14],
[13], 9], [6], [3], e esta sob discussao ate os dias de hoje [2], [8], [10], [11], [12], [15], [16],
[17], [18]. Objetivo principal desta dissertacio é estudo e andlise critica dos trés principais
propostas, apresentadas na literatura nesta area: abordagens de Schrédinger-Podolsky
[14], [13], de DeWitt [6] e de Jensen-Koppe e da Costa [9], [3].

Mecanica classica sugere trés formalismos diferentes para descrever movimento de particula
no espaco de Riemann (em particular, sobre uma superficie de R?), veja [1], [4]. Todos
os trés nos levam aos mesmos resultados finais. No entanto, as mecanicas quanticas,
construidas em base destes formalismos, diferem entre si. Em particular, eles implicam
expressoes diferentes para Hamiltoniano quantico de sistema [14], [13], [9], [6], [3]. Para
analisar a origem destas divergéncias, o nosso procedimento é como se segue. E conhecido
que a geometria Euclidiana no plano, sendo reescrita em coordenadas curvilineas, coincide
formalmente com a geometria diferencial de uma superficie de R®. Portanto parece
natural de esperar, que mecéanica quantica do espago curvo coincida formalmente com a
mecanica quantica Euclidiana nas coordenadas curvilineas. A ultima vai ser construida e
analisada no Paragrafo 6. Nossos resultados sao a favor de Hamiltoniano de Schrodinger-
Podolsky, e mostram necessidade de revisao mais detalhada das abordagens de DeWitt e

de Jensen-Koppe e da Costa.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 estudaremos varios
formalismos de mecanica classica para descricio de movimento de uma particula no espago
de Riemann e sobre uma superficie de espago Euclidiano. Em seguida, descrevemos as
coordenadas adaptadas de uma superficie (curva), que vamos precisar nos paragrafos
seguintes. No Capitulo 3 escrevemos operador de Laplace do espago Euclidiano em
coordenadas curvilineas e apresentamos propriedades dele. No Capitulo 4 apresentaremos
a dindmica de uma particula em mecanica classica comegando com suas Lagrangiana e
Hamiltoniano, primeiro em coordenadas Cartesianas e depois em coordenadas curvilineas.
No Capitulo 5 vamos resumir conceitos basicos de mecanica quantica em coordenadas
cartesianas. No Capitulo 6 reescrevemos a mecanica quantica Euclidiana em coordenadas
curvilineas, assim obtendo a prescrigdo de quantizagdo candnica em coordenadas curvilineas.
No Capitulo 7 vamos adaptar esta prescri¢do para o caso de espaco de Riemann. Nos
Capitulos a seguir, apresentaremos comentarios sobre abordagem de Schrodinger-Podolsky,
de DeWitt, e de Jensen-Koppe e Da Costa. Capitulo 11 contem resumo dos resultados

desta dissertagdo.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 ACAO DE UM SISTEMA VINCULADO

A fungao lagrangiana pode muitas vezes ser escrita como a diferenga entre energia cinética
e potencial, L =T — U, mas regra nao é universal. Existem muitos sistemas simples, para
quais esta regra deve ser modificada. Tomemos, por exemplo, um péndulo matematico

num plano (ver Fig. 1).

Yy
A
> T
9 [
m
Figura 1 — Pendulo Matemaético
Entédo a diferenca:
1
L=T-U= §m(:i:2 +92) — myy, (2.1)

sendo considerado como um sistema Lagrangiano, nés leva as equagoes de movimento
erradas. Pois estes descrevem uma queda livre em um campo gravitacional e nao levam
em consideracio a restricdo z2 + y? = 2, que deve ser satisfeita em qualquer instante do

movimento. Com efeito, usando (2.1), vamos encontrar as equagoes de Lagrange

%;ﬁ—gizm (2:2)

primeiro obtemos g—ﬁ =0, g—g = mi, ‘g—i =—mge g—g = my. Substituindo em (2.2) para z:
%g—é — % = 0, nos obtemos:

& =0; (2.3)

logo calculando a lagrangiana para y e substituindo em (2.2), nés obtemos:

y=-g (2.4)

Podemos observar também que é impossivel simplesmente adicionar a restri¢cdo as equagoes

de movimento, ja que isso levaria a um sistema incompativel.
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2.2 A RECEITA

O péndulo é um exemplo de sistema com uma restri¢do holonémica (ou cinemética).
Geralmente, uma restrigdo holonémica é uma restrigao algébrica sobre varidveis de confi-
guracao do espago G(¢%, 7) = 0 que deve ser satisfeita em qualquer instante. Nesta se¢do
discutiremos uma receita adequada para a construgdo de uma Lagrangiana para este caso.
A grosso modo, a receita pode ser formulada da seguinte forma: primeiro, esquega as
restrigoes e escreva a Lagrangiana do sistema nao-restrito (pode ser L = T'— U). Em
segundo lugar, encontre uma solucao para restrigoes e escreva L em termos das variaveis

independentes.

Para o péndulo, temos duas possibilidades y = 4++/I?> — 22. Nossa escolha serd y =

—+V/[2 — 22, entao temos y = \/liffixg Fagamos substituigao em (2.1), obtemos

22
2

) +mgVIz— 2, (2.5)

1
L:T—U:§m(:z':2+l

— 2

1 I
L=-m( )i + mgVIZ — 22, (2.6)

12 — 2

L- %m(l — (DR mgly 1 - ()2 (2.7)

Agora fagamos uso da agdo

logo,

Slz] = / dtL(z, &, 7), (2.8)

e entdo substituindo (2.7) em (2.8) temos

Sla] = /dt[%m(l — (DA +mgl1- (32 (2.9)

agora fazendo uso de (2.2) nos temos

oL o\ _q.
(1~ (1) (210
Entao JoL 2
m Tiov_o9 . X 1.
= - G w1 - (57, (2.11)
e logo temos
oL m x x

oL Mmoo Ty o _(Ty2y-
entdo substituindo (2.11) e (2.12) em (2.2) obtemos finalmente

. g T, xi? _

[SIE
—
~| 8
~—
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Agora na aproximacao de pequeno deslocamentos vamos tomar 7 < 1. Isso vai reduzir
(2.13) a uma equagdo de um oscilador harmonico, como segue: fazendo uso de expansao

geométrica na seguinte expressao,

(ml_922> (1_;(%)2) = (i—f) (1 + (?)M (%)4+ ...... ) (2.14)
() (=) - () i) o

(#)l)-

e fazendo uso da expansdo em séries na seguinte expressao temos

entdo substituindo (2.16) e (2.17) na (2.13) nos temos resultado bem conhecido para
oscilagoes pequenas
i+ %a; ~ 0. (2.18)

Vamos discutir a receita do ponto de vista geométrico. As posi¢oes possiveis do péndulo
estdo no circulo (subespago de dimensdo 1 no plano) z? + y* = 2. Nas proximidades do
ponto (0, —1), estamos interessados na variavel z que podemos tomar como uma coordenada
do subespago, de modo que a receita consiste em restringir uma fungao lagrangiana sem

restrigoes no subespaco.

E importante notar uma liberdade implicita na receita. Primeiro, somos livres para
escolher uma parametrizagdo do subespago. Tomemos, por exemplo, o d&ngulo © como uma
coordenada. Entao as equagoes paramétricas do circulo sao @ = Isin© e y = —l cos © onde
elas resolvem a restri¢do, por isso podem ser usadas em (2.1) . Isto d4 uma Lagrangiana

em termos de © e substituindo em (2.1) temos

L(©) = %m((l@ cos 0)? + (10 sin ©)%) + mgl cos O, (2.19)

1 .
L(©) = §ml2@2 + mgl cos ©. (2.20)

Calculemos as equagoes de Lagrange (2.2) da (2.20),

oL ,

0 —myglsin ©, (2.21)
oL _ mi*e, (2.22)
00

i@_L — ml?0O, (2.23)

dT 9O



6+ %sin@ =0, (2.24)

enquanto, para valores pequenos de O, fazendo uso da férmula de Taylor no sin 6 temos a
aproximagao de sin © ~ ©. Assim nés conseguimos a equagao de oscilagoes harmonicas

para ©

6 + %@ =0 (2.25)

Segundo, poderiamos usar as coordenadas generalizadas escrevendo um anzatz em (2.1)
para L. Isso pode ser feito para um exemplo em coordenadas polares x = rsin© e

y = —rcos O, que temos

i =7sin® +rO cos O, (2.26)
j = —7cos© + rOsin O, (2.27)
substituindo em (2.1)
1 :
L(r,0) = §m(7‘2 +1r?6%) + mgrcos O, (2.28)

entao se usarmos a restricdo r = [, nés conseguimos (2.20) e (2.25) mais uma vez.

Receita Geral: Generalizando, vamos considerar um sistema com coordenadas generali-
zadas ¢* , a =1,2,3,....,n, restringindo seu movimento a uma superficie k-dimensional,
definida por

Gi(g") =0, i=1,2 ....,n—k (2.29)

As equagdes da superficie sdo consideradas funcionalmente independentes

a
postow =n—k. (2.30)
dqb
Suponha agora que o sistema nao tem restrigoes. A Lagrangiana serd escrito como L(g%, ¢7),
entao vamos escrever a Lagrangiana do sistema restrito, escolhendo algum sistema de
coordenadas (parametrizagdo) s® , o = 1,2,3,...., k na superficie, e vamos escrever as

equagdes paramétricas da superficie
¢ =q"(s"). (2.31)

Por construcdo isso resolve as restrigoes G;(¢*(s*)) = 0. Substituindo as equagdes

paramétricas em L(q%), teremos a Lagrangiana do sistema restrito

L%, 5%) = Lg"(s%),d"(s%)) = L("(°), 55%) (2.3



16

usando férmula basica (2.2), as equagoes de Lagrange L(s%, $) sdo

35| _ d OL(s)  OL(s)

8% dr 0s“ 0s“

usando equagao (2.32) e derivando a fungdo composta fazemos as seguintes contas

=0, a=1,2,....k, (2.33)

oL 0L 9q* OL 0%q”

9s*  0¢" ds* | 9" 9s°0sP (2:34)
oL  OL dq¢"
ds% dg s (2.3
d OL d OL dq¢* OL &*¢*
— 7 (= . 2.3
dr oz~ arog)oss T og oo (2.56)
Assim temos
0S[s] ,d OL d¢* = OL &¢> , OLIq¢* OL g~ 4
§s@ (dT 8(]“)83a i 935850057 dq® 0s® 9y sadsh (2:37)
6S[s]  d OL 0q* OL 0q"
ds (dT(')c]“)Osa 0q® 0s*’ (2.38)
por (2.2) e [4] nés podemos escrevé-lo como
6Slqf  d oL OL )
il (2.39)
E por (2.38) rescrevemos assim
6S[s] ,d oL OL Jq¢*
5so  Ndrogr aqa)asa' (240)

Entao, substituindo (2.39) em (2.38) obtemos a equagao (2.33) em termos da Lagrangiana

inicial
dS[s]  0S[q]

05 0q°

0q°
0se’

(2.41)

q9(s)
Vamos especificar estes resultados para um caso particular de parametrizacao da superficie.
A condigao (2.30) garante que as restrigoes podem ser resolvidas em relagdo as n — k

varidveis entre ¢%, dizemos ¢'. Entdo a solucdo é
¢ =q'(¢), (2.42)
e assim as ¢® sfo as coordenadas da superficie. Logo a lagrangiana é dada por
L(q*, %) = L(¢'(¢"),¢", d'(¢%), %), (2.43)

calculando as equagoes de Lagrange
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OL 0L 0L O¢  OL O

— ==+ = — j 2.44
ap ¢ ' 0g0g" | 0G dgdg (244
oL 0L  OL dq'
==+t ; 24
95 9 04 g (2.45)
d oL d L 09¢' d OL OL &*¢" .
4oL dOL  0¢ dOL OL O o (2.46)
dr0¢"  dr 0q* 0q*dr 0¢  0O¢' 0q*0q®
e entdo, fazendo diferenca entre (2.46) e (2.44), conseguimos
d oL 0L d OL 0L d oL OL ¢
S (R ey T e I 2.4
Froq ap  \drog o T \drag  og)og (247)
Reescrevendo o (2.47) dependendo do (2.33) temos
T ”
T llgigem T lgi(em 94

Se as restrigoes dependerem do tempo, G;(¢”%, 7) = 0, isso é considerado como um pardmetro
fixo do problema. A receita continua a mesma, é suficiente substituir ¢*(s®) por ¢%(s%, 7)

nas férmulas anteriores.
Exemplo. Péndulo Thomson-Tait. O péndulo consiste em duas massas iguais m
conectadas por um pivé sem massa de comprimento 2b cujo centro estd unido a extremidade

de outro pivd sem massa de comprimento a, veja Figura 2.

z
A

S
A’

tait.pdf

Figura 2 — Péndulo Thomson-Tait

O pivo a pode girar livremente no plano (x,y) enquanto o pivd b pode girar livremente
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em um plano vertical. A posicdo das massas pode ser descrita pelos vetores 7] e 7, ou
seja, o espaco de configuragdo que tem seis dimensoes. As massas sao forcadas a mover-se

na superficie bidimensional determinada por
([Fl,FQ],ﬁ):O, (??1—‘1-772, )—O | 7’2|—2b | FQlZQCL, (249)

onde 77 é o vetor unitdrio na dire¢ao do eixo z, (.,.) é produto escalar e [.,.] é produto

vetorial. Esquecendo as restrigdes, a agdo esta descrita por
S = /dz‘ m rl +r2) (2.50)

Tome os angulos ¢ € [0,27) no plano xy e 6 € [0, ) no plano formados por os pivés a e 20,

como coordenadas na superficie. As expressoes para 7; através destes sdo

x1 = asing —bcosfsinp, y; =acosyp —bcosfcosy, z; = bsind,

Ty = asing + bcosfsing, ys = acosp + bcoshcosp, zy = —bsinb,
onde

iy = @cosp(a—bcosh) + Obsin @sin b,
71 = @sinp(a—bcosh) — bsinf cos p,
3 = blcos 0,
iy = @cosp(a+beosh) — Obsin @sin b,
U2 = @sinp(a+ bcosh) + bsin b cos p,
2 = blcosh.
Agora calculamos f:j + f:;
Boih = @il 2 ad g+ 2,
i+ @2 = 2¢%cos? p(a® + b® cos? 0) — 4gph sin o cos @ sin O cos 6 + 2b%6% sin?  sin? 6,
7y = 2¢%sin® p(a® + b% cos? 0) + 40 sin @ cos psin 0 cos 0 + 2626 cos? psin® 0,
2422 = 20%0%cos® 6,

Ff + f’z = 20%(a® + b? cos? 0) + 26%0°.

Essas equagdes resolvem as restrigoes (2.49). Substituindo os célculos anteriores em (2.50)

obtemos a acao do péndulo da Thomson-Tait
S = /dtm(6292 + (a® + b* cos® 0) 7). (2.51)

Entdo de L = m[(a® + b? cos? 0)@? + b26?], calculamos as equagdes de movimento fazendo

uso de (2.2). Em relagdo a 6

oL 212
50 —2mp“b* sin @ cos 6,
oL _ 2mb?0), 4oL _ = 2mb?0,

00 " dt 96
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temos
0+ H?sinfcosd = 0.

Em relacao a ¢

g—i = 0, g—i = 2(a® + b* cos® 0)
d 0L

aoL _ 2 12 . 20\
e [2(a® + b* cos” 0)¢].

obtemos

[(a® + b%cos? 0)¢] = 0.
Agora seja ¢ = constante tal que

(a® + b* cos® 0) ¢ = c,

isto implica

C

- 2.52
a? + b? cos? 6’ (2:52)

gb:

dal temos

it ?sinfcos 0
(a2 +b2cos20)2

Note que o movimento das massas nao é uma composi¢ao de dois movimentos circulares

com velocidade angular constante, como se poderia esperar ingenuamente.
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2.3 JUSTIFICATIVA DA RECEITA

As restrigoes holonomicas representam a idealizagdo de uma for¢a muito forte em diregao
a superficie, forgando uma particula a se mover perto a superficie. Isto sugere um caminho

natural, vé [1], para confirmar a receita (2.33) para o sistema.

No6s comecamos de um sistema com um potencial que produz uma forga forte F', veja

Figura 3,

Figura 3 — Particula confinada por forca forte

e entdo nos tomamos o limite da forga infinita. Como a dimenséo do espago de configu-
ragdo nao é essencial para o discussdo, vamos pegar um sistema com duas coordenadas
generalizadas x e y. Vamos analisar a agdo seguinte
1., 1, 2
§ = [drl5i*+ 53 = Ule,y) = s(y = g(@))?).
A agdo depende do pardmetro s = constante. Em termos concretos suponha que U > 0
na regiao de interesse. O segundo termo da energia potencial cresce quando a particula se
afasta da linha y = g(z). Vamos considerar uma particula, que comega seu movimento na

linha e tem velocidade inicial tangencial a linha, como segue

x(0) =z, £(0) = vo, y(0) = g(z0), Yo = g(xo).

Vamos mostrar que no limite s — co, hd uma acdo que descreve uma particula no

potencial U e estd sujeito a restrigao y = g(z).

Para confirmar isso, é conveniente escrever a a¢ao em coordenadas = e §j =y — g(x),

1. 1,. - _
§ = [drlza® + 50+ @) = Ul 5+ g(0) = s(3)°)
Calculando as equagdes de movimento L = 142 + L(§ + g(x))* — U(z, § + g(z)) — s(7)?

vamos usar (2.2),para calcular



em relagdo a x

oL 0 .
o —gU($7y+9($)),
assim, pela regra da cadeia, d‘zl(f) = dfi—(f)fl—f, temos
oL L. dg
9 = it tae)
d OL .. dg
7 os — et ta)
Em relacao a y
oL ou, .
oy —8—g($,y+9($)) — 25y
oL L
d OL -
ar oy = y+g(z).

Usando (2.2) calculamos as equagoes de movimento

dg

. L 0 _

i+ (y+ 9(95))% + aU(% g+g(z) = 0,
- oUu
y+glz)+—+2sy = 0.

9y
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(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Podemos estimar a coordenada § usando a lei de conservacio de energia, £ = T + U + si?,

como segue: §(7) = s 2\/2(E —T — U) < s 2v/2E. Portanto, a particula com energia

total £ ndo pode se afastar da curva (na dire¢do § ) mais do que uma distancia proporcional

a \/i; Entao § "= 0 ou y(1) "= g(2(7)), isso é, no limite que nossa particula est4

confinada para se mover na linha. Neste limite, equacdo para z fica.

B+ (§) 3+ U g(e) = 0.

A observagao final é que (2.59) pode ser obtida a partir da acao

1

S = /dT[%iQ + 5(9)2 —Ulz,y)],

(2.59)

(2.60)

no qual y é substituido de acordo com a restrigdo y = g(x). Portanto, chegamos a receita

(2.44).
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Exemplo. Confinamento a um circulo. Considere uma particula em um plano zy
sob o potencial, U = §(vz2+y?> —a)?, @ > 0. Temos U = 0 sobre a circunferéncia

22 +y? = a, veja Figura 4.

Y

Figura 4 — Confinamento a um Circulo

A funcgado de Lagrange é

m . ) «
L=<(#+7") - 5(/e* +y* —a)’; (2.61)

substituindo = = rcos© e y = rsin® em (2.61), temos

L = %(7'"2—1—7"2@2)—%(7“—(1)2. (2.62)

Estamos interessados no movimento que comega no circulo com velocidade tangente, ou
seja tem as seguintes condi¢des iniciais r(0) = a, 7(0) =0, ©(0) =0e ©(0) =19 > 0.

De (2.61) calculamos as equagoes do movimento (2.2) para z

oL x
R _ 72 22 v
6z~ WY SO

oL . enti d oL

— = mi entdo —— =mi

o0& dt 0
Tomando r = /2% + y? temos m# = —a(r —a)¥, analogamente, fazendo os mesmos
calculos para y temos mj = —a(r — a)¥. Isto implica a forga ¢ normal ao circulo e é

dirigida para: ele F ~ 4+r. As equagdes em coordenadas polares sdo

i rO? %(7’ —a)=0, (r20) =0. (2.63)

Note que r = a e © # 0 néo é solugdo para um « finito, isto é, a particula nao pode se

mover exatamente no circulo (mas pode permanecer nele, por exemplo, r = a e © =0
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é uma solugao). A segunda equacdo envolve a conservagao da quantidade r20 =

onde ¢ é uma constante. A multiplicacio da primeira equagdo por 7 implica mais uma
quantidade conservada (energia): F = Z(/* + r20?) + $(r — a)®. Usamos (r202%) =
21702+ 2r200=2r70>+2(r*00), a tltima igualdade é devido a (r20) = 0, assim que
% = —%(TZGQ)'. Calculando as quantidades conservadas em t = 0, podemos relacionar
as constantes de integragdo com as condigdes iniciais a e . Tomamos a e E como
constantes independentes, entdo ¥ = %\/% ec= a\/g . Usando a primeira quantidade
conservada, © = .5, podemos excluir © da expressao para E. No resultado, temos duas

equagdes diferenciais de primeira ordem, onde as varidveis r e © sdo separadas

9 o , 2Fa* 2F
—(r — - = 2.64
7+ m(r a)” + = (2.64)
. 2E
e = . 2.65
7,2 - (2.65)

55 = 0 tem solugbes extras, © = 0, comparando com ‘;S = 0. Entao

Note que a equagao 75>
as equacoes de movnnento (2.59) nao sao equivalentes ao sistema (2.60), (2.61), onde o
ultimo tem solugdes extras da forma 7 = 0, © = constante. Para a particula com energia

dada F temos a equacao

2K 2 92F 2E
< ==, a—2 <= (r—a?<= (2.66)
m T m (6%

A primeira desigualdade estabelece que a velocidade maxima nao depende da magnitude o
do potencial de confinamento. A segunda desigualdade implica que a particula nunca entra

no interior do circulo. A ultima desigualdade afirma que o desvio maximo da particula do

circulo a tende a 0 quando = 1 5 (. Entdo, neste limite, a palticula é limitada a se mover
no circulo: 7(t) = a, e tem velocidade angular constante O \/ 28— 9. Para qualquer
solugao r(t, o) das Eq.(1.59) deveria ser limq 2 (r — a) ==L e l@ma_m &y — a)? = 0.

A solugao limite (movimento livre no circulo) segue da Ldgldngldnd livrte L =12 (1 + %),
substituindo a restrigdo y = £v/a? — z2. Obtemos

2 2

.2 ma -2 m 2'2
rTT = T = — ('—‘)
) 2(a2—x2)l 2 ¢

X

m
U

L= 2@+ (Va2 =a7))?) = %

. (2.67)

a2 — 2

A solugdo © = ¥t tem a mesma energia que a solugdo limite para o problema (2.57) e
(2.58): E = Zay>.
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O potencial s(y — g())? nao esta criando uma forga perpendicular a curva no contrario
com a ideia inicial. Com efeito, dado a curva diferencigvel de classe C¥ com k > 1, no

plano y = g(x) e o potencial V = s(y — g(x))* entdo a forca produzida pelo potencial

externo é F = —(2¢, %—Z) = —(2s(y — g(a:))(—%),ls(y — g(z))), expressamos a curva

convenientemente como ¢(x,y) = y—g(x). Como em ¢(x, y) existem seus derivadas parciais,

vamos calcular seu gradiente no ponto (x, g(x)) € 7, assim vé(z, y) = (22; 22) = (—%g, 1).

oxr’ Oy
Entao reescrevendo temos:
g g
F=—-2s(y — g(:r))( 1“’); Vo = ( 1d””> onde —2s(y — g(x)) é um escalar. (2.68)

Logo da (2.68) observamos que os vetores F' e v/¢, sdo paralelos, vé Figura 5.

> T

Figura 5 — Forca de confinamento e gradiente a curva nao sao ortogonais

Isso implica que a forca externa F', ndo é necessariamente ortogonal & curva, para melhorar
essa inconveniéncia anteriormente mencionada, precisamos um potencial da forma V = %dQ
onde d? representa a distincia ao quadrado de um ponto (z,y) préximo & curva. Este tipo
de potencial tem expressao complicada em coordenadas cartesianas. Com efeito quadrado
da distancia d?, pode ser calculado por meio da férmula d? = (z — z¢)? + (y — g(20))* e

também o ponto (z,y) pode ser calculado do seguinte modo: pois note que os vetores

(yx—_g(?o)> e v oo, 9(w0)) = (_d?%l) (2.69)

sdo vetores paralelos, tal que para qualquer ¢t € R tem-se

T — T — dg(o)
( ) = t( dw > entdo (z,y) satisfaz o seguinte sistema, (2.70)
y — g(xo) 1

T = xo— x t; y=g(xo) +t. (2.71)

Para evitar isto, abaixo nos vamos trabalhar em coordenadas curvilineas adaptadas a

/. . . o 2 ~ .
superficie, nos quais o potencial $d* tem expressao simples.



2.4 DESCRICAO DE UM SISTEMA RESTRITO POR UMA ACAO SINGULAR

Para descrever um sistema restrito, nossa ideia era reduzir o nimero de variaveis g¢*
a=1,2,.... ,n para s%, a = 1,2, ...k < n . Infelizmente, isso pode resultar na perda
de algumas das propriedades apresentadas nas variaveis iniciais. Por exemplo, tanto a
agao irrestrita (2.51) quanto as restrigoes (2.50) do péndulo da Thomson-Tait possuem
uma simetria de rotacio manifesta 7 — R7 que estd oculta na formulacao (2.52) (onde

apenas a simetria de rotagao no plano xy, dada por ¢ — @+ constante, é evidente).

O mesmo acontece se usarmos algumas das varidveis iniciais para parametrizar a superficie
de restricdo. Por exemplo, se pegamos uma particula livre em um circulo de raio [, tanto
a lagrangiana sem restricoes gm(i? + 3?) e a restri¢ao 22 + y*> = I? tém a simetria de
rotacdo manifesta ¥ — R7 (geralmente, se uma simetria pode ser expressa como uma
transformacao linear, ela é chamada de manifesta.). Contudo, isso ndo esta manifesta na

lagrangiana 3m(1 — (%)?)~1i? que aparece depois de usar a restricao y = £v/12 — 22,

As simetrias geralmente desempenham um papel fundamental na andlise de uma teoria,
seria desejavel encontrar uma maneira de manté-las intactas. Isso implica que continuamos
usando as variaveis iniciais do espago de configuracdo para descri¢do de um sistema restrito.
Estranhamente, isso pode ser alcancado seguindo a ideia oposta, isto é, em vez de reduzir

o espaco de configuracgio, expandimos e adicionamos novas variaveis a formulacgao.

Agora, nés pegamos um sistema com uma lagrangiana irrestrita L(g%, ¢*) e as restrigoes
Gi(¢") =0, i=1,2,....,n — k. Introduziremos um espago (2n — k) — dimensional com as

coordenadas independentes ¢%, ! e consideramos a acio
S = / dr[L(q%, §%) + NGi(qY)]. (2.72)

Como as coordenadas iniciais ndo sao tocadas, a formulagdo ndo estraga as propriedades
de simetria da teoria. O preco que pagamos é a aparéncia da varidvel adicional A’ que nao
tém uma interpretacao fisica direta. Eles ndo participam da determinacdo de configuragao
do sistema (posigoes, velocidades, energias das particulas, etc.). Entdo ndo podemos (e nao
precisamos) medi-los. Por esta razao eles sdo chamados graus de liberdade nao fisicos (ou
auxiliares). Em todos os outros aspectos, tratamos varidveis auxiliares de igual maneira
com os outros. Em particular, escrevemos e resolvemos equagbes de movimento para
ambos g% e N\

Acdo nao contém derivadas de A, ela representa um exemplo de uma teoria singular. A

928 _ _025_
" NN * 9Nioge
¢ menor que a dimensdo (2n — k) do espago estendido. Agora mostramos que a nova

matriz Hessiana tem blocos que desaparecem = 0. Entao seu posto
formulagéo (2.72) implica a mesma evolugdo para ¢* que a anterior (2.33). Portanto, eles
sdo equivalentes. Serd conveniente escrever equagoes de movimento separadamente para as

varidveis ¢’ e ¢* (estas foram descritas na (2.43). Aplicando o principio da minima agio,
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encontramos

oS oL d 0L 0G;

_ = — — — )\J_J — 2.7¢
50 = o droe N ae =0 (2.73)
S oL d OL 0G,

— = N = 2.74
¢ = o¢ wog  Vog (2.74)
0S i o

N = Gildha) =0 (2.75)

Note que as restrigoes (2.75) apareceram como parte das equagoes de movimento. Desse
sistema obtemos equagoes fechadas para ¢®. Eles podem ser obtidos da seguinte maneira:
Assumimos que a solugao ¢’ = ¢'(¢*) de (2.75) foi substituida em (2 73) e (2 74), primeiro
fazemos diferenciagélo de Gi(¢'(¢™), q*) = 0 usando (2.43) temos aql + 8q7 24— ) entdo

dq~
aG, _  aG,
3 = ot aqw Usando essa expressao em (2.73), o dltimo é lido como

oL d oL NI

— | ji(gey—— = 2.
(aq dT G~ )lq H(g*) T gt |¢Z(q )aqa ( 76)

aGJ

Fazendo uso de (2.74), podemos excluir o termo M <2 de (2.76) (Para evitar a possibilidade

! = 0 nés poderfamos comecar a lagrangiana como 7 ao invés de \'). O resultado é,

oL d JL oL d oL aq'

(G ~ @raglven T (55— g liem g = 0 (2.77)

o que é precisamente (2.49).

Para ter certeza da autoconsisténcia na nova formulagdo, vamos analisar a estrutura de
solugoes em todo o sistema (2.77), (2.74) e (2.75). A ultima dessas equagoes jé foi resolvida
por ¢'(¢%). Seja ¢® = ¢*(7). Nés substituimos as fungoes ¢*(7), ¢'(¢*(7 )) (2 74), isso

fornece uma equacao algébrica para determinar A’. Da construcao d(D

que (2.74) pode ser resolvido em relacio a A'. Consequentemente, ja que todo A\ sdo
determinados algebricamente, ndo precisamos impor condigoes iniciais para as variaveis

auxiliares.
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2.5 COORDENADAS DE GAUSS NORMAIS DE R? ADAPTADAS A UMA CURVA

Considere a curva v = {(z', 2?) € R*tal que g(z', 2%) = 0}, definimos g : R*> — R, como
uma funcio diferenciavel de classe C* para todo inteiro k& > 1, com gradiente diferente de
zero, onde g(x!,2%) = 0 é a equacdo cartesiana de . Entdo, também podemos descrever
a curva pela equacido f(x',2%) = 0, na qual definimos f(2!,2?) = M Seja r(£) a

VAN/AY,

equagao paramétrica da curva v, em coordenada local £ temos que f(x (5), 72(£)) =0, e

d of d of da? of da' ‘| dT ar . :
dé amf1 ;5 + Bm’;dif = %d—z& = (V/fly, %) =0 em que Gz € o vetor tangente a

curva. Entao podemos implicar que 7 f|, é ortogonal a curva v e também nés afirmamos

teremos

que Y/ f é vetor unitario para qualquer ponto da curva. Com efeito

of & gl )Pt t S g
ot \f(ve.ve) (V9. v9)?

B & gla 2 (Ve 5 V 9)

- (ve.v9) (vo.-vg):

9g
lembrando como g(x!,2%) = 0 temos A — r 2 Analogamente %é = 2’

ut V(vg.v9)’ V(79,79)

implica | v/ f|, = 1. Entao vamos denotar 5/ f|, = n(&).

Para nosso estudo, precisamos de um sistema de coordenadas adaptadas a curva v contida

em R?. Vamos definir em geral, um difeomorfismo nao linear
p:CCR"— ACR",

com regra de correspondéncia

= p(€h6%,..,€") ou o’ = @'(&Y). (2.78)

Onde A é o plano equipado com coordenadas Cartesianas z*, i = 1,2,3,....,n e C outro

exemplar do plano equipado com coordenadas &%, = 1,2,3,....,n. Entao temos identi-
7
72

ficagdes: M ~ (z',2% .....,2") ~ ¢ = |, onde x é vetor posicao do ponto M, os
xTL

nimeros £ sdo chamados coordenadas curvilineas de ponto = € A e 2! = ¢'(£%) sdo
fungoes de passagem de coordenadas curvilineas para Cartesianas. Cada bijegdo nao linear

©, permite usar £ como coordenadas dos puntos de A.

Quando n = 2, seja um ponto com coordenadas cartesianas R préximo da curva -,
definimos coordenadas curvilineas em R? (chamadas coordenadas de Gauss normais) de
acordo com a seguinte regra: vamos tomar a projecao ortogonal do ponto R na curva.

Seja o ponto r(§) de 7, entdo podemos escrever

R(&,p) = r(&)+n()p. (2.79)
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Os nimeros (£, i) sdo chamados coordenadas de Gauss normais do ponto R. Note que

0 (2.79) contém o vetor gradiente calculado em pontos da curva v tal que n(§) = v f|,,

dn
3
curva, entdo as coordenadas sdo adaptadas a curva 7; quando R estd na curva, temos

onde n? = 1, implicando (n, 2}) = 0. Por construgao u é a distancia de um ponto até a

R(£,0) = 7(&), ou seja, u = 0, e os pontos da curva tém coordenadas (&,0).

Comentario. Vamos comparar as curvas f(r) = 0 e f(r) = ¢ = constante. Seja
f(R) = conde R é um ponto préximo da curva f(r) = 0. Escrevendo f(R) em séries em

uma vizinhanga do ponto (&), obtemos

c = f(R)=f(r()+nn)
= f(r(&)+ in“u + %%%nmj/ﬁ + r(nu)
F(r(©) + (T f s A+ 1RGEL, v na + 25, v f)na)
= F(r(€) + (Vs )+ 1 (G v ) + (v 1, Sy + {(GEL, v )+

(vjv %wz )}nZ)
Lembremos que v/ f|, = n(§), entao

¢ = [(r(§) + (W[l (&) + }l@f@i(vf, VlreW)* + ... (2.80)
Usando f(r(§)) =0 e (Vfly, n(§)) =1, obtemos

e = (r() + AOH) = -+ 70T, 7)o (1) + . (281)

Portanto, f =0 e f = ¢ ndo sao curvas equidistantes, a menos que |/ f| = constante em

uma vizinhanga de .

Considere uma particula R(t) que comega seu movimento em v com velocidade tangente
inicial e se move sobre o potencial U(R) = $d*(R), onde d ¢é a distancia até a curva v, e

U(R) é o potencial que limita a particula a mover-se préximo da curva, a lagrangiana é

L=2R-2&R). (2.82)
2 2

Vamos reescrever a (2.82) em coordenadas curvilineas Para isto primeiro fazemos os
seguintes cdlculos de R(t) = R (&(t), u(t)). Temos R = §+ ,u logo R = (R,R) =
(2. S + 25 5hén + (5. e = <%—£%%>w onde wy; = (482,28) ¢ a
métrica induzida em R*. Calculamos as derivadas de (2.79), primeiro sobre alj = Z—F “a_.s
e isso implica que (%, aai?) = 0, logo, sobre aR n(§) temos que (385, 865) = 1, entao

em (2.82) temos

~m 8R OR m.o, Qo

— —p. 2.83

Como ja expressamos a Lagrangiana em coordenadas curvilineas. Procederemos agora ao

calculo de suas equagbes de movimento

oL O’R OR

% = m(— 5 O —)¢é2, (2.84)
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oL OR OR _ :
— = —, =), 2.85
= G 5 (285)
d oL OR OR. - 9’R OR . ., R OR. ..
HoE m(8_§’0_§)£+2m[(8_§2’6_§)€ +(8§6u’8_§)€’u]’ (2.86)
oL R .,
— = m — 2.
oL R doL .
8_11 = my isto implica &I = mji. (2.88)
Por (2.2) temos
OR OR . ,0°R OR_., PR OR._ ..
hufnhdiahd - — € = 2.
PR OR. ., e
(@’8_5)5 = fit g (2.90)
Fazendo uso de (2.79), obtemos
OR OR,  dr dr dr dn dn dn. ,
(82_R G_R) — (@ dQ_TH_i(d_r @) +(d2_ﬁ @) 2
o o’ dgrdgr) T dg e gt Vagr ag
(TR OB _ (dr dn, (4R 0o
oo’ o)~ Vg ag) g A
Para uma curva de forma geral, a inica quantidade conservada ¢é a energia, £ =T + U,
ou seja
~ m,O0R OR ., m ., «a ,
> (Gg ge & T gk (2.91)
Ela é uma soma de niimeros positivos. Para a particula com energia dada E temos as
desigualdades
OR OR. ., 2FE , 2F
_— — e —_—. 2.92
(0§,a§)€<meu<a (2.92)

Isto implica que no limite &« — 0o a particula esta confinada sobre ~.
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2.6 COORDENADAS DE GAUSS NORMAIS DE R? ADAPTADAS A UMA SUPER-
FICIE

Considere a superficie regular S C R?, com equacéo g(z") =0 i =1,2,3 diferencidvel de
classe C* com k > 1, onde ¢ é uma fungao diferenciavel, com vetor gradiente nao nulo

vy(rh) = (6%‘7— 6—6;%, 8—‘193) vé [5]. Também podemos descrever isso pela equagao f(x?) = 0,

onde definimos f(z%) = —ZZL . Seja x(£,€2) = x(£2) a equacio paramétrica da
1 f(z") V(vav) ) (€.¢°) (€) quacao p
superficie S em coordenadas locais, temos que f(z'(¢',£2), 22(€, 52) 3(£4,€2)) = 0, onde
x x 0, 0
teremos % = 59{1 351 + ffz gfl + ffg, ?w (Vf, dgl) 0e d_gz - %2262 - 01{2 322 T

%?)_zz = (v, g_gg) 0 onde & 851 e ggg sdo os dois vetores tangentes a superficie S.

Podemos afirmar que v f é vetor unitario para qualquer ponto da superficie. Com efe1t0
6’9
_ pr g(at2? )azl(vg v9) 2 _ of _
_L(‘jzl \/(vq — p——"— agora como g(z', 2% x*) = 0 temos 5% J"—(vq —

Dg

mesmo = B e = isto implica = 1. Denotaremos o
8"’2 vV (V9:v9) Oz? V (v9,v9) P v f|S

vetor unitario 7 f|g = n({*). Para o ponto com coordenadas euclidianas R préximo da
superficie S definiremos isso em coordenadas curvilineas de R? de acordo com a seguinte
regra: tomamos a projecao ortogonal do ponto R na superficie, um ponto x de S, entdo

escrevemos

R(¢',€%,6%) = x(¢) + (€7)E. (2.93)
Os ntmeros (&1, 2, €3) sdo chamados as coordenadas de Gauss de R. Note que a equacio
(2.93) contém um vetor gradiente calculado em pontos na superficie S: n({%) = V flg,
isso implica (7, ) = n® = 1. Derivando esta dltima expressio para cada coordenada

curvilinea, temos (n, dg_a) = 0.

Por construcdo, £ é a distancia do ponto a superficie S, veja a Figura 6. Assim as
coordenadas sdo adaptadas & superficie, quando R estd na superficie, temos: R(£',€2,0) =
x (&%), portanto os pontos da superficie tém as coordenadas (&1, £2,0).

Comentéario. Vamos comparar as superficies f(z') = 0 e f(2') = ¢ = constante. De
modo que f[R(£Y, €2, €%)] = ¢ é um ponto préximo da superficie f = 0, desenvolvemos

f(R) em série no ponto x(£%) e conseguimos

c= f[R] = f[x(§") + n(€™)€] = fl(a'(€), 2*(6%),2°(€")) +

(n}(€%), n2(£%), n*(£7)€7), (2.94)
= f(x(6%) + 2n& + ;%%n'nj@)m(n@)
= F(x(€%) + (Vflg,n(E))E + ((am,vf)m+2(az2,vf)nz+2(am,vf)n3)

= f(x(€) + (7 flg,n(€)E + ;({(FL o )+ (VG + (B v )+
(V1 G2 s + {(GEL, 1) + (7 f, 5 ) Yns).
Lembremos v/ flg = n(£%)

= F(EN) + (7 flg AENE + 10T THIx@(EF + s (295)



31

: 53

Figura 6 — Coordenadas normais de Gauss

entdo como f(z', 2%, z3)

=0,(Vf,n

) = 1 temos

e =€+ 2O S T Pl +

(2.96)
Entao temos de (2.96) que as superficies ndo sdo equidistantes, a menos que | 7 f|
constante em uma vizinhanca de S

Considere a particula R(?) que comega seu movimento na superficie S com velocidade
¢ o

angente inicial e se move sobre o potencial U(R) = %dz(R), que confina particula mover-se
proximo a superficie. Aqui d é distancia ate S. A lagrangiana é

L="R-22(R). (2.97)
2 2
Vamos reescrever (2.96) em coordenadas curvilineas: Primeiro
: OR ., OR .,
R(t) = '

L3
logo R = (R, R) = (2 2B¢
o)

ot oty 1 (9B altyair o (9B oByags o (0B oB ey
(2B oBy @)y (2B oB)ois (9B oByisgri (o %ﬁ)ég +(28, 2By = (9B 2B )éiés.
Onde w = wj; = (%? , %5 ) é a métrica induzida em R?
(550 (8.5 G50
wl] = (%737 %_1) (%_ﬁv (?3_2) (?)_iv %_3) (298)
(5 50 (56, %) (5505
53 ) 51 53 ) 852
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Desenvolvendo cada um dos termos de

—~

2.98) temos

o, Ihet + (58, I ey,
ox

(58 56 = (58,55 = (B8 8%) + 285, )6 + (G2 52 (&),

(58,58 = (35, 88) + 285, 56 + (B2, i) (&)
Lembrando (7, nn) = 1 derivando esta tltima expressdo para cada coordenada curvilinea
temos (7, g—g’) =0e(n, g—g’) = 0. Substituindo obtemos

(5 = R = 3 = (s =0

(%, %) =1, entao de w;; em (2.98) podemos obter

%R%R %R%R 0
o Gl
0 0 1

(2.99)

OJij =

(@]

Obtemos wag, Wa3 € wss em geral para o, f = 1,2 de (2.98) que ja foi explicitamente

desenvolvido anteriormente.

_ (oR oR,

w()ﬁ/@ - 85&7 355 )

ox . O

Wa3 — (8_50" 'l’l) + (n a—é_a) = 0,

W33 — (ﬁ, 'fl) =1. (2100)
Entéo substituindo em (2.100) temos

-, 0x 0x ox on. ., On On, .
Wﬁ_(a_@’a_gﬁ)+2(a_goz’a_§ﬂ)£ Jr(@ﬁa 855)(5 )2, (2.101)

e de (2.101) nés podemos obter a métrica da superficie S, que é dada por

ox 0x

Jop = (0_@’ @), (2.102)

onde temos que para os pontos da superficie wag = gas. A inversa da métrica de superficie

vamos denotar como ¢ ou g.

o (X 0 (9X\ 0 (9X\ _0 (90X
Agora representaremos os vetores 8_51(6_51) , @(8_52)7 8_52(8_51)7 8_52(8_52
OpXyq = agb(gg) em funcado de vetores da base %; %, 7n em termos dos coeficientes de
conexdo e os coeficientes da segunda forma fundamental

), ou em geral

J , 0x ox ox

851 (651) F%l 851 ]‘1%1 662 + Nlln (2103)
J , 0x ox ox

¢! (6{:2) Fb@gl +Th—5 0¢? + Niaf, (2.104)



0 , 0x ox ox
852 (651) %1 851 + F21 852
9 ox. ., 0x _, Ox
dﬁz(dﬁz) 22d§1 FQQ (952

oX X

Fazendo o produto escalar por 56l e © 7 as equacoes

re, =TI, de acordo com [5] sdo dadas por

33

(2.103), (2.104), (2.105), (2.106) e

(5or 56 et = Th (s o) + T 5
(521 56 e = Thlns o) + T 525
(o1 36 (5gs)) = Thazgrs 5) + Tl 5g0)
(o5 52 5ot = Th s o) + Tl 55
(520> 727 ) = Tl 5 + Ul 2
(20> 72z s)) = Dol 5+ Dol s 2107
Derivando (#(€!, 52),8—51) =0e (2(€',€%),55) = 0 com respeito a &' e € temos
(71, 52 () = —(22, 2% — (92 5X) oude a3 — 1,2
Ni = (i g () = (g o)
Nia = Nou= (e =~ ogs)
Naa = (s (o) = (e ) (2.108)
Lembremos que (1, f) = 1, entdo, derivando com respeito de £ e £ temos (1, 8@) 0

com a = 1,2 o que implica vetor 2 865 € Tx(¢»)S pode ser escrito como combinacao linear

de vetores gg desta forma g’g’ =1’ ggf, onde o, 5 =1, 2.
on . ox 0
851 1 351 1 352’
on ,0x ,0x
= +b . 2.109
8&2 2851 2852 ( )

Vamos calcular o produto escalar com ag

~

X onde v = 1,2.



34

on 0x 1, 0x 0x ,, 0x 0x

_N — _ ) = _— —_—, ——
11 (8517851) bl(@fl’ﬁél)—i_ 1(6617852)7
on 0x L, 0x 0x ,, 0x 0Ox

—Npp = (8_51’8_52)_61(8_52’8_51)+ 1(8_52’8_52)’

logo temos,
on 0x ox 0Ox ox 0Ox
— Ny = (=— ZZ)y=pl(Z= 2y ppi=
21 (6527651) 2(6517651)_‘_ 2(651,852)7
on 0x ox 0Ox ox 0x
Ny = (—. ) =py(= — (== ). 2.11
22 (8527 852) 2(8527 851) +b?(8€27 852) ( 0)
Escrevendo (2.109) em notagdo compacta b? gz, = —N,, obtemos os coeficientes de (2.108)
assim b2 = —N,,g"” = NZ, isto implica reescrever (2.108) como
On _ _nidX _ ppOX
et - 1 &1 1 e’
on L Ox , OX
— =—-Ny— — — 2.111
852 2 a&-]_ 2 852, ( )

onde a equagdo (2.111) implica

on 8n) = N11N11 + Nszh

et ot
(g—ga g—g) = NNz + NiNoa,
(g_g’ S_Z) = Ny N1y + N3Ny,
@;» g—;) = N} Ny 4+ NZNy,. (2.112)
Fazendo uso de (2.98) até (2.112) reescrevemos a lagrangiana (2.97) como
— G g€ + 25 G + (G g @ + €1 - SEF. (2113)
Dai temos
(Gor 5e0) = Goors ) — 2Mu€® + (NN -+ N2 Nao) €97
(g—g, %) = (5—;7 g—;) = 2N12€” + (N Niz + N Noz) (€)%,
(e 520 = g pgr) — 2Na® + (NN -+ NENao) €°)
OR OR Ox X 2N + (Ny Nig + NyNgo)(£2)2. (2.114)

o og) ~ (og o



Usando (2.114), podemos escrever (2.113), como se segue

m

L
2

[9as — 2Nag€® + NI N,5(£%)%16€° + %(53)2 - 5(53)27

onde, de acordo com (2.101) temos

Wap = Gap — 2Na,@£3 + N;Nvﬂ(gg)z'

Agora vamos calcular as equagoes de movimento fazendo uso de (2.2) para varidvel &3

§_€L3 = m(—Nag + NIN56%)6%¢" — ag’,
%g—é = mé, (2.115)
entdo de (2.115) temos
& + %53 = —Nogt*6” + ENIN, 56", (2.116)
Logo as equagbes de movimento para £ sao
DE* = €% + T, (wap)§°€7 = 0, (2.117)

onde,

B = %wm(@;ww + Opwpy — Ohwye).

Comentéario. As varidveis £¢ e £ ndo estdo separadas. (2.117) tem uma forma semelhante
a equagao de geodésica, com conexao de Riemann I' construido com a ajuda da métrica wqgs
em vez da métrica g, de S. Em particular, w depende de £*(¢). (2.116) ndo tem um limite
bem definido se &« — oco. Notemos também que (2.115) tem um termo independente
de &, que é —Naﬂéaéﬂ . Portanto, £ = 0. nao é solucdo dessas equacoes, a menos que
£ =0.

Para uma superficie de forma geral, a tinica quantidade conservada é a energia

m

m -
E = —w, 564"
2w6€§+2

(€)% + (&%), (2.118)

esta é uma soma de numeros positivos. Para uma particula com energia E temos as

desigualdades
o 2K
S = 2.119
S — (2.119)
. 2F
(€3)? —. (2.120)

A velocidade tangencial maxima em (2.119) ndo depende da magnitude o do potencial

de confinamento, enquanto o desvio méximo em (2.120) da particula de S tende a zero
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quando o — co. Entdo, nesse limite a particula fica confinada a mover-se em S: &3 = 0,

e nossa expectativa é que £ obedeca (2.117) com £ = 0. A equagao do limite é
DE* =€+ 19, (gap)E"E” = 0. (2.121)

Essa é a equagao (2.121) da linha geodésica na superficie S com métrica induzida dada
POr gag-

~ . . . . . . . 2
Agora notamos que a equacao limite segue a partir da lagrangiana livre L = 3x°, onde

substituimos a solugao x(£%) da restrigao f(z*) =0
L= 2gaE’. (2.122)

A Lagrangiana resultante coincide com resultado anterior (2.122), como foi esperado.
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3 OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI EM R?

Seja

J:RxR* — C
(tv RZ) — qj(tv Ri)a

uma funcdo com R’ coordenadas Cartesianas. Calcularemos o operador W(¢, R'). O qual

sera de interesse para estudar na equacao de Schrodinger que vamos tratar mais a frente.

Agora vamos reescrever o operador de Laplace no espago de fungoes W(t, R'. R?, R3) em
coordenadas curvilineas.

B o*vw
- OR'OR"

VA U(RY) (3.1)

O resultante é operador de Laplace-Beltrami denotado por Ay p.

Considerando coordenadas curvilineas (€1, €2, €3) = €%, relacionadas com as coordenadas
euclidianas pelas funcdes de passagem (2.78), R' = R'(¢*), onde i=1,2,3 (usamos indices
do comego da alfabeto latino para denotar as coordenadas curvilineas, ou seja, a = 1,2, 3).

Nés introduzimos a notagao.

: : OR" _, o€ o o
(£ Z\P(R’(fa)),afl(i)=a—@,ai (é)z%lR(@, entdo aja; = &, dja) = 0. (3.2)

Note que as linhas da matriz

oR' oR’ oR’
8]%11 6%12 8}5213
| 2 d d 2
a= (%21 3522 3523 (0 3)
oR oR™ oR
T I
representam as coordenadas (numa base euclidiana) dos vetores tangentes ?95}3 = R,. Por
exemplo:% = ale;.
Vamos obter algumas relacoes titeis. Derivando a¢al = 67 temos
O&faj N Eﬁ(‘?aﬁ _0 (')dg'aj _ _&?(‘)aﬁ oag _ _&qaa«g&q (3.4)
855 ¢ ¢ agb ’ 5§b c v 851;’ agb ? 5§b 7" ’

Vamos apresentar as derivadas dyR. onde b,c=1,2,3 na base R, com e=1,2,3

R, =T R, de (3.2) Opal =T§.al ou dhal —T5.al =0 entdo Dyal =0.  (3.5)

Usando as equagoes (3.4) e (3.5) temos

Opa; = —a;0palaf; Opai = —a;l'y.alal entdo ala; = og se e = a, 0y = 1,
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8},&? = —Fgcéf ou Dbdf =0. (36)

Calculando a derivada 0, da formula Indet a = trIna, onde a é matriz de (3.3), obtemos
dy(Indeta) = tr(dyIna), e entdo 450, deta = tr(a~'ya) = tr(adya). Notando que

0 < deta= \/det(aTa) = \/det(agafi) = Vdetw,

onde w é a métrica de R® em (2.97), podemos reescrever a igualdade anterior da seguinte

maneira

1 . 1 N ;
detaaa deta = tr(ad,a) = mﬁav detw = a?@aab,

entao de (3.5)

; 1 T
Fga = df@aaz = m@a det w. (37)
9__08_

Precisamos uma expressdo para o operador /2 = SRR
curvilineas. O resultante é o operador de Laplace-Beltrami, denotado por Ayg. Para

de Laplace em coordenadas

encontré-lo, apresentamos a fungéo [0;0; V(R)]| Ry Como

[@az“II(R)“R(@ =ALp¥(§). (3.8)
Entéo calculamos primeiro
OR'
- by _ A ——
0, V(&%) = dl\Iiaga,
de (3.2)
oE”
5a‘11 b - 87'\1/,
S a.u(e) = o
agora,
aéa b
&@\I/ - 81 —Oa\II 5
(G0 0(E)
de (3.2),

0:0,¥ = 0;(al 0,V (£")),
logo de (3.8) temos

AppV(§) = [0:0,Y(R)] |R(g)

b [~acs 9
= 4;0p[a7 0,V (£)]. (3.9)

Lembremos que wy, = 9,R'O,R" = ala} é a métrica de R? induzida em coordenadas

curvilineas, w® = ¢ab é a inversa da métrica, e D, é a derivada covariante:D,v° =

0% + Tt (w)ve. Fazendo uso da expressio (3.6) nés calculamos a derivada 9, em (3.9)

a0y [at0, W (€)] = alaloy0, ¥ + ab(0,a®) 0,V = w90,V — ala’Ts, 0.V = W Dy0, ¥,
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entdo App U(E) = wDyd,U(8). (3.10)
Usando dy[abald, V] = atdy[atd, V] + (9ya$)ald, ¥ em (3.9).

App¥(E) = @0p[ai0,V(E)] = Oh[a;a;d, V] — (Dpaaf)aj 0, v
= O[aya;0,9] — (0paiS)(aldl)ato, v
= 30, V] — (Bpaf)(ala])af 0, ¥
= Op[w0,V] + (—Ohalal)abaso, v,

J

b
J

usando (3.4), obtemos

ALB“IJ(f) = ab[wbaaa\:[f} (”’?abaj)"“l{**qaqj
= Ow" 0,V + (9yal)al(a5a] )0, U = Dy[w"*0u V] + (Dyal)dbw ™0,V

substituindo (3.7)

AppU(€) = 9y[w™0, V] + [0,V det w|w®d,V,

1
Vdetw
vV 1
ALB\I/(f) = 0b[wba8a\1/] detw‘i‘ [Ocvdetw}wcaaa\l/,

Vdetw  Vdetw
ApU(E) = [0, U] Vdotw + ——— [0V det W™D, T,

vdetw vdetw
1

ApY(§) = mﬁc( det ww9, V). (3.11)

A equagdo (3.11) é resultado principal desta se¢@o. Mostraremos também algumas

identidades adicionais sdo elas,

1 1, o

Fga = ﬁga\/_ - §wb aWbe = a?@aab, (312)
1

——=Ok(Vww™) = =0 — Thw. (3.13)

Vw

jaaa<@a$>. (3.14)

D,al = dal +T%ab =

Provaremos (3.13). Com efeito

—%akwww - f{@mw’wﬂw )}

= (0w + (),

de (3.5)

= O —Tt w

C



Provaremos (3.14). Usando (3.6), com efeito

usando (3.7)

Dot = 0,a° +T%a

ac™'i)

La; +
1

etw
1

etw

S}

1
———[0.Vdet w]as,
\/detw[ Vdetwa;
005 Vdetw +
[0.Vdetw]as,

1
0,07V detw +
detw vdetw

! Ou(Vdet way).
det

]

§

:

[0,V det w]ay,

40
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4 DINAMICA DE UMA PARTICULA NO ESPACO EUCLIDIANO EM
COORDENADAS CURVILINEAS

Considere uma particula que se move em um plano com coordenadas Euclideanas ¢, i =

1,2, 3, na presenca de potencial U(x)

L= %xZ ~ U(x). (4.1)

O momento conjugado nas coordenadas euclidianas 2’ é proporcional a velocidade

L .
Pi = gﬂ =mi' =mV,. (4.2)

As equagoes Hamiltonianas do movimento sao obtidas do Hamiltoniano

H= % +U(x), (4.3)

com uso dos parénteses de Poisson
{a',p;} =0}, (4.4)

Para uso posterior, reescrevemos o sistema em coordenadas curvilineas q = (¢%), a = 1,2, 3.

, ox' B 0q°
v =2'(g"), di(q) = 9 al(q) = %Lr(q)- (4.5)
A métrica induzida e sua inversa sao
gan(Q) =Y abay,  g* = atal. (4.6)
i i

3

12
As colunas a, ,a; e a;

da matriz Jacobiana por construgdo, obedecem

a0 i

Oyay, = gy (4.7)
Como consequéncia, sdo campos covariantemente constantes. Com efeito

de (3.5) D,ai = 0,a) — T%al. = 0,
de (3.6) D,a’ = 9,a" +T? as = 0. (4.8)

ac="t

Observe também que (4.7) é uma condigdo compativel para a existéncia de solugoes z*(g%)

de (4.5) com fungoes dadas por a’(q°).

Substituindo (4.5) em (4.1) a lagrangiana curvilinea
m

I —
2

9ai"d" —U(q), onde U(a) = U(x(a)). (4.9)

Momento conjugado para ¢ é

OL
T, = 5 = mgad® = mgav’. (4.10)
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Das relagoes (4.10) temos

1 1
a — a ab ~a~b
q = UV = —g9g Tp = —a;Q;Tp,
m m
como
s ) _ s ica
T = a,q" ep;, =mi =ma,q",
temos também,
a 1~a _~a-i_~aV 4.11
¢ = —aipi =8¢ =4; Vi (4.11)

Eles implicam que os momentos curvilineos 7% nao sao proporcionais a velocidade curvilinea

v*, ao contrario do caso euclidiano (4.2).

Equagoes Hamiltonianas do movimento podem ser obtidas do Hamiltoniano

1
H-= %gabwaﬂb +U(q), (4.12)

com o uso dos parénteses de Poisson

{¢",m} = o (4.13)
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5 MECANICA QUANTICA EUCLIDIANA EM COORDENADAS CAR-
TESIANAS

Em mecanica quantica, a quantidade basica associada a uma particula é a funcao de onda

U(t,x). Esta é uma fun¢do complexa, que obedece a condigdo de normalizagio

/d%\lf*\l/ — 1. (5.1)
Evolugdo da funcao de onda é governada pela equagdo de Schrodinger
ov R,
h— = [—— v, 2
ihr = [=5— v +U(x)] (5.2)

O quadrado da func@o de onda P = U*W¥ tem interpretaciao de densidade de probabilidade,
ou seja, a probabilidade de encontrar uma particula na regido do espago €2 no instante ¢ é

dada por
Py = / Pl (1, x)U(t, x). (5.3)
Q

De acordo com o mecénica quantica, a funcido de onda traz para nés a informacio mais
completa que podemos ter sobre o sistema quantico. Em particular, particula quantica
nao tem a noc¢do de uma trajetéria e, como consequéncia, ndo ha nocoes de posicao e de
velocidade. Em vez disso, podemos calcular os valores médios de posicao e velocidade de
uma particula com a fungao de onda ¥(¢,x). De acordo com a teoria da probabilidade, a

posigdo média da particula pode ser calculada da seguinte forma
(z") = /d?’:z:\I/*mi\I/. (5.4)

Vamos calcular a velocidade média. Usando equagao de Schrodinger (5.2), obtemos

(W' = L") = fd3mxi[8t\P*lI/ + lll*?t\IJ] = f d3:EIEi[(§—$aiig;i+
LUW)P 4 U (£ 0 — i)
= [ |FR TV + UL ]

_ 4k g3 apgr 020 020
 2m fd T [\Ij Oxioxt OOt \Ij}

ow* ow
Oxt Ozt

Adicionando e subtraindo

i 4R g3k 02 Ar* 9T 9u* 9 92U+
<’U > T 2m fd xrr [‘1} Ozt Oz’ + ox' Ox! Ozt Ox! Ox' Oz’ lI}]

_ ih 3,00 v ov*
= 2L fd (17.17‘8(%1-) (W= — SV

Fazendo integragao por partes,

(W) = sl 5 - 2 S — [ (VL — G 0))

b o our
= —5r fd%m(\I/*awi — 5 ),

e novamente fazendo integracdo por partes,

W) = g Paw g - WU [ drr2Y),
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obtemos o resultado
() = ——/d%\p*ai\lf. (5.5)

Para trabalhar com as quantidades médias desse tipo, é conveniente introduzir operadores
lineares de posigao e velocidade (momento), associados as grandezas classicas x, v e p.

Eles atuam no espago de Hilbert das fungdes de onda com o produto escalar
(U, ®) = /d?’x\lf*(b? (5.6)
e sao definidos da seguinte forma
=2 p—— Py = —ihd;, v — O = %;ﬁz (5.7)

Eles sdo os operadores Hermitianos, isto garante que os valores médios (5.4) e (5.5) sejam
numeros reais, como deveria ser esperado. Seus comutadores se assemelham aos parénteses

classicos de Poisson.
Vamos verificar se o operador do momento euclidiano p é Hermitiano em relagdo ao produto
interno (5.6), com efeito

(U, 5 ®) = / Pl (—ihid®);

entao fazendo a integragao por partes

(U, p;®) :M+ /d‘?‘x(ih@i‘lf*)@ = /d%(—ih@ﬂﬂ)"@ = (U, D).
Observe também que o operador de velocidade nas coordenadas Euclidianas é propor-

cional ao operador do momento.

Em base destes cdlculos, podemos formular uma prescrigdo formal para a passagem da

mecanica cldssica para a mecanica quantica (procedimento de quantizagao)

1. Dada a teoria classica (4.2), (4.3) e (4.4), vamos associar as varidveis de espago de fase
operadores Hermitianos, com comutadores que se assemelham aos parénteses classicos
(5.8).

2. Substituindo coordenadas e momentos pelos operadores em (4.3), obtemos o operador

Hamiltoniano (que representa a energia da particula quantica)
2

A h
H=—— v 4+U(x). .
o V- TUX) (5.9)
Entéo, a equacdo de Schrodinger é
ov
h— = H(x,p)V
ih— (%,p)V,

isso implica (5.2).

3. Os valores médios dos operadores introduzidos nos dao a posi¢do média e a velocidade

media da particula de acordo com (5.4) e (5.5).



6 MECANICA QUANTICA EUCLIDIANA EM COORDENADAS CUR-
VILINEAS

Nesta se¢ao, analisamos uma possibilidade natural de construir a mecénica quantica no
espago curvo. Podemos pegar a mecanica quantica no espago Euclidiano e reescrevé-la
em coordenadas curvilineas. E bem sabido que a geometria euclidiana em R?, sendo
reescrita em coordenadas curvilineas, coincide formalmente com a geometria diferencial
de uma superficie regular em R?, de modo que esperamos que a mecanica quantica do
espago curvo coincida formalmente com o mecanica quantica em coordenadas curvilineas.
O procedimento descrito esclarecera também alguns pontos confusos das abordagens

anteriores.

A fungdo de onda em coordenadas curvilineas (4.5) é definida a partir da fun¢do de onda

em coordenadas Cartesianas U(t, x), pela expressao
(L, q) = ¥(t,x(q)) (6.1)
O elemento de volume em coordenadas curvilineas é
v = \/9d’q.
Entdo o produto escalar, induzido por (5.6), é
(.0) = [ d@q/g9 (@P(a) = [ dgdet(a}) V" ()P (a). (6.2)

E conveniente introduzir o operador Hermitiano ¢* = ¢ e operador nao-Hermitiano (em
relacdo ao produto escalar (6.2))
7 = —ihi portanto  [§%, 7] = thdy. (6.3)
8(]“ ] ) b
Agora, a mecénica quantica Euclidiana (5.9), (5.2) (5.4) e (5.5) pode ser diretamente

reescrita em coordenadas curvilineas como segue

2 FLZ 1 ab
H = —%mﬁa[v det geag™ o] + U(x(q)), (6.4)

ih%—\f = —;—mﬁ&[\/det 9ag™ 0] + U(x(q)) . (6.5)
@) = [dgfdet g0 (@)r'(@)¥ (), (6.6)
L ™ ()50 9
W) = o [ dadetgr(@)it(a) g wa)

= [ o fdetgv (@i (@) ¥ a) (6.7)
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Para obter (6.4) e (6.5) usamos (3.9),(3.10) e (3.11). As equagoes (6.6) e (6.7) sdo seguidas
por (5.4) e (6.2) apés a mudanga das varidveis ' = z'(¢%) nas integrais. Foi usada a

igualdade

[0V (2)]]a(q) = @ 0aV(q), (6.8)
a tltima pode ser confirmada por meio de calculo direto 9,%(¢*) = 9,¥(z'(¢*)) =
aa:viﬁ,-lll(a:)|m(q) = aéai\l/(x)lx(q).

Isso completa a reformulagdo da mecanica quéntica em coordenadas curvilineas. Faremos

dois comentérios.

1. De acordo com (6.6), o operador de posi¢do é 2' = z'(¢*). Escrevendo (6.8) como

[—th0; ¥ (2)]|2(q) = @3 (—ih)0,¥(q), podemos dizer que o operador de momento Euclidiano

p; = —ih0; em coordenadas curvilineas é dado por
pi = _ih&?(Q)aa = &?(Q)ﬁa, (69)
entao
.1
Vi = —Pi-
m

Operador p; é invariante sob a mudanga de coordenadas e é um operador Hermitiano em
relacdo ao produto escalar (6.2). Observamos também que o comutador (5.8) é induzido

pelo comutador curvilineo (6.3).

2. Ressaltamos que o procedimento de quantizacdo conduz, sem ambiguidades, a expressao
(6.4) para o Hamiltoniano quéantico. E manifestamente o operador hermitiano em relacao
ao produto escalar (6.2). Parte cinética dele é exatamente o operador de Laplace-Beltrami,

em acordo com sugestao de Schrodinger.

Em resumo, a prescricdo da quantizacao formal nas coordenadas curvilineas do espaco
Euclidiano poderia ser formulada da seguinte maneira: Dado o sistema cldssico (4.10) -
(1.13),

A) defina os operadores

0
0q®’

qa = qav = —ih

[, 7] = ihdy. (6.10)

Eles atuam no espago de fungoes da onda U (¢, ¢*) com produto escalar (6.2). Aqui notamos

que 7, nao é um operador Hermitiano. Com efeito
(U, 7,8) = / dq det(al )0 (q)(—ihd, ®),

fazendo integragdo por partes temos

= () dettaty DT + [ daifi(0, det(al) ¥ ()0 +



A7

/ dq det(al ) (ihid, U*)®
| / (D det(al)) (~iW(q))"® + / &g det(al)(—ihid, V)* P
Comparando com
(7205 @) = [ dqdet(al)(~ih0,0)" (q) (o)
Concluimos
(U; 71, @) # (7,5 D).

Isso nao leva a nenhum problema especial, ja& que no espago curvo o operador 7, nao
representa a velocidade (Euclidiana ou curvilinea).

B) A equagdo de Schrédinger segue do Hamiltoniano classico (4.12), escolhendo o seguinte
ordem de variaveis: H = ﬁ&?ﬂ'a&?ﬂ'b + U(q), e, em seguida, substituindo as varidveis por
operadores.

C) A posicao e a velocidade sao representadas pelos operadores Hermitianos covariantes

2'(q") e pi, o tltimo escrito em (6.9).

Infelizmente, o item C) desta prescrigdo ndo funciona no espago curvo, onde nao hé
analogia para as coordenadas x'. Portanto, somos forcados a usar as coordenadas ¢* para
descrever a trajetoria de uma particula classica e entao, construir nessa base os operadores,
que podem ser usados para calcular a posicdo e a velocidade media da particula quantica.
Vamos ver, como construir esses operadores no caso das coordenadas curvilineas no espaco

Euclidiano. Nés definimos a posi¢do curvilinea média

= [ d'ava¥ (@q" v (). (6.11)

e calculamos a Velocidade curvilinea média

(W = d /d3 VI — (,;I; \P+‘P*%\f]
_ ;fn [davaa [78b<fgbw - \11*76%(\/'9 0.0)]

- - " [ Bolgranag )Y — U0,y /g" 0]
Usando ¢*0,(1/99"0.9) = 9y(q"\/99" 0. ¥*) — /9g"“0.¥* na expressio acima, obtemos
W) = —5- [ @al(dhla"Vag 0.v") ~ Vag" 0w v
U™ (9(q" /99" 0:Y) — /99" 0. D))
ih
- - / Pq[—/G90 T + \/gT* ™8, ]

- _ﬂ/ dgqx/ﬁllf*{%ac(\/?g“@) +¢*0.V]

= -0 [ #avavio 5 f 0e(v/59™)| ¥
= —%/dﬂ\/g\lf*[&f(&f@c + %(Dcaf)) + iag(acglg)]\p, (6.12)
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Podemos representar a velocidade media como

= [ day/gu(@itu(a), (6.13)
definindo operador de velocidade como segue

Aa__@ ac L ac
P = m[g 86+2\/§86(\/§g )] (6.14)

ih ase 1 e 1 oo za
= =1 (a;0: + 5 (Deai)) + 57 (0:7)]. (6.15)

m

No espago Euclidiano temos D.a$ = 0, portanto podemos omitir segundo termo em (6.15).
Usando a expressao (6.14), podemos verificar, que 9* é operador hermitiano em relagéo ao

produto escalar (6.2). Com efeito

(0,00) = [ dqygu{(=Dlg* 0.2 + 550:(/39) 21}
= [ BqU{(—2)[\/99" 0P + 3 13 (v99™)®]}
J dPqr {(—%‘)[\/_g“cdcq’ + 0.(1/99")® — 50.(,/99") @]}
JB(=L)V"0.(\/99®)} — 5 [ dPq(—2)U*D.(\/99*) D

Fazendo a integragdo por partes

(U, 00) = —L /g9 DT2 + [ dPq(L),/g9"0. V" D+
2fd3 (zﬁ P+ a \/—gac
= [dq{()[/99"0.0" + 39°0.(/99°)]} @
= [ /g{(D)g0.Y" + 5. 070:(,/99°)]} @
= [dqg{(=)lg" 0T + Wg\If 9e(\/99°)}*®
— (80, D).

Devido ao ultimo termo em (6.15), o operador da velocidade curvilinea ndo é um vetor
sob transformacoes gerais de coordenadas. A esse respeito, notamos que a velocidade
média, sendo uma quantidade néo local, ndo é um vetor sob transformacgoes gerais de
coordenadas. Associamos operadores ao valor médio da varidvel classica, e ndo a variavel
em si. Portanto, pode nao ser uma surpresa, que o operador 9% nao seja um vetor. Por

mesmas razoes, relagio entre ¢ e 9' difere da relagio entre v® e v’ (ver (6.9))
0" = ——aj(0.a7), enquanto classicamente v* = ajv’. (6.16)
m

Em resumo, se adotarmos as coordenadas curvilineas ¢* para a descri¢do de uma particula,
podemos quantizé-la de acordo com os pontos A) e B) acima, e ainda declarar ¢* como

operador de posigao, e operador (6.14) = (6.15) como operador de velocidade.
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7 PRESCRICAO DA QUANTIZACAO NO ESPACO CURVO

Considere o sistema classico (4.9) em espago curvo com a métrica g.(¢*). A formulagao
hamiltoniana é dada por (4.10) e (4.12). E natural supor que a mecénica quantica
de sistema deveria estar em correspondéncia com a mecénica quantica do plano em
coordenadas curvilineas. Ou seja, deve coincidir com o mecénica quantica considerada
na segao anterior, quando ¢q,(¢”) é uma métrica do espago Euclidiano em coordenadas

curvilineas.

Vamos decompor a métrica de Riemann através de uma matriz tétrada (isto pode ser

conseguido usando, por exemplo, o procedimento de orto normaliza¢ido de Gramm-Schmidt)

gan(a) = >_ea(a)ey(a). (7.1)

Existe uma tétrada inversa &

“‘U‘

eb =t etel =7, (7.2)

@s

entao
Qabp P - 5”7 (73)

isto é &; sdo vetores ortonormais em relacdo a gq.. A métrica inversa pode ser decomposta

através da tétrada inversa
fi: ;2. (7.4)

Ao contrario da segio anterior, a matriz da tétrada nao obedece (4.7) (quando esta equagao
é satisfeita, as coordenadas ¢* resultam ser coordenadas curvilineas do espago Euclidiano).
Como consequéncia, as matrizes e e € ndo sdo campos covariantemente constantes.

Com a matriz da tétrada nas méos, podemos fazer a quantizagdo de acordo com os
pontos A) e B) da segao anterior. Isso leva a equagéo de Schrodinger (6.5). O operador
Hermitiano da posicdo é ¢* = ¢*. O operador Hermitiano da velocidade é a quantidade

nao-covariante e é dada por

ih
ﬁa: aca ac .
o0+ 50 (75

=—EWW0+(D?D émmm. (7.6)



8 ABORDAGENS DE SCHRODINGER-PODOLSKY E DE DEWITT

Abordagem de Schrodinger- Podolsky. No seu terceiro trabalho principal sobre
fundamentos de mecanica quantica, Schréodinger sugeriu o Hamiltoniano quéntico para
particula no espago curvo com o Hamiltoniano classico H = ﬁgaﬂpam. Ele sugeriu

escrever H em forma

1
H=——"p, , 8.1
5 fp V99 s (8.1)
e substituir p, — —zh?, obtendo o operador de Laplace- Beltrami
R o1 o
Hsp = —5——0a[,/g5°703). (8:2)

2m /g
Hgp é operador Hermitiano, é covariante em relagao de transformagoes gerais de coorde-

nadas. Portanto ele foi considerado como um bom candidato para Hamiltoniano quantico

em coordenadas arbitrarias.

Podolsky confirmou este resultado. Ele observou também, que forma explicita de Hamilto-
niano quantico depende de normalizagdo de funcdo de onda, e ainda tem certo arbitrio

devido o ordenamento de operadores. Para andlise detalhado do arbitrio, veja [2].

Abordagem de DeWitt. No trabalho [6], DeWitt sugeriu uma prescri¢ado de quantifi-
cagdo no espago curvo com coordenadas ¢* e métrica g.;(¢*). Abaixo apresentamos dois

comentarios sobre esta construgao.

1. DeWitt construiu operadores Hermitianos e covariantes
= g%, a = —ifi[0, + iT, 8.3
q—q,pa——z[a+§ bal- (8.3)

Eles obedecem ao comutador esperado (5.8), e DeWitt os tomou como operadores bésicos
para a descricdo de particula. A esse respeito, notamos que o operador de DeWitt p, ndo
representa a velocidade (7.6) de uma particula e, portanto, ndo possui um significado fisico

direto.

2. Além disso, DeWitt postulou que o Hamiltoniano quantico é o operador de Laplace-
Beltrami, e comparou-o com o Hamiltoniano cldssico H = ﬁgabpapb. Ele tentou associar
seu P, com as variaveis classicas p,, isto é, substituir p, — P, em H. Ele notou que,
independentemente da escolha de ordem dos operadores em H, é impossivel obter o operador
Laplace-Beltrami seguindo este caminho. Entéao ele sugeriu modificar o Hamiltoniano

classico adicionando termos que implicam a resposta desejada.

A analise realizada nas se¢des 6 e 7 mostra que essa sugestdao nao se justifica: mesmo no
caso de coordenadas curvilineas, com variavel p,, devemos associar consistentemente o
operador nao-Hermitiano —ihd,, ver item A) na se¢ao 6. Além disso, no espago curvo o

operador %ﬁa de (8.3) ndo representa a velocidade da particula, esta é dada por (7.5).



9 ABORDAGEM DE JENSEN-KOPPE E DA COSTA

Nos artigos [9], [3], [11], [15] foi adotado o seguinte procedimento para construir mecanica
quantica sobre uma superficie. Primeiro, construa a mecénica quantica de sistema (2.96) no
espago Euclidiano de 3 dimengGes, com potencial ficticio %dQ(R), e depois considere o limite
a — 00. Equacbes Hamiltonianas de movimento sdo obtidas a partir de Hamiltoniano

2

p a9
H=—+—-d(R 9.1
com uso de parénteses de Poisson
{R',p;} = 4. (9.2)

A mecanica quantica é obtida pela substituicio de variaveis de espaco-fase por operadores
R — R, p,— p;=—hd;, entio [R,p;| = R'p;—p;R = ihs'. (9.3)
Eles atuam no espaco de Hilbert da funcido de onda ¥(¢, R', R?, R3) com o produto escalar

(U, ®) = /d3R\IJ*d>. (9.4)

A func¢ado de onda obedece a equacio de Schrodinger iﬁ%—f =H (R, p)V, ou seja

v h? a
h— = [-— V? +=d*(R)|V. 9.5
R ) (9.5)
Usando (3.9),(3.10) e (3.11), reescrevemos a equacao de Schrodinger em coordenadas

curvilineas &°

LOU Rt 1 [ ab Q32
Zhﬁ = %maa[ det WedW (91,‘1/] + 5(5 ) \Ija (96)

no espago com produto escalar

(@, 0) = / %€ \/det wo @ (9.7)

Vamos especificar (9.6) para o caso das coordenadas de Gauss

R('€%,¢7) = x(§") + n(¢")€". (9:8)
Usando (2.110), (2.111), obtemos a! = gTR: ou, com mais detalhes

0.R = (3 — &NJ)xs,

OR e
o5 n(&"). (9.9)
Em R? a métrica em coordenadas curvilineas (£',£2,€3) é wyy = (%, g—g). Usando (9.9),

temos
wap = (0] = & N1)gr6 (65 — ENJ)) (9.10)



= Gop — 26’ Nog + (£7)°NINyg, (9.11)

Waz = w3q =0, wsz =1,

ou

o = ( ol ) |
Entao

det wyy = det wag, (9.12)
dai

Vdetwg, = \/detwaﬁ = \/det Gop(1 — EtrNP + (£3)2 det N?)
= \Jdet gas(1 — 26°H + (£°)°K)
= fdet o (L, €%, 69, (9.13)

Na formula (9.13) apareceram:

curvatura de Gauss de S
det N? = det(g7'N) = K,

e curvatura média de S

Apesar disto, foi denotado
f=1-&trNP + (€32 det NP =1 - 28%H + (€°)’K.
Produto escalar em coordenadas curvilineas de R?
(0.0) = [ @RUD = [ a6\ fdet gos(€7)8(€7, €0 (x(€))D(x()). (9.14)

O operador de Laplace-Beltrami fica
1

1
ALp(E9,6%) = ——=0,(y/det gasf@®P (&', €2, 63)0T) + ~05(f05 ). (9.15)
\/det gapf f

Vamos anotar

1

—8oz( \/ det gaﬁfd}aﬁ(é’lv 627 53)8,3‘;[]) = D(€17 527 53)1;[17
\/det gqpf

onde g,p(€', &%), (€1, €2, &%) foram especificados acima.



Observe: no limite £ — 0, obtemos operador de Laplace-Beltrami do plano em coordena-

das curvilineas com métrica g.g(¢', €%, €3): \/Ff Ou[r/det gasfw™® (€%, €3)050]. Ultimo

termo de podemos reescrever como se segue

—2H + 2¢°K
1 —263H + (&%)
e equagao de Schrodinger (9.6) fica:

1
¥33(f33\11) = 2K83\I/ -+ ((93)2\11, (916)

oV R R 0sf05 W a
h— = ——0D 3 — [+ (03)°0] + —(£%)7 0. 9.17
e = — o D(E €W - o[ (02 + S () (917
Se vamos buscar ¥ na forma U = £ 1/2®, obtemos equacio sem termo linear em relacio
de 2%
o2¢3

., 0D

ih—r = —f”zh—zD(f‘l/Q@) - h—z[ﬁsz + L{(8 )P = JRLYE) - S(6%2. (9.18)
ot om om' 2T Tt 3 2 S

Para buscar autoestados de energia, escreva: @(t,gl, €2,63) = enBtp (gL, €2, €3), entdo

12 h2 h?

E®(S) = f —mD(f_l/Q@)Jr—[ag@Jr T 1(0sf)? f<9§f}‘19]—%(§3)2@7 (9.19)

4 f 2
onde em todos lugares ® = ®(£1,€2 &%) e £ =1 —263H + (£3)°K

Seja a superficie S tem curvaturas K e H constantes, entdo podemos cancelar f e /2 no
primeiro termo, e (9.18) fica

o R? I
ma— = ——D®— — [+ —

ot om o {0sf) = JO Y2+ S ()2, (9.20)

4]‘2

onde
Do = w;aa[,/det G (€, €2, €90, (9.21)
et gap

Para comparar esta equagao com o resultado de Schrédinger-Podolsky, vamos seguir o

procedimento, sugerido em artigos [3], [11] e [15]

A) Pega £ = 0 em todos os termos, a menos o dltimo
ov R
ot 2m \/‘

B) Agora podemos separar as varidveis £, €2 e €3, Escrevendo

Oalv/75°705®) —[33@ + 2(zH2 K)o) + 2 (€D (9.22)

D(t,6",6%,6%) = @) (t,€, )P (1, %), (9.23)
obtemos

L 0D h?

Rt = —5 0501+ (€0,

oL h?

ma—t” = —5- [D<I>||+2(2H —K)®y. (9.24)



C) Desprezando a componente ®; em (9.24), temos o Hamiltoniano para fungiao de onda
@) (t, &, &) de superficie

. n? 1
H = —o—[D+ 5 (20 - K)]. (9.25)

No contrario a Hgp veja (8.2), ele contém contribuigoes extras, que dependem das curva-

turas H e K da superficie.

No mesmo tempo, no item B), no lugar das equagoes (9.24), poderiamos escrever:

L0d, R, 1 QO a0
L 0D n?

obtendo assim Hgp de Schrédinger-Podolsky para @y(¢, &, £€?) no lugar de H.

Portanto, o procedimento adotado em [3], [11] e [15] ndo parece bem definido, e o resultado

(9.25) nao parece de ser uma férmula bem justificada.

Para esclarecer este assunto seria interessante resolver o problema (9.19) para potencial
%(53)2 com « finito, para, somente depois, estudar se existe algum limite razoavel o — oo

para as solugoes encontradas.
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10 CONCLUSAO

Nos reescrevemos mecanica quantica de uma particula no espago Euclidiano em coordenadas
curvilineas. Usando formalismo de tétrada para dada métrica de Riemann, isto permite
formular um procedimento de quantizagdo canénica no espacgo de Riemann. Vamos destacar

alguns pontos interessantes do procedimento resultante, que foi formulado no Paragrafo 7.

1. O formalismo nos levou, de modo tnico, o Hamiltoniano quéantico dada por meio de

operador de Laplace-Beltrami, em acordo com a sugestao inicial de Schrédinger.

2. Com momento 7,, conjugado de coordenada curvilinea g%, esta associado um operador

nao Hermitiano.

3. Velocidade de particula estd apresentada por meio de um operador nao covariante (7.6).
Apesar disto, operadores de velocidade e de momento néo sdo proporcionais no espago

curvo.

Estes pontos foram importantes também para analisar as abordagens de DeWitt, e de
Jensen-Koppe e da Costa. Nosso estudo implica a necessidade de revisdo e de analise mais

detalhada destas abordagens.
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