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RESUMO
Neste trabalho estamos interessados em estudar a existência, multiplicidade e

regularidade de soluções para a seguinte classe de problemas elípticos côncavo-convexo

(P1)
{
−∆Au+ u = aλ(x)|u|q−2u+ bµ(x)|u|p−2u em RN ,
u ∈ H1

A(RN ),

onde N ≥ 3 e −∆A = (−i∇+A)2. Ainda, 1 < q < 2 < p < 2∗ = 2N
N−2 , aλ(x) é uma função

peso que pode mudar de sinal, bµ(x) satisfaz algumas condições e u ∈ H1
A(RN ) (tal espaço

definiremos a seguir), λ > 0, µ > 0 parâmetros reais, u : RN → C e A : RN → RN é um
potencial magnético em C1,α(RN ,RN ). Ainda, A→ d com d constante quando |x| → ∞.

Faremos uso do operador magnético no qual trabalhamos com o Laplaciano Mag-
nético no lugar do Laplaciano usual. Na física quântica não relativística, o Hamiltoniano
associado a uma partícula carregada num campo eletromagnético é dado por (i∇−A)2 +V ,
onde A : RN → RN é o potencial magnético e V : RN → R é o potencial elétrico.

Sua importância na física foi discutida em Alves e Figueiredo [7] e também em
Arioli and Szulkin[12].

De acordo com Tang, Z.W.[10], denotaremos por HA(RN ) o espaço de Hilbert
obtido pelo fecho de C∞0 (RN ,C) com o seguinte produto interno:

< u, v >A= Re

(∫
R
∇Au∇Av + uvdx

)
,
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onde ∇Au := (D1u,D2u, ...,DNu) e Dj := −i∂j −Aj(x), com j = 1, 2, ..., N , with A(x) =
(A1(x), ..., AN (x)). A norma induzida por este produto é dada por

||u||2A :=
(∫

R
|∇Au|2 + u2dx

)
.

Note que,
(−i∇−A)2ψ = −∆ψ + 2iA∇ψ + |A|2ψ + iψ divA in RN

= −∆ψ + 2iA∇ψ + |A|2ψ + iψ divA

De fato,
(−i∇−A)(−i∇−A)ψ = (−∆ + i∇A+ iA∇+A2)ψ

i∇(Aψ) = iA∇ψ + iψ∇A

∇A = divA

O problema em questão com A = 0 possui uma vasta literatura, começando por
Ambrosetti, Brezis e Cerami [13] onde é considerado o seguinte problema denominado
problema côncavo-convexo

−∆u+ u = λuq−1 + up−1 em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

com Ω um domínio regular limitado de RN (N > 3), com fronteira suave e 1 < q < 2 <
p ≤ 2∗. Combinando métodos de sub e super soluções com método variacional os autores
provaram a existência de um certo λ0 > 0 tal que existem duas soluções quando λ ∈ (0, λ0),
uma solução se λ = λ0 e nenhuma solução caso λ < λ0.

A partir deste, muitos estudos foram dedicados à análise de existência e multiplici-
dade de problemas elípticos côncavo-convexo em domínios limitados, como podemos citar em
Brown [3]; Brown e Wu[4]; Brown e Zhang [5]; Hsu [11] e em referências contidas nos artigos.

Já Huang, Wu e Wu[2]; Wu[1]; Chen[9] e Paiva [14], trabalharam casos semelhantes
porém, não mais em domínios limitados, mas em RN .

Os primeiros resultados em equações de Schrödinger não lineares, com A 6= 0
podem ser atribuídos à Esteban e Lions [15] em que é estudada a existência de solucões
estacionárias para equações do tipo:

−∆A + V u = |u|p−2u, u 6= 0, u ∈ L2(RN ),

p ∈ (2,∞), utilizando métodos de minimização forçada para o caso V = 1, com campo
magnético constante e também para o caso geral.

Inicialmente usaremos a relação entre a variedade de Nehari e a aplicação fibração,
para discutir a existência de solução não trivial para esta classe de problemas elípticos
de Equações Diferenciais Parciais (EDP). Faremos um estudo para estimar os niveis de
energia dos infimos em diferentes partes da variedade de Nehari o que vai nos possibilitar



encontrar duas soluções distintas para o problema. Faremos ainda um estudo da teoria de
categoria para investigar a existência de uma terceira solução. Por fim, mostraremos que
para valores bem pequenos de λ o problema possui pelo menos quatro soluções distintas.
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