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Em diversas areas do conhecimento, ainda é bastante comum recorrer a distribuicao
normal (gaussiana) para modelar dados. Esse fato decorre em especial da facilidade de estimagao
dos seus parametros, inclusive pelo uso do tradicional método dos minimos quadrados.

Contudo, a frequéncia de dados reais com comportamento assimétrico e forte presenca de
outliers torna inviavel a modelagem estatistica por meio da familia locagdo-escala da distribuicao
normal. Esse problema motivou o estudo de distribuicoes assimétricas e, independentemente,
das chamadas distribuicoes misturas de escala.

Em particular, destacamos a distribuicdo normal assimétrica multivariada definida em
[1] e as distribuigbes misturas de escala da familia normal propostas em [5], que generalizam a
distribuicao normal. Na sequéncia apresentamos a definicao formal de cada uma.

Definicao 0.1. Diz-se que um vetor aleatorio p-dimensional Y segue uma distribuicao normal
assimétrica p-variada e escrevemos Y ~ SN, (p, 3, A) quando sua f.d.p. é dada por

Fyim ) =20, (y; p, D)0 (ATE V2 (y — p)), y € RV (1)

Acima, denotamos por ¢,( . ; pu, X) a f.d.p. da distribuigdo normal p-variada com vetor
de médias p (parametro de locagdo) e matriz de covaridncias ¥ positiva definida (pardmetro
de escala) e por ®;( . ) a f.d.a. da distribui¢gdo normal padrao univariada, em cujo argumento
figura o vetor A como o parametro de assimetria. Observe que a distribuicdo normal p-variada é
obtida fazendo A = 0.

Definicao 0.2. Diz-se que um vetor aleatério p-dimensional Y segue uma distribuicao mistura
de escala da familia normal p-variada com vetor de locacao p e matriz de escala ¥ quando sua
fdp é dada por
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Acima, a varidvel aleatéria positiva U é denominada fator de escala com funcao de

probabilidade h dependendo de um hiper-parametro T que foi associado ao peso nas caudas.
Note que a distribui¢do normal p-variada é obtida quando h é o delta de Dirac centrado em 1.



Apés anos de pesquisa, surgiram algumas formas de se combinar as novidades trazidas
pelas duas distribuigdes anteriores, dentre as quais a recente proposta de [3]: as chamadas
distribuicoes misturas de escala assimétricas de normais (SSMN na sigla em inglés). Segue
adiante sua defini¢ao.

Definicao 0.3. Um vetor aleatério Y p-dimensional segue uma distribuicao mistura de escala
assimétrica da familia normal e escreve-se Y ~ SSMN,,(p, 3, A, 7) quando sua f.d.p. é

Fy) =2fo(y)P1(A"S V2 (y — ), y €R”. (3)

Na expressao acima fy ¢ a f.d.p. dada em (2)).

Essa nova classe combina os dois efeitos de assimetria e caudas pesadas, permitindo uma
modelagem flexivel, mas se defronta com a dificuldade computacional na estimagdo de seus
pardmetros. A ideia inicial é a utilizagdo da estimagdo por maxima verossimilhanca (EMV),
mas sua efetiva implementagao torna-se mais simples por meio do algoritmo EM proposto em
[2]. Para tanto, fez-se necessario enxergar as distribuigdes SSMN como uma classe de modelos
com dados incompletos a partir das representagoes dadas adiante.

Proposicdo 0.1. Dado Y ~ SSMN,, (i, X, X, 7), temos que
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Acima, Ty ~ N;(0,1), Ty ~ N,(0,I,) e U ~ H( - ;T) sdo estatisticamente independen-
tes. Tal representacao estocéastica gera a seguinte representagao hierarquica para Y:
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Acima, T'Njy 40y ¢ uma distribuicdo normal truncada no intervalo [0, +00) e H é sim-
plesmente a f.d.a. de U.

Mais especificamente, a estimacao de todos os parametros desse modelo mostrou-se
possivel através das versoes modificadas do algoritmo EM apresentadas em [7] (ECM) e [6]
(ECME). Dada a complexidade envolvida na estimacao do hiper-pardmetro 7, propos-se em [3]
o uso da segunda versao.



Observamos, no entanto, que para os trés principais exemplos da classe de distribui¢oes
SSMN encontrados na literatura (T-Student normal assimétrica, Slash normal assimétrica e
normal contaminada assimétrica) era factivel adotar técnicas especificas capazes de acelerar o
processo de estimagao.

Esse resultado foi consequéncia da possibilidade de construir explicitamente em cada
caso uma sequéncia de estimativas convergentes para a estimativa de maxima verossimilhanga
do hiper-parametro por meio do uso do algoritmo ECM e nao mais do ECME, tornando o
procedimento geral de estimacao mais simples.

Na sequéncia apresentamos cada um dos exemplos mencionados, fazendo breve mencao
a técnica apropriada a cada um deles.

Definicao 0.4. Dizemos que um vetor aleatorio p-dimensional possui distribuicao T-Student
normal assimétrica e é escrito na forma Y ~ STN, (u, 3, 1/) quando sua f.d.p. é dada por
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Em (6), t,(y; 1, 3, v) = r(+) [1 (y - )T Ny —p)]

— ] ¢ a expressao
(rv)z|X|2T (%) v
da f.d.p. de uma distribuicao T-Student p-variada com v graus de liberdade.

Neste exemplo, usamos um método de aproximacao presente em [§] para explicitar com
uma margem de erro aceitavel a sequéncia de estimativas que converge para a estimativa de
maxima verossimilhanga do parametro v.

Definicao 0.5. Dizemos que um vetor aleatério p-variado Y possui distribuicao Slash normal
assimétrica e escrevemos Y ~ SSN,, (,u, 3, V) quando sua f.d.p. é

Fyim B A v) =25, (yin, Z,0)0 (NS "2 (y — ), y € R”. (7)

Sendo P (1; v+ 5, (y_u’)Tzzil(y_“U a f.d.a. aplicada no ponto 1 de uma variavel alea-

téria Gama (u + £, (yfﬂ)Tz;_l(yfﬂ)), temos em 1} que a f.d.p. expressa por s, (y; w, X v) =
p

2 (vi5) [(y —p)'E Yy - p,)] ~(v+3) P (1; v+ 5, (yfu)TEQ_l(yfm) é da Slash simétrica.
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Neste caso, estendemos uma mesma técnica de integragdo numérica utilizada em [5] para
a estimacao do parametro v na Slash simétrica para o contexto assimétrico.



Definicao 0.6. Denotamos um vetor aleatério p-dimensional com a distribuicao normal con-
taminada assimétrica por Y ~ SCN, (u, 3, A, 'y) quando sua f.d.p. ¢é definida para todo
y € R? da forma expressa a seguir:

Flyim 3,2 v,7) =2 [Vsbp <y; 1, f) + (1 =)oy (yip, %) ] O (A3 (y — p)). (8)

Neste exemplo, o hiper-pardmetro assume a forma 7 = (v, ) e caracteriza uma mistura
com fator de escala discreto.

A técnica empregada aqui para explicitar o hiper-pardmetro, também aplicada em [5] na
distribuicao normal contaminada simétrica — obtida fazendo A = 0 em , foi considerar tal
distribuicdo como uma mistura finita (conforme [4]) de duas normais assimétricas.

Em todos os casos, mostraremos que as técnicas adotadas aceleram de duas a trés vezes
aproximadamente o processo de estimacao e mantém a consisténcia conforme ilustraremos em
estudos de simulacao.

Referéncias

[1] A. Azzalini and A. Dalla Valle. The multivariate skew-normal distribution. Biometrika,
83(4):715-726, 1996.

[2] A. P. Dempster, N. M. Laird, and D. B. Rubin. Maximum likelihood from incomplete data
via the em algorithm. Journal of the royal statistical society. Series B (methodological),
pages 1-38, 1977.

[3] C.S. Ferreira, V. H. Lachos, and H. Bolfarine. Likelihood-based inference for multivariate
skew scale mixtures of normal distributions. AStA Advances in Statistical Analysis, 100(4):421—
441, 2016.

[4] S. Frithwirth-Schnatter. Finite mizture and Markov switching models. Springer Science &
Business Media, 2006.

[5] K. Lange and J. S. Sinsheimer. Normal/independent distributions and their applications in
robust regression. Journal of Computational and Graphical Statistics, 2(2):175-198, 1993.

[6] C. Liu and D. B. Rubin. The ecme algorithm: a simple extension of em and ecm with faster
monotone convergence. Biometrika, pages 633648, 1994.

[7] X. Meng and D. B. Rubin. Maximum likelihood estimation via the ecm algorithm: A general
framework. Biometrika, 80(2):267-278, 1993.

[8] M. J. D. Powell. Approzimation theory and methods. Cambridge university press, 1981.



