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RESUMO

Apresentamos neste trabalho o algoritmo de pontos interiores e dire¢oes viaveis denominado
FDIPA para resolucao de problemas de otimizacao definido por uma fungao diferenciavel
e por restricoes de desigualdades. O algoritmo gera uma sequéncia de pontos interiores a
partir de um dado ponto inicial também de interior e converge globalmente com ordem
superlinear para um par Karush-Kuhn-Tucker do problema. A cada iteracdo uma direcao
de descida da funcgao potencial é calculada inicialmente pela resolucao de um sistema
nas variaveis dual e primal. Apresentamos também o algoritmo FDA para resolucao
de problemas de complementaridade definido por uma funcao diferenciavel e nao linear.
Mostramos a equivaléncia entre os dois métodos no sentido de gerarem as mesmas dire¢oes
de descida, viavel e de restauragao a partir de uma atualizacao dos multiplicadores de
Lagrange do problema de otimizacao. Realizamos uma comparacao entre os métodos em

uma coletanea de problemas de complementaridade.

Palavras-chave: Problema de otimizagao. Algoritmo FDIPA. Problema de complementari-
dade. Algoritmo FDA.



ABSTRACT

In this work we present the algorithm of internal points and viable directions denominated
FDIPA to solve optimization problems defined by a differentiable function and by inequali-
ties restrictions. The algorithm generates a sequence of interior points from a given interior
starting point and converges globally with superlinear order to a Karush-Kuhn-Tucker
pair of the problem. At each iteration a descent direction of the potential function is
calculated initially by the solution of a system in the dual and primal variables. We also
present the FDA algorithm to solve complementarity problems defined by a non-linear
differentiable function. We show the equivalence between the two methods in the sense
that they generate the same descent, feasible and restoring directions from an update to
the Lagrange multipliers of the optimization problem. We perform a comparison between

the two methods in a collection of complementarity problems.

Keywords: Optimization Problem. FDIPA algorithm. Complementarity problem. FDA

algorithm.
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1 INTRODUCAO

Um problema de otimizagao (ou minimizagao) definido por uma regiao viavel e
uma funcao objetivo f consiste em encontrar um ponto desta regido que possui o menor

valor por f.

Problemas de otimizacao surgem, por exemplo, na engenharia de design quando o
objetivo é encontrar o melhor design que um determinado objeto deve assumir de modo
que minimize o custo. Problemas fisicos também podem ser modelados como problemas
de minimizagao - por exemplo, quando o objetivo é determinar o equilibrio de uma dada

funcao de energia.

Denotando [z, g, ..., x,] como as variaveis de design, f a fungao objetivo (ou
potencial) e £ a regiao viavel (ou factivel), o problema de otimizagao pode ser formulado
por

minimizar T
iz /(0] (L)
sujeito a x € (.
O problema é dito restritivo quando €2 é definido por uma classe de inequagoes e

irrestrito se £ = R".

Algoritmos de diregdes viaveis constituem uma importante classe de métodos para
a resolucao do problema de minimizacao restritivo. No FDIPA, em particular, a direcao
de busca ¢ uma direcao viavel das restricoes de desigualdade e também de descida da

funcao objetivo.

O algoritmo ¢ bastante eficiente no sentido de que pode ser interrompido sempre
que um ponto da iteracao estiver suficientemente proximo da solugao pois o algoritmo

gera a cada iteragdo um ponto dentro da regiao viavel.

O algoritmo de pontos interiores e diregoes vidveis conhecido como FDIPA (Feasible
Direct Interior Point Algorithm) foi inicialmente proposto por José Herskovits em 1982
para resolugao do problema de minimizagao (3.1). Deriva do método de Newton aplicado
as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker do problema de minimizagao restritivo. As diregoes
de descida e vidvel sdo obtidas de uma mesma matriz, onde em seguida uma busca linear
inexata é implementada a fim de que um ponto dentro da regiao viavel seja obtido de

modo que proporcione uma reducao significativa da fungao objetivo.

O problema de complementaridade nao linear (NCP) foi inicialmente proposto por
R. W. Cottle em sua dissertacao de Ph.D. na data de 1968 como uma generalizacao do

problema de complementaridade linear (LCP).

Condigoes de otimalidade de programas lineares, quadraticos, nao lineares e pro-
blemas de equilibrio podem ser modelados como problemas de complementaridade. Varios

algoritmos para resolugdo deste problema (mediante métodos de ponto fixo, projegao,



10

homotopia, Newton, otimizacao linear e nao linear, equagoes lineares e nao lineares)

tornaram-se populares a partir do fim da década de 70 e inicio dos anos 80.

Josephy [8] apresentou em 1979 um método de Newton generalizado para resolugao
de inequagoes variacionais onde o qual tem o NCP como caso particular. O método de

Josephy-Newton possui convergéncia local com ordem quadratica.

Pang e Gabriel [17] combinaram o método de sistema de equagoes nao diferenciaveis
com programagio quadratica para desenvolver o algoritmo conhecido como NE/SQP com

convergéncia global e ordem quadratica.

Podemos notar assim que a proposta de resolucao do NCP mediante métodos de
sistemas de equagoes nao é atual. Mangasarian [12, 20] prop6s em 1976 a resolugao via
equagoes diferencidaveis mas a singularidade do sistema restringe o método somente a

alguns casos especificos.

E possivel ainda a reformulagido do NCP através de um problema de otimizacio
diferencidvel sem restrigdes. Mangasarian e Solodov [11] utilizaram uma fungao diferen-
ciavel de tal modo que todo minimo global do problema irrestrito seja uma solucao do
NCP. Yamashita e Fukushima [21] provaram que todo ponto estacionario do problema
de otimizacao é uma solugao do NCP se a funcao do problema é continuamente diferen-
ciavel e fortemente mondtona em R™. A partir deste resultado ficou estabelecido que
métodos para resolugao de problemas de otimizacdo podem ser aplicados aos problemas

de complementaridade.

O método Feasible Direct Algorithm (FDA) proposto por Sandro R. Mazorche [14]
nao envolve inequagoes variacionais nem tampouco reformula o problema de complementa-
ridade como um sistema de equagoes ou problema de otimizacao. Trata-se de um método

direto de pontos interiores dado por uma modificagdo ao problema via método de Newton.

O Capitulo 2 contém as definigdes e resultados basicos acerca da teoria de otimizagao
e complementaridade. O Capitulo 3 trata do algoritmo FDIPA para resolucao do problema
de otimizacao dado por restri¢oes de desigualdade e o Capitulo 4 trata do algoritmo FDA
para resolucido do problema de complementaridade. E proposto no Capitulo 5 uma nova
regra de atualizacdo para o multiplicador de Lagrange do algoritmo FDIPA. O tltimo
capitulo contém uma coletanea de problemas de complementaridade onde é feita uma

comparacao entre os métodos FDIPA e FDA.
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2 Conceitos e Resultados Preliminares

Apresentamos neste capitulo os conceitos e resultados relativos aos problemas de
minimiza¢do e complementaridade necessarios para o desenvolvimento deste trabalho
- consoantes as principais referéncias da teoria fundamental de otimizacao como Bazaraa
[1], Luenberger [10], Nocedal [15] e Herskovits [3].

2.1 Problema de Minimizacao

Em linhas gerais, otimizacao consiste em encontrar maximos e minimos que uma
funcao real de n variaveis assume em uma determinada regiao do R™. Formalizamos esse

conceito no seguinte problema de minimizagao

minimizar f(x)

. (2.1)
sujeitoa x € Q CR"™.
onde f: R™ — R é chamada de fun¢ao objetivo e ) de conjunto vidvel ou factivel.

O conjunto  é frequentemente definido por igualdades e/ou desigualdades, e.g.,
Q={reR" g(xr) <0eh(x)=0,com g: R* - R™ e h: R" — RP}.

Seja o problema de otimizacao nao linear dado por
minimizar f(z)

sujeito a  g;(x) <0;i=1,2,...,m. (2.2)
hi(z)=0; i=1,2,...,p.

onde f: R" — R, g: R" — R™ e h: R” — RP? sao funcgoes diferencidveis e pelo menos

uma destas é nao linear.

Defini¢ao 2.1. Uma restrigio de desigualdade é dita ativa se g;(z) = 0 e inativa se

gi(z) < 0.

Denotando g(z) = [g1(x), g2(x), ..., gm(2)]" € h(z) = [h1(x), ha(2), ..., hy(2)], ©
problema acima assume a seguinte forma

minimizar f(z)

sujeito a  g(z) < (2.3)

As duas defini¢oes a seguir sao relativas ao problema de otimizagao (2.3).

Definigao 2.2. Um ponto x* € Q é um Minimo Global (ou Minimo Absoluto) de f sobre
Q se f(x) > f(z*) para qualquer x € Q. Se f(x) > f(x*) entao x* é um Minimo Global
FEstrito (ou Minimo Absoluto Estrito).
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Definig¢ao 2.3. Um ponto x* € Q é um Minimo Local (ou Minimo Relativo) de f sobre
se existe uma vizinhanga V = {x € Q; ||v — 2*|| < 6} tal que f(x) > f(z*) para qualquer
x e V. Se f(x) > f(z*) para qualquer x € V entao x* é um Minimo Local Estrito (ou

Minimo Relativo Estrito).

A

Ty ZTo T3 Ty xTs5

Figura 1 — 21 é um minimo global, 1, 2 e x3 sdo minimos locais estritos e o intervalo [z4, z5] é
um conjunto de minimos locais.

Por defini¢do, todo minimo global é também local. Num problema de programacao

convexa (quando f e {2 sdo convexos) vale também a reciproca (Teorema 2.1).

Definicao 2.4. Um subconjunto K C R™ chama-se convezro se para todos x,y € K e
A € [0, 1] verifica-se \x + (1 — N)y € K, isto é, o segmento de reta que liga quaisquer dois

pontos de K estda contido em K.

7

Figura 2 — Conjunto convexo Figura 3 — Conjunto ndo convexo

Definicao 2.5. Uma funcdo real definida em um conjunto convero K € convexa se para
todos x,y € K e X € [0,1] verifica-se f(Ax + (1 — N)y) < Af(x) + (1 = N)f(y). Se para

todos x # 1y e X € [0, 1] vale a desigualdade estrita entdo f € dita estritamente conveza.

Teorema 2.1. Em um problema de programagdo convexa todo minimo local é global.

Vale ainda num problema de programacao convexa que o conjuntos dos minimos

globais (ou locais) é convexo. Ainda, se f é estritamente convexa entdo nao pode haver
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mais de um minimo. A prova destas afirmacoes e do teorema 2.1 pode ser encontrada em
[1].
Métodos numéricos para resolugao do problema (2.1) sdo, sobretudo, iterativos.

Dado um ponto inicial 2% na regido factivel, uma sequéncia {*} ¢é obtida de modo recursivo

e amitude através de uma regra do tipo
"=y (2F), k= 0,1, ... (2.4)

onde ¥ é um operador em R”. Isto significa que o ponto "+ é uma melhor aproximacao

da solucdo do problema obtida a partir de z*.

Se z* é solucdo do problema para algum k finito entdo dizemos que o método tem
convergéncia finita. Dizemos que a convergéncia ¢é assintética quando a solugao nao é
atingida antes de um nimero finito de iteracoes. Neste ultimo caso, ndo ha como garantir
que um elemento z*¥ da sequéncia é uma solucio exata do problema. Resta portanto
provar que z¥ é de algum modo uma boa aproximacio da solucdo exata, para um k

suficientemente grande.

Definicao 2.6. Um método iterativo é globalmente convergente se a sequéncia {x*} gerada

a partir de qualquer ponto inicial 2° € R™ (ou 2° € Q) converge para a solugio do problema.

Eventualmente, algum tipo de convergéncia pode ser garantida somente a partir de

pontos suficientemente préximos da solugdo z* do problema. Dai, o ensejo para a

Definicao 2.7. Um método iterativo é localmente convergente se existe um p > 0 tal que
a sequéncia {z*} gerada a partir de um ponto inicial 2° satisfazendo ||2° — x*|| < p é

convergente.

Uma andlise acerca da taxa de convergéncia de um método com convergéncia

assintotica pode ser feita através da definicdo de ordem de convergéncia que se segue.

Definicao 2.8. A ordem de convergéncia de uma sequéncia {x*} — z* é o maior valor p

positivo que satisfaz
k+1

——x*|| =B < o0 (2.5)

koo ||k — ¥ |” '
Dizemos que o método possui convergéncia linear se p = 1 e superlinear se ainda

£ = 0. A convergéncia é quadrdtica quando p = 2. Ao valor § < 1 chamamos de raio de

convergéencia.

Os valores de p e 8 fornecem uma garantia de velocidade na redugao da distancia
de ||z*T! — 2*|| em relacio a ||z* — z*|| quando k ¢ suficientemente grande. Somente uma
boa ordem de convergéncia nao garante a rapidez de um método. A convergéncia é rapida

quando p é grande e [ pequeno.



14

Seja agora z¥ € R uma aproximacao da solucdo do problema de otimizacdao nao

linear irrestrito definido por
minimizar f(z)

. (2.6)
sujeitoa x € R™

onde f: R™ — R é nao linear.

O objetivo num método iterativo para resolucao deste problema consiste na atua-
lizacdo de um ponto z¥T! de modo que este seja uma melhor aproximacdo da solucdo e

onde, a priori, deve satisfazer

Fa™h) < f(ah). (2.7)

A estratégia adotada na maior parte dos métodos de programacao nao linear
consiste na busca de uma direcdo d* onde f seja decrescente (pelo menos para passos
curtos) a partir de ¥ nessa direcdo.

Deste modo, o problema se reduz a calcular um comprimento de passo ay > 0 que

k+1

determina o ponto z¥*! na direcdo d* que serd implementado. Resolve-se mediante busca

linear (exata ou inexata) o subproblema
minimizar  f(z* + a.d") (2.8)

na varidvel o, Em seguida, toma-se a atualizacdo x*™1 := ¥ + a,d"* satisfazendo (2.7).

Estas diregoes também sao implementadas em métodos restritivos e possuem a

propriedade da definicao abaixo.

Definicao 2.9. Um vetor d € R™ é uma direcao de descida de uma funcao f: R® — R
em x € §) se existe 8 > 0 tal que f(x +td) < f(x), Vt € (0,0).

O teorema a seguir estabelece uma condigao suficiente para que uma direcao seja

de descida e permite uma interpretacao geométrica desta definicao ilustrada na figura 2.1.

Teorema 2.2. Se [ é diferencidvel em x e d'V f(x) < 0 entdo d € uma diregio de descida

para f em x.

Demonstragio. A prova encontra-se em [1]. O
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f(z)=constante

7y

Figura 4 — Uma diregao d é de descida se satisfaz |<(V f(z),d)| > 7/2. O conjunto de todas a
direces de descida constituem o semi-espaco D.

Interessa-nos saber ao passo da k-ésima iteracao de um método de pontos interiores

k+1

para resolucio do problema restrito (2.1) se a atualizacio 2% := 2% + a,d* pertence ao

conjunto viavel.
Definicao 2.10. Um vetor d € R™ é uma diregio vidvel em x € € se existe 6 > 0 tal que

z+tdeQ,Vtelol.

A figura 5 retrata um problema de otimizacao com restri¢coes de desigualdade. Note

pela definicio que a direcdo d em z e quaisquer outras em 2° sdo vidveis.

Z2

Figura 5 — Direcoes vidveis
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2.1.1 Condigoes de Otimalidade

Nosso objetivo nesta se¢do é caraterizar minimos locais de problemas irrestritos e
restritos do tipo (2.6). Os resultados a seguir fornecem condigoes necessérias e suficientes

que tais pontos devem satisfazer.

Teorema 2.3 (Condi¢ao necessaria de primeira ordem). Sejam f:  C R* — R de
classe Ct e x* um minimo local de f sobre Q. Qualquer direcio vidvel d em x* € tal que
d'V f(z*) > 0.

Demonstragao. Veja [10]. O

O teorema estabelece que uma direcao vidvel num minimo local ndo é uma direcao
de descida. Note ainda que se z* € Q° entdo toda direcao em z* é vidvel e pelo teorema
acima temos d'V f(z*) > 0, Vd € R". Em particular, d = —V f(z*) = —||[Vf(z")|]* > 0 ¢,

consequentemente, V f(z*) = 0. Formalizamos este fato no corolario a seguir.

Corolario 2.1 (Condicao necesséria de primeira ordem - caso irrestrito). Sejam f: Q C
R" — R de classe C* e x* um minimo local de f sobre Q. Se x* € Q° entdo V f(z*) = 0.

As condigOes necessarias de segunda ordem determinadas em termos da matriz

Hessiana de f definida por

o= (22

fornecem mais informacoes sobre minimos locais.

Teorema 2.4 (Condigoes necessarias de segunda ordem). Sejam f: Q C R — R de

classe C% e x* um minimo local de f sobre Q. Se d € R™ é uma direcio vidvel em x* tal

que d'V f(xz*) = 0 entdo d'V?f(z*)d > 0.
Demonstragdo. Veja [10]. O

Expressamos na proposicao seguinte o caso particular em que z* € QY. Isto ocorre

por exemplo se 2 = R".

s

Proposigao 2.1 (Condigoes necessarias de segunda ordem - caso irrestrito). Se z* € Q° ¢
um minimo local de f € C?* definida sobre Q entdo qualquer d € R™ satisfaz d*V?f(z)d > 0.

Isto é, V? f(x*) é semi-definida positiva.
A proposicao seguinte aplica-se a problemas sem restri¢des ou ainda aos quais o

minimo local encontra-se no interior da regao viavel.

Proposigao 2.2 (Condigoes suficientes de segunda ordem - caso irrestrito). Suponhamos
que f: Q CR® — R € de classe C? e x* € QY sdo tais que
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(i) Vf(z*)=0;

(i) V2f(z*) € definida positiva.
Entao x* é um minimo local estrito de f.
Demonstragdo. Veja [10]. O

Consideremos agora o problema de otimizacao dado por restri¢coes de igualdades e

desigualdades (2.3).

Defini¢ao 2.11. Um ponto x € Q2 é um ponto reqular das restrigées se os vetores Vh;(x)
para i = 1,...,p e Vgi(z) para i € I(x) sao linearmente independentes, onde I(x) =

{i | gi(x) =0} € o conjunto das restrigoes ativas de x.

As condigoes necessarias de primeira ordem para este problema sao chamadas de

condigoes de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 2.5 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker). Se um ponto x* é reqular das restrigoes

e de minimo local do problema (2.3) entdo existem \* € R™ e pu* € RP tais que

Vi) + Vg(a® )\ + Vh(z")u* =0, (2.10)
G(z")\" =0, (2.11)
h(z*) =0 (2.12)
g(z*) <0, (2.13)
A >0, (2.14)
onde G(x*) € a matriz diagonal m x m tal que [G(x*)]; = gi(x").
Demonstragao. Veja [10]. O

A condigdo (2.11) é chamada condigao de complementaridade e pode ser expressa

também por \fg;(z*) =0, Vi € {1,...,m}. Noutros termos, esta determina que
A =0, Vie{l,...,m}\ I(z").

Definicao 2.12. Definimos a funcao Lagrangiana L: R™ x R™ x R? — R associada ao

problema (2.3) por
L(z, A\ p) = f(o) + Ng(x) + p'h(z), (2.15)

onde A\ € R™ e u € RP sao os multiplicadores de Lagrange das restricoes g e h, respectiva-

mente.
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A partir desta defini¢do a equagao (2.10) pode ser expressa de forma mais compacta
por

V.L(x, A\ ) =0.
Definigao 2.13. A hessiana da fungdo lagrangiana para o problema (2.3) define-se pela

funcao H: R™ x R™ x RP — R™"™ dada por

H(z, A\, p) = V2 L(x,\, pu) = V2f(x) + i NiV2gi(z) + Zp: 1 V2hi(z)

i=1 =1

Definicao 2.14. Definimos o espago tangente em x reqular por
T=1{d|Vgi(x)d=0 parai € I(x) e Vhi(x)d =0 parai=1,...,p}.

Teorema 2.6 (Condigoes necessérias de segunda ordem). Suponhamos que as fungées f,
g e h do problema (2.3) sdo de classe C? e x* é um ponto reqular das restricoes e minimo
local deste problema. Entao existem \* € R™ e u* € RP que satisfazem (2.10) - (2.14) e

ainda tais que a matriz H(x*, \*, u*) é semidefinida positiva no espago tangente, ou seja,
d"H(x*, \*, ;i*)d > 0
para todo d € T'.

Demonstragao. Veja [10]. O

Teorema 2.7 (Condigoes suficientes de segunda ordem). Sejam f, g e h de classe C* e
x* um ponto tal que h(x*) =0 e g(x*) < 0. Suponhamos que existem \* € R™, \* >0, e
we e R™ tais que

Vi) + Vgx )N\ + Vh(z")u* =0

e H(z*, \*, u*) definida positiva no espago tangente. Entdo x* é um minimo local estrito
do problema (2.3).

Demonstragao. Veja [10]. O

2.1.2 Método de Newton para equagoes

Os algoritmos FDIPA e FDA descritos neste trabalho sdo modificagbes do método

de Newton para resolucao de sistemas nao lineares do tipo
d(x) =0 (2.16)
com ¢: R — R" diferenciavel.

Seja ¥ € R" suficientemente préximo a uma solugio de (2.16). O método de

Newton deriva da aproximacdo linear de ® em torno a z* dada por

My(z) = ®(z%) + VO (2*)(x — 2¥),
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+

aonde tomamos o préximo ponto zFt! como a raiz de M. Isto significa que a atualizacdo

2R tal que My(2F™) = 0 determina um ponto mais perto da solugao de (2.16).

A partir destas consideragoes, de modo mais preciso, definimos o método através

da direcdo de Newton d* e pela atualizacio 2%+ := 2% + d*, aonde

Vo (2M)dF = —d(2). (2.17)

O algoritmo bésico do Método de Newton é apresentado a seguir. Um teste de

convergéncia deve ser implementado como critério de parada [9].

Algoritmo 2.1 (Método de Newton).
Parametros: € > 0.

Dados Iniciais: 2° € R™ e k := 0.

Inicio

Passo 1. Calculo da direcao de Newton.

Resolva o sistema V®(2*)d" = —® ().

Passo 2. Atualizacao.

Tomar ¥t := 2% + dF.

Passo 3. Critério de parada.
Fim

A figura abaixo ilustra um exemplo das iteragoes do método para um caso bidi-

mensional.

My ()

‘/C* k2 ekt gk T

Figura 6 — Método de Newton
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Se a matriz V®(z*) é nio singular, a sequéncia do método pode ser obtida pela

atualizacdo z¥*! := 2* + d*, aonde

d* = —(VO(z")te(2"), k=0,1,... (2.18)

Dizemos que a sequéncia de Newton estd bem definida se a matriz V®(2*) é nio
singular para todo k > 0. O préximo teorema cuja prova encontra-se em [2, 6] estabelece

condigbes para a convergéncia local do método.

Teorema 2.8 (Convergéncia local do método de Newton). Sejam x* uma solugio de
(2.16) e &: R" — R" diferencidvel numa vizinhanga de x* com derivada continua neste
ponto e ainda tal que a matriz V®(x*) € nao singular. Se x° é um ponto suficientemente
préximo a x* entdo o algoritmo (2.1) gera uma sequéncia bem definida {z*} que converge
a x* com ordem superlinear. Além disso, se ® € localmente lipschitziana em x* entdo a

ordem de convergéncia ¢ quadrdtica.

A hipétese de @ ser localmente lipschitziana ao redor da solugao de ®(z) = 0
garante a convergéncia quadratica do algoritmo no sentido definido em (2.8), i.e., existe
K >0 tal que

" — 27| < K||2* — 27|,

para todo k suficientemente grande.

2.1.3 Buscas Lineares

Num problema de minimizac¢ao sem restri¢oes definido por

mlr‘llr'mzar f(z) (2.19)
sujeito a  x € R™.

uma vez obtida a direcdo de descida, diferentes buscas lineares inexatas podem ser

implementadas a fim de obter um novo ponto z + ad que proporciona uma boa reducao

da fungdo potencial f e que ainda assevera a convergéncia (global se possivel) do método

para a solucao do problema.

Tratamos aqui duas destas buscas - Armijo e Wolfe. Na primeira, definimos o

comprimento de passo a como o primeiro valor da sequéncia {1,v,v2, 13 ...} que satisfaz

flz +ad) < f(z) + amVf(z)'d, (2.20)

aonde v € (0,1) e n; € (0,1) sdo pardmetros fixados. Chamamos a desigualdade (2.20) de

condi¢do de Armijo.

A principal vantagem ao se optar por essa busca é seu baixo custo computacional

a medida que nao hé necessidade do calculo de derivadas a cada iteragao.
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Destacamos também sobre a busca de Armijo, o fato de que nao é sempre possivel
obter valores a préoximos de 1 quando a iteracao se aproxima da fronteira do problema em

questao - podendo inclusive ocorrer o conhecido “efeito Maratos” [13].

Note na figura abaixo que um passo aceitavel para a encontra-se sob o grafico de

pla) = f(z) + amV f(x)'d.

f(@* + ad®)

passo aceitavel passo aceitavel

Figura 7 — Busca linear inexata de Armijo

Se f é diferenciavel em = e d é uma direcao de descida em x entdao a busca de
Armijo estd bem definida, isto é, existe um a € {1,v,1%, ...} que satisfaz a condicao
(2.20). Este resultado é demonstrado em [6, 10]. Uma demonstragdo também encontra-se
em [4], para o caso em que f é de classe C!' e V f(z) satisfaz a condicdo de Lipschitz num

conjunto compacto Q, = {x € Q| f(z) < a} de interior nao vazio.

Segue agora o algoritmo da busca linear inexata de Armijo para um problema de

minimizac¢ao sem restrigoes. O algoritmo retorna um valor de « satisfazendo a condicao
(2.20).

Algoritmo 2.2 (Busca de Armijo).

Pardmetros: m; € (0,1), v € (0,1)

Dados Iniciais: z, f(z), Vf(z), d, oy := 1,1 := 1.

Inicio

1. Se f(z 4+ aud) < f(z) + ma;V f(x)d, passar ao item 4.

2. Tomar a;y1 := va;.

3. Fazer i := i+ 1 e passar ao item 1.

4. Tomar o = «;.
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Fim

Definimos na busca de Wolfe o comprimente de passo a como o primeiro valor da

sequéncia {1,v, 2 13, ...} satisfazendo (2.20) e também a seguinte condicio
Vf(x+ ad)d > nVf(x)d (2.21)
para alguma constante 7y € (1, 1) fixa. Chamamos a desigualdade (2.21) de condigao de

Wolfe.

Exige-se nesta segunda condicao que a inclinacao de V f em = + ad nao seja menor
que uma contante da inclinagdo em x e deste modo impoe-se um limite inferior na escolha
de a. Isto impede que passos “muito curtos” sejam obtidos caso somente a condi¢ao de
Armijo é exigida.

Note na figura 8 que quanto menor o valor de a (préximo a um minimo local)

menor a inclinagdo de Vf em = + ad.

f(x* + ad*)

passo aceitavel passo o
aceitavel

Figura 8 — Busca linear inexata de Wolfe

E provado em [6] que se f é de classe C'! e limitada inferiormente entdo a busca de

Wolfe estd bem definida, ou seja, existe um « > 0 que satisfaz as condigoes (2.20) e (2.21).

O algoritmo da busca de Wolfe para um problema irrestrito é descrito na sequéncia.

O algoritmo retorna uma valor oy satisfazendo as condicoes exigidas.
Algoritmo 2.3 (Busca de Wolfe).

Parametros: nm; € (0,1), 02 € (n1, 1)

Dados Iniciais: z, f(z), Vf(z),d, & :=0,&:=0e a:=1.

Inicio
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1. Se f(z 4+ ad) < f(x) + maVf(x)de Vf(x + ad)d > nV f(x)d,

passar ao item 6.

2. Se f(z+ ad) > f(x) +maV f(z)d, tomar & := « e passar ao item 5.
. Se Vf(x+ ad)d < nV f(x)d, tomar & := .

3
4. Se & = 0, escolher um novo valor a > 0 por extrapolagao e passar ao item 1.
5. Escolher um novo valor a € (&, &) por interpolagao e passar ao item 1.

6

. Tomar aj, 1= a.
Fim

A extrapolagdo do item 4 pode ser implementada fixando #; > 0 e tomando a cada

iteragao a := 6;q.

J& a interpolagao do item seguinte, fixando 0, € (0, 1) e tomando « := (1—6y)d+06:4.
Deste modo, minora-se o intervalo (¢, &) até que um passo aceitavel seja encontrado. Note

que o valor & aumenta a cada atualizacao do item 2 mas nunca ultrapassando d.

Interpolagdes mais sofisticadas como a quadratica ou ciibica também podem ser
efetuadas [15].

O algoritmo termina com um valor a; no item 6 quando as condi¢des de Armijo
(2.20) e Wolfe (2.21) sao satisfeitas no item 1.

Nas buscas lineares implementadas em algoritmos como o FDIPA e FDA para

resolucao de problemas restritivos, condig¢oes de viabilidade também devem ser exigidas.

2.2 Problema de Complementaridade

Um problema de complementaridade nao linear (NCP, do inglés Nonlinear Com-
plementarity Problem) definido por uma aplicacio F': R™ — R" de classe C' consiste em

encontrar um vetor x € R™ que satisfaz as condigoes
x>0, F(zr)>0, 2"F(z)=0. (2.22)

Definicao 2.15. O conjunto Q@ ={x € R" | £ >0 e F'(z) > 0} é chamado de conjunto

dos pontos vidveis do problema de complementaridade (2.22).

s

Definicao 2.16. Denota-se por 2° ao conjuntos dos pontos no interior de ). Isto é,
W ={reR"|x>0eF(x) >0} e denomina-se conjunto dos pontos estritamente
vidveis de (2.22).

Defini¢ao 2.17. Uma solugao x* do problema (2.22) é dita degenerada se xf = 0 e
Fi(z*) = 0 para alguma indice i € {1,...,n} e ndao degenerada se para todo i € {1,...,n}
tem-se x; Fi(x) # 0.
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O NCP acima pode ser resolvido numericamente por meio de varios métodos
existentes. Abordamos neste trabalho sobre dois destes. O primeiro denomina-se FDA e
foi desenvolvido por Sandro R. Mazorche [14]. O outro consiste em reescrever (2.1) como

um problema de otimizac¢ao sem restrigdes equivalente e obter uma solugao via FDIPA.

Proposicao 2.3. Sed € R" e x € Q) satisfazem as condigcoes
(i) d; > 0 sempre que x; =0
(ii) d'VF;(x) > 0 sempre que Fi(x) =0

entdo d é uma direcao viavel do NCP, em x.

A teoria fundamental de otimizacao referente aos problemas de minimizagao e
complementaridade esta fundamentada. Nosso objetivo nos capitulos 3 e 4 sera descrever
os métodos FDIPA e FDA.
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3 FDIPA

Consideremos o problema de minimizacao dado unicamente por restricoes de

desigualdades
mir.lir‘nizar f(x) (3.1)
sujeito a  g(z) < 0.

onde g é diferenciavel e o conjunto vidvel é dado por Q = {z € R" | g(z) < 0}.

Uma condi¢ao mais forte do que a viabilidade de uma direcao em um ponto x € 2

é dada na definicao abaixo.

Defini¢ao 3.1. Um campo vetorial d(z) definido em Q é dito campo uniforme de diregoes
vidveis do problema (3.1), se existe 7 > 0 tal v + td € Q2 para todo t € [0, 7] e para todo
x €.

A diregao do algoritmo FDIPA constitui um campo uniforme de dire¢oes viaveis.
Caso esta condi¢ao nao seja exigida, comprimentos de passos muito baixos podem ser
obtidos para pontos perto da fronteira de ) e consequentemente forcar a convergéncia do

algoritmo para pontos que nao sao de Karush-Kuhn-Tucker (definigao 3.6).

Os conceitos de fungdo Lagrangiana, matriz hessiana, conjunto de restrigoes ativas

e ponto regular para este problema sao definidos adiante.

Definicao 3.2. Definimos a funcao Lagrangiana L: R™ xR™ — R associada ao problema
(3.1) por
L(z,\) = f(z) + Ng(z) (3.2)

onde A € R™ é o multiplicadores de Lagrange da restricao g.

Definigao 3.3. A Hessiana da fungao lagrangiana para o problema (3.1) define-se pela
fungio H: R™ x R™ — R™"™ dada por

H(z,\) = V2 L(z,\) = V*f(x) + i \iV2g;(x)

i=1
Defini¢ao 3.4. Chamamos o conjunto I(x) = {i | g;(x) =0, 1 < i < m} de conjunto
das restri¢oes ativas em x e dizemos que x € um ponto reqular se os vetores Vg;(x) para

i € I(x) sao linearmente independentes.

Como g ¢ diferencidvel, decorre da férmula de Taylor que se d satisfaz d'Vg(z) < 0
para todo i € I(x), entdo d é uma diregao vidvel em z. Isto é, g(z + td) < 0 para todo ¢

suficientemente pequeno.

Um caso particular das condi¢es necessarias de primeira ordem estabelecidas para
o problema de minimizac¢ao mais geral dado por restrigoes de igualdades e desigualdades

também podem ser formuladas para o problema (3.1).
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Teorema 3.1 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker). Seja x* um ponto regular das restrigoes

g(x) <0 e minimo local do problema (3.1). Existe um vetor \* € R™ tal que

Vf(x*) 4+ Vg(x®)A* =0, (
G(x*)\ =0, (

A* >0, (

g(z") <0. (

Definig¢ao 3.5. Dizemos que x € R™ é um ponto estaciondrio do problema (3.1) se existe

um multiplicador de Lagrange X € R™ que satisfaz as condigoes (3.3) e (3.4).

Definigao 3.6. Dizemos que x € R" é um ponto de Karush-Kunh-Tucker (ou ponto
de KKT) do problema (3.1) se é estaciondrio e o multiplicador de Lagrange A € R™
satisfaz X > 0. Chamamos (xz,\) de par KKT, aonde x é um ponto de KKT e A >0 € o

multiplicador de Lagrange associado .

3.1 Descrigao do Método FDIPA

As seguintes suposigoes acerca do problema (3.1) serao consideradas.

Suposicao 3.1. Existe um ntmero real a tal que o conjunto Q, = {x € Q| f(z) < a} é

compacto e tem interior Q2 nio vazio.
Suposigao 3.2. Todo ponto z € Q0 satisfaz g(z) < 0.

Suposigao 3.3. As fungoes f e g sao de classe C' em Q0 e suas derivadas satisfazem a

condicao de Lipschitz.

Suposicao 3.4. Todo ponto = € €2, é regular.

O algoritmo FDIPA gera uma sequéncia de pontos interiores a partir de um dado
ponto inicial também de interior e converge globalmente com ordem superlinear para um

par KKT do problema apés um ntimero finito de iteragoes.

Em cada iteragao uma direcao de descida da fungao potencial é calculada inicial-
mente pela resolugdo de um sistema nas variaveis dual e primal. Em seguida, uma direcao
viavel é obtida pela resolucao desse mesmo sistema modificado por uma perturbacao. A
ultima etapa da iteragao consiste em uma busca linear inexata na qual é definido um
ponto na regiao viavel que decresca o valor da funcao potencial de modo que assegure a

convergéncia global do algoritmo.

Inicialmente, aplicamos o método de Newton (descrito na se¢ao 2.1.2) as condigoes

(3.3) e (3.4) de Karush-Kuhn-Tucker. Com efeito, tomando % e A\t como as novas
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estimativas de z* e \*, respectivamente, obtemos

ah =t | V(") + Vg(at)N
AE Nk G(zF) Ak

By, V(")

3.7
AeVgi(a®)  G(aF) D

aonde Ay, é a matriz diagonal m x m com [Ag]; = AF e By é n x n e pode ser tomada pela
matriz identidade, pela aproximacgao quasi-Newton da matriz hessiana H(z*, \¥) ou ainda
pela prépria H(z*, A\¥) nos casos em que é definida positiva. Cada uma destas regras de
atualizagao sera discutida na proxima segao.

k k

Em seguida efetuamos a multiplicagdo matricial acima e fazemos d* = z*F — x*.

Dai, segue
Byd, + Vg(a")Aq — Vg(a")A" = —(Vf(a*) + Vg(a")A"),
AVt (2M)dE + G(aF)NE — G(aF)NF = —G(a") AP (3.8)

Eliminando os termos Vg(z¥)A\F da primeira equacio e G(2*)\¥ da segunda, obte-

mos o sistema escrito novamente na forma matricial

dk
AT

Como por hipdtese By, é definida positiva, decorre do lema (3.3) provado na segao

By, V(")

AV Glat) (39)

0

Vf(:v’“)]

seguinte que d* é uma direcio de descida da funcio objetivo.
Nio podemos no entanto afirmar que d* constitui um campo uniforme de direcoes

vidveis. De fato, a i-ésima linha de (3.8) é dada por

AE Vgl (aM)dE + gi(z")AE =0, i=1,...,m (3.10)

g

e logo Vgl (z*)d® = 0 sempre que g;(x*) = 0. Isto significa que d* tangencia o conjunto

viavel & medida que g;(x¥) — 0 e portanto ndo é um campo uniforme de diregoes vidveis.

Por esta razao devemos obter um novo sistema cujo vetor solucao seja uma dire¢ao

de busca que possua ambas as propriedades de viabilidade e descida.

-

obtido a partir de (3.9) por uma perturbacdo, onde p* € R e w € R™ sdo ambos positivos.

Consideremos agora o sistema

By, Vg(z")
AVt (2R)dE G(aF)

V(")

3.11
A (3.11)

Um vetor solucao qualquer desse novo sistema serd uma direcao de busca com a
primeira das propriedades discutidas acima. Adiante obtemos uma solucao particular

deste que por fim serd a dire¢dao de busca que goza de ambas as propriedades.
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Para que d* seja uma direcio vidvel é suficiente que se tenha Vg!(z*)d* < 0. Ora,

o sistema agora considerado corresponde a

Byd" + Vg(ah)X, = ~V f(a"),
AV (z®)d" + G(a:k)xz = —pF A, (3.12)

onde a i-ésima linha de (3.12) satisfaz
MV gt (2®)d” + gi(xk)xl;i = —p"New;, i=1,...,m.

Este que por sua vez nos da se g;(z*) = 0 que Vg!(z*)d* = —p*w; < 0. Dai vemos que
d* é uma direcdo viavel. Todavia ndo podemos afirmar que toda solucdo d* é também

direcao de descida.
Ademais, observe agora que como (d¥)!V f(z*) < 0 entdo uma dire¢io d* que em
particular satisfaz a condigao, V¢ € (0, 1),
(@) f(2*) < (de)'V F(a), (3.13)
¢ também uma direcdo de descida. Num sentido que ficard evidente logo adiante, um d*
que cumpre a relacdo acima serd obtido impondo-se um limite adequado para p*.

Motivados por este fato, devemos obter uma direcao de restauragao que nos assegura
obter um d* vidvel e de descida na qual baseia-se o algoritmo. Denotemos tal direcdo por

d’é e como segue mostramos que ¢ possivel obté-la e que deveras restaura d~.

Ainda, como d* é uma deflexao de d* proporcional a p*, facamos d* = d* + pkdg.
Desta forma, o problema se reduz a encontrar um p* adequado. E claro que dg e p¥

devem ser escolhidos de tal forma que d* ainda seja solugdo de (3.11). Fazemos valer esta

%

onde A = \E + pFAE. E imediato verificar que d* = d* + pFdf ¢ uma solucao de (3.11).

condigao obtendo dg do sistema

By, Vg(xk)
ApVg(a®)  G(aP)

0

3.14
A (3.14)

De resto, segue que um pk tal que

o (€= 1))Vt
N A

é suficiente para que se tenha (3.13) e finalmente podemos afirmar que d* = d~ + pkdg é

uma direcao viavel e de descida.

3.1.1 DBuscas Lineares no FDIPA

Obtemos até aqui uma direcao de descida e viavel da funcao objetivo f. Diferentes

métodos de busca inexata podem ser implementadas a fim de obter um tamanho de passo
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k+1

aj, de modo que a atualizacdo z*+! := 2* + a;,d* miniminize f e ainda ateste a convergéncia

do método FDIPA a um par KKT do problema.

Diferente de quando tratamos de buscas lineares para um problema irrestrito,

exigimos para o caso restrito também condigoes de viabilidade.

Na busca de Armijo, escolhemos o tamanho de passo «; como o primeiro valor da

2

sequéncia {1,v, 02,13 ...} que satisfaz as condigoes

fla® +ad") < f(a") + maxV f(2*)d" (3.15)
e ainda as condigoes denominadas uniforme de viabilidade, dadas por
gi(2" + ad”) <0, (3.16)
se A; > 0 e, caso contrario, por

gi(z" + ad®) < gi(2). (3.17)

Exigimos na busca de Wolfe além das condigbes de Armijo e uniforme de viabilidade

que ao menos uma das m + 1 condicoes
V(2" + ax®)d* > n,V f(2*)d"
gi(a" + ad®) > ~g;(2")
seja satisfeita, aonde it =1,...m, 0 <m <me < le~vy € (0,1).

Segue agora a descrigdo do algoritmo simplificado do método FDIPA apresentada

na secao anterior.

Algoritmo 3.1 (FDIPA).

Pardametros: €, > 0; £,v,n € (0,1)

Dados Iniciais: 2° € Q° Ao >0, 0 < w € R" e BY € R™ " simétrica e definida positiva.
Inicio

Passo 1: Direcao de Busca.

1. Obter (d®, \F) através do sistema (3.9).

o) o

Se d* = 0, fim.

2. Calcular (df, \) através do sistema (3.14).

3. Se Vf(a¥)d}; > 0, definir p* = min {go||d§||2; (€ — 1)%}

Sendo, defina p* = o||dk||2.

4. Tomar d* := df + pFdfy e \¥ := A} + pFAj.
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Passo 2: Busca Linear.
Encontrar um passo aceitavel oy satisfazendo as buscas de Armijo ou Wolfe e as

condigoes de viabilidade.

Passo 3: Atualizacao.
Fazer x%*tt = aF +tkd¥ e k =k + 1.

Passo 4: Critério de Parada.

Se f(z*) < ¢, fim. Sendo retornar ao passo 1.
Fim
3.2 Convergéncia Global do algoritmo FDIPA

Uma das carateristica do algoritmo FDIPA consiste na sua flexibilidade em relacao
as atualizagoes dos parametros de entrada A, B e w. Nesta se¢ao provamos a convergéncia
global do algoritmo quaisquer que sejam as atualizacoes implementadas sobre os mesmos.

As hipoteses necessarias para tal fim estao estabelecidas nas suposi¢oes abaixo.

Suposicdo 3.5 (Sobre \). Existem nimeros positivos A/, A% e 3 tais que 0 < \; < X%,
Vi=1,...,m. Ainda, \; > X para todo i tal que g;(xz) > —f.

Suposicao 3.6 (Sobre B). Existem niimeros positivos o, e gy tais que
ou||d|]* < d"Bd < o5||d||?, VdeR"

Suposicao 3.7 (Sobre w). Existem nimeros positivos w; e wy tais que w; < w < wy.

Nosso objetivo agora é provar a convergéncia global do algoritmo a um par de
KKT do problema (3.1) qual sejam as atualizagdes sobre os pardmetros satisfazendo as

suposigoes acima. Todos os resultados aqui expostos foram obtidos de [4, 16].

Iniciamos com um importante lema cujo resultado estabelece que o algoritmo
FDIPA nunca falha. Isto ¢, as solugdes d,, A, dg e Mg obtidas pelo algoritmo sao
determinados de maneira tnica. Destacamos antes que todas essas solucoes foram obtidas

de uma mesma matriz (m + n) x (m + n) dada por

B Vy(z)

MEAB =1\ 0y )

)

chamada de matriz do sistema FDIPA.

Lema 3.1. Sejam dados x € Q,, B € R™" simétrica definida positiva e A € R™ nao
negativo tal que N\; > 0 sempre que g;(xz) = 0. A matriz M(x,\, B) do sistema FDIPA é

nao singular.
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Demonstragio. B suficiente provar que (d, 1) = (0,0) é a tinica solucdo do sistema homo-

géneo
B \Y% d
9(@) —0, (3.18)
AVgT(z) G(z) | |p
aonde d € R" e u € R™. Mostraremos primeiro que d = 0 e em seguida u; = 0,
Vie{l,...,m}. Com efeito, o sistema corresponde a
Bd+ Y piVgi(r) =0, (3.19)
i=1
XidVgi(x) + gi(x)u; =0, i=1,...,m. (3.20)

Como por hipétese \; > 0 quando g;(x) = 0, podemos afirmar a partir da equagao
(3.20) que

(a) Vgi(z)d =0, para todo i € I(z);

(b) p; =0, para todo i tal que A; = 0.

Fazendo agora o produto escalar por d em ambos os lados de (3.19), obtemos a
seguinte equacao
d'Bd+ Y p;dVg;(x) = 0. (3.21)
i=1
Seja f(x) o conjunto formado pelas restri¢oes i ¢ I(x) tais que A; > 0. Em virtude
e

dos itens (a) e (b), a equagdo (3.21) pode ser expressa por

d'Bd+ > pdVg(z)=0. (3.22)
e conjuntamente com (3.20), por

2
d'Bd— ¥ %gi(:c) — 0. (3.23)

iel(z) "

Como B é definida positiva e g(x) < 0 entdo d = 0 e j; = 0 para todo i € I(z).
Visto também que p; = 0 quando \; = 0, resta entao concluir que p; = 0 para o ultimo
caso em que i € [(x). Considerando a suposigao 3.4 e a equagao (3.19) temos p; = 0 para

este caso e, portanto, pu; = 0 para todo ¢ € {1,...,m}.

]

Uma vez que x pertence a um conjunto compacto e ambos A e B sao limitados

(suposigoes 3.5 e 3.6) entdo a matriz M é limitada e distante de zero. Isto implica que
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as solugoes dq, Ao, dg € A\g sao limitadas inferiormente. Este fato sera utilizado ao longo

desta secao.

Deve-se ao lema a seguir uma justificativa para o caso particular em que o algoritmo

3.1 termina ao primeiro item do passo 1.

Lema 3.2. Se d* =0 entio Vf(z*) =0 e 2* é um ponto de KKT do problema (3.1).

Demonstragio. Tomando d® = 0 na equagdo (3.9) resulta G(z*)\f = 0. Sendo z* um
ponto estritamente vidvel entdo \¥ = 0 e obtemos juntamente com a equacio (3.3) que
Vf(x¥) = 0. Assim, as duas primeiras condi¢oes que caracterizam um ponto de KKT sdo

satisfeitas. A tltima condigao decorre da suposicao 3.5. ]

Consideramos de agora em diante somente o caso em que d® # 0 e o algoritmo
avanca apds o passo 1. Nestes casos, esta direcado é de descida da funcao potencial f

conforme o resultado do préximo lema.

Lema 3.3. (d*)!V f(a*) < —(d¥)!Bd~.
Demonstragio. O sistema (3.9) corresponde a

—dgV f(a") = —(dg)" Brdg — ds V(") Aq
AaVg' (¥)dg = =M G(ab) A,

onde que por substituicao direta, (d*)*V f(z*) = —(d)! Bed® 4+ () A, PG (2%)AE e ainda

como G(z) <0, o lema segue. O

Lema 3.4. A direcio d* satisfaz (d*)'V f(a*) < e(db)'V f ().

Demonstragio. Como d¥ = df + pFdj e por conseguinte (d¥)'V f(a*) = (df)'V f(z*) +
pk(dlg)tv f(2*) entdo obtemos a prova do lema pela implementacio p* dada no passo 1 do

algoritmo 3.1. O

Proposicao 3.1. Seja ¢: R™ — R de classe C* tal que V¢ satisfaz a condicio de Lipschitz
em algum conjunto T C R™. Se [z,y] C T entio ¢(y) < ¢(z) + (y — 2)'Vo(z) + k||ly — z||?.

Demonstracio. A demonstracao desta proposicao decorre diretamente do teorema do valor

médio e pode ser encontrada em [4]. O

O importante lema abaixo garante a existéncia de um ¢ satisfazendo as condicoes

(3.15) - (3.15).

Lema 3.5. Para quaisquer x € €, e d do algoritmo FDIPA, existe um T > 0 tal que as
condigoes (3.15) - (3.15) sao satisfeitas para todo t € [0, 7).
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Lema 3.6. Qualquer ponto de acumulacao x* da sequéncia gerada pelo algoritmo é um

ponto estaciondrio do problema. Além disto, (x*, Ao (x*)) constitui um par estaciondrio,

aonde X5, = A, (x*%).

Teorema 3.2. Qualquer ponto de acumulacdo x* da sequéncia gerada pelo algoritmo é

um ponto de Karush-Kuhn-Tucker do problema.

3.3 Atualizagbes pa