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RESUMO

E crescente o interesse na utilizacdo de métodos térmicos para recuperacao de 6leo de
média e alta viscosidade. Um desses métodos é a combustao in situ, que consiste na
liberacao de calor no interior do reservatério através da combustao do ar injetado. As
componentes mais pesadas do 6leo atuam como combustivel para as reagoes exotérmicas
e o calor gerado reduz a viscosidade do 6leo, estimulando o fluxo em direcao aos pocos
de producao. Os modelos matematicos para este método de recuperacao em geral sao
complexos. Portanto, a obtencao de solugoes analiticas para tais modelos ¢é inviavel, sendo
necessaria a utilizacao de simulagées computacionais.

Diversos trabalhos apresentam estudos analiticos e numéricos de modelos unidimensionais
para a combustao em meios porosos. Em trabalhos anteriores, estimativas analiticas para
modelos unidimensionais foram obtidas. Neste trabalho, tais estimativas sao ligeiramente
generalizadas através da inclusao da pressao prevalecente.

E proposto um modelo bidimensional para o processo de combustio in situ em meios porosos
heterogéneos que considera pressao variavel. Solugoes numéricas sdo obtidas utilizando o
método de elementos finitos para a discretizacao espacial, o esquema de diferengas finitas
de Crank-Nicolson para discretizacdo no tempo e o método de Newton para resolugao das
equagoes nao lineares resultantes. Estimativas analiticas para a temperatura e velocidade
da onda de combustao sao obtidas através de um modelo unidimensional simplificado.
Tais estimativas sao validadas com sucesso para o modelo geral através das simulagoes.
Uma outra simplificacdo unidimensional do modelo geral é simulada numericamente
através de duas abordagens: a primeira ¢ similar a utilizada para a solugao do modelo
geral; e a segunda é escrita como um problema de complementaridade. Os problemas de
complementaridade nao-linear sao resolvidos pelo algoritmo FDA-NCP. As duas abordagens
numéricas utilizadas sao comparadas com uma estimativa analitica para a onda térmica e

mostram bons resultados.

Palavras-chave: Combustdao em meios porosos. Método de elementos finitos. Ondas

viajantes. Equagoes diferenciais parciais. Problema de complementaridade.



ABSTRACT

There is a growing interest in using thermal methods for the recovery of medium and high
viscosity oil. One of these methods is the in-situ combustion, which consists in release heat
within the reservoir through combustion of the injected air. The heavier oil components
are used as fuel for exothermic reactions and the generated heat reduces the oil viscosity,
stimulating the flow towards the production well. In general, the mathematical models for
this recovery method are complex. Therefore, the analytical solutions for such models are
impossible, requiring numerical simulations.

Several works present analytical and numerical studies of one-dimensional models for
combustion in porous media. In previous works analytical estimates for one dimensional
models were obtained. Here these estimates are slightly generalized by including the
prevailing pressure.

We propose a two-dimensional model for the in-situ combustion process in heterogeneous
porous media, considering variable pressure. Numerical results are obtained using the
finite element method for spatial discretization, Crank-Nicolson finite difference scheme for
time discretization and Newton’s method for the arising nonlinear equations. Analytical
estimates for combustion wave speed and combustion wave temperature are obtained using
one-dimensional simplified model. These estimates are successfully validated in the general
model through the simulation results.

Another one-dimensional simplification of the general model is numerically simulated by
two approaches: the first is similar to the one previously described; and the second one is
written as a complementarity problem. The arising nonlinear complementarity problems
are solved by the FDA-NCP algorithm. Both numerical approaches are compared to the

analytical estimate for the thermal wave, showing good agreement.

Key-words: Combustion in porous media. Finite element method. Traveling waves. Partial

differential equations. Complementarity problem.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —

Figura 9 —
Figura 10 —

Figura 11 -

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Esquema representando o processo de ISC. (Figura adaptada de [1]) . . 15
Curvas caracteristicas da Eq. (2.6). . . . ... ... ... ... .. .. 21
Solugao da equagao de Burgers dyu + ud,u = 0 para dois tipos de
condigoes iniciais (linhas preenchidas). Linhas pontilhadas representam
a solugdo em um tempo futuro. (Figura adaptada de [2]) . . . . . . .. 23

Curvas caracteristicas da equacao de Burgers d,u + ud,u = 0 para dois

tipos de condigoes iniciais. (Figura adaptadade [2]) . . . . . ... ... 23
Regiao de integracao para a demonstracao da condicao de Rankine-

Hugoniot. (Figura adaptada de [2]) . . . . .. ... ... ... ..... 24
Grafico da funcao base ¢; para os casos unidimensional (a) e bidimen-

sional (b). . . . . . 34
Exemplo de pseudocédigo para o Método de Newton. . . . . . . . . .. 35
Calculo da diregao viavel pelo algoritmo FDA-NCP. (Fonte: [3]) . . . . 37
Exemplo de pseudocédigo para o algoritmo FDA-NCP. . . . . . . . .. 38

Estados constantes no espago (0,Y, ps,u) separadas pelas ondas de
combustivel, térmica, de combustao e de composicao do gas. Ordem das
ondas seguem os pardmetros da ISC dados na Tab. 3. (Figura adaptada
de [4]) . . o 51
Conjunto de estados extremos a direita que podem ser conectados
pela Hugoniot locus ao estado extremo a esquerda U; por uma onda
satisfazendo as condigoes de entropia. As semi-retas C'y e Sy e segmento
de reta R, indicam os estados que podem ser ligados a U; por um
contato, um choque e uma rarefacao, respectivamente. . . . . . . . .. 54
Distribuigdo normal padrao Z correlacionada através da Eq. (5.26) ao
campo de permeabilidade log-normal em uma malha de 200 x 50 elementos. 60
Histograma do campo de permeabilidade log-normal x e sua respectiva
funcdo de densidade de probabilidade f.. A funcao “freq.” mostra
a frequéncia de elementos que tem permeabilidade em cada faixa de
valores mostrada no eixo horizontal. . . . . . .. ... ... 60
Resultados da simulacao em um meio heterogéneo para as variaveis
adimensionais, de cima para baixo, u = |u|, u, e |u,|. A solugdo é
plotada em 10 dias (a esquerda) e 50 dias (& direita). As varidveis
espaciais x e y sao exibidas na forma dimensional, em metros. . . . . . 61
Resultados da simulagao em um meio homogéneo, apés 10 dias, para
as variaveis adimensionais O, Y, ps, a esquerda, e p, p, u,, a direita.
O pardmetro analitico ©° é plotado na figura da esquerda. No eixo
horizontal, estao presentes os valores dimensionais da variavel espacial

x. A figura corresponde a se¢go y =0. . . . . . ... 63



Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

Resultados da simulagao em um meio homogéneo, apés 50 dias, para
as variaveis adimensionais ©, Y, pf, a esquerda, e p, p, u,, a direita.
O parametro analitico ©° é plotado na figura da esquerda. No eixo
horizontal, estao presentes os valores dimensionais da variavel espacial
x. A figura corresponde a segao y =0. . . . . ...
Comparacao entre a temperatura da onda de combustao estimada ana-
liticamente, ©°, e obtida numericamente, ©,,4,, para o caso homogéneo.
Detalhes sobre ©,,,, sao dados na Subse¢ao 5.3.1. . . . . . . .. .. ..
Comparagao entre a velocidade da onda de combustao estimada ana-
liticamente, V, e obtida numericamente, V', para o caso homogéneo.
Detalhes sobre V* sdo dados na Subsecao 5.3.1. A funcdo V foi plotada
utilizando as trés diferentes escolhas para a pressao prevalecente p e as
duas opg¢oes para u;,j, ver Subsecao 5.3.2. . . . ... ... L.
Resultados da simulacao em um meio heterogéneo para as variaveis
adimensionais, de cima para baixo, ©, Y, ps, p e p. A solugao ¢ plotada
em 10 dias (a esquerda) e 50 dias (a direita). As varidveis espaciais = e
y sao exibidas na forma dimensional, em metros. . . . .. .. ... ..
Comparagao entre a temperatura da onda de combustao estimada anali-
ticamente, ©°, e obtida numericamente, ©,,,,, para o caso heterogéneo.
Detalhes sobre ©,,4, € 0(O4:) sdo dados na Subse¢ao 5.3.1. . . . . . .
Comparacao entre a velocidade da onda de combustao estimada ana-
liticamente, V, e obtida numericamente, V¥, para o caso heterogéneo.
Detalhes sobre V* e o(V¥) sdo dados na Subsegao 5.3.1. A fungdo V foi
plotada utilizando as trés diferentes escolhas para a pressao prevalecente
D e as duas opgoes para U;, ver Subsegao 5.3.2. . . . . . ... ...
Condigoes iniciais calculadas através da Eq. (6.7), para a simulagao
utilizando o método de Newton, e Eq. (6.10), para a simulagao utilizando
o algoritmo FDA-NCP. . . . . . . . . .. ... .. ... ...
Comparacao dos resultados das simulagoes com o parametro @ = wy,
utilizando o método de Newton (Newton) e o método FDA-NCP (FDA)
para nos instantes de tempo indicados. A malha das solugoes a esquerda
tem 100 subintervalos e a da direita tem 400 subintervalos. . . . . . . .
Comparacao dos resultados das simulagoes com o pardmetro @ = o,
utilizando o método de Newton (Newton) e o método FDA-NCP (FDA)
para nos instantes de tempo indicados. A malha das solugoes a esquerda
tem 100 subintervalos e a da direita tem 400 subintervalos. . . . . . . .
Ondas observadas na simulagdo com o parametro w = u; para o tempo
de 3674 min. . . . ...

64

66

66



Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —
Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Velocidades da onda térmica nas simulacoes com @ = u; e 400 pontos

na malha. A onda considerada possui salto com ©; =0 e 0, = 0,,4.,

valor maximo de © no tempo fixado. . . . ... ... ...

Resultados da simulagdo numérica nos tempos t; = 2.6 x 10° s (&
esquerda) e ¢, = 5.8 x 10° s (& direita). O valor do pardmetro analitico,
obtido da Eq. (4.82), também foi plotado. O eixo horizontal mostra a

variavel x em metros e o eixo vertical, as varidveis dependentes O, Y,

PfeU. o v
Condicao inicial po. . . . . . . ..o

Resultados da simulacao para as variaveis adimensionais, de cima para
baixo, ©, Y, pf, u, e |uy|. A solugao é plotada em 10 dias (& esquerda)

e 50 dias (& direita). As varidveis espaciais e y sao exibidas na forma

dimensional, em metros. . . . . . . .. ... ...

Resultados da simulacao para as variaveis adimensionais, de cima para
baixo, ©, Y, pr, u, e |uy|. A solugao é plotada em 10 dias (& esquerda)

e 50 dias (a direita). As varidveis espaciais x e y sdo exibidas na forma

dimensional, em metros. . . . . ... ..o

Resultados da simulacao para as variaveis adimensionais, de cima para
baixo, ©, Y, pf, uy € |uy|. A solucdo é plotada em 10 dias (a esquerda)

e 50 dias (& direita). As varidveis espaciais x e y sao exibidas na forma

dimensional, em metros. . . . . .. ...



Tabela 1
Tabela 2

Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5

LISTA DE TABELAS

Parametros dimensionais do modelo e seus valores tipicos. . . . . . . . 45

Quantidades de referéncia segundo dados da Tab. 1 e calculados através

de (4.29). . . . 46
Parametros adimensionais do modelo segundo dados das tabelas 1 e 2 e
calculados através de (4.38). . . . . . . ..o 47

Erros relativos das estimativas analiticas nos dois casos de simulacao.
Os erros sao calculados na norma euclidiana entre os vetores obtidos
com dados de 10 a 50 dias. Os célculos das velocidades V' (caso (B)) séo
apresentados na Subsegio 5.3.2 e a estimativa ©° ¢ dada pela Eq. (4.82). 67
Comparacdo entre as estimativas analiticas para ©°, V e u*, e os valores

obtidos numericamente em t; = 2.6 x 10 s et =58 x 10%s. . . . . . 92



EDP

FDA-NCP

HC

ISC

MEF

NCP

PVI

PVIC

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Equacao diferencial parcial

Algoritmo de dire¢oes viaveis para problemas de complementaridade

nao linear

Hidrocarboneto

Combustao in situ

Método de elementos finitos

Problema de complementaridade nao linear
Problema de valor inicial

Problema de valor inicial e de contorno



NOTACOES

Quantidades vetoriais sao destacadas em negrito.
As letras i, j, k,m,n denotam indices naturais, N = {1,2,--- }.
A notagdo R, representa o conjunto de reais nao negativos.

Seja A C R™. As notacoes A, AeoA representam o fecho, o interior e a fronteira de

A, respectivamente.

O produto escalar entre u, v € R" é denotado por u - v, e a norma euclidiana de u

por |u.
x € R™ é nao negativo, ou & > 0, se
x; =0, Vi=1,2,--- n.

A notacao é utilizada de maneira analoga para outras desigualdades como, por

exemplo, para < 0.

Seja f : A — B. O simbolo f(C) C B denota a imagem da fungao f sobre o
conjunto C' C A.

Seja f : A C R™ — R"™ uma funcao diferencidvel no aberto A. O simbolo f’ denota a
aplicagao derivada de f e J¢(x), a matriz jacobiana de f no ponto € A, utilizando

a base canonica.

Para as derivadas mais utilizadas: o simbolo “0,” denota a primeira derivada no
tempo; “0,” e “0,,” denotam a primeira e segunda derivada no espaco, respectiva-
mente; “V” é o gradiente no espaco; e “A” é o operador laplaciano.
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14
1 INTRODUCAO

H&a um interesse recente na utilizacao de combustao para recuperagao de 6leo de
média e alta viscosidade presentes em reservatérios de rochas porosas. A combustao in
situ (ISC) é a técnica de recuperagio térmica mais antiga que se tem conhecimento e tem
sido considerada um método muito efetivo para a recuperagao de éleo pesado [5, 6]. Neste
método, ar ¢é injetado no meio poroso e reage com componentes pesadas e imoveis do 6leo,
produzindo calor local. O calor gerado reduz a viscosidade do dleo, contribuindo para que

a maior parte deste seja conduzida aos pocos produtores.

Uma vantagem operacional da ISC é a abundancia de ar disponivel para injecao,
independentemente da localizacao. Este fato elimina gastos de transporte de fluidos de
injecdo até o pogo, o que nao ocorre em outros métodos de extragao tais como injecao
de vapor e injecao de dgua. Como a combustao ocorre no interior do reservatoério, o
gas carbonico produzido pelo processo fica confinado no meio, sendo que parte deste é
sequestrada pela propria formagao [6]. Portanto, o impacto ambiental gerado pela técnica
é menor se comparado com o de outras técnicas de recuperacao avangada de 6leo. Além
disso, o diéxido de carbono gerado no processo pode ajudar na recuperagao do dleo pois
aumenta a pressao local e reduz a viscosidade deste, quando misturado ao 6leo, estimulando

o fluxo em dire¢do aos pocos produtores.

A modelagem do processo de ISC é complexa e apresenta desafios em alguns
campos de pesquisa. No petréoleo bruto estao presentes diversos compostos quimicos
que participam de milhares de reagoes quimicas elementares. O controle da frente de
combustao nao é trivial principalmente porque a combustdo ocorre em faixas estreitas,
se comparadas as escalas de reservatério. Como, além do mecanismo de reacao, estao
presentes os fenomenos fisicos de adveccao e difusao, um modelo que descreva o processo
de ISC necessita de diversas equagoes. Além disso, devido a diversidade dos fendmenos
fisicos, a técnica é considerada um processo multiescala. Para lidar com as diversas reagoes
e equacgoes, sao necessarias simulacoes numéricas e ambientes de simulagao com grande
poder computacional. Como ha dificuldade na realizacao de experimentos em laboratorio
que validem as simulagoes, estudos analiticos do modelo também sao de grande ajuda
para tal validacao. Por essas e outras razoes, o processo de ISC motiva pesquisa em
diferentes areas da ciéncia, tais como Engenharia, Quimica, Fisica, Ciéncia da Computacao

e Matematica.

Estimativas analiticas simples de serem obtidas sao de grande ajuda no estudo dos

modelos para ISC. Estas podem ajudar de diversas maneiras, como por exemplo:

o Auxiliar engenheiros na tomada de decisoes rapidas sobre previsoes futuras da
aplicacao do método de ISC em um determinado reservatorio, antes que seja simulado

um modelo mais complexo e detalhado;
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o Ajudar a validar modelos mais gerais e complexos, através da comparacdo com
resultados numéricos obtidos. Além de complementar o entendimento da fisica do

problema.

Poco de injecéo Poco produtor

Zona queimadajRocha selante |Reservatério nativo|

£ons

de vapor

Zona de Zona de
Co ue
combustao . craqueamento

Figura 1 — Esquema representando o processo de ISC. (Figura adaptada de [1])

A Fig. 1 apresenta um esquema que resume o processo de ISC, ver [7]. Seguindo o

sentido a favor do fluxo (da esquerda para a direita), podem ser observadas as regides

e zona queimada: preenchida por ar e pequena parte de residuos organicos nao
queimados. Como a entrada de ar do poco de injecao é continua, a temperatura

cresce em direcao a zona de combustao;

» zona de combustao: onde o oxigénio presente no ar reage com o combustivel presente
no reservatorio. Os produtos da reacao sao gas carbonico e agua. Esta é uma regiao
estreita, geralmente com poucos centimetros de espessura, e possui temperaturas

elevadas, sendo a reagdo conhecida como HTO (high-temperature oxidation);

e coque: combustivel depositado na matriz porosa. E composto por hidrocarbonetos
(HCs) menos saturados que se formaram na zona de craqueamento por reacoes de

craqueamento e pirdlise;

« zona de craqueamento: onde ocorrem as modificacoes no petréleo bruto. A parte
mais leve do 6leo vaporiza e é transportado em direcao as camadas seguintes. O
restante do 6leo realiza a reacao de pirdlise, gerando produtos como monéxido e

dioxido de carbono, HC leves e coque;
e zona de vapor: que contém HCs condensados, vapor e agua;

o HC leves: com HC de cadeias menores, resultado das rea¢oes de craqueamento

térmico;
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o reservatorio nativo: que contém o6leo nativo do reservatorio.

O estudo realizado neste trabalho tem enfoque na zona de combustao do processo
de ISC. Por simplicidade, o coque é considerado carbono puro que se encontra inicialmente
depositado em uma pequena parte do espaco vazio da rocha. O restante do espaco vazio é
preenchido por uma mistura gasosa, que ¢ considerada como sendo composta por oxigénio
e gas inerte. Todas as reagoes quimicas consideradas estao relacionadas ao processo de
combustao gas-solido. O reservatorio se estende na horizontal, sendo modelado apenas nas
configuracoes unidimensional e bidimensional. A principal razdo para esta simplificacao é
que, em modelos mais gerais, o oxigénio tende a ocupar a parte superior do reservatorio
devido a gravidade, como mostrado na Fig. 1. Este efeito resulta em outras observagoes

que nao sao objetivos do presente trabalho.

Os estudos analiticos ajudam a compreender melhor o processo fisico além de
possibilitar a obtencao de algumas estimativas importantes. Normalmente, a frente de
combustao ¢ tratada como uma onda viajante. Para modelos unidimensionais, existem
dois métodos principais utilizados para estudar tal onda. O primeiro método explora a
forte nao linearidade da lei de Arrhenius que é utilizada para modelar a taxa da reagao de
combustao, e que desconsidera a taxa da reagao a medida que a temperatura diminui [8].
Existem trabalhos que utilizam tal método para obter estimativas para a velocidade da
onda de combustao, a temperatura e concentracao de oxigénio, ver [9, 10, 11, 12, 13] e suas
referéncias. O segundo método considera que a reacao ocorre para todas as temperaturas,
mas as perdas de calor sdo despreziveis, ver [14, 15] e suas referéncias. Este tltimo método
também permite a obtengao de parametros fisicamente consistentes tais como a velocidade

da onda de combustao e temperatura da frente de combustao.

Além da onda de combustao, existem outras ondas que interagem com a frente de
combustao dentro da faixa modelada neste trabalho. Por exemplo, no modelo estudado em
[4] sdo observadas ondas térmicas, onde a temperatura varia bruscamente sem a presenga
local da reacdo de combustao, e ondas de combustivel, gerada por residuos de combustivel
nao consumidos pela reacdo de combustao, dentre outras. A partir de uma analise da
parte hiperbodlica do modelo, também é possivel obter estimativas para estas ondas. Todos
os trabalhos citados acima consideram modelos unidimensionais com pressao constante,
pois nenhum destes métodos é aplicavel diretamente a modelos bidimensionais, nem a

modelos contendo pressao variavel.

Existem diversos trabalhos que estudam, numericamente, modelos bidimensionais
de ISC em meios porosos. Em [16], por exemplo, o escoamento de um fluido com
diversos componentes é estudado. No artigo, o modelo considera diversas reacgoes de
equilibrio quimico e o foco é dado as componentes pesadas do 6leo, sendo tanto baseado
quanto validado por experimentos de combustao em laboratoério. Para a solu¢ao numérica

do modelo, uma estratégia de refinamento adaptativo de malha é utilizada, reduzindo
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consideravelmente o custo computacional e possibilitando a captura mais precisa da frente
de combustao. Foram realizados experimentos unidimensionais e bidimensionais, incluindo

testes com campos heterogéneos de permeabilidade.

O problema de se capturar a frente de combustao no processo de ISC é de grande
interesse, visto que ¢ nela que ocorrem as reacoes de combustao, gerando calor para todo
o processo. Em [17], é proposto um novo método para rastrear a frente de combustao,
com uma estratégia multiescala nao baseada na lei de Arrhenius. Neste método, a frente
nao é calculada na malha principal da simulagao, mas é utilizado um modelo auxiliar
com malha refinada que captura os efeitos das rea¢oes de combustao no escoamento, tais
como a quantidade de calor liberada e a quantidade de combustivel consumido. O modelo
com malha refinada ¢é calibrado com simulagoes numéricas e experimentos em laboratério.

Neste mesmo artigo, foram realizados testes em problemas 1D, 2D e 3D.

O principal objetivo deste trabalho de dissertacao é estudar a aplicacao de estima-

tivas analiticas em modelos de ISC. Os objetivos especificos sao:

1. Propor ligeiras generalizacoes de estimativas analiticas para a onda de combustao

presentes em [14];

2. Propor um modelo para a ISC que considera pressao variavel. Tal modelo abrange

problemas com mais de uma dimensao espacial e meios porosos heterogéneos;
3. Verificar a validade de estimativas analiticas do item 1 para o modelo do item 2;

4. Comparar duas formulagoes numéricas aplicadas a uma simplificacao do modelo de

ISC do item 2. Uma das formulacoes utiliza condi¢goes de complementaridade.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. Seguindo o capitulo de introducao,
o Capitulo 2 descreve a teoria necessaria para o bom entendimento dos capitulos seguintes.
Grande parte deste capitulo, é destinada a apresentar resultados da teoria de Leis de
Conservacao. Uma pequena introducao a teoria de Ondas Viajantes e a teoria de Problemas

de Complementaridade também ¢é apresentada neste capitulo.

No Capitulo 3 sdao descritos os métodos numéricos utilizados para a simulacao dos
problemas de ISC. O método de elementos finitos (MEF) é apresentado inicialmente de
maneira geral e, em seguida, sao dados detalhes da formulacao variacional e dos espagos
de elementos finitos utilizados nas simula¢des. Apds a introducao de alguns conceitos
sobre convergéncia de métodos iterativos, sao apresentados os métodos de Newton e o
algoritmo de diregoes vidveis para problemas de complementaridade nao linear (Feasible
Directions Algorithm for Nonlinear Complementarity Problem, FDA-NCP). Também sao
apresentados alguns resultados de convergéncia deste tltimo algoritmo que justificam sua

aplicacgao.
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O modelo para o problema de ISC em meios porosos é proposto no Capitulo 4. Apds
a descricao detalhada das hipdteses fisicas consideradas, é construida a adimensionalizacao
do modelo, que é utilizada nas simulagoes. Duas simplifica¢oes unidimensionais para forma
adimensional sdo analisadas em se¢Oes separadas deste capitulo. Uma delas considera
a pressao constante, de onde sdo obtidas estimativas analiticas para a velocidade e
temperatura da onda de combustao, generalizando resultados em [14] e revisando resultados
em [4]. A outra apresenta um modelo onde apenas a temperatura e a quantidade de
combustivel sdo desconhecidas, estudado em [3, 18]. Estas simplificagoes mostram que o
modelo descrito é, na verdade, uma generalizacao do modelo unidimensional proposto em

9].

No Capitulo 5 estao presentes os principais resultados do trabalho. Neste é apresenta
a resolucdo numérica de um problema sobre o modelo geral do Capitulo 4. E feita a
construcao da formulagao discreta para tal problema e, em seguida, os detalhes da simulacgao
numeérica sao apresentados. Sao simulados dois casos, uma deles considera um meio poroso
homogéneo e o outro, heterogéneo. As estimativas analiticas do Capitulo 4 para o modelo
com pressao constante sao adaptadas para o problema mais geral e comparadas com

estimativas obtidas da solu¢do numérica.

O Capitulo 6 destina-se a apresentar a resolugao numérica de uma aplicacao do
modelo simplificado, onde temperatura e a quantidade de combustivel sao as incognitas,
apresentado no Capitulo 4. Este problema é resolvido de duas formas, sendo que a primeira
utiliza o método de Newton para resolucao de uma formulagao discreta matricial a cada
passo de tempo. A segunda forma utiliza o algoritmo FDA-NCP para resolver um problema
de complementaridade relacionado ao problema inicial. As solugbes numéricas obtidas dos

dois métodos sao comparadas no mesmo capitulo.

As defini¢oes e resultados necessarios para o entendimento do trabalho estdao no
Apéndice A. Os capitulos 5 e 6 apresentam suas préprias se¢oes de conclusoes parciais e

discussoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo tem o objetivo de apresentar o embasamento tedrico necessario para

o0 bom entendimento do trabalho.

2.1 LEIS DE CONSERVACAO
As leis de conservagao sao sistemas de equagoes diferenciais de evolugao da forma
Oyu + 0, (f(u)) = 0. (2.1)

Nesta equacao, a funcao vetorial u representa o conjunto de densidades das quantidades a
serem conservadas, tais como massa, momento e energia, e funcao f é chamada funcao de
fluxo, onde cada uma de suas componentes representa o fluxo da quantidade associada. O
objetivo desta secao é apresentar um resumo sobre Leis de Conservacao para o caso de

uma dimensao espacial, ou seja, u: R x R — R e f : R™ — R™ [2, 19].

Assim como em [2], este estudo considera f como sendo uma fungio estritamente
hiperbdlica, ou seja, cuja derivada em cada ponto f'(u) tem autovalores reais distintos
A(u) < -+ < Ap(u). Neste caso, f é diagonalizavel e portanto possui autovetores
linearmente independentes. Considere a base de autovetores {7y (u)}}",, onde cada par
(Ak(u), rr(u)) é um par autovalor-autovetor para f(wu). Os autovalores e autovetores do
sistema sao chamados de velocidades caracteristicas e vetores caracteristicos do
sistema, respectivamente. O termo “k-familia”, 1 < k < m, faz referéncia ao k-ésimo par

autovalor-autovetor na ordem estabelecida neste paragrafo.

A Eq. (2.1) apresenta uma lei de conservacao para w na forma diferencial. O
sentido fisico da conservagao, porém, é obtido através de uma outra formulacao para cada
quantidade conservada. Considere uma quantidade escalar com funcao densidade u; em
um dominio = [z1, x5]. Se a quantidade é conservada neste dominio, entao a variagao
desta quantidade é igual ao seu fluxo de entrada menos o fluxo de saida no dominio. Como
fr é a componente de f que descreve o fluxo de uy, entao

8, / wp(w,8) dz = fulu(@, 1)) — fulul@s, 1)), (2.2)

1
Se uy é suficientemente suave, de modo que 0 [, ug(x,t) dx seja integravel, o Teorema
Fundamental do Célculo (Teorema A.0.1) pode ser aplicado no intervalo [¢,t5] para se
obter a lei de conservagao na forma integral:

[ ety ar = [ uk(x,tl)dx—i-/: fk<u(x1,t))dt—/: Felu(zs, ) dt. (2.3)

1 1

A Eq. (2.3) ¢é construida para cada componente de u.
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Um problema envolvendo leis de conservacao geralmente possui condicoes iniciais e,
quando o dominio espacial ¢ limitado, condi¢des de fronteira. O problema de Cauchy é

um tipo cldssico de problema de valor inicial (PVI) no qual
—00 < 7 < 00, teRy e u(z,0) = up(z). (2.4)

Neste caso, ug ¢ a condigao inicial para a solugao w do problema. Um caso particular do
problema de Cauchy muito utilizado na teoria das Leis de Conservacao e no desenvolvimento
de métodos numéricos é o chamado problema de Riemann, no qual a condicao inicial é

da forma

w;, x <0,
up(7) = (2.5)
uw,, x>0.

Os vetores u; e u, sao os estados extremos a esquerda e a direita, respectivamente.

Como exemplo, considere a equacao de adveccao linear para o caso escalar
Oyu + adu = 0, (2.6)

onde a é uma constante. Um problema de Cauchy associado a essa equagdo possui solucao

u(z,t) = uo(z — at). (2.7)

Ou seja, a medida que o tempo avanca, o perfil inicial apenas se desloca no eixo-xr com
velocidade a. A solucdo deste problema é constante ao longo das retas x — at = xy,
conhecidas como caracteristicas da Eq. (2.6). Note que as caracteristicas da Eq. (2.6)
satisfazem o PVI: 2/(t) = a, #(0) = xo. Para o caso geral, se u é constante ao longo de

uma curva parametrizada por z (Definicao A.0.1), entéo

_ dlulz(®).t)) _ (Oeulz(®).8)) ()} _ 50 2 (D)d,ulz
" E (@f“(ﬂﬂ(t),t)) ( 1 )at (2(t),0) + 2 () pu(a(t), ). (2.8)

Por outro lado, segue da Eq. (2.1) que
Ou(x(t),t) + 0. (f(u(x(t), 1)) = du(x(t),t) + f(u(z(t),t)du(z(t),t) =0, (2.9)
0 que motiva a seguinte definigao [20].

Definicao 2.1.1 (Curva caracteristica). Uma curva parametrizada pela fun¢do = é uma

caracteristica da k-familia se satisfaz o PVI

' (t) = M(u(x(t),t)), t>0 (2.10)
z(0) = o, (2.11)

para algum z.
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Figura 2 — Curvas caracteristicas da Eq. (2.6).

Em geral, problemas envolvendo leis de conservacao podem apresentar solugoes nao
regulares, por exemplo descontinuas. Esta situacao pode ocorrer mesmo com condigoes
iniciais suaves. Uma solucao que atende a Eq. (2.1) é dita solugao forte. Para os casos
onde nao é possivel obter uma solucgao forte, a solugdo atende apenas a forma integral da

lei de conservagao associada, Eq. (2.3), e é chamada de solugao generalizada.

2.1.1 Solucgoes fracas

Considere uma lei de conservacao para uma variavel u no caso escalar. A maneira
mais natural de definir uma solugao generalizada para um problema que envolve uma lei
de conservagio de u é através da Eq. (2.3). No entanto, é possivel obter uma forma mais
conveniente para tal solucao. A ideia bésica consiste em multiplicar a equacao diferencial
do problema por uma funcao teste e integrar no dominio de interesse. As funcgoes teste
sao suficientemente suaves, de tal forma que sao aplicadas regras de derivacao por partes

que reduzem a necessidade de suavidade na solugdo do problema.

Para o caso apresentado, sdo utilizadas fungoes teste ¢ € C§(R x R). Multiplicando

a Eq. (2.1) por uma funcao teste e integrando sobre espago e tempo, obtém-se

00 +oo
/ / (B + 0, (f () dardt = 0. (2.12)
0 —00
Integrando por partes e utilizando as propriedades da funcao teste,
oo p,+o00 +o0
/ / (Orpu + Oppf (u))pdadt = — / o(x,0)u(z,0) d. (2.13)
0 —o0 —c0

A 1ltima equagao motiva a seguinte definicao.

Definigao 2.1.2 (Solugao fraca da lei de conserva¢ao). Uma fun¢do u: R x R, — R é

chamada de solugao fraca da lei de conservagao se satisfaz a Eq. (2.13) para toda fungao
v € CHR x R).
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Para uma lei de conservacao nao escalar, a definicao se aplica a cada componente
da funcao vetorial solucao, pois cada componente é uma quantidade a ser conservada e
atende a Eq. (2.3).

As formulagoes integrais (2.3) e (2.13) sao equivalentes, porém a integracao sobre
um dominio fixo acrescenta uma grande vantagem para segunda formulagao. Observe
que a solucao forte do problema, se existir, é também uma solugdo fraca, pela propria
dedugao da Eq. (2.13). Vale ressaltar que, geralmente, a solugao fraca de um problema de
Leis de Conservacao nao é tnica, sendo necessaria a utilizacao de critérios adicionais para

encontrar solugoes fisicamente relevantes.

Uma maneira de se encontrar uma solugao fisicamente relevante é adicionar uma

pequena difusdo na lei de conservacao (2.1), o que resulta na chamada forma viscosa

onde € é uma constante positiva. Uma solu¢ao desta equacao é conhecida como perfil
viscoso e denotada por uf. As formas viscosas possuem melhores resultados de existéncia
e unicidade que a forma inviscida, além de suas solugoes serem suaves [2]. As solugdes
fisicamente relevantes da lei de conservagao (2.1) sdo definidas pelo limite

u = limu*. (2.15)

e—0

Encontrar esta solucao limite nao é uma tarefa simples de ser realizada e, portanto, outras
condicoes sao utilizadas para se obter solugoes relevantes. Estas condi¢oes sao usualmente
chamadas de condigoes de entropia, explicadas em detalhes a seguir, e por isso as solugoes

que satisfazem a Eq. (2.15) sdo chamadas de solugdes entrépicas.

2.1.2 Ondas para o problema de Riemann

Até este ponto, a teoria descrita se aplica a problemas de Cauchy genéricos. Em
alguns trabalhos, por exemplo [21], resultados para os problemas de Cauchy sido obtidos
através de problemas de Riemann associados. A partir deste ponto, o estudo sera realizado
sobre um problema de Riemann, onde uma das principais caracteristicas é que suas solugoes

sao descritas por sequéncias de ondas.

Fixando um instante de tempo ¢t > 0, pode-se observar na Fig. 3 dois tipos de
ondas que aparecem na solucao da equacao de Burgers 0,u + ud,u = 0, onde os estados v,
e u, sao constantes. Na Fig. 4 sao apresentadas as curvas caracteristicas da equacao de

Burgers.

As ondas podem ser definidas segundo a disposicao das curvas caracteristicas
entre os estados extremos. Neste caso, as ondas de choque ocorrem quando as curvas

caracteristicas se cruzam (Fig. 4(a)), sendo que os estados extremos sao ligados por
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(a) Onda de choque (b) Onda de rarefagéo
Figura 3 — Solugdo da equagao de Burgers 0;u + u0d,u = 0 para dois tipos de condigoes iniciais

(linhas preenchidas). Linhas pontilhadas representam a solu¢do em um tempo futuro.
(Figura adaptada de [2])

,r=st
%/
> ; =

X
(a) Onda de choque (b) Onda de rarefagéo

Figura 4 — Curvas caracteristicas da equagdo de Burgers dyu + u0d,u = 0 para dois tipos de
condigoes iniciais. (Figura adaptada de [2])

uma descontinuidade que se move com velocidade s constante (Fig. 3(a)). As ondas de
rarefagao surgem quando as curvas caracteristicas se afastam umas das outras (Fig. 4(a)),
ou seja, a velocidade de u; é maior que a velocidade de u, e os dois dois estados sao
conectados por uma funcao (Fig. 3(b)). As ondas de contato sao descontinuidades que se
movem com velocidade constante, assim como os choques sendo, porém, as caracteristicas

paralelas (Fig. 2).

2.1.3 Ondas de choque e o Hugoniot locus

Considere a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.1. Uma descontinuidade (u;, u,) na solu¢ao de uma lei de conservagio

deve satisfazer a condigcdo

fluy) = flw) = s(u, —w), (2.16)

para alguma velocidade s. FEsta condi¢ao é conhecida como condi¢ado de Rankine-

Hugoniot.



24

Demonstracao. A condigao de Rankine-Hugoniot é obtida quando considera-se a exis-
téncia de uma descontinuidade na solucao da Lei de Conservacao e obriga-se que tal

descontinuidade atenda a forma integral (2.3).

Caminho ,
da descontinuidade ,”
to T >
U~ Uj oo
U~ Uy
t1+— .~
; i
L1 L2

Figura 5 — Regiao de integracao para a demonstracao da condigdo de Rankine-Hugoniot. (Figura
adaptada de [2])

Para o caso escalar, considere x5 = z1 + Az e to = t; + At, como na Fig. 5 e a
seguinte relagao valida: Az = s(t;)At + O(At?). Se u é suave em ambos os lados da
descontinuidade, entdo a esquerda da descontinuidade, u(z,t) = u;(t;) + O(At), enquanto
a direita, u(z,t) = u,(t1) + O(At). Da Eq. (2.3),

/:2 w(tl)dx_/x? uT(t1)da:+/T2 O(At)dz =

:/tth(ul(tl))dt—/:f(ur(tl))dt+ oA dr = (2.17)

1 t1

€2

= Ax(u(ty) —u.(t1)) = At(f(ul(tl))—f(ur(tl)))%—/ O(At)dx+ h O(At)dx. (2.18)

T t1

Como

) t2
[ o d+ [Fo(an dx’ < A AT+ AL) = eAt(s(t) At+O(A) +AL) = O(AL),
T t1
(2.19)
entdo, dividindo a Eq. (2.18) por At e fazendo to — t1, obtém-se a condigdo de Rankine-

Hugoiniot no tempo ¢;. Como t; é arbitrario, segue que

flur) = flw) = s(u, — w), (2.20)

mesmo para um caso geral em que s, u,, u; dependem do tempo.

O caso vetorial da Eq. (2.16) é obtido pela aplicagdo deste procedimento em todas

as componentes de u. O
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Suponha que, fixado um estado 4, deseja-se encontrar o conjunto de estados que
pode ser conectado a @ através de uma descontinuidade, ou seja, que satisfaz a Eq. (2.16).
Tal problema resulta em um sistema com m equacgoes e m—+1 incognitas, ja que a velocidade
s também ¢é desconhecida. Portanto, sao esperados conjuntos de solugoes a um parametro.
Para f suficientemente suave, foi provado em [22, 20| que estes conjuntos sao, na verdade,
m curvas em uma vizinhanca de 4. Estas curvas admitem parametrizacoes diferenciaveis
e a fungdo s sobre as curvas também é diferenciavel. A andlise que segue, considera este

caso particular.

Seja 1, uma parametrizacao de uma das m curvas de pontos que satisfazem a
Eq. (2.16) tal que @,(0) = @. Se s,(€) é a funcao velocidade para cada ponto da curva

correspondente, a condicao de Rankine-Hugoniot se transforma em

F(ax(§)) — f(@) = sp(&)(ar(§) — a). (2.21)
Ao avaliar a derivada da expressao acima no ponto & = 0, obtém-se
F1(@)a},(0) = sx(0);,(0), (2.22)

de tal forma que o autovalor 74 (@) é tangente a curva parametrizada por @ em £ = 0,

sendo esta curva associada a k-familia. Além disso, sx(0) = A\x(@).

Cada curva é denominada curva de Hugoniot e o conjunto de curvas é denomi-
nado Hugoniot locus do ponto 4. Todo ponto pertencente a k-ésima curva de Hugoniot

pode ser conectado ao ponto 4 através de um choque.

Apesar de o Hugoniot locus fornecer todos os estados atingiveis a partir de um
estado fixo, somente parte destes resultam em solugoes entropicas. Para apresentar as

condigbes de entropia propostas em [22] a seguinte defini¢ao é necesséria.

Definigao 2.1.3 (N&o linearidade genuina). O k-ésimo campo de autovalores caracteristi-

cos ¢ dito genuinamente nao linear se
!/
A (u) - ri(u) #0, Vu (2.23)
Em outras palavras, um campo \; é genuinamente nao linear se a fun¢ao é mondtona
crescente ou decrescente sobre qualquer curva integral do campo vetorial 7.

Defini¢ao 2.1.4 (Condigbes de entropia segundo Lax [22]). Se o k-ésimo campo de
autovalores caracteristicos é genuinamente nao linear, uma descontinuidade (u;,u,) é

admissivel segundo Lax se satisfaz
)\k(ul) >8> )\k(ur), (224)

onde s é a velocidade da descontinuidade.

Esta condi¢ao impoe que as caracteristicas em uma descontinuidade devem convergir

para que a solucao seja entrépica, o que caracteriza a descontinuidade de choque.
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2.1.4 Ondas de contato

Em [2], uma condi¢do de entropia que trata de descontinuidades de contato foi

apresentada. Para tanto, uma outra definicdo é necessaria.

Definigao 2.1.5 (Linearidade degenerada). O k-ésimo campo de autovalores caracteristi-

cos ¢ dito linearmente degenerado se

Np(u) - ri(u) =0, Vu (2.25)

Em outras palavras, um campo A é linearmente degenerado se a funcao é constante

sobre qualquer curva integral do campo vetorial r;. O seguinte resultado é valido.

Teorema 2.1.1. Seja o k-ésimo campo de velocidades caracteristicas, linearmente de-
generado. Se w; e w, pertencem a mesma curva integral de ry, entao estes estados sao

conectados por uma descontinuidade neste campo.

Demonstracdo. Suponha que u; e u, pertencam a mesma curva integral de r;. Tome uma

parametrizacao @y desta curva onde @ (0) = u; e Gg(1l) = u,. Entéo

F(@r (), () = Me(@r () (§) = (f 0 @) (§) = Me(@(8)) T (€)- (2.26)

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo no intervalo [0, 1] obtém-se

1

Flauy) = Flu) = (F @) (©)], = [ Me(@e(€)i(€) e (2.27)

Como o k-ésimo campo de velocidades caracteristicas é linearmente degenerado,
entdo A\ é constante ao longo da curva integral. Portanto, sendo s = \x(u;) e aplicando

novamente o Teorema Fundamental do Célculo, obtém-se
1
Flu,) — fu) = 5/0 @l (€) A€ = s(u, — w). (2.28)

Como wu; e u, satisfazem a condigao de Rankine-Hugoniot utilizando s = A\ (w;),
entao estes podem ser conectados por uma descontinuidade que se move com velocidade
S. O

Observagao 2.1.1. Em [2], é comentado que a volta do Teorema 2.1.1 também é valida.

Uma descontinuidade neste tipo de campo é chamada de descontinuidade de
contato, caracterizada pelas curvas caracteristicas entre os estados limites serem paralelas.

A condigdo de entropia de Lax [22] é modificada na definicdo que segue.

Definigao 2.1.6 (Condigoes de entropia segundo [2, 22]). Se o k-ésimo campo de au-
tovalores caracteristicos é genuinamente nao linear ou linearmente degenerado, uma

descontinuidade (u;, u,) é admissivel se satisfaz
)\k(ul) 2 S 2 )\k<u7~), (229)

onde s é a velocidade da descontinuidade.
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2.1.5 Ondas de rarefagao e as curvas integrais

Uma onda de rarefagao é uma funcao continua da forma

u, X < €1t7
u(z,t) ={w(z/t), &t <z <&t (2.30)
uy, x> &t

A funcao w caracteriza a onda e deve ser determinada para cada tipo de equagao. No-
vamente, suponha f suficientemente suave para os cdlculos seguintes. Ao derivar w no

tempo e espago e substituir o resultado na lei de conservacao (2.1), obtém-se
xr 1 / / o
—t—Z'w (x/t) + ;f (w(z/t))w'(z/t) = 0. (2.31)
Reorganizando os termos e denotando & = x/t, obtém-se

Fw(@))w'(€) = &w'(§). (2.32)

Como ¢é esperado que a funcao w seja suave e conecte os dois extremos do salto,
assume-se que w'(£) # 0, ou seja, w'(£) é proporcional a algum autovetor r;(w(¢)). Como
os autovetores sao linearmente independentes, w’(£) deve ser proporcional a apenas um
dos m autovetores, de modo que w(&) reside na curva integral de 7, para uma tUnica

k-familia.

Para haver onda de rarefagao entre dois estados u; e w, em uma mesma curva
integral da k-familia, é necessario que £ seja monotonamente crescente ou decrescente

entre os estados. Note que a relagao

§ = Ae(w(§)) (2.33)

¢é valida, de modo que a monotonicidade de A sobre a curva integral é equivalente a
monotonicidade do parametro £. Para os casos de nao linearidade genuina do k-campo de
autovalores, w(¢) é uma parametriza¢ao da respectiva curva integral do autovetor ry, e,

como a caracteristica deste tipo de onda é que as curvas caracteristicas se abrem,

)\k(ul) < )\k(ul). (234)
Os detalhes do célculo da expressao de w(&) sdo mostrados em [2].

2.1.6 Solucao de um problema de Riemann geral

Para encontrar a solugao de um problema de Riemann geral, com estados finais
u; e u,, deve-se determinar a sequéncia de ondas, e respectivos estados intermediarios,
presentes. Para que a sequéncia seja véalida, é necessario que as velocidades caracteristicas

dos pontos intermediarios seja crescente de u; a w,..
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Nas secoes 4.2 e 4.3, a teoria de Leis de Conservacao é aplicada em modelos de
ISC, onde as quantidades conservadas sdo a temperatura e o nimero de mols da mistura

gasosa, de oxigénio e de combustivel.

2.2 ONDAS VIAJANTES

Ondas viajantes sao solugdes de equagoes diferenciais parciais (EDPs) de evolugao
que possuem um perfil que é transportado no tempo a velocidade constante. Tais ondas
aparecem em diversos problemas fisicos e, por isso, é possivel encontrar na literatura
diversos trabalhos que abordam o assunto [23] e outros que aplicam essa teoria em
problemas especificos [14, 13]|. Dentre os tépicos estudados na teoria de ondas viajantes
estao a determinacao de existéncia e da velocidade de propagacao de uma onda deste tipo
e verificacao da estabilidade de solucoes desta forma. Na Secao 4.2, a teoria de ondas
viajantes serd aplicada no modelo de ISC com pressao constante para determinagao de

parametros invariantes na onda de combustao.

Definig¢ao 2.2.1 (Solugao na forma de uma onda viajante). Considere um sistema EDPs
no dominio espago-tempo. Uma solugao na forma de uma onda viajante para o sistema ¢é

uma funcao v : R x R, — R™ que satisfaz
u(z,t) =w(x — Vi), (2.35)

onde w : R — R™ ¢ a frente de onda e a constante V é a velocidade da onda.

A ideia béasica para se encontrar uma solucao na forma de onda viajante consiste
em definir a variavel £ = x — V¢, chamada de variavel viajante, e transformar o sistema
de EDPs em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Por exemplo, procurar uma

solugao na forma de uma onda viajante para o sistema
Ovu(z,t) + Opu(x,t) = Oppu(z, t) + f(u(z,t)), (2.36)
consiste em encontrar w que satisfaca

—Vw'(§) + w'(§) = w"(§) + f(w(§)). (2.37)

A fim de simplificar a notagao, nao é feita distin¢ao entre os simbolos u e w, e
apenas sao feitas as substituigoes das derivadas 9, e 9; por d/d€ e =V d/d€, respectivamente,

na EDP. Para que esteja bem definida, a frente de onda deve ter limites constantes

lim (&) = u, (2.38)

E—+o0
onde u; # u_. Além disso, ao derivar a expressao acima, os limites para as derivadas de
u sao obtidos
lim «'(§) = lim u"(§) =0. (2.39)

E—+oo E—+oo
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2.3 PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIDADE

Diversos modelos presentes em diferentes campos da ciéncia, tais como engenharia,
fisica, economia e biologia, podem ser reescritos como problemas de complementaridade.
Em alguns casos, a modelagem de problemas via complementaridade pode facilitar a
solucdo dos mesmos. Este é o caso de certos problemas de fronteira mével implicita,
onde, transformando o modelo em um problema de complementaridade, é possivel definir
um dominio fixo para o problema [24]. Outra caracteristica interessante deste tipo de
formulagao é que algumas restrigoes fisicas podem ser incorporadas nas desigualdades do

problema de complementaridade [18].

Defini¢ao 2.3.1 (Produto de Hadamard). O produto de Hadamard entre x,y € R™,

denotado pelo simbolo “e”, é definido por:

T1Y1
Xz

zey—| " | erm (2.40)
TmYm

Definig¢ao 2.3.2 (Problema de complementaridade). Seja F': D C R™ — R™ uma fungao

vetorial. Um problema de complementaridade consiste em determinar € R™ tal que

F(x) >0, (2.41)
x>0, (2.42)
xe F(x)=0. (2.43)

A notacao de desigualdades com vetores é usual em problemas deste tipo e significa
que cada componente do vetor atende a desigualdade considerada. Este tipo de problema
é geralmente associado a sigla NCP (Nonlinear Complementarity Problem) ja que os casos
mais interessantes ocorrem quando F' é um operador nao linear. Apesar de a defini¢ao do
NCP utilizar o produto de Hadamard como operador, este problema também pode ser

definido utilizando outros tipos de produto como, por exemplo, o produto escalar em R™.

Defini¢ao 2.3.3 (Regido de viabilidade para o NCP). A regido de viabilidade para a

Eq. (2.3.2) consiste no seguinte conjunto:
T={xecR" >0, F(x) > 0}. (2.44)
Os pontos em T sdo chamados de pontos viaveis. Caso um ponto satisfaga as

desigualdades estritas: & > 0, F'(x) > 0, este sera dito ponto estritamente viavel.

Definig¢ao 2.3.4 (Direcao vidvel para o NCP). Uma direcao d € R™ é vidvel em € T
se existe 0 > 0 tal que  +td € T, para todo t € [0, 9).
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3 METODOS NUMERICOS

Neste capitulo serao apresentados os métodos numéricos utilizados para simular os

modelos descritos nos capitulo seguintes.

3.1 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

O método de elementos finitos consiste de uma técnica geral para solu¢ao numérica
de equagoes diferenciais e integrais. Este foi introduzido por engenheiros no fim da década

de 50 e inicio da década de 60 para solugao numérica de problemas em estruturas.

A ideia bésica da maioria dos métodos numéricos para equacoes diferenciais consiste
em discretizar a equacdo, ou sistema de equagoes, de tal forma que possa ser implementado
e resolvido numericamente. A forma classica de discretizagdo de uma equagao diferencial
¢é conhecida como método de diferencas finitas, onde as derivadas das equagoes do modelo

sao substituidas por equacoes de diferencas.

No caso da discretizacao por elementos finitos, inicia-se transformando o problema
em um problema variacional correspondente. Para algumas equacoes elipticas, o problema

variacional associado consiste em
Encontrar u € V' tal que F(u) < F(v) para todo v € V| (M)

onde V' é um conjunto de fungoes admissiveis e F' : V' — R é o funcional energia associado
ao problema. Como em geral V' tem dimensao infinita, o problema (M) nao pode ser
facilmente resolvido. A ideia é resolver o problema em um subconjunto V,, C V, que

depende de um numero finito de parametros, levando ao problema discreto:
Encontrar u, € Vj, tal que F(up) < F(vy) para todo vy, € V, (My,)

que é, entao, resolvido numericamente. Espera-se que a solugao uy seja uma aproximagcao

suficientemente boa da solucao u.

Segundo [25], resolver uma equacao diferencial ou integral usando o MEF consiste

em seguir basicamente os seguintes passos:

1. Formulacgao variacional para o problema,
2. Discretizacao usando MEF': construcao do espaco Vj, de dimensao finita,
3. Solucao do problema discreto,

4. Implementacao do método em um computador.

O processo de discretizacao através de problemas variacionais de minimizagao, como

feito acima, é conhecido como método de Ritz-Galerkin, criado no inicio do século XX. O



31

MEF utilizado neste trabalho é baseado no método de Galerkin, que tem a caracteristica

de utilizar formulagoes variacionais mais gerais e serd explicado a seguir.

Quando comparado ao método de diferencas finitas, o MEF apresenta a vantagem
de que geometrias complicadas, condi¢oes de fronteira gerais e propriedades nao lineares
podem ser tratadas de forma relativamente facil. Além disso, o MEF tem uma fundamen-
tagao tedrica bem estabelecida que fornece maior confiabilidade possibilitando a analise

matematica e estimativa de erro da solu¢ao aproximada, na maioria dos casos.

A proéxima subsecao apresenta o Método de Galerkin, utilizado na construcao da
formulagao variacional para os problemas dos préximos capitulos. Na ultima subsecgao,

serao apresentados os espacos de dimensao finita utilizados nas simulagoes deste trabalho.

3.1.1 O método de Galerkin

O método de Galerkin é uma técnica utilizada para obtencao de solugdes apro-
ximadas de problemas envolvendo equacgoes diferenciais e integrais. Este foi proposto
inicialmente como uma generalizacao do método de Ritz em [26], na qual reduz a de-
pendéncia do tipo de forma variacional do problema, possibilitando a aplicagdo em um
conjunto maior de problemas e a criacao de novas formulacoes variacionais. O método
de Galerkin é conhecido também como método de Bubnov-Galerkin, ja que I. G. Bubnov

desenvolveu uma metodologia similar anos antes da publicagao do artigo [27].

Observagao 3.1.1. No trabalho original [26], o método é aplicado na solugdo de problemas
estruturais em vigas e placas. Um dos problemas abordados foi o de encontrar a solugao

para equacao da linha elastica

,1'4 Y y Y
com as devidas COHdiQGGS de fronteira, onde F e I sdo o mdédulo de elasticidade e momento

de inércia da viga. Para tanto, foi definida uma funcao
y=>_a;p;(x), (3.2)
j=1

onde cada funcao ¢; satisfaz as condicoes de fronteira do problema e os coeficientes a; sao
desconhecidos. A funcao foi, entdo, substituida na Eq. (3.1), resultando em
n

EI ; a Cizxij (z) = F(). (3.3)

Ao multiplicar ambos os lados da equagao obtida pelas préprias fungoes ¢; e integrar no

comprimento da barra, foram obtidas n equagoes da forma
n d430j )
Jj=1

das quais é possivel determinar os coeficientes a;.
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Em trabalhos mais recentes [25], o método de Galerkin é dividido nas seguintes

etapas:

1. Criacdo de uma formulagao fraca para o problema em um espago V' de fungoes teste.
Esta formulacao é obtida através da multiplicacao das equagodes que descrevem o

modelo por uma fungao de V' e integragdo no dominio do problema;

2. Criacao do problema discreto em um subespaco de dimensao finita de V', denotado

por Vj,. Onde é definida a fungao de aproximacao, como na Eq. (3.2);

3. Resolucao do problema discreto, encontrando uma aproximagao da solugcao do

problema inicial.

3.1.2 Discretizacao pelo método de elementos finitos

Uma etapa importante do MEF é a escolha dos espacos de dimensao finita V,
chamados de espacgos de elementos finitos. Tal escolha depende da formulacao variacional
utilizada, regularidade requerida da solucao aproximada, erro da aproximagao, etc. Para
exemplificar, serdo apresentados os espagos V), que serao utilizados nos capitulos 5 e 6.
Considere que as funcdes relacionadas ao problema estdo definidas em um aberto Q C R,

com fronteira poligonal.

No MEF, um elemento ¢ um subconjunto de Q com caracteristicas geométricas
especificas. Para o caso unidimensional os elementos sao intervalos; no caso bidimensional,
os elementos mais comuns sao triangulos e quadrilateros; e para o caso tridimensional,
geralmente sao utilizados tetraedros e hexaedros. As formulagoes discretas do Capitulo 5
utilizam elementos retangulares para o caso bidimensional e, portanto, vértices dos

elementos estdo bem definidos.

Definigao 3.1.1 (Triangula¢do). Uma triangulagao T}, = {K;}i¢; de Q é um conjunto de

elementos que satisfaz as propriedades:

1. A unido dos elementos é igual a Q;
2. O interior de dois elementos distintos nao tem pontos em comum,;

3. Os vértices de um elemento podem apenas intersectar vértices de outros elementos.
Segundo [25], para definir um espago de elementos finitos V}, é necessario especificar

1. uma triangulagao T}, para o dominio §2;
2. a natureza das funcoes v € Vj, em cada elemento K € T;

3. os parametros a serem usados para descrever as funcoes.
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O primeiro passo ja foi comentado acima. Nos capitulos 5 e 6 sao simulados
problemas unidimensionais e bidimensionais utilizando o MEF para a discretizacao espacial
do modelo. Para estes problemas, é interessante que as fungoes obtidas pertencam ao
espago H'(Q), fato que é levado em conta na construgao dos espagos de elementos finitos.
Apesar de serem necessarios diferentes espagos, em todos os casos os espagos Vj, escolhidos
sao conjuntos de fungoes: continuas; que se anulam em uma parte da fronteira do dominio,
denotada por I'y C 0f2; e cuja restricao a cada elemento K € T} é um polindmio com
entradas em (). Neste trabalho, considere que a fronteira I'y é composta por caminhos

poligonais cujos extremos sao vértices dos elementos.

Se 2 C R, defina
P(K)={v:Q—=R; v(zr)=ar+0b, a,b € R}, VK €T. (3.5)
Para o outro caso, ) C R?, defina

Q1(K)={v:Q—=>R; v(z,y) =axy+bxr+cy+d, a,b,c,d e R}, VK €T, (3.6

Seja {x;}:7, o conjunto dos n, vértices gerados pela triangulagao. Para cada vértice
x; que nao pertenca a I'y, defina a fungao ¢; € V}, da forma:

1, sei =7

0, sei#7j
O conjunto 3, formado pelas fungoes ¢; definidas anteriormente, é base para o espago
Vi. A escolha desta tipo de base constitui o terceiro passo da construcao do espaco de

elementos finitos V3.

Com esta escolha de base, as matrizes geradas durante a aplicagdo do MEF
sao esparsas e, dependendo da escolha de numeracao dos vértices, sao favoraveis ao
armazenamento skyline ou em banda, o que diminui o espago de armazenamento e
proporciona a aplicacdo de algoritmos numéricos especificos. Para mais detalhes, veja
[25]. Além disso, para diversos problemas, essas matrizes sdo simétricas, ou até positivas
definidas, o que permite a utilizacdo de técnicas numéricas mais eficientes na resolucao de

sistemas lineares correspondentes.

3.2 SOBRE A CONVERGENCIA DOS METODOS ITERATIVOS

A maioria dos métodos de resolucao de sistemas nao lineares sdo iterativos e,
neste caso, geram uma sequéncia (€¥)ren que espera-se convergir para uma solucao z* do

problema.

Definigao 3.2.1 (Convergéncia local). Um método iterativo é dito localmente convergente

se existe € > 0 tal que o algoritmo seja capaz de gerar uma sequéncia de pontos que
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0.51

Figura 6 — Gréfico da funcao base ¢, para os casos unidimensional (a) e bidimensional (b).

converge para uma solucdo x* do problema, para qualquer ponto inicial 2° que satisfaca

|20 — x*| < e.

Definigao 3.2.2 (Convergéncia global). Um método iterativo é dito globalmente conver-
gente se é capaz de gerar uma sequéncia de pontos que converge para uma solucao x* do

problema, para qualquer ponto inicial 2° dado.

A fim de comparar a eficiéncia de diferentes métodos iterativos, é necessario definir

k

a ordem de convergéncia dos mesmos. Denote por e, = " — x* o erro da iteragao k da

sequéncia gerada pelo método.

Definig¢ao 3.2.3 (Método iterativo convergente). Um método iterativo é convergente de

ordem 7 > 0 se a sequéncia gerada por este satisfaz

lim &1 _ o (3.8)

para uma dada constante C' > 0. A taxa de convergéncia ¢é dita: linear,ser =1e¢ C < 1,

superlinear, se 1 < r < 2, e quadratica, se r = 2.

3.3 METODO DE NEWTON

O Método de Newton, também conhecido como Método de Newton-Raphson, é um
método numérico iterativo utilizado para encontrar sucessivas aproximagcoes para raizes

(ou zeros) de fungoes.

Dada uma funcao f : R™ — R", deseja-se encontrar um ponto & € R" que seja
raiz de f, ou seja, tal que f(x) = 0. Suponha que na iteracdo k > 0 deseja-se, a partir de
um ponto inicial ¥, encontrar uma aproximacao x* para a raiz . Supondo que f seja

k—

diferencidvel em x*~!, para todo h € R", tem-se

F@ 4+ h) = f(@") + T )h + o(h). (3.9)
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A ideia do método é bem simples. Desconsidere o termo o(h) e suponha que o

ponto ¥ = x*~! + h é uma raiz de f, ou seja,

0= f(z* ')+ Js(=")h. (3.10)

Um pseudocddigo para o Método de Newton é apresentado na Fig. 1.

Algoritmo 1: Método de Newton
Entrada: f, x, € R™.

1 inicio

2 k <+ 0;

3 enquanto condicao de parada nao € satisfeita faga
4 k+—k+1;

5 Resolver o sistema linear Js(x*"1)h = — f(x"1);
6 xF — ¥ + h;

7 fim enquanto

8 retorna x*;

9 fin

Figura 7 — Exemplo de pseudocddigo para o Método de Newton.

Sob certas hipoteses sobre a funcao f, dado um ponto inicial x, suficientemente
préximo de uma raiz @, o Método de Newton gera uma sequéncia (z*)ren que converge
para . Em geral, a convergéncia assintética obtida pelo método é quadratica. Apesar de
apresentar boas estimativas de convergéncia, algumas desvantagens do método de Newton

devem ser consideradas:

o Para a convergéncia do método, é necessario um ponto inicial em uma vizinhanca da
solugao desejada [28]. Além de nao ser conhecido o quao préximo de uma solucao se
deve tomar tal ponto, muitas das vezes nao se sabe em que lugar do espaco de busca
a solugao desejada se encontra. Portanto, o método deve ser utilizado quando se

tem uma boa estimativa de chute inicial.

o Em cada iteragao, é necessario o calculo da matriz jacobiana de f, além da avaliagao
da propria funcao f no ponto da iteracao anterior. Este calculo pode ser muito
custoso, chegando a n? avaliacdes em sistemas nao lineares em que as componentes
da funcao f dependem de todas as variaveis. Além disso, uma resolucao de sistema

linear é necessaria a cada iteragao.

O Método de Newton é utilizado neste trabalho para a resolucao de sistemas nao
lineares resultantes de discretizagoes dos capitulos 5 e 6. Como os sistemas resultam de
passos dados no tempo, o resultado do passo anterior é utilizado como chute inicial para o

Método de Newton de um dado passo de tempo.
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3.4 ALGORITMO FDA-NCP

O FDA-NCP é um algoritmo iterativo de ponto interior criado para resolver NCPs,
Definigao 2.3.2. Em cada iteracao, a partir de um ponto viavel, o algoritmo calcula uma
direcao vidvel e descendente para a funcao W, que é a funcao potencial associada ao
problema, e procura um novo ponto viavel nesta direcdo. O processo continua até que
algum critério de parada seja satisfeito. Este algoritmo foi proposto em [29], veja também
[30, 31] e o algoritmo de ponto interior por arcos vidveis (Feasible Arc Interior Point
Algorithm) em [32].

Seja um NCP com funcao associada F': R" — R” e defina a funcao H : R — R"
com a lei H(x) = z o F(x). Se T ¢é a regiao de viabilidade, este NCP é equivalente a:
Encontrar x € T tal que H(x) = 0.

Se F' ¢ diferenciavel entao

Hi(z) = Fi(x)e; + x;F} (x) (3.11)

ou, de outra maneira,
Ju(x) = diag(F(x)) + diag(x)J p(x), (3.12)
onde diag(x) representa uma matriz diagonal onde [diag(x)];:) = x;, para todo i =

1, ,n.

Para a iteracao k do algoritmo, a direcao de Newton d]f ¢é definida pela resolucao

do sistema linear matricial

Ju(xzh)dy = —H(z"). (3.13)

Como foi observado em [29], a utilizacdo de apenas a diregdo de Newton nao
garante a viabilidade dos pontos encontrados. Com esta motivacao, é defina a direcao de

restauracao d’g pela resolucao do sistema linear matricial
Ju(a")d; = pE, (3.14)

onde p, € R é um escalar positivo fixado e E € R™ é o vetor com entradas F; = 1. A
direcdo de busca d* é definida pela soma das direcoes de Newton e de restauracio, de

modo que
Ju(xhd" = —H(z") + p. E. (3.15)

Para verificar a viabilidade da direcio d”, considere a seguinte proposicao valida

em um NCP [33].

Proposicao 3.4.1. Sejam d € R" ex € 1. Se a direcio d satisfaz as condigoes:

1. d;>0sex;=0c¢
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2. Fl/(x)-d >0 se Fi(x) =0,
entao d € uma direcao vidvel no ponto x.

Suponha que J g (x¥) seja inversivel. Entdo, a i-ésima linha da Eq. (3.15), dada
por
[Fy(x")e; + 2 F/(xh)] - d¥ = =2 Fy(2%) + py, (3.16)

implica que Fj(z¥) > 0 ou z¥ > 0.

Pk

1. Se zF = 0 entdo d¥ = F(h)

>0e

2. Se Fj(2*) = 0 entdo F!(x)-d* = Pk

|
V
o

Segue da Proposicao 3.4.1 que d* é viavel.

=0

Solugao

Regiao
viavel

Figura 8 — Célculo da diregao vidvel pelo algoritmo FDA-NCP. (Fonte: [3])

A funcao potencial associada ao algoritmo FDA-NCP é definida por

U(z) =z F(x). (3.17)

Sejam py € (0,400) e 5 € [1,2]. Foi provado em [29] que escolhendo

U (k)8
Pk = Po <n ) , (3.18)

a direcdo d* é descendente para a funcéo potencial U sempre que po¥(xF)P~1 < 1.

Portanto, a cada iteragao k, o algoritmo FDA-NCP gera uma direcao viavel e
descendente para a funcéo potencial U chamada de d* a partir da Eq. 3.15, desde que
J i (x*) seja inversivel e po¥(2*)?~! < 1. Uma busca é realizada nesta direcdo a partir do

ponto ¥ a fim de encontrar um ponto em x**! € T que reduza o valor de W.
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O passo da busca deve ser escolhido com cuidado, pois o algoritmo pode nao gerar

2

uma sequéncia adequada. Como exemplo, suponha ¥ (x) = z*, cujo unico ponto minimo é

x* = 0. A sequéncia definida por
e =1+1/k, k>1, (3.19)
pode ser gerada pelo algoritmo ja que
V() = (14+1/(k+1)* < (14 1/k)* = U(a"). (3.20)
Porém % — 1.

Para impedir este efeito, é utilizada a condicao
U (2t = U(xh 4 t,.d") < U(xh) + V' (xF) - d” (3.21)

em cada iteracao, onde n € (0,1) é uma constante e 5 é o tamanho do passo em relagao a
direcdo d*. Esta condicdo ¢ chamada de condi¢do de Armijo, também conhecida como

condigao de decréscimo suficiente.

Observe que, como d* é uma direcao de decida, tynf'(z*) - d* < 0 e, portanto, a
condicdo de Armijo implica que o ponto **! reduz o valor de ¥. A condicdo de Armijo
impede a efetivagao de passos grandes com pouco decréscimo para a funcao W. Assim
como feito em [29], serd utilizada a busca de Armijo para encontrar o ponto *™!. Um

pseudocddigo para o algoritmo FDA-NCP ¢ apresentado na Fig. 1.

Algoritmo 2: FDA-NCP
Entrada: py >0, 8 € [1,2], F, 2 € T.

1 inicio
2 k < 0;
3 enquanto condicao de parada ndo € satisfeita faga
4 pr; < 7p0\1j(mk)ﬁ;
n
5 Resolver o sistema linear Jg(x*)d"” = —H (x*) + p, E;
6 Busca de Armijo para encontrar x**1;
7 k+—k+1;
8 fim enquanto
9 retorna x*;
10 fin

Figura 9 — Exemplo de pseudocédigo para o algoritmo FDA-NCP.

O algoritmo FDA-NCP ¢ utilizado neste trabalho para a resolu¢do de NCPs
resultantes da discretizacao do capitulo 6. Como os problemas resultam de passos dados
no tempo, o resultado do passo anterior é utilizado como chute inicial para o algoritmo

FDA-NCP aplicado em um dado passo de tempo.
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3.4.1 Resultados de convergéncia

Uma vez apresentada a ideia geral do algoritmo, sao apresentados alguns resultados
de convergéncia do algoritmo FDA-NCP. Para cada constante ¢ € R positiva, defina o
conjunto

T.={xecX; U(x)<c}. (3.22)
Sao adotadas as seguintes hipoteses:

1. Existe um ntimero ¢ > 0 tal que o conjunto T, é compacto e tem interior ndo vazio.

o
Além disso, cada x € T é estritamente viavel.

2. As fungoes F; sao de classe C'(Y,) e F' é localmente Lipschitziana em T., com
constante de Lipschitz vy positiva, ou seja, para cada z € Y., existe um aberto
V., C T, tal que

Fz)- Fy) <wlz—yl, Veyel (3.23)
3. A matriz Jg(x) tem inversa para todo x € T..

De forma resumida, note que a primeira hipotese garante a existéncia de pontos
estritamente vidveis em Y.. A terceira hipdtese garante que as componentes de e F'(x)

nao se anulam simultaneamente em Y., além de a Eq. (3.15) possuir solu¢ao unica.

Pela segunda hipétese tem-se H € [C'(T,.)]" e entdao Jg é continua. Como a
operacao de inversao de matrizes é de classe C*°, entao inv o J g também é continua. A
primeira hipétese indica que 1. é compacto, entao pelo Teorema de Weierstrass existem

constantes positivas kg, k tais que:

Tu(2)| < ko, | Ju() | <k  VazeT, (3.24)

Foi provado em [29], que dado um ponto inicial &, estritamente vidvel em Y., existe
uma subsequéncia de (2*)2,, gerada pelo algoritmo FDA-NCP, que converge para uma

solucao do NCP. O que é um resultado de convergéncia global para o método.

No mesmo trabalho foi provado o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 (Convergéncia assintética). Considere uma sequéncia (x¥)3°,, gerada

pelo algoritmo FDA-NCP, que converge para uma solucio x* do NCP. Entdo:

1. Tomando B € (1,2), entdo t, = 1 para k suficientemente grande e a taza de

convergéncia do algoritmo é superlinear.

2. Se p=2 et =1 para k suficientemente grande, entdo a taxa de convergéncia do

algoritmo é quadrdtica.
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E interessante notar que o NCP é um problema de otimizacdo com restricoes e,
portanto, um método que utiliza simplesmente a direcdo de Newton pode ser aplicado
para resolvé-lo. No entanto, utilizar o algoritmo FDA-NCP é vantajoso, visto que exis-

tem resultados de convergéncia global para este método, desde que as hipdteses feitas

anteriormente sejam satisfeitas.
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4 MODELOS PARA COMBUSTAO IN SITU

Este capitulo tem o objetivo de apresentar o modelo geral para o problema de ISC
e alguns casos particulares, onde é possivel realizar uma analise matematica mais apurada

e obter algumas estimativas analiticas.

4.1 MODELO GERAL

Considere o processo de injecao de ar em um meio poroso que encontra-se inicial-
mente preenchido por um gés nao reativo e por combustivel imoével, que pode ser sélido ou
liquido em baixas saturagoes. O oxigénio presente no ar reage com o combustivel, gerando
calor que é acumulado pelo proprio gas e pela rocha. Considere que apenas uma parte
pequena do espaco vazio do meio poroso é preenchida por combustivel, de modo que a

porosidade do meio nao ¢ afetada pela reagdo quimica.

O modelo a ser descrito representa o escoamento monofasico de um fluido Newtoni-
ano, no qual o fluxo massico devido a dispersao e difusao sao pequenos quando comparados
a0 fluxo massico advectivo. E adotada a hipdtese de equilibrio térmico local, ou seja, todas
as fases (combustivel, gas e rocha) compartilham a uma mesma fun¢ao temperatura. Além
disso, perdas térmicas sao desconsideradas, o que é uma hipdtese razoavel para o processo

de ISC em escala de reservatorios.

Sejam t € R, e & € R™ as coordenadas no tempo e espago. As principais varidveis
dependentes sdo: temperatura, T'(x,t) (kelvin); fragdo molar de oxigénio, Y (x,t) (mols de
oxigénio por mols de gés); concentragao molar de combustivel, ps(x,t) (mols de combustivel

por metro cibico); e densidade molar do gas, p(x,t) (mols de gas por metro ctbico).

4.1.1 Sobre as leis de balan¢o molar dos gases

No processo de ISC, a mistura gasosa contida no reservatério transporta o gas
oxigénio nela contida. Seguindo [34], o balan¢o molar do oxigénio na fase gasosa é
Y
0¥ p) +V - \Ypu = p,DV | 7 | | = —poW, (4.1)

g

onde ¢ ¢ a porosidade do meio; p, p,, M, e u sao a densidade molar, a massa especifica,
a massa molar e a velocidade média do gas, respectivamente; D é o tensor de difusao-
dispersao de oxigénio no meio poroso; pp € o coeficiente estequiométrico da reagdo para
0 oxigénio, que representa o niimero de mols de oxigénio consumidos pela combustao de
cada mol de combustivel; e W é a taxa de reacao, que representa taxa de variacao da

concentracao molar de combustivel pela combustao. Note que a relagao p, = Myp é valida.

A lei de balanco de massa da mistura gasosa é

at(¢pg) +V- (pgu) = pg MW, (4'2)
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onde ji4 é 0 coeficiente estequiométrico da reacao para o gas, ou seja, representa o nimero

de mols adicionados a fase gasosa pela combustao de cada mol de combustivel.

Neste modelo, consideramos que o ar injetado no meio é composto por aproxima-
damente 80% de gas inerte e 20% de gés oxigénio e que a combustao ocorre segundo a
reacao exotérmica simplificada

Como a cada mol de combustivel queimado, um mol de gas oxigénio é consumido, o = 1.

A partir da analise quimica da fase gasosa em todas as etapas do processo de
combustao, percebe-se que a massa molar do gas varia de, aproximadamente, 28.02 g/mol
(100% de Nj) a 31.22 g/mol (80% de Ny e 20% de COs), onde a massa molar do ar é de,
aproximadamente, 28.82 g/mol. Como a varia¢do na massa molar é pequena em relagao a
massa molar média, em torno de 5.4%, o modelo considerado utiliza a hipétese de que a
massa molar do gas M, ¢ uma constante. Neste caso, também nao ha altera¢ao no nimero
de mols do gas através da reacao de combustao, ou seja, j, = 0. As equagdes (4.1) e (4.2)

se simplificam a

(Y p)+ V- (Ypu—pDVY)=-W e (4.4)
0.(69) +V - (o) = 0. (45)

O tensor de difusao-dispersao no espago ¢é definido em [34] como
D(u) = ¢(dp I + |ul(dIL, + dI1y)), (4.6)

onde d,, é o coeficiente de difusao molecular; d; e d; sao, respectivamente, os coeficientes
de dispersao longitudinal e transversal; |u| é a norma Euclidiana de wu; I1,, é o operador

de projecao ortogonal, dado por

1 T

eIl =1-11,.

Baseando-se no fato de que o escoamento ocorre a velocidades muito baixas, a

dispersao pode ser desconsiderada e entao chega-se a
(DY p) + V- (Ypu) = dpV - (9pVY) — W, (4.8)
onde o coeficiente de d,,, é considerado constante.

4.1.2 Sobre a lei de balango de energia

Em modelos que consideram o fluxo nao isotérmico em meios porosos, é usual

desconsiderar o fluxo de calor através da radiagdo e da gravidade; e a energia cinética do
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gas [34]. Utilizando a lei de balango energético geral [35] e adotando as hipdteses descritas

neste paragrafo, a lei do balango de energia térmica é
O(dpgU + (1 = @)pscsT) + V- (pgHu) =V - (kpVT) + QW, (4.9)

onde k7 é a condutividade térmica total do meio poroso; ps e ¢; sao a massa especifica e
o calor especifico da rocha, respectivamente; U e H sao energia interna por unidade de
massa e entalpia por unidade de massa do gés, respectivamente; e () é a taxa de calor

liberado por mol de combustivel. Neste modelo, a entalpia é expressa por

H=v+2, (4.10)
Pg

onde p representa a pressao do gas.

O gas que preenche o meio é considerado um gas ideal, cuja equacao de estado é

descrita por
p = pRT, (4.11)

onde R é a constante dos gases ideais. Portanto, a Eq. (4.10) pode ser reescrita como

R
H = —T. 4.12
U+ (4.12)

g

Ainda utilizando a hipdtese de gés ideal, tem-se que a energia interna depende

apenas da temperatura [36] e a relacao se da da forma

Cy
U=+ (4.13)

g

onde Cy ¢é o calor especifico molar do gas a volume constante. Como M, foi considerado

constante na secao anterior, utilizando Eq. (4.12), a entalpia é descrita pela funcao

H = ]\?T, (4.14)

g

onde C, = Cy + R ¢é o calor especifico molar do gas a pressao constante.

A Eq. (4.9) pode, entdo, reescrita como

O(pCyvpT + (1 — p)pscsT) +V - (CppTu) =V - (kpVT) + QW. (4.15)

Utilizando dados da Tab. 1, observa-se que a capacidade térmica volumétrica da
rocha (C,, = (1 — ¢)pscs) ¢ muito maior que a capacidade térmica volumétrica do gas
(¢Cyp). Isto pode ser provado com o seguinte calculo, que utiliza pardmetros nativos do

reservatorio e a relagdo C, = (5/2)R que 4 vélida para gases ideais [36]:

OCy pres §¢Rp,~es B § Opres 3 x 0.3 x 101325
(1—@)pscs 2 Cp 2C0nTres 2 x2x 106 x 370

~ 0.006%. (4.16)
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Como ficou evidenciado a pequena influéncia do termo ¢C'y p na acumulacao de calor, este

é desconsiderado. Além disso, C,, sera considerado constante.

Apesar de o objetivo do modelo é conseguir representar meios porosos homogéneos, o
modelo apresentado neste trabalho considera que a condutividade térmica (k) é constante.

Com essas hipdteses adicionais, a Eq. (4.15) é simplificada a

CnOT + C,V - (Tpu) = kr AT + QW. (4.17)

4.1.3 Modelo fisico final

Além das equagoes anteriores, também é utilizada a equacgao
Opy = W (4.18)

que representa o consumo de combustivel e a velocidade média do gas ¢ dada pela lei de
Darcy [34]

1
w= k(YD + ,9) (4.19)

onde p é a viscosidade dinamica do gas, k é o tensor de permeabilidade absoluta do meio

e g ¢ vetor de aceleracao da gravidade.

Para este modelo, os efeitos gravitacionais sao desconsiderados (g = 0), pois as
simulagoes sao realizadas no caso unidimensional, para um tubo na horizontal, e no
caso bidimensional, para um reservatorio cuja altura é pequena em relacao as demais
dimensoes. O meio é considerado isotropico pois, devido ao processo geoldgico da formagao
de reservatorios de petréleo, a permeabilidade nas diregoes horizontais nao apresenta

grandes variagoes. Neste caso, a permeabilidade k é substituida pela funcao escalar .

Para modelar a taxa de variagdo da concentragao molar de combustivel, foi utilizada

a lei de Arrhenius combinada com a Lei de Agao Linear das Massas [37]

exp <_E> , (4.20)

atm
onde puim € a pressao atmosférica, onde sdo medidos a energia de ativacao E e o parametro

pré-exponencial k.

Uma ultima hipoétese simplificadora para o modelo é considerar a porosidade
constante. As equagoes (4.17), (4.8), (4.18), (4.5), (4.11), (4.19) e (4.20), nesta ordem,
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Tabela 1 — Pardmetros dimensionais do modelo e seus valores tipicos.

Simbolo | Descricao Valor Unidade
Cm Capacidade térmica do meio poroso 2x10% | J/(m?.K)
Cp Calor especifico molar do gas a pressao constante | 27.42 J/(mol.K)
kr Condutividade térmica do meio poroso 0.87 J/(m.s.K)
Q Calor contido no coque 4x10° | J/mol

10) Porosidade do meio 0.3 :

dpm Coeficiente de difusao do oxigénio 2x107% | m?/s

R Constante dos gases ideias 8.314 J/(mol.K)
k, Coeficiente pré-exponencial 500 1/s

Datm Pressao atmosférica 101325 | Pa

E Energia de ativagao 58000 | J/mol

R Permeabilidade média do meio 10712 m?

m Viscosidade dindmica média do gas 2x107° | Pa.s

Tres Temperatura nativa do reservatério 370 K

Yinj Fragao de oxigénio no gas de injecao 0.21 :

PYe Concentragao molar de combustivel no reservatério | 372 mol /m?
Pres Pressao natural do reservatorio 101325 | Pa

sao reescritas no seguinte modelo fisico final para o problema de ISC em um meio poroso:

Cod, T + C,V - (pTw) = kr AT + QW, (4.21)
(Y p) +V - (Ypu) = ¢d,,V - (pVY) — W, (4.22)
Ohpy = =W, (4.23)
POhp + V- (pu) =0, (4.24)
p = pRT, (4.25)
w=—"Vp, (4.26)
I

W = kop,Y (_E) (4.27)

= RpPf - exXp RT . .

4.1.4 Adimensionalizacao

Com a finalidade de simplificar a andlise matematica e implementagao numérica,

sdo introduzidas algumas variaveis adimensionais (denotadas por tiles):

-t - x - u T-—1T
t=—, ¢=—, u=—, O= ,
t x* u* o
> Y - pr . p—p P
Y=—, pr==, p= ., p=—. (4.28)
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As quantidades de referéncia escolhidas (denotadas por asteriscos) sao:

*

* * * res * * P
T :Tres7 Y :}/injv pf:pf y D = DPres; P :ﬁ7
Qp; Patm E
Op = s Oy = Dresy U= ( ) 4.29
T c p = Dres kY exp T ( )
ut = i—i, vt = p*u , xt =t

onde T, P € Pres 840 as condigoes nativas do reservatorio para temperatura, concen-
tragao de combustivel e pressao no gas; Yj,; ¢ a fracao de oxigénio no ar; e £ ¢ um valor

médio para permeabilidade do meio. Trabalhando com os parametros, a constante u* pode

[RO: ph 1
* p Ff
= . 4.30

As quantidades de referéncia calculadas para os valores da Tab. 1 sdo mostrados na Tab. 2.

ser calculada através da equacgao

Tabela 2 — Quantidades de referéncia segundo dados da Tab. 1 e calculados através de (4.29).

Simbolo | Valor Unidade
T* 370 K

Y 0.21 .

0} 372 mol /m?
p* 101325 Pa

p* 32.94 mol /m?
5% 74.40 K

5; 101325 Pa

t* 1.470x10% | s

u’ 4.306x107* | m/s

v* 8.006x107% | m/s

¥ 11.77 m

Utilizando as equagoes (4.28) e (4.29) e omitindo os tiles, as equagoes (4.21)-(4.27)

sao escritas na forma adimensional como

50 + ViV - (p(© + O)u) = PiA@ + o, (4.31)
T
DY p)+ 0V - (Ypu) = Plev (YY) — o, (4.32)
dpy = —O, (4.33)
Op+ 0oV - (pu) =0, (4.34)
e
P =Pd (p (1 + ) - 1) ; (4.35)
Oq
u = —AVp, (4.36)
t* P E £
d=—W=p;Y 14— <— > 4.37
’ ps ( pd> Pl " 616, (4.37)
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As constantes adimensionais sao dadas por

T* p* o vt
d 55‘:7 Pa 5;7 er kT ) € dm )
Cop; 0 E
Vp =2 =—L_ £=_ 4.38
T CmY* y 0 ¢p*Y* ) R(S}7 ( )

onde O, e p; sdo a temperatura e pressao do reservatorio escaladas; Per and Pe sao os
nuimeros de Peclet para a difusdao térmica e maéssica; Vr é um parametro relacionado a
velocidade da onda térmica; o é a razao entre as concentragoes de combustivel e comburente;
€ ¢é a energia de ativagao escalada; e A é a mobilidade do gés escalada (ver [38, Sec. 4.9]),

dada pela relagao B
A=HE (4.39)
IR
Apesar de o modelo considerado apresentar as variaveis u e k de forma geral, os
estudos analiticos e numéricos deste trabalho sao realizados apenas para casos onde p é
constante e igual a 1 e k é funcdo do espago. Sendo assim, A é funcao de . Os pardmetros

adimensionais calculados para os valores das tabelas 1 e 2 sao mostrados na Tab. 3.

Tabela 3 — Parametros adimensionais do modelo segundo dados das tabelas 1 e 2 e calculados
através de (4.38).

Simbolo | Descricdo Valor

CF Temperatura do reservatorio escalada 4.973

Dd Pressao do reservatorio escalada 1

Per Numeros de Peclet para a difusao térmica 216.6

Pe Numeros de Peclet para a difusao méssica 47.10

Vo Parametro relacionado a velocidade da onda térmica 2.429%x 1072
o Razao entre as concentragoes de combustivel e comburente | 179.3

E Energia de ativacao escalada 93.77

4.2 MODELO COM PRESSAO CONSTANTE

Considere o caso unidimensional do modelo (4.31)-(4.37), com a hipétese de que a
pressao nao apresenta grandes variagoes durante o processo de combustao e que, portanto,
pode ser igualada a uma pressao prevalecente no reservatério, p. Neste caso, a equagao
relativa a lei de Darcy nao sera mais utilizada. A grande mudanga neste novo modelo é a

relagdo direta entre temperatura e densidade do gés. O sistema adimensional pode ser
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reescrito como

0,0 + Ve, (p(O + O)u) = P;ame + o, (4.40)
(Y p) + 00 (Y pu) = Pleaz(pﬁmY) ey (4.41)
dpr = —, (4.42)
Op + 00:(pu) =0, (4.43)
P P(a(id@d’ (4.44)
O = Pp;Y exp (é’; -5 f @d> , (4.45)

onde P = (D + pa)/pa-

Quando a pressao prevalecente é a pressao atmosférica, P = 1 e, neste caso, o
modelo anterior torna-se equivalente ao descrito em [4], a menos da adimensionalizagao.
Sobre a mesma hipdtese, o modelo anterior torna-se similar ao descrito em [14], porém
neste ultimo, o termo 0,(p(© + O4)u) é substituido pelo termo 9, (pOu). Neste sentido,
as contas apresentadas no presente trabalho generalizam parte dos resultados obtidos em
4, 14].

4.2.1 Ondas da parte hiperbdlica do modelo

A solugao do Sistema (4.40)-(4.44), com condicoes de fronteira gerais, pode ser
descrita como uma sequéncia de ondas [4], que podem ser: ondas térmicas, ondas de
combustivel, ondas de composi¢cao do gas e ondas de combustao, separadas por estados
constantes. Na auséncia de combustao (® = 0), a analise das ondas do modelo pode ser
realizada sob o ponto de vista da teoria de Leis de Conservacao, que foi apresentada na
Secao 2.1. Nesta primeira andlise, o objetivo é avaliar o comportamento das ondas em
tempos grandes e longas distancias e portanto efeitos difusivos podem ser desconsiderados
(0220 = 0,(p0,Y) = 0). Com estas hipoteses, o modelo (4.40)-(4.44) se reduz a

040 + VpO,u = 0, (4.46)

0 (Yp) 4+ 00, (Ypu) =0, (4.47)

Opy =0, (4.48)

Op + 00,(pu) =0, (4.49)

ph =1, (4.50)

onde ) 040, )
PO, '

O seguinte resultado, valido para o Sistema (4.46)-(4.50), foi apresentado em [4],
porém sem a prova detalhada. Para facilitar o entendimento deste resultado, considere o
que U = (@7Kpfvu>'
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Teorema 4.2.1. As velocidades caracteristicas e respectivos vetores caracteristicos do
sistema (4.46)-(4.50) sdo

NiH(U) =0, r?1(U) = (0,0,1,0) (4.52)
N(U) = VTW, ro(U) = (1,0, 0, 1/p+VT/a> (4.53)
M (U) = ou, r”(U) = (0,1,0,0). (4.54)

Demonstragio. Fixado um estado U’ = (©°,Y", pl, u'), os estados U que podem ser
conectados a ele através de uma descontinuidade devem satisfazer as condi¢oes de Rankine-

Hugoniot para o sistema (4.46)-(4.49), ou seja,
Vr(u—u') = s(0 — 0), (4.55)
a(puY — p'u'Y") = s(pY — p'Y"), (4.56)
0 = s(or — p}), (457)
o(pu—pu’) = s(p—p). (4.58)

Da Eq. (4.57), percebe-se que s = 0 ou py = pj.

1. Se s = 0, entdo u = u’ pela Eq. (4.55). Das equagoes (4.50) e (4.58), p = p' e
© = ©' ¢, consequentemente, Y = Y da Eq. (4.56). Portanto, o primeiro campo
de velocidades caracteristicas é A?/(U) = 0 e a curva de Hugoniot associada é
{¢ €R; U' + fes}.

2. Se s # 0, entdo py = p%. Substituindo a Eq. (4.58) na Eq. (4.56) obtém-se
(op'u" 4+ s(p—p"))Y —opu'Y" = s(pY — p'Y") = (ou' —s)(Y —Y") =0. (4.59)

Se s = ou', entdo s é constante ao longo da curva de Hugoniot. Da Eq. (4.58),
tem-se que u = v’ e da Eq. (4.58), © = ©. Portanto, AY (U) = ou é um campo de
velocidades caracteristicas e é constante ao longo da respectiva curva de Hugoniot
{6 €R; U' + ey}

3. Suponha Y =Y’ e p; = p}. Multiplicando a Eq. (4.55) por op'p e utilizando a
Eq. (4.50), obtém-se

oVrp'pu — oVpp'pu' = os(p' — p). (4.60)

Substituindo a Eq. (4.58) nesta tltima e reordenando os termos a relagao é possivel
obter

aVrp'u'(p' — p) = s(p' — p)(o + Vrp'). (4.61)
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Se p = p', entdo © = ©' e u = u' das equagoes (4.50) e (4.55), respectivamente.
Neste caso, U = U’, o que nao configura uma onda. Caso contrario,
u

L 4.62
VT9%+VT/U’ (4.62)

S

entdo s é constante ao longo da respectiva curva de Hugoniot. Note que, substituindo

a ultima expressao na Eq. (4.58), tem-se

' u u’

= = — ,
9+VT/U 91+VT/O'

Portanto, utilizando a Eq. (4.50), \°(U) = VTl/p—i-uVT/a é outra velocidade

caracteristica associada & curva de Hugoniot { ¢ € R; U* + ¢ | 1,0, 0, S
/p+Vr/o

. ut .
=Y (g
v 9Z+VT/0( )

(4.63)

Como as curvas de Hugoniot sdo retas, utilizando a Eq. (2.22), temos que os campos

de vetores caracteristicos do sistema sao dados pelos vetores diretores

u

PHU) = °uy=1(1,00, —M
r ( ) €3, T( ) <7 ) ’1/p+VT/O'

) , r’(U) = es. (4.64)
[

Note que as curvas de Hugoniot sao curvas integrais dos campos de vetores carac-
teristicos. Como as velocidades caracteristicas do sistema sdo constantes ao longo das
respectivas curvas integrais, as descontinuidades envolvidas sdo contatos. Outro fato a ser

notado é que \°(U) > 0= N7 (U) e

u _ ou/p
1/p+Vrjo  1/p+Vr/o

Entdo vale a relagdo 0 = M\ (U) < A\®(U) < \Y(U) entre as ondas se u > 0.

M (U) = N (U) = ou— Vi > 0. (4.65)

Portanto, observam-se trés tipos de onda: a onda de combustivel, com velocidade
nula; a onda de composicao do géas, onde o salto se d4 apenas na quantidade de oxigénio; e
a onda térmica, na qual variam a temperatura e a velocidade do fluido. A Fig. 10 mostra

o leque de Riemann para o sistema de equagoes (4.46)-(4.49).

4.2.2 Onda de combustao

Seguindo [14], serd feita a andlise da onda de combustao na forma de uma onda
viajante. Porém, em [14] foi considerado o caso limite onde o pardmetro ¢ é muito maior
que os demais. Neste sentido, a andlise que segue generaliza as estimativas para todos os

valores de o.

Considere as condigoes iniciais

t=0, >0: O=Y =0, u=p;=1, (4.66)
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Figura 10 — Estados constantes no espaco (0,Y, ps,u) separadas pelas ondas de combustivel,
térmica, de combustdo e de composicdo do gias. Ordem das ondas seguem os
pardametros da ISC dados na Tab. 3. (Figura adaptada de [4])

e condigoes de injecao

t>0, z=0: O=pr=0, Y=1, pu=(pu)in;. (4.67)

Considerando as condigbes (4.66) e (4.67), somente as ondas térmica e de combustao
existem para um tempo suficientemente grande. Estd sendo considerado o caso em que a
onda térmica apresenta velocidade menor que a velocidade da onda de combustao, que é o
mais comum em modelos de ISC. Este fato pode ser verificado pela substituicao dos dados

da Tab. 3 na andlise a seguir.

Para o estudo da onda de combustao, considere uma solugao do sistema (4.40)-
(4.44) na forma de uma onda viajante que se move com velocidade V' > 0. Utilizando a

variavel da onda viajante, £, as equagoes que representam a onda viajante sao

1
—VO' +VrPOu = —0" + ®, (4.68)
PeT
1
—V(Yp) +o(Ypu) = P—(pY’)' — o, (4.69)
e
Vi, = —a, 4.70
— Vo' +o(pu) =0, 4.71)

Através da substituicdo da Eq. (4.70) nas equagoes (4.68) e (4.69) obtém-se

1 /
(V@ VPOt — O + v,of> 0, (4.72)
PGT
1 /
<VYp + P—epY’ — oY pu — O'fo) =0, (4.73)
(Vp—opu) =0. (4.74)

Para simplificar a notacao, os estados constantes que delimitam a onda de combustao

sao denotados por estado a esquerda (indicados pela letra b de burned), para o estado
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depois da passagem da onda de combustao, e estado a direita (indicado pela letra u de

unburned), para o estado que nao foi afetado pela onda de combustao.

O estado a esquerda esta conectado as condigoes de injecao através da onda térmica
e, portanto, podem ser utilizados os resultados da subse¢ao anterior. Segundo resultados
da demonstracao do Teorema 4.2.1, as varidveis Y e py permanecem iguais as condicoes

de injegao e u se relaciona com u;,; através da Eq. (4.63), utilizando Eq. (4.50), ou seja,

b 1/p°+ Vr/o

_ o, 475
1/ pinj + Vr/o ™ (4.75)

£ — —00: ©'>0, Y'=1, p}=0,

onde p® é dado pela substitui¢ao de ©° na Eq. (4.44), de forma que apenas ©° é desconhecido.
O estado a direita se dd quando § — +oc0. Como p’; = 0 nos estados limites (ver Secio 2.2),
a Eq. (4.70) indica que " = 0. Considerando condigoes de consumo completo de oxigénio

e temperatura controlada no estado a direita, sdo obtidas as constantes
& — 400 " =Y"=0, pj=1, u">0, (4.76)
de forma que u" é uma incégnita.

Para encontrar a velocidade da onda de combustao, V', e a temperatura da onda
de combustio, ©°, as equagdes (4.72)-(4.74) sdo integradas em (—oo, +00). Sabendo que
© =Y’ = 0 nos estados limites (ver Segao 2.2) e p* = P, pela Eq. (4.44), as condigbes
dadas nas equagoes (4.75) e (4.76) sdo substituidas no resultado da integracao e o seguinte

sistema é obtido

VPO +V = Veb— VTP@dub, (477)
—oV =Vp' —opu’, (4.78)
VP —oPu"=Vp—opu’ (4.79)

Através da subtracao das equagoes (4.78) e (4.77), obtém-se

1 1
(P4+o0)V —0cPu"=0<u" = (P + > V. (4.80)
o

A velocidade da onda de combustao pode ser determinada pela substituicao da
Eq. (4.80) na Eq. (4.79), ou seja,

11
VP—JP<+)V:Vpb—0pbub(:)
P o

~—

_ ub(pa Uing
_|_ J—
o

)
Através da substitui¢ao das equagoes (4.80) e (4.81) na Eq. (4.77), a temperatura
da onda de combustao é obtida como

1

eF = .
1—Vr

(4.82)
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Os parametros obtidos no presente trabalho sao mais gerais que os apresentados em
[14], onde foram considerados: P = 1, correspondente a pressao atmosférica; o >> 1, o que
¢ comum para a injecao de gés; e u;,; = 1. Um dos principais objetivos deste trabalho é
verificar a validade das estimativas analiticas (4.81) e (4.82) no modelo geral (4.31)-(4.37).
No Capitulo 5, é feita uma andlise entre tais parametros analiticos e medi¢oes obtidas

diretamente das simula¢oes numéricas.

4.3 MODELO SIMPLIFICADO

Ainda sobre a hipétese de pressao constante, considere que o meio dispoe de uma
quantidade ilimitada de oxigénio, de modo que a concentragao de oxigénio nao ¢ afetada
pelo processo de ISC. Neste caso, a hipdtese Y = 1 pode ser adicionada ao modelo
descrito nas equagoes (4.40)-(4.45). Esse tipo de simplificagao também ¢é utilizada em
modelos de sintese por combustao auto-sustentada a alta temperatura [39] (self-propagating
high-temperature synthesis). Além disso, considere que a pressao prevalecente é a pressao
natural do reservatério e que a velocidade média de escoamento da fase gasosa é dada pela
funcao temperatura

u="1a(l—p), (4.83)

onde w é um parametro adimensional dado. Com tais hipdteses, o sistema adimensional é

descrito por

1
0,0 + V0, (pO) = — 9,0 + P, (4.84)
PGT
Oq
= — 4.
& &
O = — — . 4.
Prep <@d @+@d> (4.87)

Este modelo é equivalente, a menos de adimensionalizagdo, ao estudado em [3, 18].
Apesar de ser uma simplificagdo do modelo mostrado na Secao 4.2, em [3] verifica-se que a
solucao do problema de Riemann associado ao caso hiperbdlico do modelo pode ser descrita
como uma sequéncia de ondas térmicas, que neste caso sado ondas de choque, e ondas de
combustivel, que sao descontinuidades de contato com velocidade nula. O aparecimento
da descontinuidade de choque esta associado ao fato de que nao ha, necessariamente, a

conservacao da massa do gas para o modelo mais simples.

Assim como na Segao 4.3, sera feita a andlise da parte hiperbdlica do modelo (4.84)-
(4.87), na qual os termos de difusdo (0,,0) e termos fonte (P) sdo desconsiderados. Segue
de [3] que um dos campo de velocidades caracteristicas da parte hiperbdlica do modelo é
linearmente degenerado, dado por A\;(U) = 0, o que resulta em uma descontinuidade de

contato. O outro campo de velocidades caracteristicas é genuinamente nao linear, dado
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por \o(U) = Vrup®. Sobre as ondas admissiveis para o problema, o seguinte resultado foi

provado em [3].

Teorema 4.3.1. Os estados extremos a direita U, que podem ser conectados ao estado
extremo a esquerda U, por uma onda de contato entrépica, choque entropica ou rarefacao
pertencem as semi-retas vertical e horizontal que passam por U, como na Fig. 11. As

velocidades das ondas de contato e choque sdo, respectivamente,

Viu©?
=0 = . 4.88
o1 © T6, 16,0+ 6y (4.88)
/N
pf Cil
R2 Ul SQ

7

e
Figura 11 — Conjunto de estados extremos a direita que podem ser conectados pela Hugoniot
locus ao estado extremo a esquerda U; por uma onda satisfazendo as condi¢oes de

entropia. As semi-retas C e Ss e segmento de reta Rs indicam os estados que podem
ser ligados a U; por um contato, um choque e uma rarefacio, respectivamente.

Como observado em [3], a onda de combustao ndo pode ser analisada segundo a
teoria de ondas viajantes pois o termo ® deveria se anular em ambos os lados da onda,
segundo as equagoes (2.39) e (4.85). Para que esta condi¢ao pudesse ser satisfeita nesse
modelo, a quantidade de combustivel deveria ser nula em ambos os lados da onda, fato que
pode ser observado na Eq. (4.87). Se isto fosse verdade, nao haveria onda de combustao
pelo simples fato de que esta precisa de combustivel disponivel em um dos lados para que

sua velocidade seja nao nula.

Considere um PVI modelado pelas equacoes (4.84)-(4.87). Em ambos os trabalhos

3, 18], foi utilizada a hipdtese de que se a condicao inicial satisfaz
©>0 e 0<pr <1, (4.89)

entao a solucao do PVI satisfaz a mesma condicao para todo ¢t > 0. Para verificar este
fato, note que as funcoes solucao, © e py, devem ser derivaveis no tempo e que 9,0 deve
ser derivavel no espago, a partir da anélise das equacoes (4.84) e (4.85). As seguintes

observagoes podem ser feitas:
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1. Suponha, por absurdo, que exista (z1,%1) tal que pg(x1,t1) < 0. Defina a funcao
derivavel X; : Ry — R pela regra X;(t) = ps(xq,t). Como X;(0) > 0, Ity < t4
tal que Xi(to) = 0 e entdo X;(ty) = 0, pelas equacoes (4.85) e (4.87). Portanto,
Xi(t) =0, Vt > to, ja que 0 é um ponto de equilibrio para o sistema. O que configura

o absurdo.

2. Como py > 0 entdo J;ps < 0, pelas equagoes (4.85) e (4.87). Entdo py < 1, utilizando
(4.89).

3. Suponha que em um tempo ¢t > 0, © > 0 e exista z,, tal que O(z,,,t) = 0. Observe
que, pelas equagoes (4.84), (4.86) e (4.87), O(x,t) = 0 = 0,0(x,t) > 0, para todo

x € R. Supondo 0,0 suficientemente suave e utilizando (4.89), segue o resultado.

No Capitulo 6, o modelo (4.84)-(4.87) sera simulado numericamente através da
utilizacdo do MEF, descrito na Secao 3.1, e uma aproximagao de diferencas finitas no
tempo, o que resulta em um sistema nao linear a cada passo no tempo. Como as variaveis ©
e py sao limitadas, sao introduzidas condicoes de complementaridade no modelo numérico
discreto de forma a transforma-lo em um NCP a cada passo de tempo. Assim como feito
em [18], o algoritmo FDA-NCP, descrito na Secao 3.4, serd utilizado para a resolugao do
sistema resultante. Ainda no mesmo capitulo serao realizadas simulagdes com o método

de Newton, descrito na Se¢ao 3.3, para fins de comparacao.
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5 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA GERAL

O objetivo deste capitulo é apresentar o desenvolvimento numérico para o problema
de valor inicial e de contorno (PVIC) associado ao Modelo (4.31)-(4.37). Através dos
resultados obtidos da simulacao, é estudada a aplicacao das estimativas analiticas do
modelo com pressao constante no modelo mais geral, ambos descritos no Capitulo 4. Este
estudo também serd apresentado em [40]. A validacdo da implementagdo numérica é

realizada no Apéndice C .

Seja (P;) um PVIC modelado pelas equagoes (4.31)-(4.37) em um aberto Q C R?
com fronteira poligonal T'. Para facilitar a obtengao da formulacao discreta, a Eq. (4.34) é

utilizada para se obter a forma nao conservativa da Eq. (4.32)

1 Vp 1 o
Y ——— |- VY = —AY —0—. 1
0Y + <0u Pe ) > \Y o Up (5.1)

A fim de facilitar a notacao, as incognitas sao agrupadas no vetor U = (0,Y, ps, p). As
condicoes de fronteira para a varidavel U sao do tipo Dirichlet sobre I'y e do tipo Neumann
com fluxo nulo sobre I's, ou seja,
Uz, t) =g(x), Ve €Ty, (5.2)
VU (x,t) -n(x) =0, Vo € Iy, (5.3)
onde I' =T, Uy, I'T'NTy = 0. A funcao n representa o campo de vetores normais
externos a fronteira I'.

Observagao 5.0.1. Note que

© Vo
Vp=pa (Vo (14— +p—2) = LL(©+0,)Vp+ pVO), (5.4)
B4 CF B4
pela Eq. (4.35), e entdo
A
u= —g((@ +0,)Vp+ pVe), (5.5)
d

utilizando Eq. (4.36). Portanto, a Eq. (5.3) denota fluxo nulo mesmo sem considerar a

parcela do fluxo advectivo, que se da através do campo de velocidades u.

As condigoes de fronteira sdo compativeis com a condi¢ao inicial
Uli—o = Uy = (Uo1, Unz, Uns, Uos) = (O, Yo, pyo, po)- (5.6)

Observagao 5.0.2. Algumas equagoes do modelo estudado, principalmente a Eq. (4.32),
possuem termos advectivos muito influentes na solugdo, em relagao aos termos de difusao.
Apesar disso, sao consideradas condigoes de fronteira do tipo Dirichlet & frente das linhas
de fluxo da solugdo. Os erros numéricos gerados da incompatibilidade entre modelo e
condigoes de fronteira é amenizada nas simulagoes apresentadas neste trabalho, pois as

simulagoes param antes que as ondas presentes nas solugoes atinjam a fronteira incoerente.
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Observagao 5.0.3. Apesar de uma solucao da Eq. (4.33), que modela a taxa de variagao
na concentracao de combustivel py, nao necessitar de condigoes de contorno, adotamos
condigoes de fronteira para a varidvel ps, visando simplificar e uniformizar a aplicagao da

técnica numeérica considerada.

5.1 FORMA FRACA

Sejam V = {v = (v1, va,v3,v4) € [H(Q)]*; v|r, = 0} 0 espago vetorial das fungoes
testee W = {U : Q x [0, +00) — R%; U’t € [H'(Q)]* e U satisfaz equagoes (5.2) e (5.3)}
o espaco das fungoes admissiveis. Utilizando a proposta do método de Galerkin para
obtengao da formulagao fraca para o problema, multiplique as equagoes (4.31), (5.1), (4.33)

e (4.34) por uma funcao teste e integre no dominio 2.
Para a Eq. (4.31), por exemplo, obtém-se

1

(0:0,v1) = Vp(V - (p(© + Oq)u),v1) Por

<A@,’U1> - <(I),U1> = 0, (57)

onde (-, -) é a notacao do produto definida na Eq. (A.16). Supondo U € W, as regras de

integracao por partes podem ser aplicadas aos termos
(AO, ;) = /(01V@ n)dl — (VO, Vo) e (5.8)
r

(V- (p(© + Og)u), v1) = /F (01p(© + Og)u - n)dl — (p(© + O )u, Vur).  (5.9)

Utilizando as condigoes de fronteira para vy sobre I'; e ©, p sobre I'y (Observagao 5.0.1),

sao obtidas as igualdades

<A@,U1> = —<V@, V?Jl>, (510)
(V- (p(®@+ 0 )u),v) =—(p(©+ 604)u, Vuq), (5.11)

Repetindo o procedimento anterior, a forma fraca para o problema (P;) pode ser

definida da seguinte maneira: encontrar U tal que para todo v € V satisfaca

1
(010, v1) — Vr{p(© + ©4)u, Vuy) + g(V@, Vo) — (P, v1) =0, (5.12)
T
1 Vp 1 d B
(0/Y, v9) + <<au — Pep) - VY, 1)2> + P—e<VY, Vuy) + <0p,v2> =0, (5.13)
(Orpyssvs) + (P, vs) =0, (5.14)
(Orp, v4) — o{pu, Vug) =0 (5.15)

se t > 0, as condigoes de fronteira (5.2) e a condigao inicial

(Ui|t:0,vi> = <U0i,’Ui>7 Z = 172,3,4‘ (516)
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Observagio 5.1.1. A Eq. (4.34) da maneira que estd posta, esconde os termos de difusao
para a variavel p. Estes termos podem ser observados pela substituigao da Eq. (4.36) na
Eq. (4.34). Portanto, faz sentido considerar p em H'(Q). Na formulagdo desenvolvida,
também considera-se que p; estd em H'(Q2) apesar de uma solugao da Eq. (4.33) ndo

necessitar de tal regularidade.

5.2 DISCRETIZACAO

Seja V" um subespago vetorial de V' com dimensao finita m e 8 = {1, - ,©,,}
uma base de V". A solucdo U}, do problema semi-discreto associado ao problema inicial

(P) é a funcao
Zoz, +9(z). (5.17)

que satisfaz (5.12)-(5.16) para todo v € 3. Assim como no capitulo anterior, note que
V" é um espaco vetorial e, portanto, a condicdo acima implica que U, satisfaz o sistema
(5.12)-(5.16) para todo v € V.

Para se obter equagoes desacopladas em relacao as fungoes teste, sao escolhidos

inteiros 0 = my < my; < mo < m3 < my = m e a base [ utilizada cumpre a condigao

(gOz,O 0 O) if my <1< My,
, i, 0, it my <1 < mo,
0. — (0.:,0,0) ! ? (5.18)
(O 0, v, ) if mo < 1 < M3,
(0,0,0,p;) if mg <i < my.

Logo, a formulagao semi-discreta matricial para o problema (P;) consiste em: encontrar

uma funcao a : [0,00) — R™ tal que
Md'(t) = F(a(t)), t>0, (5.19)
Ma(0) = F, (5.20)
onde M € R™"™ ¢ F(a), Fy € R™ sao descrito no Apéndice B.

Baseando-se na aplicacao do esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson

no sistema (5.19)-(5.20), a forma discreta do problema (P;) é definida por: para cada

k=0,1,---,n determine o € R™ tal que
At
ff o) = M(a* —a* 1) — Tk(F(ak) +F@" ) =0, k>0, (5.21)
Mo’ = F,. (5.22)

A solucao discreta do passo k é

= iaf%(w) +g(x). (5.23)
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Para cada passo de tempo k > 0, o método de Newton descrito na Secao (3.3) é

k=1 como ponto de partida e

utilizado para encontrar um zero para f*, considerando a
tolerancia igual a 10~ para o erro relativo entre iteracoes, utilizando a norma euclidiana.
Um esquema de passo adaptativo é utilizado para agilizar a simulacao, visto que foi
observada a necessidade de passos mais curtos no inicio da simulagao realizadas. O
tamanho do passo de tempo em Aty é igual a cAty, onde ¢ =0.5, 1 ou 1.1, se o nimero

de iteracoes do método de Newton é menor, igual ou maior que 3, respectivamente.

5.3 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Esta se¢ao apresenta a simula¢do numérica realizada para (P;) com pardmetros
dados nas tabelas 1, 2 e 3. Foi considerado um dominio €2 retangular com comprimento
4 na dire¢do do eixo-z e 1 na dire¢ao do eixo-y. O ar é injetado no lado esquerdo do
dominio, que estd fixado sobre a reta x = 0. Os lados direito e esquerdo de €2 compdem a
fronteira I'y do problema. Os demais lados estao isolados, nao permitindo a passagem de

fluxo térmico ou massico e compoem a fronteira I's. As condigoes iniciais utilizadas sao

, <0 0, <0
GO(xay) = Oa YE)(%Q) = ) PfO(lVy) = ; pO(I7y) = (4 - {L')/Q
0, z>1 1, z>1

(5.24)
A condicao inicial py é obtida através da substituicao das condigoes iniciais (5.24) na
Eq. (4.35). As condigbes de Dirichlet, que atuam na fronteira I'y, sdo dadas pelas mesmas

fungoes condicoes iniciais, de modo que

gi = Ui, Vi=1,2,3,4. (5.25)

O dominio foi discretizado utilizando uma malha igualmente espacada com 200
divisoes no eixo horizontal z e 50 divisdes no eixo vertical y. Considerando o tamanho do
dominio e niimero de divisoes, os elementos obtidos da discretizagao sao quadrados. O

algoritmo de passo adaptativo utiliza At = 4 x 10~ como passo inicial.

Como comentado na Subsegao 4.1.4, o campo de permeabilidades x é fungao do
espaco. Neste trabalho, s@o analisados dois casos para k. O primeiro corresponde a um
meio poroso homogéneo com permeabilidade constante x = &, dada na Tab. 1. O segundo
caso corresponde a um meio poroso heterogéneo com campo de permeabilidade segundo
uma distribuicdo log-normal com valores que variam de 0.40 x 1072 m? a 9.97 x 10712 m?

e média &, dada na Tab. 1. A funcdo permeabilidade é
k(x) = @ T2@) (5.26)

onde a = —27.693 e b = 0.35297 sao a média e desvio padrao da distribuicdo normal

log K, respectivamente; e Z ¢ a distribuicao normal padrao com valores constantes em cada
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elemento da discretizagdo, como na Fig. 12. A Fig. 13 mostra o histograma e a fun¢ao de

densidade de probabilidade para a distribuicao log-normal.

Figura 12 — Distribui¢do normal padrao Z correlacionada através da Eq. (5.26) ao campo de
permeabilidade log-normal em uma malha de 200 x 50 elementos.
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Figura 13 — Histograma do campo de permeabilidade log-normal s e sua respectiva funcao de
densidade de probabilidade f,;. A funcdo “freq.” mostra a frequéncia de elementos
que tem permeabilidade em cada faixa de valores mostrada no eixo horizontal.

Este tultimo tipo de campo de permeabilidade é mais realistico e se adequa melhor
as condigoes tipicas de reservatérios de petrdleo [41]. Diversos trabalhos utilizam campos

de permeabilidade similares em experimentos numéricos [42, 43, 16].

5.3.1 Obtencao dos parametros nas simulagées numéricas

Visto que a obtengao da velocidade da onda de combustao nao é uma tarefa trivial
em simulagoes bidimensionais, o procedimento utilizado para a obtencao desse parametro
¢é descrito a seguir. Também sera explicado o procedimento utilizado para se obter a

temperatura da onda de combustao diretamente dos resultados da simulagdo numeérica.

Neste trabalho, a posicao da frente de combustao em um tempo ¢ fixo é dada
pelos pontos nos quais py = 0.2. Esta abordagem € precisa pois a equagao que descreve
o balanc¢o de combustivel, Eq. (4.33), ndo apresenta termos de difusao. Para simplificar,
considere que os pontos da frente de combustao possuem valores distintos de y, dois a
dois. Entao, pela continuidade de p; e condigoes de fronteira (5.25), existe um tnico valor

s(y,t), para cada y, para o qual (s(y,t),y) pertence a frente da onda.

Para simplificar os calculos, é adotada a hipdétese de que a onda combustao se

move apenas na direcao x. Esta consideracao é motivada pelo fato de que, para o caso
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homogéneo, a velocidade do gas é nula na direcao y, e, para o caso heterogéneo, as solugoes
obtidas nos passos da simulagdo numérica satisfazem a relagdo u, > 1.88|u,|, além de a
média de u, em todo o dominio ser de, aproximadamente, 11 vezes maior que a média de
|uy|. A grande influéncia da componente u, no valor absoluto da velocidade u = |u| pode

ser observada na Fig. 14, na regiao mais afetada pela frente de combustao.

1.68 1.63
u u
0.17 0.17
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
x [m1] x [m]
1.68 1.63
E u & Uy
> >
0.17 0.17
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
x [m] x [m]
0.21

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
x [m] x [m]

Figura 14 — Resultados da simulagdo em um meio heterogéneo para as variaveis adimensionais,
de cima para baixo, u = |u|, u, e |uy|. A solugao é plotada em 10 dias (a esquerda)
e 50 dias (& direita). As varidveis espaciais e y sdo exibidas na forma dimensional,
em metros.

A velocidade de cada ponto da frente de combustao é estimada por

s(y,t +0;) — s(y, t — 6;
VS(y,t) = U 3{) " 5t(+y o) (5.27)

onde 6; , 6, sdo deslocamentos no tempo. Para um ¢ fixo, a velocidade média da frente de
combustdo, V(t), é a média das velocidades V*(y, t), para todos os valores de (s(y,t),y)
que pertencem a malha, e o(V°)(¢) é o desvio padrdo dessas velocidades. Neste trabalho,
d;,0; equivalem a 10 passos de tempo para tras e para frente, respectivamente, a partir
de t.

Analogamente a velocidade da onda de combustao, fixe um tempo ¢ fixo e um valor
y na malha. A temperatura da onda de combustao é dada pelo valor maximo de © na
diregao z. O valor ©,,,,(t) denota a média dos valores méximos em cada tempo ¢, e o

desvio padrao deste conjunto é denotado por o(©44)(t)-

5.3.2 Valores das estimativas analiticas

Um dos objetivos deste trabalho é verificar a validade das estimativas analiticas
para a onda de combustao, dadas na Subsecao 4.2.2, quando aplicadas ao modelo geral

descrito pelas equagoes (4.31)-(4.37). Para utilizar as equagoes (4.81) e (4.82), os valores de
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pressao prevalecente, p, e velocidade do gés, u;y,;, devem ser determinados para a simulagao

do modelo geral. A velocidade u;,;, por exemplo, nao é constante para o problema (P).

Neste trabalho foram escolhidos os seguintes casos de pressao prevalecente p:

(1) Pressdo minima no reservatério, que geralmente coincide com a pressao nativa do

reservatorio;

(2) Pressdo maxima no reservatério, que geralmente coincide com a pressao maxima de
injecao;

(3) Pressdao média no topo da frente de combustdo a cada t fixo. Esta é uma estimativa

numeérica para a pressao no estado queimado da onda de combustao.

S

ing

média, densidade de injecao média e pressao de injecao média, ambas obtidas dos resultados

As notagoes uj,;(t), pi,;(t) e pi,;(t) sdo utilizadas para a velocidade de injecdo

da simulag¢ao numérica no tempo t. A velocidade de injecao do gas é estimada de duas

maneiras:

(A) Velocidade de injegao analitica igual a velocidade obtida da simulagao
inj (1) = g (1); (5.28)

ing

(B) Fluxo de injegao analitico igual ao fluxo obtido da simulagao

()i (1) = p5.5 (0 (6) g (0) = 221D (1) (5.20)

Utilizando a Eq. (4.35), para pfnj, e Eq. (4.44), para p;,;, é possivel reescrever a
ultima equacao em termos da pressao
5
wig(t) = P TP s (5.30)
p(t) + pa
No modelo simulado, a pressao de injecao ¢ constante e, entao, p = p;,;. Portanto,

as estimativas (A2) e (B2) sao iguais.

A menos da obtengao do caso (3) para pressdo prevalecente, as demais estimativas
podem ser facilmente obtidas das simulacoes, pois estao diretamente relacionadas as
condigoes iniciais e de fronteira. A partir das condigoes iniciais (5.24) utilizadas, a pressao

prevalecente minima ¢ p = 0, a pressao prevalecente maxima é p = 2 e p;p; = 2.
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Figura 15 — Resultados da simulagdo em um meio homogéneo, apds 10 dias, para as variaveis
adimensionais ©, Y, ps, a esquerda, e p, p, u,, a direita. O parametro analitico
©b é plotado na figura da esquerda. No eixo horizontal, estdo presentes os valores
dimensionais da variavel espacial x. A figura corresponde a se¢do y = 0.
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Figura 16 — Resultados da simulagdo em um meio homogéneo, apds 50 dias, para as variaveis
adimensionais ©, Y, ps, a esquerda, e p, p, u., a direita. O parametro analitico
©% ¢ plotado na figura da esquerda. No eixo horizontal, estdo presentes os valores
dimensionais da variavel espacial x. A figura corresponde a se¢do y = 0.

5.3.3 Primeiro caso de simulacao: meio homogéneo

A solugao do caso homogéneo é constante na direcao y, de modo que apenas a
secao y = 0 é mostrada nos graficos que seguem. Os resultados da simulacao para as
varidveis adimensionais ©, Y, py, p, p e u, correspondentes a 10 e 50 dias de simulagao
sdo mostrados nas figuras 15 e 16, respectivamente. O pardmetro analitico ©°, mostrado
na Eq. (4.82), também é plotado nos graficos. As ondas térmica e de combustao podem

ser observadas nas varidveis ©, Y e py, em ambas as figuras.

Instabilidades numéricas surgem nas varidveis ¥ e py e podem ser observadas na
Fig. 16. Isto se deve ao fato de as condicoes de fronteira consideradas apresentarem
algumas caracteristicas especiais explicadas nas observagoes 5.0.2 e 5.0.3, e nenhuma
estratégia Upwind foi implementada. Além disso, o valor de o na Eq. (4.32) é grande,
o que ¢ comum em problemas de injecao de gas. Tal constante aumenta a influéncia do
termo de adveccao, o que prejudica o uso da versao classica do MEF em conjunto com o

esquema de Crank-Nicolson, ver [25].
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Nas figuras 17 e 18, sdo comparados os valores dos pardmetros V= e ©,,,, obtidos

da simulagao numérica, descritos na Subsecao 5.3.1, com as estimativas analiticas da

Subse¢ao 5.3.2 ¢ Eq. (4.82).

1.2

0.8 f f f

0.6 /
0.4 / : : :
0.2 : 3 : @b —_— |
0 : : : elmax —
0 10 20 30 40 50

t (dias)

Figura 17 — Comparagao entre a temperatura da onda de combustdo estimada analiticamente,
©Y, e obtida numericamente, ©,,45, para o caso homogéneo. Detalhes sobre ©,,42
sdo dados na Subsecao 5.3.1.
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Figura 18 — Comparacao entre a velocidade da onda de combustao estimada analiticamente, V,
e obtida numericamente, V°, para o caso homogéneo. Detalhes sobre V* sio dados
na Subsecao 5.3.1. A fungdo V foi plotada utilizando as trés diferentes escolhas para
a pressao prevalecente p e as duas opg¢oes para u;y;, ver Subsecao 5.3.2.
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5.3.4 Segundo caso de simulacao: meio heterogéneo
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Figura 19 — Resultados da simulagdo em um meio heterogéneo para as variaveis adimensionais,
de cima para baixo, ©, Y, pg, p e p. A solugao é plotada em 10 dias (a esquerda) e
50 dias (& direita). As varidveis espaciais x e y sdo exibidas na forma dimensional,

em metros.

Os resultados da simulagao para o caso heterogéneo em 10 e 50 dias sdo mostrados
na Fig. 14, para u = |u|, u, e |u,|, e na Fig. 19, para ©, Y, ps, p e p. Na Fig. 19, podem
ser observadas a onda de combustao, dada pela variagao brusca em O, Y e ps; e uma
onda térmica, que é muito mais lenta que a primeira e cuja salto ¢ observado apenas em
O. Instabilidades numéricas podem ser observadas nas proximidades do topo da onda de
combustao, principalmente na variavel Y, que assume valores maiores que o valor de injecao,
Y = 1. Este efeito pode ser novamente justificado pela nao aplicacdo de uma estratégia
Upwind para tratar as condigoes de fronteira utilizadas, comentadas nas observagoes 5.0.2
e 5.0.3, e pela utilizagdo conjunta do MEF padrao e esquema de Crank-Nicolson [25].
Alguns testes com perturbagdes nas condi¢oes iniciais e campo de permeabilidade do
primeiro caso de simulacao sao realizados na Sec¢ao C.2. Os resultados obtidos sugerem
que as instabilidades numéricas observadas nao afetam de forma significativa o perfil da

onda de combustao.
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Figura 20 — Comparagao entre a temperatura da onda de combustao estimada analiticamente,
©b, e obtida numericamente, ©,,4z, para o caso heterogéneo. Detalhes sobre O, €
0(Omaz) sd@o dados na Subsegdo 5.3.1.
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Figura 21 — Comparacgao entre a velocidade da onda de combustao estimada analiticamente, V/,
e obtida numericamente, V¥, para o caso heterogéneo. Detalhes sobre V° e J(VS )
sdo dados na Subsegdo 5.3.1. A funcao V foi plotada utilizando as trés diferentes
escolhas para a pressao prevalecente p e as duas opg¢oes para u;,j, ver Subsecao 5.3.2.

Devido a heterogeneidade do meio, caminhos preferenciais de escoamento, conheci-

dos como fingering [44], sdo observados na frente de combustao para as variaveis ©, Y e

pf. Como o modelo simulado representa um escoamento monofésico, tais instabilidades na

frente de combustao nao sao relacionadas ao processo conhecido como viscous fingering,

que ocorre quando uma fase menos viscosa entra em contato com outra mais viscosa. Os
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caminhos preferenciais de escoamento no caso heterogéneo de simulacao parecem aumentar
em comprimento de 10 a 50 dias de simulagao, como pode ser visto nas variaveis ©, Y e

pr na Fig. 19.

Os parametros obtidos da simulacao numérica sdo comparados com as estimativas
analiticas, descritas na Subsegao 5.3.2 e Eq. (4.82), nas figuras 20 e 21. Os detalhes da

obtenc¢ao destes parametros sao explicados na Subsecao 5.3.1.

5.4 DISCUSSOES E CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, um problema associado ao modelo geral da ISC foi resolvido
numericamente. Para a construgao do esquema discreto do problema, foram utilizados
o MEF e o esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson. O método de Newton foi
utilizado para a resolugao do problema discreto resultante em cada passo de tempo. Os
métodos utilizados para a solugdo do problema foram implementados em linguagem de
programacao Julia e as solugdes obtidas foram comparadas com as estimativas analiticas
do Capitulo 4.

A estimativa analitica para a temperatura da onda de combustdo, ©° apresen-
tou grande compatibilidade com os resultados numéricos, como pode ser observado nas
figuras 17 e 20 e Tab. 4. No caso homogéneo, a medida que a temperatura da onda de
combustio se aproxima de ©°, a primeira se torna quase que constante. O erro relativo
pontual entre ©,,,, ¢ O° é de 0.3334%, em 10 dias, e 0.0058%, em 50 dias, o que sugere

uma constante aproximacao do valor entre os parametros numéricos e analiticos.

No caso heterogéneo, a aproximacao a estimativa analitica ©° se mostrou um pouco
mais distante dos parametros obtidos da simulacao. Porém foi verificado um valor alto no
desvio padrao o(©,,q:), que esté relacionado as instabilidades numéricas verificadas no
topo da onda de combustao, atrapalhando a medi¢ao de ©,,,,. Outro fato a ser observado
é que a relagio |0 — O,,4.| < 0(Opae) € satisfeita quando a onda de combustao ja esté

formada, o que, de certa forma, valida a utilizacao desta estimativa.

Tabela 4 — Erros relativos das estimativas analiticas nos dois casos de simulacdo. Os erros sao
calculados na norma euclidiana entre os vetores obtidos com dados de 10 a 50 dias.
Os célculos das velocidades V' (caso (B)) sao apresentados na Subsecao 5.3.2 e a
estimativa ©° ¢ dada pela Eq. (4.82).

Erro relativo ‘ CK ‘ V(B1) ‘ V(B2) ‘ V(B3)
Caso homogéneo | 0.0894% | 4.0807% | 3.1452% | 3.4059%
Caso heterogéneo | 5.1363% | 4.2460% | 3.4064% | 3.5863%

Em ambas as simulagoes, os casos (A2), (B1), (B2) e (B3) para as estimativas ana-
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liticas do modelo com pressao constante (4.40)-(4.45) mostraram grande compatibilidade
com os resultados obtidos da simulagao, como pode ser visto nas figuras 18, 21 e na Tab. 4.
O caso (B) é o que apresenta estimativas mais adequadas para as simulagdes realizadas,
onde todas as estimativas sdo préximas e satisfazem |V (B) — V5| < o(V*). Lembre-se
que a proposta deste caso é fazer o fluxo de injecao de gas analitico (pu);,; igual ao fluxo

de injecao médio observado na simulagao.

Dentre as opgoes consideradas para a pressao prevalecente, a escolha (2), estimativa
de pressao maxima, foi a que se mostrou mais proxima dos dados obtidos das simulacoes
numéricas. Note que o caso (A2) equivale ao caso (B2), pois p = pi,; = 2. Portanto, as
melhores estimativas foram obtidas quando ambos o fluxo de injecao e a velocidade de
injecdo obtidos numericamente sao atingidos nas estimativas analiticas. A estimativa V'
no caso (B2) parece acompanhar os dados de simulagdo a menos de um desvio. Apesar
disso, tal estimativa parece divergir dos valores obtidos numericamente nos tempos finais
de simulacao no caso homogéneo, como pode ser observado na Fig. 18. Sao necessarios

mais simulag¢Oes para verificar este fato.

A partir de simulacoes preliminares, foi observado que mesmo considerando condi-
¢Oes iniciais menos suaves para a pressao p, a solucao do problema possui um perfil similar
aos resultados apresentados nas secoes anteriores. Esse fato justifica a escolha do perfil

suave para a pressao em (5.24).
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6 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA SIMPLIFICADO

Este capitulo destina-se a apresentar a solucao numeérica para um PVIC modelado
pelas equagoes (4.84)-(4.87). O problema é resolvido segundo duas abordagens numéricas.
Uma delas adiciona condigoes de complementaridade ao problema, descritas na Secao 4.3,
resultando em um NCP a cada passo de tempo. A estimativa analitica para a velocidade

da onda térmica é utilizada na comparacao dos resultados das duas abordagens numéricas.

Seja (P,) um PVIC modelado pelas equagoes (4.84)-(4.87) no dominio 2 = (0, L).
Defina a profundidade de combustivel por n = 1 — p;. Sao conhecidos os perfis iniciais
O, 1m0 € H'(0, L) e condigoes de fronteira constantes de Dirichlet O, ng em x = 0 e de

Neumann homogénea em x = L.

6.1 FORMA FRACA

Sejam V = {v € H'(0,L); v(0) = 0} o espaco vetorial das funcoes teste, e
Wo ={©:[0,L] x [0,+00) — R; ©| € H'(0,L),0(0) = ©p,0,0(L) = 0} ¢ W, = {n:
[0, L] x [0,+00) — R; n‘t € H'(0,L),n(0) = ng,d:m(L) = 0} os espagos das fungoes
admissiveis. Para obter a formulacao fraca do problema simplificado, as equagoes (4.84)-
(4.87) do modelo devem ser multiplicadas por uma fungao teste de V' e integradas no

dominio §).

Observagdo 6.1.1. Apesar de uma solugdo ps da Eq. (4.85) ndo necessitar de derivadas no

espago, a formulagdo desenvolvida considera que n = 1 — p; pertence a H' ().

A Observagao 5.0.3 também é valida na formulagdo numérica deste capitulo.

Assim como detalhado no capitulo anterior, é possivel aplicar regras de integragao
por partes no sistema resultante e utilizar as condigoes de fronteira da funcao teste em
x = 0 e de fluxo nulo da funcao © em x = L. Apds esse procedimento, a forma fraca para
o problema (P,) obtida é: encontrar um par de funcoes © € Wg, n € W, tais que, para

todo v € V, satisfacam

(0,0, v) — Vi(p®, ) + Pf%(az@, d,0) — (B, 0) = 0, £>0,  (6.1)
<at777 U> - <(I)7U> =0, t >0, (62)
(©li=0, v) = (B0, v), (6.3)
(Nle=0, v) = (1m0, v), (6.4)

onde (-,-) é a notacao do produto definida na Eq. (A.16).
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6.2 DISCRETIZACAO

Seja Vj, um subespago de V' com dimensao finita m e base 5 = {1, ,pm}. A

solucdo da formulagao semi-discreta do problema (P,) é um par de fungoes
On(z,t) = Oppo(z) + Y ayj(t)p;(z), Mn(,t) = npeo(x) + D ani(t)e;(x),  (6.5)
j=1 j=1

que satisfaz o sistema (6.1)-(6.4) para todo v € Vj, onde ¢y € H'(0, L) e ¢o(0) = 1. Como
Vi, é um espago vetorial, basta que Oy, e 7, satisfagam as equagoes (6.1)-(6.4) para cada
v E S.

Utilizando as notagoes a; = (a1;)L;, a2 = (ag;)L; € @ = (@, ap); e procedendo

da mesma maneira que na Se¢ao 5.2, a primeira formulagao discreta para o problema (Fz)

é: para cada k=0, 1,--- ,n, encontrar o* € R?™ tal que
ki k k k—1 Aty k k—1
ffla®)=Ma" -« )—T(F(a)%—F(a )=0, k>0 (6.6)
Mca’ = F,. (6.7)

onde M € R*™?™ ¢ F(a), Fy € R*™ sdo descritos no Apéndice B.

Este problema foi resolvido numericamente utilizando o método de Newton, descrito
na Secdo 3.3, a cada passo de tempo k > 0, sendo que a*~! é utilizado como chute inicial
para o passo k. O espaco de elementos finitos V}, utilizado para a resolugdo deste modelo
¢é o descrito na Subsecao 3.1.2 para o caso unidimensional e as func¢oes base utilizadas
sao descritas na Eq. (3.7). Os detalhes da derivacio das funcoes f* sio deixados para o

Apéndice B. Os resultados da simulagao numérica sdo apresentados na Secao 6.4.

6.3 FORMULACAO DE COMPLEMENTARIDADE

Existem alguns trabalhos que tratam da aplicacao da técnica em problemas re-
lacionados a meios porosos. No trabalho de [45] é apresentada uma nova abordagem
para o tratamento do fluxo multifasico e multicomponente em meios porosos. Baseado
na observacao de que uma fase fluida aparece, ou desaparece, sempre que uma dada
quantidade fisica excede certos limites, foram formuladas condi¢oes de presenca local de
fases fluidas como condic¢oes de complementaridade, o que leva o problema ao campo de
inequacgodes variacionais. No mesmo trabalho, as condi¢oes de complementaridade foram
reformuladas como um NCP equivalente. Foram apresentados resultados numéricos para
a verificacdo de viabilidade da abordagem proposta, utilizando o método de Newton
semi-suave (semi-smooth Newton method). O esquema baseado na formulagao via com-
plementaridade aumentou a robustez do modelo com respeito a transicao de fases e a
inicializagao da distribuicao das mesmas, de tal forma que passos maiores puderam ser

utilizados. Segundo [45], esta nova abordagem ¢é diretamente aplicavel a sistemas com um
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grande nimero de fases e componentes, e se mostra muito conveniente em aplica¢oes reais

de engenharia.

Em um trabalho mais recente [18], um problema associado ao Modelo (4.84)-(4.87)
¢é resolvido numericamente. O modelo foi resolvido de duas maneiras, sendo a primeira
com a aplicacdo do MEF e um esquema de diferencas finitas no tempo. A segunda maneira
acrescenta condigoes de complementaridade na formulagao discreta obtida inicialmente.
As duas abordagens foram simuladas e os resultados comparados. Em [3] esse mesmo
problema ¢ resolvido utilizando o método de diferencas finitas além de serem obtidas
algumas estimativas analiticas para a parte hiperbdlica do modelo. Em [46], estao sendo
verificados resultados de convergéncia para as formulagoes discretas de complementaridade

apresentadas em ambos os trabalhos [3, 18].

Como foi mostrado na Se¢ao 4.3, condigoes de nao negatividade para as incognitas
© e 1 podem ser adicionadas ao modelo (4.84)-(4.87) caso a condigdo inicial do problema
associado satisfaga (4.89). Considere este tipo de solugao inicial. A formulacao de

complementaridade para o problema da ISC é construida segundo ideias de [47].

Para transferir as condi¢oes de nao negatividade das fungoes © e n para as coorde-
nadas das mesmas no espaco V}, é suficiente que a base 3 do espaco seja composta por

funcoes tais que
@ESOO + ZO&UQOJ‘ 2 0, NePo + Z O./Q]‘QOJ' 2 0 = (87 > O, Va - R2m. (68)
j=1 Jj=1

Proposicao 6.3.1. Escolha o espago de elementos finitos V), descrito na Subsecao 3.1.2
para o caso unidimensional. Considerando O, ng = 0, se as fungoes base p; e fungdo g

sao como na Eq. (3.7), o Critério (6.8) € satisfeito.

Demonstragio. (=) Seja a tal que satisfaga o lado esquerdo do Critério (6.8). Entao,

para cada vértice x; da discretizacao que nao pertenca a fronteira de Dirichlet, tem-se

0 < Oppo(zi) + Y arjps(m) = ou, 0 < mppolxi) + Y asjipi(x;) = ay, (6.9)

j=1 Jj=1
através da Eq. (3.7). Logo, a > 0.
(<) Se a > 0, entao o lado esquerdo do Critério (6.8) é satisfeito, ja que, pela Eq. (3.7),
;i 2 0.
O

Defina a funcio vetorial f° : R?™ — R?™ pela regra f'(a) = Ma — F,. A

formulagdo de complementaridade para o problema (P,) é: para cada k = 0,1,--- | n,
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encontrar o € R*™ tal que

a">0, ffar) =0,  ffaF)eat =0. (6.10)

Este problema foi resolvido numericamente utilizando o algoritmo FDA-NCP,
descrito na Secdo 3.4, a cada passo de tempo k > 0. O vetor a*~! + € é utilizado como
chute inicial viavel para o passo k > 0, onde € > 0 é uma perturbacao positiva da solugao
do passo anterior. Afastar o ponto da fronteira da regidao viavel é interessante, ja que
pontos muito proximos da fronteira necessitam de mais iteragoes para encontrar uma

direcao viavel. Os resultados da simulacao numérica sao apresentados na Secao 6.4.

6.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nesta segao, sao mostrados os resultados da simulagdo numérica do problema (P).
Devido a disponibilidade de oxigénio ilimitada em todo o dominio, a combustao ¢ facilitada,
o que atrapalha a formacao do perfil da onda de combustao. Para contornar tal problema,
foram escolhidas velocidade de injecdo altas para o problema: 107! m/s e 1 m/s, o que
implica em pardmetros u; = 232.6 e Uy = 2326. As quantidades de referéncia e demais

parametros adimensionais utilizados na simulacao sao descritos nas tabelas 1, 2 e 3.

O dominio simulado possui comprimento adimensional L = 2 e foi discretizado em
dois tipos de malha uniforme, com 100 e 400 elementos, respectivamente. A discretizagao
no tempo também é uniforme, com passo de tempo At = 3 x 1075, A tolerancia utilizada
no método de Newton e algoritmo FDA-NCP foi de 10712 para a norma do residuo e valor
da funcao potencial, respectivamente. Os resultados das simulagoes sao apresentados nas
figuras 23 e 24. As condigoes iniciais calculadas através da Eq. (6.7), para a simulagao
utilizando o método de Newton, e Eq. (6.10), para a simulacao utilizando o algoritmo
FDA-NCP, sdo mostradas na figura 22.

O : Newton ——
n : Newton —e—
©: FDA —
n:FDA —

x (m)

Figura 22 — Condigoes iniciais calculadas através da Eq. (6.7), para a simulagao utilizando o
método de Newton, e Eq. (6.10), para a simulagio utilizando o algoritmo FDA-NCP.
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Figura 23 — Comparacao dos resultados das simulagbes com o parametro u = uy, utilizando o
método de Newton (Newton) e o método FDA-NCP (FDA) para nos instantes de
tempo indicados. A malha das solugoes a esquerda tem 100 subintervalos e a da

direita tem 400 subintervalos.
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Figura 24 — Comparacao dos resultados das simulagbes com o pardmetro u = ug, utilizando o
método de Newton (Newton) e o método FDA-NCP (FDA) para nos instantes de

tempo indicados. A malha das solugoes a esquerda tem 100 subintervalos e a da

direita tem 400 subintervalos.
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6.5 DISCUSSOES E CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, foram mostrados duas formula¢oes numéricas para a resolugao de
um PVIC modelado pelas equacoes (4.84)-(4.87). Uma delas é obtida através da aplicagao
direta do MEF e do esquema de Crank-Nicolson. A outra surge da transformacao da
formulagao anterior em um NCP a cada passo de tempo. Foram consideradas condi¢oes
de fronteira do tipo Dirichlet constante e Neumann homogénea. As formulagdes numéricas
foram resolvidas através da aplicacao dos métodos de Newton e algoritmo FDA-NCP.
Foi implementado um cédigo em linguagem de programagao Julia para obter resultados

através da simulacao computacional.

Fixado um passo de tempo da simulacao, sao observadas duas ondas de combustivel,
(Uo,Uy) e (Uy,Up), uma onda térmica (U, Usz) e uma onda de combustao, Fig. 25. A
velocidade da onda térmica ¢ utilizada como um critério de comparacgao entre as formulagoes
numeéricas consideradas. A obtencao desta velocidade a partir dos resultados da simulacgao
segue o mesmo procedimento utilizado para se obter a velocidade da onda de combustao,
V9, da Subsecdo 5.3.1. A estimativa analitica da velocidade da onda térmica ¢ dada
pela Eq. (4.88). Nesta ultima equagdo, ©; = 0 e O,.(t) = O (t), onde O,,,.(t) é obtido

seguindo o mesmo procedimento da Subsecao 5.3.1.

As solugoes obtidas sao mostradas nas figuras 23 e 24, de onde observam-se
caracteristicas distintas dos métodos numéricos utilizados. O problema que esta sendo
resolvido apresenta um termo de adveccao na equacao do calor que tem grande influéncia
na solugao, em relagdo ao termo de difusao. Isto se deve ao fato de se considerar grandes
valores para u. Com a aplicacao da versao classica do MEF aliado ao esquema de diferencas
finitas de Crank-Nicolson, é esperado o surgimento de oscilagoes na solu¢do do problema,
como mostrado em [25]. A transformagao da formulagao discreta do problema em um NCP

introduz condigoes de nao negatividade nas variaveis independentes, reduzindo oscilagoes.

Apesar de limitar oscilagoes na solucao, a solugao via formulagao de complementa-
ridade possui onda térmica com velocidade menor que a velocidade obtida em solugoes
com malhas mais refinadas, como pode ser observado ao se comparar as duas diferentes
discretizagoes nas figuras 23(e) e 23(f), por exemplo. Este fato também é observado quando
é feita a comparacdo com a estimativa analitica para a onda térmica, como mostrado
na Fig. 26. A mesma figura mostra que a velocidade da solucao obtida pelo método de

Newton é a que mais se adequa a estimativa analitica.

O retardo da onda térmica é devido a dependéncia entre a velocidade da onda e a
altura da descontinuidade, presente na Eq. (4.88). Ao controlar as oscilagoes, as solugoes
obtidas da formulacao de complementaridade apresentam um valor 0,,,, maior, o que
implica em uma velocidade menor para a onda, ver Fig. 26(c). No entanto, a explicagao

para esse valor maior em ©,,,, esta novamente associada a grande influéncia exercida
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pelo termo de advecgdo na equacao para a temperatura, pois o algoritmo FDA-NCP
se comporta melhor em problemas elipticos. Como em [3, 18] a temperatura nativa do
reservatorio utilizada foi bem menor, 300 K, foi possivel utilizar velocidades % menores e o

retardo nao pode ser observado.

3.39 [ A -
Onda
térmica
Onda de
1 combustao
Ondas de
combustivel
0.17 L L L J
U; Uo U,

estados

Figura 25 — Ondas observadas na simulagdo com o pardmetro @ = u; para o tempo de 3674 min.
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Figura 26 — Velocidades da onda térmica nas simula¢ées com @ = @; e 400 pontos na malha. A
onda considerada possui salto com ©; = 0 e ©, = 0,,4,, valor maximo de © no
tempo fixado.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, foi proposto um modelo para a zona de combustao do processo de
ISC, que considera apenas uma reagao simplificada do tipo gés-sélido. Tal modelo pode ser
entendido como uma generalizagdo dos modelos estudados em [4, 14] que considera pressao
variavel e velocidade média do géas expressa pela lei de Darcy. Além disso, foi verificado na
Secao 4.3 que, sob certas hipoteses adicionais, o modelo também pode ser entendido como
generaliza¢ao do modelo estudado em [3, 18]. O modelo proposto possibilita a modelagem

bidimensional de meios porosos heterogéneos.

Foram propostas modificagoes para algumas estimativas analiticas do Modelo (4.40)-
(4.45) de ISC apresentadas [14]. As modificagoes permitem que as novas estimativas para
a temperatura da onda de combustao, ©°, e velocidade da onda de combustdo, V, possam
ser aplicadas a modelos com parametro o, velocidade de injegao u;,; e pressao prevalecente

P quaisquer.

Um PVIC associado ao Modelo (4.31)-(4.37) foi resolvido numericamente. Os
resultados obtidos da simulacao numérica foram comparados com adaptacoes propostas
para as estimativas analiticas da onda de combustao, verificando a efetividade de algumas
destas estimativas. As comparagoes mostraram que considerar o fluxo de injecado médio
da simulacao nas estimativas analiticas resulta em boas aproximacoes para a velocidade
da onda de combustao o que sugere que, para modelos mais complexos, acertar o fluxo de
injecdo parece resultar em estimativas analiticas mais confidveis. Além disso, a estimativa
para a temperatura da onda de combustao mostrou-se bem acurada na determinacao deste

parametro no modelo mais geral.

Para o modelo simplificado, a estimativa da velocidade da onda térmica foi utilizada
na comparacgao entre as abordagens numéricas. Foi verificado que, para problemas com
grande influéncia dos termos de adveccao, a formulagao de complementaridade necessita

de malhas mais refinadas para que a velocidade da onda térmica seja corretamente obtida.

Efeitos de fingering foram observados na simulagdo do meio heterogéneo. Através
da andlise da Fig. 19, observou-se um aumento no comprimento destas instabilidades. Este
efeito pode ser melhor analisado para casos mais realisticos considerando, por exemplo,
que a viscosidade p de um gés aumenta com o aumento da temperatura [48]. A andlise

detalhada desse efeito, no entanto, é deixada para trabalhos futuros.

Uma outra ideia para trabalhos futuros é utilizar o método proposto por [8]
para a obtencao de estimativas analiticas para a onda de combustao e tentar valida-las
numericamente para o modelo geral. A efetividade das novas estimativas geradas podem
ser comparadas com as estimativas de temperatura e velocidade da onda de combustao

consideradas nesta dissertacao através da comparagao entre os erros.
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E necessario realizar uma analise da segunda abordagem numeérica proposta na
resolugao do problema simplificado, verificando condigoes necessarias e/ou suficientes para
que haja equivaléncia entre as formulacoes forte e discreta via problemas de complementari-
dade. A analise de convergéncia e estabilidade também podem ser realizadas em trabalhos

futuros para esta formulacao.
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APENDICE A — Definicoes e resultados gerais

Neste apéndice sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados gerais utilizados

nos capitulos que compoem a dissertacao.

Defini¢ao A.0.1 (Curva). Uma curva parametrizada é uma aplicagdo o : [ C R — R",

onde [ é um intervalo aberto. A imagem de a é chamada de curva.

Definicao A.0.2 (Curva integral). Sejam v um campo vetorial ¢ a : I — R” uma curva

parametrizada. a([) é uma curva integral de v se é solugdo da equacao diferencial
o' (t) = v(alt)). (A1)

Definigao A.0.3 (Diregao descendente). Um vetor d € R™ é uma dire¢do descendente
para f: R" — R em @ € R" se existe § > 0 tal que f(x +td) < f(x), para todo ¢ € (0,9).

Teorema A.0.1 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R" uma fungdo

com derivada integravel. Entdo

£0) - fa) = [ 7'0) (A2

Proposi¢ao A.0.1. Sejam f : R™ — R de classe C' e x,d € R", tais que f'(x) # 0 e

f'(x)-d < 0. Entao d é uma diregio descendente para f em x.

A.1 SOBRE OS ESPACOS DE FUNCOES

Abaixo sao apresentados algumas defini¢oes e resultados bésicos, retirados de
[49], que facilitam o entendimento dos espagos de fungdes presentes no trabalho. Nos
enunciados a seguir, 2 C R™ é um conjunto mensuravel. As demonstragoes das proposigoes

encontram-se também em [50, 51].

Definicao A.1.1. Sejam f: ) - Re 1 < p < co. Defina o operador
1
£l = ([ f@)rdz) (A3)
Definicao A.1.2. A classe de equivaléncia de uma funcao f : 2 — R é definida por
[f] ={9: Q2 =R, f=g, amenosde um conjunto de medida nula}. (A.4)

Definicao A.1.3. Seja 1 < p < oo. O conjunto das classes de equivaléncia é definido por

LPE):={lf f:Q2=R e |flp <o} (A.5)
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Proposicao A.1.1. Sel < p < oo, LP(Q2) é um espago vetorial normado com as operagoes

UT+1gl =1 +gl e A=A VL Igle LP(Q) e VAER, (A.6)

I = M1F 1l YIF) & LP(Q). (A7)

Daqui em diante, sempre que uma operagao envolver uma classe de LP(2), é

escolhida uma fungao desta classe para realizar a operacgao.

Coroléario A.1.1. O espago L*(Q2) é um espago vetorial com produto interno. A regra que

determina a fungdo produto interno é
(£.9) = [ f@g(@) e,  ¥f.g € L), (A8)

Denota-se por C(2), ou C°(£2), o conjunto das fungdes reais continuas em €. O
vetor a com entradas em NU {0} é dito multi-indice, e |a| = > | a; é a ordem de . Se

la] >0 eue C(Q) é utilizada a notagao

olely
D% = ——— A.
" dx{t - - Qaon’ (A.9)
sempre que a derivada mista existir.
Definicao A.1.4. Seja k € N. Sao definidos os conjuntos
C*(Q) := {u € C(Q); existe D*u € C(Q), 0 < |a| < k} e (A.10)
C™(Q) == [ C*(N). (A.11)
keN
Definigao A.1.5. Seja f: D C R" — R. O suporte de f é definido por
supp f :={x € D; f(z) # 0}. (A.12)
Defini¢do A.1.6. Seja k € NU {0, 00}. E definido o conjunto
CE(Q) == {u € C*(Q); suppu C Q}. (A.13)
Definigao A.1.7. Sejam 2 € R" um aberto, u € L*(2) e o um multi-indice. Se
/Q (@)D (x) dz = (—1) /Q v(@)p(x)dz, Ve C2(9), (A.14)

entao v é a a-ésima derivada fraca de w.

Proposicao A.1.2. A a-ésima derivada fraca, quando existe, ¢ unica, a menos de um

conjunto de medida nula.
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Proposicao A.1.3. Se uma funcao u possui uma a-ésima derivada no sentido cldssico,

entdo u possui tal derivada no sentido fraco e esta coincide com a primeira.

Portanto, a notacdo v’ também é utilizada para denotar a derivada de u no sentido

fraco.

Definigdo A.1.8. Sejam o aberto Q € R" e k € NU{0}. O espago H*(Q) é definido por
H*(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), |a| < k}. (A.15)

Neste trabalho, subconjuntos de H'(2) sao utilizados nas formulagoes de elementos

finitos como espacos de fungoes teste e como espaco de solucoes fracas admissiveis para os

problemas. Para simplificar, a notagao utilizada nas equagoes (A.3) e (A.8) sdo ampliadas

para fungoes vetoriais, de modo que
(f.9)= [ f@)-g@dr o |Iflo=\/(f.),  Vfg:Q-R.  (Al6)
Proposigao A.1.4. O espagco H' () é um espaco vetorial normado com a fungdo norma

lulla@) = /llulld + [le/3- (A17)

Definigao A.1.9. Seja o aberto Q2 € R™. O espago Hj(2) ¢ definido pelo fecho de C§°(€2)

segundo a norma de H'(2).

definida por

O espago H}(€) pode ser entendido como o conjunto das fungoes em H'(2) que,
num certo sentido, se anulam no bordo. Este espago é muito utilizado em problemas de

elementos finitos que possuem apenas condig¢oes de fronteira do tipo Dirichlet.

Proposigao A.1.5. O espago H} () € um espago vetorial normado com a fungio norma
definida por
[l 713 ) = [12l2- (A.18)



86
APENDICE B - Expressoes da discretizacao

Neste apéndice sao mostradas as expressoes para as matrizes e vetores presentes
nas formulagoes semi-discreta dos problemas resolvidos nos capitulos 5 e 6. Também sao
apresentados os termos que compoem as matrizes jacobianas das formulac¢oes discretas
dos mesmos problemas. Como o Capitulo 5 apresenta o caso mais geral para o problema

de ISC, os termos deste serao explicados com mais detalhes.

B.1 EXPRESSOES DO CAPITULO 5

Para facilitar o entendimento defina as funcoes Oy, Y3, pp, psn : R™ X R? — R como:

mi m2
@h(a) - Z QjP; + g1, Yh(a) = Z QP + 92, (Bl)
J=mo+1 j=mi+tl
ms3 mq
prn(a) = Z ajp; + gs, prla) = Z a5+ ga, (B.2)
j=ma+1 J=ms+1

onde a dependéncia de x foi omitida. Estas equagoes sao obtidas através da substituicao

da base (5.18) na Eq. (5.17). Utilizando as equagoes (4.35)-(4.37) podem ser definidos:

), = ©(On, Ya, prnspr),  wn = w(On, pr, VO, Vpp). (B.3)

Como U}, satisfaz (5.12)-(5.15) para cada ¢, € (3, temos

1
(01O, vi) = Vr(pn(On + Og)un, Vi) — =——(VO,, Vi;)

PGT
+ <(I>h, 301> = F; my <1< my, (B4)
1V
<atyh7 SOZ> = - <<0-’u’h - Pph> thv 901>
€ Phn
1 Py, .
— =(VY),, V) —o( —, 0 ) = I, my < i < Mo, (B.5)
Pe Ph
(Orppn, i) = —(Pn, i) = I my <i<ms,  (B.6)
(Ovpn, i) = o{prun, V) = F; ms < i < my, (B.7)

que sao as componentes do vetor F'(a). Para se obter a expressao para M, note que
m
/
OUR(x,t) =D a)(t)p;(x). (B.8)
j=1
Portanto, tomando como exemplo o caso em que mg < 72 < my, obtém-se

<at@h>90i> = <at ( Z AP +91) 790i> = Z (%’790004; = Z Mij@;‘- (B-9)

Jj=mo Jj=mo Jj=mo
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Deducoes similares podem ser realizadas para as outras faixas de valores para ¢ de modo a

obter a expressao
M, O 0 0
0 M, O 0
M = ? : (B.10)
0 0 M; O

0 o 0 M,
onde Ml == (Mij)ml_1<i<ml'

Como U, também satisfaz (5.16) para cada ¢; € 3, entdo, para my < i < my,

tem-se

% M;j;(0) = (Opli=o. i) = (O0, pi) = Fui. (B.11)

Jj=mo
Dedugoes similares sao obtidas para as outras faixas de valores d 7, e resultam na expressao

para F.

Para resolver o sistema nao linear resultante a cada passo de tempo dado pela
Eq. (5.21), é utilizado o método de Newton. Portanto, o célculo da derivada de f* é

necessario. Como

At
Jp(a) = M — TkJF(a), (B.12)
apenas o termo Jr(a) deve ser determinado. Pra facilitar, defina os termos constantes
1 -
Dl - PieT[(VSOJ7VSOZ)]ZJ7 my < 1,] < mq, (B13)
1 -
D, = Fe[(v¢ja v@i)](ifml)(jfml)a my <1,) < My, (B.14)
D, 0 00O
0 D, 00
D= ? e R™™, (B.15)
0O 0 OO
0O 0 0O
1., .
Fp, = ﬁ[(gl, Vi)li, mo <1< My, (B.16)
T
1 4
Fpy = Fe[(gé’ Voi)li—m)s my <1< my, (B.17)
Fp,
F
Fp= (;” cR™. (B.18)
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e os termos dependentes de a

Ar = [=Vr(pn(On + Oa)un, Viy);, mo < i < my, (B.19)
1
A2 = [((O’U}L — PVph> . VY}L, S@)] ) mp <1< ma, (BQO)
¢ Ph (i—m1)
A4 - [_U(phufu v%pz)](l—mg)u ms < 1 < my, (B21)
Ai(a)
A
Ala) = 2(()a> cR™, (B.22)
Ay(a)
Py = [(Pn, ¢i)l:i, mo <1< my, (B.23)
[ P
Py=|—0c (h,¢z>] , mq <i<m2, (B24)
i Ph (i—m1)
P3 = [_((Dha spi)](ifﬂm)a Mo <1 < ms, (B25>
Pl(a)
P
Pla) = [P cgm. (B.26)
Py(a)
I 0

Considerando as expressoes acima, as relagoes

F(a)=P(a) — A(a) — D — Fp, (B.27)

sao vélidas. As matrizes jacobianas Jp(a) e Ja(a) podem ser expressas como

Do, Py Du,P, Do, Py D, P Do A7 0 0 Do, A
Jo_ |PaP2 DasP2 DagPr 0 | DajAs DasAz 0 DayAs|
Do, P3 Da,P3 Do, Ps D, P 0 0 0 0
0 0 0 0 Do Ay 0 0 Dg,A,
(B.29)

onde Dq, X;(cr) é uma matriz com (m; —m,_1) linhas e (m; —m;_1) colunas. A seguir
serao determinados os termos de Jp(a) e Ja(ar). Para o caso discreto e utilizando a

hipdtese que A é apenas funcao de x e contas da Observagao 5.0.1,

A ‘
—gj(%vph + V), mo < j < my
A
8ajuh = _§(<@h + @d)VQOj + ngV@h), mg < j < My (B30>
d

07 C.C.
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Uma tltima expressao que simplifica as contas posteriores é obtida da Eq. (4.37),

! Y.pe (g £ )(1—1—8 ) mog<j<m
o . X o O LAO. j 5 S )

aajq)h — (q)h/yh)gojﬁ my < J < Mo, (Bgl)
(®n/psn) e ma < j < ma,
((I)h/ph)(pjv mg < J < My.

1. Primeiro caso: mg < 7 < my

a) Termos da submatriz D, As:
Oa; (=Vr(pn(On + Oa)un, Vi) = =Vr(pn0a,((On + Oa)un), Vi)
= —Vr(pn(pjun + (On + ©4)du,un), Vi)
b) Termos da submatriz D, P;:
0o; (Pry i) = (Oa; Py i)
¢) Termos da submatriz D,, As:
) W) o2 )
= (J@a‘juh VY, cpz-)

d) Termos da submatriz D, Ps:

Oy | =0 | —, 0| | =—0 ) s
Ph Ph

e) Termos da submatriz D,, Ps:
804]' (_q)ha ()01) = _(aoéj (I)h7 @Z)

f) Termos da submatriz D, Ay:

8aj(—a(phuh, V%)) = _0<phaajuh7 V%)
2. Segundo caso: my < j < mo

a) Termos da submatriz D, P;:
aaj ((bh? SOZ) = (8aj®h7 (101)
b) Termos da submatriz D, As:

(o d) ) e 2] )

¢) Termos da submatriz D, Ps:

8Clj _J 77 SOZ - _0- 77 SOZ
Ph Ph
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d) Termos da submatriz D, Ps:
ao‘j (_¢h7 QDZ) = _(aoéj (Ph? @Z)

3. Terceiro caso: mo < j < mg

a) Termos da submatriz D, P;:
aaj (éh’ SOZ) = (8()4]'@]17 (101)
b) Termos da submatriz D, Ps:

(o (o)) == ()
Oay | =0 | — i | | =—0 i
Ph Ph

¢) Termos da submatriz D,, Ps:
Oo; (= Ph, 0i) = —(Oa; Py i)

4. Quarto caso: ms < j < my

a) Termos da submatriz Dg, A1:
Oa; (=Vr(pn(On + Od)un, Vi) = =Vr((Oh + ©4)0a, (prun), Vi) =
= —Vr((On + O4)(pjun + prlo;un), Vi)

b) Termos da submatriz D,, P;:
Oa; (P, i) = (Oa; Ph, ¥i)

¢) Termos da submatriz D,, As:

Pe (pn)?
d) Termos da submatriz D,, Ps:

aaj (_q)fu 901) = —(8aj (I)h7 sz)
e) Termos da submatriz D,, Ay:

aaj (U(_phuhv VSOl)) = _0'<<90juh + phaajuh)’ Vgpz)

B.2 EXPRESSOES DO CAPITULO 6

Para obter as expressoes do Capitulo 6, sao utilizadas as expressoes obtidas na
ultima se¢ao. O vetor F'(a) é dado pela concatenagao dos vetores gerados das expressoes
(B.4) e (B.6), considerando a simplificacdo dada na Eq. (4.83),

M — (M1 0 ) e Fy— ((Foi)inilmo—i-l) (B.32)
M

0 (Foi)is 011

Para encontrar o termo J (), as equagdes (B.27) e (B.28) sdo vilidas utilizando
fungoes diferentes porém ainda extraidas do modelo geral. Para determinar os coeficientes
das derivadas, apenas os primeiro e terceiro casos sao considerados, onde os subindices sao

13 177 ou 41377.
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APENDICE C - Validagdo da implementacdo numérica

Este apéndice tem o objetivo de validar alguns aspectos da implementacao numérica

realizada no Capitulo 5.

C.1 EXPERIMENTO COM PRESSAO CONSTANTE

Nesta se¢ao, um problema modelado pelas equagoes (4.40)-(4.45) é resolvido com
uma pequena modificacdo no cédigo utilizado para o problema geral. As simulac¢oes aqui
realizadas servem como validacao para a implementagao numérica, visto que os resultados

obtidos sdo comparados com resultados de [14].

A modificagao realizada no cédigo desconsidera a lei de Darcy das equagoes do
sistema. A equacao de balanco para u possui um termo de acumulagdao que nao depende
diretamente de u e isto dificulta as simulagées. Assim como em [14], onde a mesma
dificuldade foi observada, as equagdes (4.40), (4.43) e (4.44) sao combinadas resultando

na seguinte expressao

9 u 1
ViOubyu + (0 + 0,)%0, (@ ! @d> = 50O + 0. (C.1)

Para cada passo de tempo, a funcao u é obtida da Eq (C.1) utilizando os valores dos
passos anteriores. Portanto, somente as equagoes (4.40)-(4.42) sao utilizadas no esquema

discreto desenvolvido no Capitulo 5.

Para esta simulagao, sao utilizados os mesmos pardmetros que em [14]:

©4=4.97, Per=6180, Pe=1344, Vi =0.0243, (C.2)
o=179, £=938,  p=0. (C.3)

O dominio simulado possui comprimento adimensional L = 10 com elementos de tamanho
Az = 0.01 e o passo de tempo inicial dado é de At = 107*. O resultado das simulacoes é
mostrado na Fig. 27, onde 2* = 62.9 m e t* = 1.470 x 10° s foram utilizados para construir
os eixos dimensionais. Em [14] o mesmo modelo foi resolvido numericamente utilizando
esquemas de diferencas finitas no tempo e espaco e analiticamente através da técnica
de perturbagao singular. Os resultados apresentados sao visualmente indistinguiveis dos

apresentados em [14].

Para os parametros obtidos da simulacdo, ©° é definido como o maior valor de
© em um tempo fixo. O valor de V' ¢é medido acompanhando o movimento do valor x
em que py = 0.2. O pardmetro u" é tomado como sendo o valor de u na fronteira direita
do dominio. As estimativas analiticas (4.80)-(4.82) sdo comparadas com os parametros
obtidos na simulagao na Tab. 5. O erro relativo entre as estimativas numérica e analitica
¢ menor que 0.2 % em todos os casos. Em t;, o erro é maior pois a onda de combustao

ainda ndo esta bem estabelecida.



92

12F 1.2 \_ ‘ ‘ ‘ J
1 R e T ST L e

L | eb —_—— |

0.8 0.8 ;

06! 0.6/ Y —|
pPr—

0.4 0.4 |

0.2 1 02 ]

06 50 100 150 200 250 00 100 200 300 400 500 600

x [m] x [m]

Figura 27 — Resultados da simulacdo numérica nos tempos t; = 2.6 x 10% s (& esquerda) e
ty = 5.8 x 10% s (& direita). O valor do pardmetro analitico, obtido da Eq. (4.82),
também foi plotado. O eixo horizontal mostra a varidvel z em metros e o eixo
vertical, as varidveis dependentes ©, Y, py e u.

Tabela 5 — Comparacdo entre as estimativas analiticas para O, V e u¥, e os valores obtidos

numericamente em t; = 2.6 x 10% s e t5 = 5.8 x 10° s.

Parametro | Analitico Numérico em t; Numérico em t,

Valor | Erro relativo | Valor | Erro relativo

ev 1.0249 | 1.0230 | 0.18538% 1.0248 |  0.00976%
V 0.9954 | 0.9959 | 0.05023% 0.9950 | 0.04018%
ut 1.0009 | 1.0000 | 0.08992% 1.0000 | 0.08992%

C.2 INFLUENCIA DAS INSTABILIDADES NUMERICAS NO PERFIL DA ONDA DE
COMBUSTAO

Nesta secao, alguns experimentos sao realizados a fim de verificar a influéncia
das instabilidades numéricas no perfil da onda de combustao observado na Secao 5.3.4.
As simulacoes que seguem utilizam os parametros e condigoes iniciais para o primeiro
caso de simulagao do Capitulo 5, adicionadas algumas perturbagoes. A longo prazo,
espera-se que o perfil da onda de combustao seja aproximadamente constante na direcao

y, assemelhando-se aos resultados do caso homogéneo de simulagao na Secao 5.3.3.

Nos trés casos de perturbacao testados, verifica-se que os resultados obtidos da
simulacao numérica atendem ao perfil esperado. Portanto, tais simulagoes auxiliam na
validagao da estratégia numérica empregada no Capitulo 5, dando indicios de que as
instabilidades numéricas 14 observadas nao afetam de forma significante o perfil da onda

de combustao.



93

Perturbagao na condicao inicial de py

Considere a alteracao da funcao pyy dada na Fig. 28.

1g I 1 0.8
T oh 5| 0.6
= 2 - ] 0.4 Pf

2 b = 0.2

0 | | | | | | | | | 0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
x [m]
Figura 28 — Condicao inicial pyg.
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Figura 29 — Resultados da simulacio para as varidveis adimensionais, de cima para baixo, ©, Y,
pf, Uz € |uy|. A solugao é plotada em 10 dias (& esquerda) e 50 dias (a direita). As
variaveis espaciais x e y sdo exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulagao em 10 e 50 dias sao mostrados na Fig. 29, para ©, Y,
pf, Uz € |uy|. A magnitude da componente u, é mais de uma ordem de grandeza menor
que u,, resultando em um fluxo preferencial na direcdo x. A perturbacao dada na condigao
inicial gera uma perturbacao similar na onda de combustao dada, que suaviza a medida

que o tempo avanga, como esperado.
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Perturbacgao na condigao de fronteira de p
Considere a funcao

4—z |+ cos(4my)
2 100

como condicao inicial para a variavel p. A condicao de fronteira a esquerda para p é
10(0,y), o que corresponde a uma perturbagao relativa de 1% na condigao de fronteira do

caso homogéneo de simulagao na Secao 5.3.3.
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Figura 30 — Resultados da simulagdo para as varidveis adimensionais, de cima para baixo, ©, Y,
pf, Uz € |uyl. A solucdo é plotada em 10 dias (a esquerda) e 50 dias (& direita). As
variaveis espaciais = e y sao exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulagdo em 10 e 50 dias sao mostrados na Fig. 30, para O,
Y, ps, uy € |uy|. Neste exemplo, a magnitude da componente u, é consideravel. Esta,
porém, é aproximadamente nula para valores altos de x, reduzindo o efeito sobre a onda
de combustao a medida que o tempo avanca. Por este motivo, uma suavizacao da frente

de combustao também ¢é esperada e pode ser observada na mesma figura.
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Perturbacao no campo de permeabilidade

Considere o campo de permeabilidade segundo uma distribuicao log-normal com
valores que variam de 0.97 x 107'2 m? a 1.10 x 107*2 m? e média &, dada na Tab. 1.
Este campo pode ser obtido utilizando a = —27.631 e b = 0.014241 na Eq. (5.26). A

distribuicdo normal padrao Z ¢é dada na Fig. 12.
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Figura 31 — Resultados da simulagio para as varidveis adimensionais, de cima para baixo, ©, Y,
pf, Ug € |uy|. A solugao é plotada em 10 dias (& esquerda) e 50 dias (a direita). As
variaveis espaciais = e y sdo exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulagao em 10 e 50 dias sao mostrados na Fig. 31, para ©, Y,
pf, Uy € |uy|. Assim como no primeiro caso de pertubagao, o fluxo preferencial ocorre na
diregao x devido a pequena influéncia da componente u, na velocidade u. Como o campo
de permeabilidade é aproximadamente constante, é esperado que a solucao obtida seja
similar a solugdo do primeiro caso de simulacao do Capitulo 5. Isto é observado na mesma

Fig. 31, onde a frente de combustao é aproximadamente constante ao longo da diregao y.
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