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Resumo

Esta dissertacdo € dedicada ao estudo da transitividade dos fluxos geodésicos em variedades
Riemannianas sem pontos conjugados. Baseada nos resultados realizados por [7] que ampliou
os resultados obtidos em vérias pesquisas realizadas , dedicadas a provar a transitividade topo-
l6gica de fluxos geodésicos em variedades compactas com curvatura K < 0, exigindo que as
variedades fossem de visibilidade uniforme.

Considerando a variedade de visibilidade M, SM o fibrado tangente unitdrio de M e ¢; o
fluxo geodésico em SM, foram apresentados e desenvolvidos resultados para mostrar que se
todo ponto de SM € ndo-errante mediante ¢; entdo ¢, € topologicamente transitivo em SM. Por
tltimo foram apresentadas situacdes onde nio ocorrem a transitividade [2] e a visibilidade [20].

Palavras-Chave: Fluxo Geodésico. Transitividade Topoldgica. Pontos Conjugados. Visibili-
dade Uniforme.



Abstract

This dissertation treat the study of the transitivity of geodesic flows on Riemannian ma-
nifolds without conjugate points. Based on the results performed by [7], which extended the
results obtained in various research, dedicated to proving the topological transitivity of geodesic
flows on compact manifolds with curvature K < 0, requiring that the manifolds were of uniform
visibility.

We can consider the visibility of manifold M, SM the unit tangent bundle M and ¢, the
geodesic flow in SM,were presented and developed results to show that every point of SM is not
wandering through ¢, then ¢ is topologically transitive on SM. Lastly were presented situations
occur where no transitivity [2] and visibility [20].

Key-words: Geodesic Flow. Topological Transitivity. Conjugate Points. Visibility Uniform.
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Introducdo

O objetivo desta dissertacdo € estudar a transitividade tpoldgica de fluxos geodésicos em

variedades Riemannianas sem pontos conjugados.

No Capitulo 1, expomos algumas nogdes basicas de Geometria Riemanniana necessarias
para o desenvolvimento de todo o texto, além de conceitos de Variedades Diferencidveis, Grupo
Quociente e Topologia. Ainda, apresentamos uma no¢ao de Geometria Hiperbdlica e definimos

Recobrimento, Grupo Fundamental, Forma Diferencial e Medida.

No Capitulo 2, definimos assintoticidade entre geodésicas, apresentamos a Topologia do
Cone e estudamos a continuidade da fungéo V : A — SH definida por V(p,q) = (p, }éq(O))
onde A = {(p,q) € H xH;p #q}.

No Capitulo 3, apresentamos as propriedades do conjunto limite L(D) de D, onde D é
o grupo propriamente descontinuo de isometrias de H. Definimos dualidade e mostramos a

condi¢@o para a dualidade. Finalizamos com um estudo da densidade de D em L(D).

No Capitulo 4, definimos a transitividade topoldgica de um fluxo. Relacionamos L(D) a
fluxos geodésicos no fibrado tangente unitirio de M = H /D. Mostramos que para uma varie-
dade de visibilidade uniforme M onde SM = Q o fluxo geodésico € topologicamente transitivo

em SM.

No Capitulo 5, apresentamos o axioma de assintoticidade, observamos que o axioma de
visibilidade uniforme implica no axioma de assintoticidade. Veremos que uma variedade com-
pacta M, com uma métrica g*, sem pontos conjugados, ¢ uma variedade de visibilidade uni-
forme se M € uma variedade de visibilidade uniforme com métrica g. Consequentemente, o

* s . , . o, . * .,
g*-fluxo geodésico € topologicamente transitivo no g*-fibrado tangente unitirio. Apresentamos
um exemplo sobre a ndo-transitividade do fluxo geodésico em uma superficie ndo compacta e
um outo exemplo sobre a ndo visibilidade. Terminamos este capitulo comentando sobre hiper-

bolicidade de Gromov e visibilidade.
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1 Preliminares

Neste primeiro capitulo, introduziremos alguns conceitos que se fazem necessarios para a

leitura do texto.

1.1 Alguns Conceitos de Topologia

Uma referéncia para esta se¢do € [18].

Definicdo 1.1. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e x € X. Uma base local, ou sistema fun-
damental de vizinhangas em X, é uma familia 3, de vizinhangas de x tal que todo aberto A que

contém X, contém um elemento de f3;.

Axiomas de Enumerabilidade

Primeiro axioma: Um espaco X tem base enumerdvel em x € X se existe uma colecdo enume-
ravel B, de vizinhancas de x tal que para toda vizinhanca V de x existe pelo menos um elemento

de By contido em V, ou seja, existe B € B, talquex e BC V.
Se X tem base enumerdvel em todo x € X dizemos que X satisfaz o “primeiro axioma“.

Segundo Axioma: Dizemos que o espaco topologico X satisfaz o segundo axioma de enumera-

bilidade se possui uma base enumerével para a sua topologia.

Definicdo 1.2. Seja (X,d) espaco métrico. A sequéncia (x,) de pontos de X ¢é dita sequéncia

de Cauchy em (X, d) se dado € > 0 existe inteiro N tal que d(x,,x,,) < € sempre que n,m > N.
O espago métrico (X,d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Definicdo 1.3. Um espago métrico (X,d) é totalmente limitado se, para todo € > 0, existe

cobertura finita de X por €-bolas.

Teorema 1.4. O espaco métrico (X,d) é compacto se, e somente se, ¢ completo e totalmente

limitado.
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Definicao 1.5. Um espaco X ¢ dito localmente compacto em X se existe subespaco compacto
C de X que contém a vizinhanga de x. Se X € localmente compacto em cada ponto, X € dito

localmente compacto.

Teorema 1.6. Seja X espaco Hausdorff. Entdo X € localmente compacto se, e somente se, dado

x em X, e dada uma vizinhanca U de X, existe vizinhanga V de x tal que V é compactoe V C U.

Definicao 1.7. Uma colecdo 4 de subconjuntos de X satisfaz a propriedade da interse¢ao finita
se, para toda subcolec¢@o finita {C},C,,...C,} C % vale que a intersecdo C;NCo N...NC, é ndo

vazia.

Teorema 1.8. Seja X espaco topolégico. Entdo X é compacto se, e somente se, toda cole¢do €
de subconjuntos fechados de X possuindo a propriedade da intersecdo finita possui intersecao

ndo vazia, isto é

[ C#0

ce¥
Teorema 1.9 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Sejam B a bola unitéaria fechada em R" e

f : B — B funcao continua. Entdo, existe um ponto fixo x € B.

1.2 Variedades Diferenciaveis

As referéncias para esta secao sdo [14] e [16].

Seja M um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel e conexo.

Defini¢ao 1.10. Um sistema de coordenadas locais ou carta local em M é um homeomorfismo

x:U —x(U) CR" onde U C M é um aberto e n é a dimensdo da aplicagdo.

Para cada p € M, tem-se que x(p) = (x;(p),...,xn(p)) no qual os nimeros x;(p) = x; sdo

chamados coordenadas do ponto p € M no sistema Xx.

Definicao 1.11. Um atlas de dimensdo n sobre um espago topolégico M é uma cole¢do
Y = {xq} de cartas locais xq : Uy — R" no qual a unido dos dominios Uy, sdo tais que

Ug Ua = M. Os dominios Uy, sdo chamados vizinhangas coordenadas de Y.

Um espaco topoldgico M no qual existe um atlas de dimens@o n chama-se variedade topo-

l6gica de dimensao n.
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Definicao 1.12. Dada uma familia de aplica¢des biunivocas Xy: Uy C R" — M, onde Uy, sdo
abertos de R” em M; definimos uma variedade diferencidvel de dimensdo n como um conjunto

M tal que:

D) Uy Xa(Ua) =M;

2) Para todo par &, 8, com X¢(Ug)NXg(Ug) = W # 0, os conjuntos Xo ' (W) e X! (W)

sao abertos em R” e as aplicagdes Xﬁ_l o X sdo diferencidveis;

3) A familia {(Uy,Xy)} é maximal relativamente as condi¢des (1) e (2).

(¢a,Va,Ugy) é uma carta. A colegdo de todas as cartas é dito um atlas.

Definicao 1.13 (Fibrado Tangente). Seja M" uma variedade diferencidvel e seja
™ = {(p,Vv);p € M, v € T,M}. Entdo, TM com uma estrutura diferencidvel € chamado fibrado

tangente.

Definicao 1.14 (Aplicacdes Diferencidveis entre Variedades). Sejam M;" e M,™ variedades
diferencidvies. Uma aplicagcdo ¢: M| — M, é diferencidvel em p € M se, dada uma parame-
trizagdo Y: V C R"—M, em ¢(p) existe uma parametrizacdo X: U C R" — M| em p tal que
o(X(U)) € Y(V) e aaplicacio Y ! o poX: X1 (U) c R* — R™ ¢ diferencidvel em X ' (p).

Y .
e
/\

X Y

Figura 1.1: AplicacOes Diferencidveis entre Variedades

Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : M — N é uma
imersdo se d@, : T,M — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se ¢ for homeomorfismo sobre

@(M) C N, onde ¢(M) tem a topologia induzida por N, entdo ¢ é um mergulho. Se M C N
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e i:M C N é um mergulho, entdo M é subvariedade de N. Seja ¢ : M"* — N" imersdo, entdo

m < nen—mé codimensao da imersao ¢.

Definicao 1.15. Definimos a aplicag@o projegdo por 7 : TM — M no qual ©t(p,v) = p.
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1.3 Homotopia, Recobrimento e Grupo Fundamental

Uma referéncia para esta secio é [15].

Definicao 1.16. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Duas aplica¢des continuas f, g: X — Y sd@o
homotdpicas (f ~ g) quando existe aplicagdo continua H: X x I = [0, 1] — Y tal que,
H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), Vx € X.

Para t € I podemos definir H; : X — Y tal que, H;(x) = H(x,1).
A relacdo de homotopia é uma relagdo de equivaléncia no conjunto das aplicacdes continuas de
X em Y. As classes de equivaléncia segundo a relacdo de homotopia sdo chamadas classes de

homotopia.

Definicao 1.17. Duas aplica¢des continuas f, g: X — Y (com X localmente compacto de Haus-
dorff ou metrizdvel) sdo homotdpicas se, e somente se f e g pertencem a mesma componente

conexa por caminhos no espaco C(X, Y).

Proposicao 1.18. Sejam f, g: X — Y aplicac¢des continuas tais que f(x) e g(x) estdo em com-
ponentes conexas distintas de Y. Entdo f e g ndo sdo homotdpicas.

Proposiciao 1.19. Sejam f, f': X — Ye g, g’: Y — Z aplicac¢des continuas. Se f ~ f' e g~ g,
entdo go f ~ g o f'.

Definicao 1.20. Uma aplicacdo f : X — Y é uma equivaléncia homotdpica quando existe

g:Y — X, continua tal que; go f ~idy e fog ~ idy,. Entdo, g € um inverso homotdpico de f e

os espacos topoldgicos X e Y t€ém o mesmo tipo de homotopia.

Definicao 1.21. Um espaco topoldgico X € contratil se tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto.

Um espaco X € contritil se, e somente se a aplica¢do identidade id : X — X € homotdpica

a uma aplicacdo constante X — X.

Definicdo 1.22. Uma aplicac@o continua a : J = [sg,s1] — x é dita um caminho.

Quando a aplicag@o é tal que a(sg) = a(s;) dizemos que o caminho é fechado.

Definicao 1.23. Uma homotopia H : a =~ b entre caminhos é uma aplica¢do continua
H:IxI— X tal que, H(s,0) = a(s),H(s,1) = b(s), Vs,t € I H(0,t) = a(0) = b(0),
H(1,1) = a(1) = b(1)



15

Para que a =~ b é necessério que; a(0) = b(0) =xp e a(l) =b(1) =x

Proposicao 1.24. Sejam a,b,c : [ — X caminhos tais que cada um deles termina onde o se-
guinte comega. Sejam o = [a], B = [b], Y = [c] suas classes de homotopia; x = a(0) a origem e
y =a(l) seu fim, ey, e, caminhos constantes sobre esse pontos € & = [e], & = [e,] as classes

de homotopia dessas constantes. Entdo,

i aol=¢,

i. ala=¢g,

. &0 =0 = 0gy

iv. (aB)y=a(By)

O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos em um espago
topoldgico X, com a lei da composi¢do acima definida, chama-se grupéide fundamental de X

representado po I1(X).

Considere os pares (X,xp), onde xg € X € ponto bdsico do espago topoldgico X. Os ca-
minhos fechados a : (I,dI) — (X,xp) sdo caminhos com base no ponto xy. O subconjunto
IT; (X,x0) = {[a];a : | — X é caminho fechado com base em xp} do grupdide fundamental
constitui um grupo chamado grupo fundamental do espaco X com base no ponto xo. O ele-

mento neutro desse grupo € a classe de homotopia € = €, do caminho constante no ponto xo.

Proposicao 1.25. Se x( e x; pertencem a mesma componente conexa por caminhos de X en-
tao Iy (X,xp) e IT;(X,x;) sdo isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia y
de caminhos que ligam xg a x; induz um isomorfismo ¥ : IT;(X,x;) — IT;(X,x0), dado por

¥(a) =yoy .

Proposicao 1.26. Se dois espacos topoldgicos X, Y conexos por caminhos t€ém o mesmo tipo

de homotopia, entdo seus grupos fundamentais sdo isomorfos.
Corolario 1.27. O grupo fundamental de um espago contrétil possui um unico elemento.
Um espago topoldgico X € dito simplesmente conexo quando € conexo por caminhos e

IT;(X,x9) = {0}, Vxo € X. Ou seja, para todo caminho fechado a : I — X, com base no ponto

X, tlem-se a =2 ey, .
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Sejam X, Y espagos topoldgicos. Dizemos que, f: X — Y é um homeomorfismo local
quando cada ponto x € X estd contido em um aberto U tal que, V = f(U) é abertoem Y e f |y

¢ um homeomorfismo de U sobre V.

Sejam f: X — Y, g:Z — Y aplicagdes continuas. Um levantamento de g € uma aplicag¢ao

continua g : Z — X tal que fog=g.

Y

Figura 1.2: Levantamento de g

Seja f : X — Y continua, localmente injetiva, onde X é espaco Hausdorff. Se Z € conexo e
g :Z — Y é continua; entdo dois levantamentos g,¢ : Z — X de g, que coincidem em um ponto
Z € Z, sao iguais.
Método do Prolongamento Analitico: Dado um homeomorfismo local f: X — Y, seja
y € f(X). Paracada x € X com f(x) =y, existem vizinhancas Ude xe Vde y taisque f: U — V

é homeomorfismo e g = (f |y)~! : V — U é um inverso local de f chamado ramo de .

Definicao 1.28. A aplicacao p : X — X é uma aplicacdo de recobrimento quando cada ponto
x € X pertence a um aberto V C X tal que p~' (V) = Uyen U € uma reunido de abertos Uy,

dois-a-dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p homeomorficamente sobre V.

Uma aplicacdo de recobrimento p : X — X é um homeomorfismo local de X sobre X.

Definicao 1.29. Considere a aplicagdo de recobrimento p : X — X. Se um aberto V C X é
conexo e localmente conexo por caminhos e, além disso, todo caminho fechado em V é homo-

tépico a uma constante em X entdo, V € uma vizinhanca distinguida.

Sejam V uma vizinhanga distinguida; Xo espaco de recobrimento de X, onde X € a base e

p~!(x) as fibras sobre x.

Proposicao 1.30. Se a base X de um recobrimento p : X — X é conexa, entdo todas as fibras

p~!(x),x € X, possuem o mesmo “nimero de folhas” (ou niimero cardinal) do recobrimento.
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=
=
e

Figura 1.3: Aplicacdo de recobrimento

Propriedade de Levantamento de Caminhos (p.l.c.): Seja f : X — Y aplicac@o continua e
sobrejetiva. Dados um caminho a : J — Y, com J = [sg, s1], e x € X tal que f(x) = a(sp), existe
caminho a:J — X tal que a(sg) =xe foa=a.

Propriedade de Levantamento Unico de Caminhos (p.L.u.c.): Seja f : X — Y aplicacio so-
brejetiva. Dados um caminho a : J — X e um ponto x € X com f(x) = a(sp), existe um dnico

caminhoa:J — X talque foa =aea(sy) = x.

Dizemos que X € semi-localmente simplesmente conexo quando Vx € X possui uma vizi-

nhanga V tal que todo caminho fechado em V é homotdpico a uma constante em X.

Se X for localmente conexo por caminhos e semi-localmente conexo, temos que p : X — X

¢ um recobrimento se, € somente se, € homeomorfismo local com a p.l.u.c.

Dada uma aplicacdo de recobrimento p : X > X, sejam X € Xex= p(x). Usaremos a
notagio H (¥) para representar a imagem do homomorfismo p; : 7 (X, %) — m; (X, x), induzido

pela projecao de recobrimento p.

Proposicao 1.31. Seja p: X — X um recobrimento, onde o espaco X € conexo por caminhos.
Sejam Z um espago conexo e localmente conexo por caminhos e f : (Z,z9) — (X,x0) uma
aplicacdo continua. Dado X € p~!(xp), a fim de que f possua um levantamento

f:(Z,20) — (X, %), é necessario e suficiente que fimi(Z,20) C H(Xo).

Corolario 1.32. Sejam X conexo por caminhos e Z simplesmente conexo, localmente co-
nexo por caminhos. Toda aplica¢do continua f : (Z,z9) — (X,xo) admite um levantamento

f:(Z,20) = (X, %), onde Xy € p~!(xg) é escolhido arbitrariamente.
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X, x9

(X, x9

=

Z,z9

+O

(X, %) T, (X, X0)

fy

Pl

n(Z, 29

Figura 1.4: Projecdo de recobrimento

Sejam p; :)?1 —X,p2: )?2 — X recobrimentos com a mesma base X. Um homomorfismo
entre estes recobrimentos € uma aplicac¢do continua f : X, — X, tal que pyo f = py.
Se p3: X3 — X é outro recobrimento com base X e g: X, — X3 é um homomorfismo, a composta
gof: fl — Xv3 € homomorfismo. Dizemos que f : le — fz € um isomorfismo quando f é um

homeomorfismo tal que py o f = pj.

Um homomorfismo f : 5(,1 — fz € um levantamento da aplicacdo continua p; : fl — X

relativamente ao recobrimento p, : X — X.

X
X
: P

Figura 1.5: f: levantamento da aplicacdo continua p; em relacdo ao recobrimento p;

Quando X; € conexo, dois homomorfismos que assumam o mesmo valor em um ponto

X1 € X sdo iguais.

Proposicao 1.33. Sejam p; :le —X,p2 :)?2 — X recobrimentos com a mesma base X. Se sz é

conexo e localmente conexo por caminhos, todo homomorfismo f : X; — X, € um recobrimento.
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Em particular, f é sobrejetivo.

Proposicao 1.34. Sejam X1,X> conexos e localmente conexos por caminhos. A fim de que

exista um homomorfismo f : le — fz com f(x]) = X, é necessdrio e suficiente que
H; ()?1) C Hz(kvz).

Corolario 1.35. Seja p : X — X um recobrimento cujo dominio X é simplesmente conexo e
localmente conexo por caminhos.Para todo recobrimento g : ¥ — X com Y conexo, existe um

recobrimento f : X > Y tal que go f = p.

Um recobrimento p : X — X com X simplesmente conexo e localmente conexo por cami-

nhos é um recobrimento universal.

Um endomorfismo é um homomorfismo de um recobrimento em si mesmo. Dado o reco-
brimento p : X — X, um endomorfismo &, portanto, uma aplicag¢do continua f : X — X tal que
po f=p. Quando o endomorfismo f for um homeomorfismo de X sobre si mesmo, diremos
que f é um automorfismo. O conjunto G(Xv /X)) dos automorfismos do recobrimento p : X=X

constitui um grupo relativamente a composi¢ao de aplicagdes.

As vezes os automorfismos sdo chamados as “transformagdes de recobrimento” ou “trans-
lagdes de recobrimento”. A condi¢do p, o f = p; significa que f aplica cada fibra pl_1 (x) na fibra
p5 ' (x). Em particular, um endomorfismo f : X — X aplica cada fibra p~! (x) em si prépria. Um
isomorfismo f induz, para cada x € X, uma bije¢do da fibra pl_1 (x) sobre a fibra p, I(x). Um

automorfismo, por sua vez, determina uma permutaco em cada fibra p~! (x).

Note que um homomorfismo f : X; — X, € um levantamento da aplica¢do continua p; :
X1 — X relativamente ao recobrimento p; : Xo — X. Assim, quando X; é conexo, dois homo-

morfismos que assumam o mesmo valor em um ponto x| € X sdo iguais.

Consideramos como superficie, variedades topoldgicas de dimensdo 2, ou seja, um espago
topolégico de Hausdorff localmente homeomorfo ao plano R?. Temos que toda superficie com-
pacta € o espaco quociente de um poligono plano por uma relacdo de equivaléncia segundo a

qual os lados que constituem o bordo do poligono sdo identificados dois a dois.

As ilustragdes dos esquemas de identificacdo das superficies orientdveis de género zero, das
superficies orientdveis de género g > 1 e das superficies ndo-orientaveis de género g = h — 1

podem ser encontrados em [15].
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1.4 Nocoes Basicas de Geometria Riemanniana

As referéncias para esta secao sdo [1] e [4].

Definicao 1.36. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p € M, um produto interno (;), no espago tangente 7,M

que varia no seguinte sentido. Se x: U C R" — M € um sistema de coordenadas locais em torno

de p,com x(xy...x,) =q€x(U) e 3%((]) =dx(0,...,1,...,0) entdo

<8ix,~(Q)’ 8ixj<q)>q = gij(x1,. .. %)

€ uma funcdo diferencidvel em U, onde g;; € a expressdo da métrica Riemanniana.

Definicao 1.37. Uma variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é cha-

mada variedade Riemanniana.

Definicao 1.38. Duas métricas g e g* em uma variedade riemanianna M sdo ditas equivalentes

se existirem constantes 0 < a < b tais que para qualquer vetor tangente vem M
al[vI[<[Ivil-<bllv]|
onde [[;||,]]; ||+ denotam as normas com as métricas g e g*, respectivamente.

Se M € variedade compacta, entdo duas métricas quaisquer em M sdo equivalentes.

Definicao 1.39. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspon-

déncia que a cada ponto p € M, associa um vetor X (p) € T,M.

Definicao 1.40. Sejam M, N variedades Riemannianas. O difeomorfismo f : M — N € isometria

se; (W, V) p = (dfp(U),dfp(V)) (), VP EM; U,V € TM

Definicio 1.41. Seja f: M — N onde df), : TyM — Ty(,,)N € injetiva para todo p € M. Entéao f

¢ dita uma 1mersao.

1.4.1 Conexao Afim

Sejam agora X (M) o conjunto dos campos vetoriais em M, e Z(M) o anel das fungdes reais

de classe C* definidas em M.

Definicao 1.42. Uma conexdo afim 5y em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
vV X(M) x X(M) — X(M) que se indica por (X,Y) — \/xY e que satisfaz as seguintes pro-

priedades:
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D) VixtovZ=fNxZ+gvVvZ
2) Vx(Y+2Z)=vxY +vxZ

3) vx(fY)=fuxY +X(f)Y

Onde X,Y,ZeX(M)e f,g € 2(M).

Proposicao 1.43. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim v/. Entdo, existe
uma Unica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel
o : 1 C R — M um campo vetorial % ao longo de «, chamado de derivada covariante de V ao

longo de « tal que, se w € um campo ao longode e f: I C R — R, entdo

D(V+W) _ DV , DW
D =g— = +7ar

DfV _ dfv | fDV
2 %= ta
3) Se dado um campo Y € X (M) tal que Y (o (z)) = V(¢), entdo Z—‘t/ = VdT“Y
1
A conexdo € dita compativel com a métrica quando para quaisquer campos de vetores

X,Y,Z € X(M) aequacdo X(Y,Z) = (\/xY,Z) + (Y,/xZ) é sempre vilida.

A conexdo é dita simétrica, quando para quaisquer campos de vetores X,Y,Z € X(M) acon-
tece VxY —vyX = [X,Y] onde [X,Y] =XY —YX.

Teorema 1.44 (Levi-Civita). Dada uma variedade M existe uma tnica conexao afim \y em M
que satisfaz:
1) v/ € simétrica;

2) v/ € compativel com a métrica.

A tnica conexdo afim 5/ que satisfaz o teorema anterior chama-se conexdo de Levi-Civita.

Uma curva parametrizada y : [a,b] — M é uma geodésica em t( € [a,b] se %(‘é—’; )=0no

ponto fy. Se ¥ é geodésica em t, para todo ¢ € [a,b], dizemos que ¥ € uma geodésica.

Neste trabalho, todas as geodésicas serdo consideradas de velocidade unitaria.
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1.4.2 Variedades sem Pontos Conjugados

Definicao 1.45. Um campo de vetores J ao longo de uma geodésica y € um campo de Jacobi se
J'+R(Y,J)Y =0

onde R € o tensor de curvatura Riemanniana de M e J' € a derivada covariante de J ao longo de
Y.
Definicdo 1.46. Se v € T,S, v # 0, é tal que (| v |, ﬁ) = y(1,v) estd definido, escrevemos

expp(v) =y(1,v) e exp,(0) = p.

Observacao 1: Note que () e ty(t) sdo campos de Jacobi ao longo de ¥, que nos dio infor-
macoes apenas sobre a propria geodésica y. Por este motivo, ao estudarmos fluxos geodésicos

sO nos interessamos por campos de Jacobi perpendiculares a 7.

Definicao 1.47. Dois pontos p e q em Y sdo conjugados se existir um campo de Jacobi, ndo-nulo,

J ao longo de ¥ que se anula em p e em q.

Dizemos que uma variedade M € sem pontos conjugados se, para toda geodésica y de M,
dois pontos quaisquer de Yy ndo sdo conjugados ao longo de y. De forma equivalente, para todo

raio geodésico 7, e todo campo de Jacobi ndo trivial ao longo de y com J(0) = 0,

(J,)(t) >0,Vt >0

Seja M variedade sem pontos conjugados. Entdo, para cada p em M, exp,, : M, — M € um

recobrimento.

Se M € variedade simplesmente conexa e sem pontos conjugados, vale que

i. ParatodopemM, exp, : T,M — M € um difeomorfismo;

ii. Dois pontos quaisquer de M sado ligados por uma tnica geodésica.

1.4.3 Fluxo Geodésico

Definigao 1.48. O fluxo geodésico damétricag € o fluxo ¢ : TM — TM : (p,v) — (V) (1), y('p ) (1)),

tal que ¥, € geodésica para a métrica g, com as condi¢des iniciais ¥(,,,)(0) = pe }/('p . (0)=v.
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Sejam M = H /D uma variedade Riemanniana completa, SM = {(p,v) € SM;||v||=1}, 0

fibrado tangente unitdrio e {¢; } o fluxo geodésico definido em SM.

Temos que, {@, : SM — SM} sdo difeomorfismos definidos por, @ (p,v) = (1(¢),%(1)),
onde ¥, é a geodésica em M com %,(0) = p e %,(0) = v.

1.4.4 Divergéncia Uniforme de Geodésicas

A sequéncia {p,} de pontos de H € dita divergente se ndo tem limite. O raio geodésico,
comeg¢ando em p, é chamado raio limite de tal sequéncia, se os segmentos geodésicos ¥, ligando
p a p, convergem para 7, isto é

Y (0) = lim %,(0)

n—yoo

Os raios geodésicos comecando em p € H divergem uniformemente, se cada raio geodé-
sico com uma distincia limitada a partir de uma sequéncia divergente {p,} € raio limite dessa

sequéncia.
A divergéncia uniforme em p implica que quaisquer dois raios geodésicos ¥ (t) e ()
comeg¢ando em p, divergem, isto é

lim d(n(1), 12(1)) =

Proposicao 1.49 (Resultado de Green). Seja (M, g) uma superficie compacta, sem pontos con-

jugados. Entdo os raios geodésicos divergem uniformemente em M.

Observacao 2: Toda superficie compacta de género maior do que 1 admite métrica de curvatura

negativa.

Para uma prova ver [22].

1.5 Nocoes de Geometria Hiperbolica

Seja H" = {(x1,x2,...,%,) € R%x, > 0}. Para H? = {(x,y) € R?;y > 0}, definimos
(@, v)
<777>H = —2,V7,7 € T(x()7y0)H2

Yo

em cada ponto (xo,yo) € H? e a métrica g (W, V) = (i, V ).
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A métrica ggy é chamada métrica hiperbdlica. Chamamos (H?, gi7) o espago hiperbélico.

Seja ¥ : [a,b] — H? uma curva C! por partes sobre H?, y(¢) = (x(¢),y(t)).

O comprimento hiperbolico de y € dado por:

Li(y) = [ /(Y (0), ¥ (0)de = [/ (), ¥ (O)mdr = [ L9F Dy,

Dados dois pontos 71,22 € H?2, definimos a distancia hiperbdlica entre z; e z; da seguinte forma:
du(z1,22) = inf{Lg(C);C : [a,b] — H? ,C" por partes com C(a) = z1 e C(b) = 25}.

Definicdo 1.50. Um difeomorfismo f: (M, (,)) — (N,{((,))) entre duas variedades Riemannia-

nas (M, (,)) e (N,((,))) é chamado uma isometria se
(U, V) p = (dfp (W), dfp (V) (), VP EM, U,V € T,M

Proposicdo 1.51. Toda transformacio f : H?> — H? definida por z — %2 com a,b,c.d € R

cz+d’
e ad — bc = 1 é uma isometria de H2. Se /(z) = —Z, as outras isometrias de H? sio da forma
. —az+b —
foh:zrm =Zrj, coma,b,c,d € Read —bc=1.

Definicdo 1.52. Uma curva y: I = (a,b) C R — H?, C! por partes, é geodésica (geodésica
minimizante) quando para cada par de pontos em ¥((a,b)) a curva y é minimizante entre esses

dois pontos.

A distancia hiperbdlica é dada por:

du(y(t1),v(t2)) = Lu(y)[y(t1),Y(t2)], V11,12 € (a,b)

onde Ly (y)[y(t1),y(t2)] é o comprimento hiperbdlico de y entre ¥(t1) e y(z2).

Lema 1.53. Seja f : H? — H? uma isometria de H e seja y uma geodésica de H?. Entdo, f(y)

é uma geodésica de H?.

Demonstracdo. Seja f : H? — H? uma isometria de H?, entdo f preserva comprimento.
Seja v: (a,b) — H? uma geodésica. Entio, dados t1,t, € (a,b), temos que

du(y(t1),v(t2)) = Lu(y)[v(t1), v(t2].

Considere f(y) € C' em H?. Como f é isometria e f(}) é difeomorfismo temos que,

L (F (YU (V(00)), f (Y(2))] = Lua(V)[v(11), ¥(22)] = dm(v(11), ¥(22)) = da (f (¥(11)), £ (7(22)))-
Logo, f(y) é uma geodésica de H?. O

Proposicdo 1.54.  a) Toda semi-reta vertical y(t) =xo+it,t € (0,0),x9 € R é uma geodésica
de (szgH)
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Sejam p e q dois pontos distintos de H? alinhados verticalmente. Existe exatamente uma

geodésica passando por esses dois pontos, que € a semi-reta vertical por esses dois pontos.

Demonstracdo.  a) Basta mostrarmos que, V1,1, € (0,0) o comprimento de ¥ entre ¥(¢1) e

b)

¥(t2) é menor que ou igual ao comprimento de qualquer curva C ligando esses dois pon-
tos.

Entio, seja C uma curva C! por partes ligando os pontos ¥(¢1) e (1)

C:[0,1] = H?, C(s) = (x(s),¥(s)), C(0) = (1) e C(1) = ¥(r2)

Ly(C) = /01 VAC'(s),C'(s)) gds = /01 VA (), (5)), (K (), (5)))mds =
[ VETREER,,, [ VOO, (1Y
0 y “Jo (s 0

/
¥(s)
[15 ass) [ 20y
Logo, fazendo u = y(s) temos

L (C) =| [o) Lau = in | u[Plg)|= | in] y(1) | —tn | 5(0) ||=] tny(1) — Iny(0) |=

| l”ig_(l); = l”ﬁ_(l)% = Lu(7)[v(t1), v(12)]

Seja a semi-reta vertical y(t) = xo + it, t € (0,00) e xo € R, passando por dois pontos

distintos de H? alinhados verticalmente, p = () e g = Y(12).

Pelo item (a) temos que 7 é uma geodésica de H?.

Suponhamos C : [0,1] — H?2, C(s) = (x(s),y(s)) outra geodésica de (H?,gp) passando
porpeq,comC(0)=peC(1) =gq.

Entao,

L (C)[C(0),C(1)] = Lu(C)[p,q] = Lu(C)[¥(r1), ¥(22)]

que € menor do que ou igual ao comprimento de qualquer outra curva ligando esses

pontos. Mas, por (a), Lg(y) < Li(C).

Logo, Ly (C) = Ly () e temos que C € a semi-reta vertical ¥, a menos de parametrizacao.
Portanto, a tinica geodésica que passa por p e q € a semi-reta vertical que passa por esses

dois pontos.

Proposicio 1.55. Os semi-circulos ortogonais ao eixo real sdo geodésicas de (H?, g).

Demonstracdo. Seja xo € R o centro do circulo correspondente ao semi-circulo ortogonal ao
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eixo real dado de raio R. Seja I a inversdo em relagdo a Cog(xo + R), Vz € H2,

(x0+R)Z |, (xo+R)>—(2R)?
_ (2R)? _ —x Tt R
I(Z)_Z—(XQ+R)+(XO+R)_ 2__Ig+(x02—1:R)

Temos que I é uma isometria de H?. Seja L a semi-reta baseada em (xo — R,0). Entio, I(L)

é CR(X()).

Como L é uma geodésica, (pela Proposicdo 1.54) e I é uma isometria de H?, concluimos

(pelo Lema 1.53) que Cg(xo) é uma geodésica de H?. O

Invariante
L yan

x— R X xs+ R X+ ﬁ + 2R

Figura 1.6: A inversao |

Teorema 1.56. Por dois pontos de H? passa exatamente uma geodésica. As tnicas geodésicas

de H? sdo as semi-retas verticais e os semi-circulos ortogonais ao eixo real.

Demonstracdo. Usando que por dois pontos distintos p,q € H? passa uma tinica geodésica (se
eles estdo na mesma reta vertical, pela Proposicdo 1.54), ou um semi-circulo y ortogonal ao

eixo real (caso contrario) que € uma geodésica, pela Proposi¢cdo 1.55.

R ¢ a distancia Euclidiana entre p e xop. Assim, mostramos a existéncia e a unicidade no
caso em que os dois pontos estdo alinhados verticalmente e mostramos a existéncia no caso

contrario.

Consideremos uma imersao I que leva 7y sobre a semi-reta vertical L. passando pelo ponto

(xo —R,0). Se 7 é uma geodésica que também passa por p e q, I(y) e I(7) sdo geodésicas de



27

/ mediatriz

_ +R
X~ R x\ Xo

Figura 1.7: Contrucio da geodésica que passa por dois pontos de H?

H?, ja que I é uma isometria, passando por I(p) e I(g), que estdo alinhados verticalmente. Pela

Proposi¢do 1.54, I(7) C I(7) e, como I é uma bijecéo, 7 C 7, seguindo a unicidade.

Segue, também, da demonstragdo, a segunda afirmacao do teorema. [
SejaD={weC;|wl|<1}.
Seja o difeomorfismo ¢ : H? — I definida por; ¢(z) = %

.74

—i

Figura 1.8: Bordo assint6tico: d..D = §' — R U {co}

Proposicdo 1.57. Existe uma tinica métrica gp em D tal que ¢ seja uma isometria de (H?, g
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sobre (D, gp): .
u,v
(1= [w[?)*’

Onde (D, gp) € o disco de Poincaré ou o modelo do disco do espaco hiperbdlico.

lwl<1

Teorema 1.58. As geodésicas de (DD, gp) sdo os didmetros e os arcos de circulos ortogonais ao
bordo de D.

A demonstragdo se dd usando a isometria ¢ e que a transforma¢do de Mobius ¢ leva retas

e circulos em retas e circulos.

1.6 Grupo Quociente

Uma referéncia para esta secdo é [15].

Sejam (X, 7),Yum conjunto ndo vazio e f : X — Y sobrejetiva. Definamos em Y a seguinte
topologia:
={vcry;f ' (U)er}

Ty € topologia sobre Y, dita topologia quociente em Y induzida por f.

Defini¢do 1.59. Sejam (X, 7),(Y,7y) e seja f : X — Y sobrejetiva. A fungio f que induz a
topologia quociente € chamada uma identificagdo 7y = 7y.

Propriedade Universal da Topologia Quociente

Sejam X, Y, Z espagos topoldgicos e f : X — Y uma identificacdo. Entdo, g: Y — Z €

continua se, € somente se, go f € continua.

Sejam ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X e X /.. o conjunto das classes de equivalén-
cia em X. Definimos 7 : X — X /. que leva x — [x] onde [x] € a classe de equivaléncia que

contém x. 7 € dita projecdo canodnica e € naturalmente sobrejetiva.
Definicio 1.60. Seja (X, 7) espaco topoldgico. O par (X /., Tz) € dito espago quociente de X.

Observacao 3: Toda variedade Riemanniana conexa pode ser obtida como quociente de uma

variedade Riemanniana simplesmente conexa por um subgrupo discreto de isometrias.

Proposicao 1.61. Seja f : X — Y continua, localmente injetiva definida em um espaco Haus-
dorff X. Se Z € conexo e g : Z — Y € continua entdo dois levantamentos g, : Z — X de g, que

coincidem em um ponto z € Z, sdo iguais.
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Definicao 1.62. O grupo G ¢ um grupo propriamente descontinuo do espaco X, quando para
todo x € X, G possui uma vizinhanca V tal que para todo g € G, diferente da identidade, tem-se

g.VNV =0. Ou seja; a 6rbita G.x de cada ponto do espago X € um conjunto discreto.
Proposicao 1.63. Seja G um grupo de homeomorfismos operando livremente no espaco X. As

afirmacdes que seguem sdo equivalentes:

1. G € propriamente descontinuo;
ii. A projecdo canodnica p : X — X /G € uma aplicacdo de recobrimento;
iii. p:X — X /G é localmente injetiva.

Lema 1.64. Seja G um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos do espaco topo-
l6gico conexo X. Afirmamos que o grupo de automorfismos do recobrimento p: X — X /G é

precisamente o grupo G.

Demonstracdo. Seja g € G. Entdo, para todo x € X temos que p(gx) = G.gx = G.x = p(x).
Logo pog=pedai, g€ G(X\X G).
Reciprocamente, dado um automorfismo f : X — X, fixemosmos xy € X e seja x; = f(xp).

Entdo, x| pertence a mesma fibra que xy, logo existe g € G com gxg = x|.

Portanto, pela Proposic¢do 1.61, f e g sdo levantamentos de p que coincidem no ponto x.

Como X € conexo, pela Proposi¢do 1.63 temos que f = g, onde f € G. 0

Lema 1.65. Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos, entdo o grupo
G((X),/X), dos automorfismos do recobrimento p : X — X & isomorfo ao grupo fundamental
IT; (X, x0).

Demonstracdo. Sejam o,X € X e a € IT; (X, x) correspondente ao automorfismo f : X — X.
Seja o caminho bem X que liga x a xp tal que b = p ob. Tomemos a € & e x = p(x). Entio,
bab~' é um caminho fechado com base no ponto x. O levantamento de bab~! a partir de ¥

termina em f(¥) =y € p~!(x). O

1.7 Formas Diferenciais

As referéncias para esta secao sio [3] e [16].

Definicao 1.66. Uma 1 — forma diferencial em um aberto U C R” é uma aplicacdo

o: UxR" — R tal que,
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i. ap,, dada por o, = a(po,v) com pg fixado, € linear;

ii. o, dada por a,,(p) = a(p,vo), é diferencidvel.

Seja dx; definido como;

dxi(blel +... +bnen) = b;

Por (i),
a(p,v)=a(p,brer+...+bnen) = a(p,brer) +...+ &(p,bpen) = a(p,er)br+...+a(p,en)bn =
o(p,e1)dxi(v)+...+o(p,en)dx,(v) = ay(p)dxi(v) + ...+ an(p)dx,(v)

Assim, podemos escrever

n
o=aydx;+...+a,dx, = Zaidxi
i=1

Defini¢ao 1.67. Uma 2 — forma diferencial em U C R" é uma aplicagdo
B: UXR"xR" — R tal que,

i. Bp,. dada por B, = B(po,v,w), é bilinear alternada;

ii. B(yy,w)> dada por B(p,vo,wo) € aplicagdo diferencidvel.

Escrevendo
v=aier+...+aue,
e
w=bie;+...+bpe,
e definindo
dxi Ndxj(v,w) = aibj—a;b;
Temos que,

B(p,v,w) = Z a;j(p)dxi Ndxj(v,w)

1<i<j<n

Logo, podemos escrever
ﬁ: Z aijdxi/\dxj

1<i<j<n

Dadas duas 1-formas o e 3, definimos (a A B)(p,v,w) =

= a(p,v).B(p,w) — a(p,w).B(p,v)
o A B é uma 2-forma, chamada o produto exterior de a e 3.
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Definicao 1.68. Uma n-forma diferencial em U C R” € uma aplicacao

n:UxR"x...xR"— Rtal que

i. My, € n-linear alternada;

. My, € aplicagdo diferencidvel.

1.8 Medida

Uma referéncia para esta secio € [12].

Definicao 1.69. Se X é um conjunto ndo-vazio, uma algebra de conjuntos em X é uma cole¢ao
ndo vazia o/ C (X)) de subconjuntos de X que é fechada sob unides finitas e complementares,

isto é:

i. SeEy,...,E, € o entdo J!_|E; € .
ii. SeE€ o/, entdio E- =X\ A€ .

Definicao 1.70. Seja X um conjunto ndo-vazio. Uma o-dlgebra em X € uma dlgebra que é

fechada também sob unides enumerdveis, ou seja, se {E; };eny C &7, entdo J;cnEi € 7.

Seja X um espaco topologico. Entdo a o-dlgebra gerada pela familia de conjuntos abertos
de X € chamada a o-dlgebra de Borel de X, denotada por Ay, seus elementos sdo chamados
de conjuntos de Borel. Portanto, %, inclui conjuntos abertos, conjuntos fechados, intersecdes
enumeraveis de conjuntos abertos, unides enumeraveis de conjuntos fechados, e assim por di-

ante.

Defini¢ao 1.71. Seja X um conjunto equipado com uma c-algebra .#. Uma medida em .# é

uma fungdo u:.# — [0, 0] que satisfaz:

ii. Se {Ej}ien C .# é uma cole¢do enumerdvel disjunta, entdo pu(U E;) = Yo u(E;)

(Propriedade da aditividade enumeravel).

(X,.#) é chamado um espago mensurdvel. Os conjuntos em . sdo chamados conjuntos

mensurdveis e (X,.#, 1) é chamado um espago de medida.
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Definicdo 1.72. Seja (X,.#, 1) um espago de medida. Se u(X) < oo dizemos que y é uma

medida finita.

Proposicao 1.73. Seja (X,.# , 1) um espago de medida. Valem as propriedades:

i. (monotonicidade) Se E.F € .# ¢ E C F,entdo u(E) < u(F);
ii. (subaditividade) Se {E;}icny C A, entdo u(UZ; Ei) < Y72 U(E));

iii. (continuidade por baixo) Se {E;};eny C # e E; C E; C ..., entdo
p(UZ 1 Ei) = limjse 1 (E;);

iv. (continuidade por cima) Se {E;};eny C # ¢ Ey D E; D ... e u(E,) < o para algum n,
entdo p((iZ; Ei) = lim;e U (E;).

Medidas completas

Definicio 1.74. Seja (X, .#, i) um espago de medida. Se u(E) = 0, dizemos que E é um
conjunto de medida nula. Uma afirmagdo que € valida para todos os pontos x € X com exce¢ao
de pontos pertencentes a um conjunto de medida nula € dita afirmacdo verdadeira para quase

todo ponto (q.t.p.).

Defini¢ao 1.75. Uma medida que contém todos os subconjuntos de conjuntos de medida nula

¢ chamada uma medida completa.
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2 Pontos no Infinito e Visibilidade

Seja M uma variedade Riemanniana conexa, completa de dimensdo n > 2. Assumiremos

que as geodésicas tém velocidade unitaria.

Dizemos que uma geodésica é uma geodésica maximal se seu dominio for R, é um raio
geodésico se seu dominio for o intervalo [0,c], e que é um segmento geodésico se seu dominio

for um intervalo compacto.

Seja H uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e sem pontos conjuga-
dos. Se M ndo for simplesmente conexa podemos representar M como uma variedade quociente
H / D, onde H é o recobrimento universal de M e D é o grupo das transformagdes de recobri-

mento, isomorfo ao grupo fundamental 7, (M).

2.1 Visibilidade

Definicao 2.1 (Axioma da Visibilidade Uniforme). Seja M = H denotando o recobrimento uni-
versal de M. H ¢ dita de visibilidade se, dados p € H e € > 0, existe R = R(p, €) > 0 tal que se

o : [a,b] = H é uma geodésica com d(p, o) > R entdo £,(0(a),o(b)) <e.

Ou seja, se um segmento de geodésica o esté suficientemente longe de p entdo, ndo impor-
tando o tamanho de ¢, quaisquer dois de seus pontos subeentendem um angulo arbitrariamente

pequeno em p.

H € de visibilidade uniforme se, na Defini¢ao 2.1, R ndo depende de p. M € de visibilidade

(uniforme) se H for de visibilidade (uniforme).

Uma variedade M, sem pontos conjugados, satisfaz o axioma da visibilidade uniforme se
seu recobrimento H, simplesmente conexo, o satisfaz.
Observacao 4: Uma variedade compacta M, com curvatura K < ¢ < 0 é variedade de visibili-

dade uniforme.

No apéndice, mostraremos que uma superficie compacta de curvatura negativa igual a —1
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¢ de visibilidade.

2.2 Geodésicas Assintoticas

Em toda esta secdo H € de visibilidade uniforme.

Se p e q sdo pontos distintos de H, 7,4, denota a tnica geodésica de velocidade unitaria tal
que Ypg(0) = p, Ypg(d) = g comd =d(p,q).

Um ponto no infinito é uma classe de equivaléncia de geodésicas assintdticas de H. O
conjunto de todos os pontos no infinito € chamado conjunto das classes de equivaléncia das

geodésicas do bordo de H, denotado por H (co).
Sejam H () 0 conjunto dos pontos no infinito e H = H U H (o).

Seja 7 : (—e0,00) — H uma geodésica em H. Denotamos a classe de equivaléncia da geo-
désica y(t) por y(e) e, a classe de equivaléncia de y~! () = y(—t) por y(—oo). Dizemos que a
geodésica y(r) liga os pontos x e y em H (o) se y(eo) =y e y(—o0) =x.

Definicdo 2.2. Se p e g sdo pontos distintos em H entdo V(p,q) é o tnico vetot unitdrio v de p

tal que g = exp,(tv) onde t =d(p,q).

Se p € H e x € H(), entdo V(p,x) é a velocidade inicial da tnica geodésica y tal que
Y(0) =pey(e) =
Definiciio 2.3. Seja p € H e sejam q, r pontos de H = H U H (o), distintos de p. Entdo, £,(q,r)
¢ o Angulo subentendido por V(p,q) e V(p,r).

Ou seja, o angulo sustentado pelos pontos g, r de H em um ponto diferente p é definido por
4p(q,r) = £(7,4(0),7,,(0)) e, estd compreendido entre 0 e 7.
Definicdo 2.4. Uma sequéncia p, de H é ndo limitada se d(p,,p) — o quando n — oo para
algum p em H.

Pela desigualdade triangular, se d(p,, p) — oo para algum p € H, d(p;,,q) — o, Vg € H.
Definicdo 2.5. As geodésicas y(7),o(t) em H sdo ditas assintéticas se existe uma constante
c¢>0tal que d(y(t),o0(t)) < cparat > 0.

Propriedades:

1. A relagdo de ser assintdtica € uma relacao de equivaléncia;
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il. Se duas geodésicas assintéticas possuem um ponto em comum, elas coincidem a menos

de uma reparametrizacio (Green); O item (ii) € valido para H sem pontos conjugados.

Proposicao 2.6. Seja y(¢) uma geodésica em H e seja p um ponto qualquer de H. Entdo existe

uma dnica geodésica o(t) tal que 6(0) = p e o(t) e y(¢) sdo assintdticas.
A fungido y: [—eo,0] — H é chamada a extensao assintdtica de 7.

Demonstracdo. Sejam o (t) e 0,(t) geodésicas tais que os pares Y(t) , o1(t) e y(t) , 02(¢)
sdo assintdticas e 01(0) = 62(0) = p. Como a relag@o assintdtica é uma relacdo de equivalén-
cia, pela transitividade temos que, 0)(f) e 0»(¢) sdo assintdticas. Logo, existe ¢ > 0 tal que
d(oi(t),0(t)) < c, paratodo t > 0.

Pelo axioma da visibilidade uniforme, £, (07 (t), 02(t)) — 0 quando t — co. Como V (p, 01 (t))

e V(p,0x(t)) sad constantes em t, temos que o (1) = 0»(1).
A existéncia decorre do seguinte lema.

Lema 2.7. Sejam p,,,q,,r, sequéncias em H, tais que ¢, — ¢, r, — r € p, € divergente. Sejam
¥(t),0(t) geodésicas com velocidade inicial v, w respectivamente, tal que V(g,,p,) — v e

V(rn,pn) — w. Entdo, y(¢) e o(t) sdo assintéticas.

Demonstragdo. Seja A uma constante tal que, se ¢ é segmento de geodésica cujas extremidades

subentendem um angulo maior do que ou igual a 5 em um ponto p, entdo d(p,o(r)) < A.

Seja 7y, geodésica com velocidade inicial V (g, p,). Como d(g,,r,) é limitada, pelo axioma
da visibilidade uniforme, temos que existe 7 > 0 tal que, para t > T e para todo inteiro n,
Ly (o) (qn,1n) < 5. Fixemos t > T. Para algum inteiro n > 0 e s > ¢, seja o, geodésica com
velocidade inicial V (ry, %:(s)). Como &y ) (Ya(s),mn) = 5, pois £y 1y(qn,7n) < 5 € temos
a mesma tangente em £y ) (Gn,7n) € £y, (1) (Ya($),70), segue-se que a d(1(t),0,) < A, pela
Definicdo 2.5.

Como s — oo, alguma geodésica o, que € ponto de acumulagio das geodésicas o}, satisfaz
d(1(t),0,) <A, pela continuidade da fungdo distancia. E, como a escolha de t > T foi arbi-
traria, decorre da definicdo de o, que d(¥,(¢),0,) < A para todo t > T e todo inteiro n. Logo,
d(1(t),0,) é limitada a partir de T, onde temos controle do tempo. Antes de t, como d(g,, 1) é
limitada e o, comeca em r,,, podemos escolher ¢ > 0 tal que, parat >0en € Z, d(,(t),0,) < c.
Para ¥, (t,) = pn, com t, — oo, pela visiblidade uniforme temos que o dngulo subentendido por

/

0,(0) e V(ry, pu) converge para zero. Como V (r,,p,) — w e 6,(0) = V(ry,p,) temos que
0,(0) = w=0'(0). Além disso, V (gu, pn) — v =7(0).
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Logo, por continuidade, d(y(t),0) < c, parat > 0. Pela desigualdade triangular, temos que
d(y(t),o(t)) <d(y(t),0(T))+d(c(T),o(t)). Ouseja, d(y(t),o(t)) é limitada superiormente
para ¢ > 0. Portanto, y(¢) e o(t) sdo assintéticas. O

]

Se @ é uma isometria de H, a extensdo assintética de ¢ serd dada por ¢ : H — H definida

em H (o) por @(x) = (¢ o @)(e0) se & € x. Uma consequéncia do Lema 2.7 é

Lema 2.8. Sejam p € H,x € H(e0) dados. Se o é geodésica de H tal que o(e0) = x entdo,
V(p,o(t)) = V(p,x) quando t — oo,

Corolario 2.9. Sejam p € H e x,y € H(e0) dados. Se o é geodésica de H tal que o(e) = x

entdo, £,(0(t),y) = £,(x,y) quando t — oo.

Proposicao 2.10. Se x e y sdo pontos distintos em H(ee), entdo existe uma geodésica o tal que

0(—e0) =xeo() =y.

Demonstracdo. Fixemos p € H e sejam ¥, p as unicas geodésicas tais que ¥(0) = p(0) = p,
Y(0) = x e p(e0) =y. Seja o, o tnico segmento de goedésica de y(n) para p(n) para todo
inteiro n > 0. Seja g, o ponto em ¢, mais proximo de p e parametrizemos ¢, de forma que

:(0) = gp.

Pela visibilidade uniforme, d(p,q,) é limitada, entdo o, (0) — v, passando a uma sub-
sequéncia, se necessério. Se ¢ € geodésica com 6'(0) = v, entdo 6(—o0) =x e 0(e0) =y, pelo

Lema2.7. O

2.3 Topologia do Cone

As referéncias para esta secao sio [6] e [8].

Definamos uma topologia T em H com as seguintes propriedades:

1. A topologia em H induzida por 7 € a topologia inicial de H, onde H € um subconjunto

aberto e denso em H;
ii. Se a é uma geodésica de H, a extensao assintética € continua;

1. Se ¢ é uma isometria de H, a extensdo assintética de ¢ € continua.
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Sejam p € H e v € S(p)(a esfera unitdria em T,H) e € > 0 tal que 0 < € < . O cone de

vértice p, eixo v e angulo € é o conjunto

Cp(v,€) ={q € H:4p(1(),q) < &}

onde ¥, denota a dnica geodésica unitdria com %,(0) = p e %,(0) = v. Observemos que, para
t>0

£p(%(t),q) = £p(1(),q) = £p(v,7,,(0)). Assim, podemos usar a notagdo Cp(x,€), com
x € H(eo) para denotar o cone Cp(¥,,(0),€).

Propriedades dos cones

i. Sex,y € H(e0) e x € Cy(y,€), entdo existe 0 < 0 < € tal que Cp(x,0) C Cp(y,€);

ii. Para cada x € H(o) seja N(x) = {V = N5, C).(x,&);pi € H,& > 0} (V é a intersegio
finita de cones com eixo em x). Se V € N(x), entdo x € V e VN H ¢ aberto, ndo vazio em
H;

iii. SeV eN(x),W e N(y)ez€ VNWNH(), entdo existe U € N(z) talque U CVNW.

Demonstragdo. i. Se x € Cy(y,€), entdo £,(x,y) =€ < €. Sejad =€ —¢€ >0. Sez € Cpy(x,0),
temos que £, (z,x) < &, portanto £,(z,y) < £Lp(z,x)+ £,(x,y) <5+ € =e.

ii. E suficiente provar para V = C,(x,€). Seja g € Cp(x, €), ou seja
4p(754(0),7,,(0)) = €' <e. Sejad =€ —¢€' >0, entdo £ (w, 1, (0) < £L(W,7,,(0)) +£(7,4(0),7,x(0)).

Se £(w,7,,(0) < 8, entdo £(w,7,,(0)) < 6+ &' = &. Como exp,, ¢ homeomorfismo e

W = {w € TyH; £(w,7),(0) < §}

é aberto, temos que exp,(W) é aberto e g € exp,(W) C Cp(x, €).

iii. Sejam V = ML, Cp,(x,a;),W = N7 Cy,(y,0j) e z€ VAW NH (oo

). Por (i), existem
0 < da; < ajcomCp,(z,a;) C Cp,(x,a;) e0< b’ <bjcom Cy,(z, b ) C Cy;(3,b)).

Seja U = ML, Cp,(z,a;) NN Cy;(2,}). Entdo, temos que U C VNW. O

Pelas propriedades, podemos verificar que, se 8 € uma base da topologia de H,
B’ =BU{N(x);x € H(c)} é base de uma topologia para H que denotamos por . Verifiquemos

que T tem as propriedades enunciadas para a topologia definida.
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Pela propriedade (i), temos que H € aberto e denso em H e para todo x em H (o), N(x)
forma uma base local em x. Se p € H temos que Y,q (o) € a Unica geodésica assintdtica a ¢
pelo ponto p. Dai,

lim ¥/

n—soo ' P&

1)(0) = YVe0) (0)

Além disso, se @ € a extensdo assintdtica da isometria ¢ temos que,

P(Cp(v,€)) = Co() (dPpv,€)

Definicao 2.11. Sejam p € H, v vetor unitario em p, 0 < € < w e R > 0 dados. Um cone

truncado T com vértice p, eixo x, angulo € e raio R é o conjunto
Tp(x,€,R) = Cp(x,€)\{q € H;d(p,q) < R}

Lema 2.12 (Propriedade dos Cones Truncados). Sejam T um cone truncado de raio R e vértice
r,x€TNH(«)eB={q€H;d(q,r) >Re £,(q,x) <8} CT para algum & > 0. Existe um

cone truncado S com vértice p talquex€ Se SNH C B.

Demonstracdo. Supondo que a afirmacao fosse falsa, existiria uma sequéncia g, C H tal que
£p(qn,x) = 0, d(p,gn) — o e g, ¢ B para todo inteiro n. Passando a uma subsequéncia
V(r,qn) — v # V(r,x). Como V(p,q,) — V(p,x), o Lema 2.7 implica que as geodésicas com

velocidade inicial v e V(p,x) sdo assintéticas, contradi¢@o.

Portanto, para algum cone truncado S com vértice peraioA,x€SeSNH CB. [

Proposicao 2.13. i. Os abertos de H e os cones truncados formam uma base para a topolo-

gia de H.

ii. Para qualquer ponto p € H, os cones truncados com vértice p formam uma base local

para esta topologia em pontos de H (co).

Demonstragcdo. Basta provar que para qualquer ponto p € H, qualquer cone truncado T e qual-
quer x € T N H (o) existe cone truncado S com vértice p tal que x € S C T, pois a interse¢do de
dois cones truncados com vértice p contém um cone truncado com vértice p. Seja T com raio R
e vértice . Para algum 8§ > 0, B={q € H;d(q,r) > R e £,(q,x) <8} C T. Pelo Lema 2.12,
temos que existe um cone truncado S com vértice p e raio A tal que x € S e SN H C B. Sejam
y € SN H(eo) e y a tinica geodésica tal que y(0) = p e y(«0) =y. Parat > A, y(t) e SNH C B
e £,(x,7(t)) < &. Pelo Coroldrio 2.9, £,(x,y(t)) — £,(x,y) < 0 quando t — . Logo,y € Be
SCBCT. O

Chamamos esta topologia de topologia do cone para H.
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Corolario 2.14. Sejam p € H e B, o conjunto de vetores tangentes em p de norma menor ou

igual a 1. A fung@o F), : B, — H definida por:

expp(l_v|v|),se|v| <l
Fp(v) =
Y(o0),selv] =1
onde ¥, denota a geodésica com velocidade inicial v, € um homeomorfismo que aplica S(p)

sobre H () e B em H. Em consequéncia, H é compacto.

Demonstragdo. Fixemos p € H. Entdo F,, é uma bijecdo que aplica S(p) sobre H(e). F, é

continua em B, pois: supondo v, — v quando n — o com |v| = 1, para |v,| < 1, d(F,(v,),p) =

VYn_
[va]’

—f— — oo quando n — oo e 0s angulos £, (F,(vn), Yo(0)) = £L(7%,v) — 0 quando n — oo,

1—[vy]

Como B, é compacta e H ¢ de Hausdorff, temos que F), ¢ um homeomorfismo. [

2.4 Continuidade de Algumas Funcoes

Proposiciio 2.15. SejaA = {(p,q) € H X H;p # q}. Entdo, a fungdo V : A — SH,
(p,q) — V(p,q) é continua.

Demonstracdo. Se (p,q) € H x H a continuidade segue da continuidade da aplicagdo exponen-

cial.
Suponhamos que (p,q) € H x H(=). E suficiente mostrar que se {p,,q.} C A converge
para (p,q) entdo V(pp,q,) converge para V(p,q).

Seja ¢}, C H tal que d(pn,q,) — € V(pn,q,) =V (pn,qn). Podemos assumir, sem perda
de generalidade que g, C H. Seja v o limite de uma subsequéncia V(py,,qxs,) de V(pn,qn).

Passando a uma subsequéncia, seja V(p,q,,) — v*. Pelo Lema 2.7, v =v*. Logo V(p,qn,) —
V(p,q) se g, — 4.

Portanto, V(p,q) € o tnico valor de aderéncia de V (p,,qn). O

Proposicao 2.16. Sejam v, sequéncias de vetores unitiarios em H que convergem para o vetor v

ety — o0, Entdo %, (tn) — Y(co).

Demonstragdo. Sejam g, = Y, (tn) € X = %(c0).
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Entdo V(pu,qn) = (Pn, Yo, (tn)) = (P, %ynqn (0)) = (Pnvn) € V(p,x) = (p, 1o()) = (P, m(o)) =
(p,v)

Consideremos uma subsequéncia convergente qualquer de g,,.

Se y = lim,,_,e0 g5, cOMO p, — p temos que V(py,,qn) — V(p,y) quando n — oo. Mas, pela
continuidade de V (Proposi¢ao 2.15) V(pn,qn) = (pn,va) — (p,v) =V (p,x), 0 que implica que

y=2X.

Da compacidade de H, temos que lim,,_,c0 g, = X. OJ
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3  Conjunto Limite

3.1 Introducao

Seja I(H) o grupo das isometrias de H e D um subgrupo de I(H). O conjunto dos pontos de
acumulagdo em H(eo) de uma 6rbita D(p) = {@(p); ¢ € D} com p € H, é chamado o conjunto

limite L(D) de D em H (o0). Ou seja, L(D) = D(p) N H (), onde (—) é o fecho na topologia do

cone.

Propriedades:

i. L(D) é fechado em H (o) e independe do ponto em H;

i1. L(D) € invariante por N(D), o normalizador de D, em I(H) e, portanto, € invariante por D;

Demonstragdo. 1. Que L(D) € fechado, segue da defini¢do. Mostremos que L(D) nao de-

pende de p € H.

Sejam x € D(p) NH(e0) e g € H. Se U ¢ vizinhanga qualquer de x, existe vizinhanga V
de x tal que N¢(V) C U onde € = d(p,q). Por hipdtese existe ¢ € D tal que ¢(p) € V.

Entdo ¢(q) € U e segue que x € D(q) NH (o).

ii. Para provar a invariancia é suficiente mostrar que, se x € D(p) N H (o), entdo
v(x) € D(v(p)) NH(eo). Seja U vizinhanga de v(x), entdo, pela propriedade (ii) da to-
pologia do cone temos que, v~ (U) é vizinhanga de x. Logo, existe ¢ € D tal que

¢(p) € v 1(U). Dessa forma v(¢(p)) € U. Entdo, v € N(D) e existe y € D tal que

v = yv. Logo, yv(p) € U e v(x) € D(v(p)) NH(eo).

Sejam A C H e p ¢ A. Definimos o angulo subtendido por A em p por

£p(A) =sup{Lpy(a,b);a,bc A}
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Proposicao 3.1. Sejam x € H(o) e U um conjunto aberto em H contendo x. Se p, C H é

sequéncia tal que p, — x entdo £, (H\U) — 0.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que para quaisquer sequéncias a,,b, € H\ U,
Kpn (an, bn) % 0.

Figura 3.1:

Seja p € H\ U. Mostremos que £, (a,, p) — 0 para qualquer sequéncia a, € H\U.
Pela Proposicado 2.13, podemos assumir que U é um cone truncado com vértice p. Seja o, a
tinica geodésica que vai de p, para a,. Como a, € H \ U, existe € > 0 tal que, para n suficien-

temente grande £, (pn,a,) = €.

Pela visibilidade uniforme, existe R > 0 tal que, d(p, 0,) < R, Vn € Z. Seja g,, ponto em o,
tal que, d(p,gn) < R. Paran grande, g, # pn e £,,(qn, p) = £}, (an, p). Mas, pela visibilidade
uniforme, como d(p, g,) é limitada e p, — x € H(e°), concluimos que £, (¢x, p) — 0. Portanto,
Lp,(an,p) — 0. O

3.2 A Condic¢ao de Dualidade

Definicao 3.2. Dois pontos x,y € H(e), ndo necessariamente distintos, sdo duais com respeito
a D, se existirem abertos U, V contendo x, y, respectivamente e existir ¢ € D tal que,
$H\U)CV.

Observacio 5: 9(H\U)CV < ¢~ '(H\V)CU.

Sejam D um subgrupo de I(H) que opera livremente e de maneira propriamente descontinua
em He M = H /D uma variedade completa, ndo simplesmente conexa. Dizemos que D satisfaz

a condic@o de dualidade se para toda geodésica em H, y(—e0) e (o) sdo duais relativos a D.
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Proposicdo 3.3. Dois pontos x e y em H (o) sdo duais se, e somente se, existe uma sequéncia

¢, C D tal que, para qualquer ponto p € H, ¢, ' (p) — x e ¢,(p) — ».

Demonstrag¢do. (=)

Suponhamos que x,y € H(e) sejam duais e sejam {U,}, {V,} bases locais para a topologia
do cone em x e y, respectivamente. Para cada n € N existe ¢, € D tal que, ¢,(H\U) C V, e
9 ' (H\Vy) C Un.

Para qualquer ponto p € H, p € (H\ U,) N (H \V,) para n suficientemente grande. Entdo,
9n(p) € Voe 9, (p) € Un. Logo, 9u(p) = ye ¢, ' (p) = x.

(<)

Suponhamos que exista sequéncia ¢, C D tal que para algum p € H, ¢, ' (p) — x e ¢.(p) — .
Sejam U, V abertos arbitrdrios contendo x e y respectivamente. Pela Proposicao 3.1,
£po(H\U) = £o1(p) (H\U) — 0 para qualquer p € H.

Tomemos p € H\ U. Entdo, ¢,(p) € ¢,(H\U).

Como d(¢, ' (p),H\U) — e, por hipétese, ¢,(p) — y temos que, ¢,(H\U) CV paran

suficientemente grande. Portanto, x e y sdo duais. O

Uma consequéncia da Proposicdo 3.3 é que pontos duais estdo em L(D) e que qualquer

ponto em L(D) tem um ponto dual.

Proposicao 3.4. Seja x € H(e). O conjunto dos pontos duais a x é fechado em H (o) e invari-

ante mediante D.

Demonstracdo. Fechamento

Sejam p € H fixado e y, — y em H (o), com cada y, dual a x. Sejam U, V vizinhangas em H
de x ey, respectivamente. Como y, — y, dado N > 0 temos que, paran > N, y, € V. Como x e
y, sdo duais, temos que existe ¢, C D tal que, ¢,(p) = x € U e ¢, ' (p) — y, — y € V. Entio,
y € dual a x.

Invariancia da dualidade mediante D

Suponhamos que x e y sdo duais e sejam p € H, fixado e ¢ € D isometria dada. Queremos
mostrar que x ¢ @(y) sdo duais, ou seja, que dadas duas vizinhangas V) e V, de x e @(y),
respectivamente, existe uma sequéncia de isometrias {¢@, C D} tal que, Vp € H, ¢, !(p) — x e

©.(p) — ¢(y). Como x ey sdo duais, existe uma sequéncia de isometrias {y, } C D tal que,

VpeH, v, (p) = xeyu(p) = y.

Fazendo ¢, = ¢ oy, e, como ¢ € continua, temos que,

Pu(p) =0 (Wu(p)) = 0(y) e @, (p) = (90wn) ' (p) = v, (¢! (p)). Sejag= ¢! (p). Como
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v, '(p) — x,¥p € H em particular para g = ¢ ! (p), temos que v, ' (g) — x.
Logo, @, (p) — x.

Portanto, ¢(y) e x sdo duais. O

Uma outra demonstrag@o desta proposi¢ao, utilizando somente a defini¢do de pontos duais

encontrada em 3.2 pode ser encontrada no apéndice.

Sejam ¢ € D e p € H dados. Entdo, qualquer valor de aderéncia da sequéncia
{¢"(p);n € Z} é ponto fixo de ¢. De fato, se ¢ (p) — x, entdo ¢"«*!(p) — ¢(x). Como

d(¢™(p), 0™ (p)) =d(p,¢(p)) segue que, Lp(9™(p), ¢"*+1(p)) — 0, pela visibilidade uni-
forme. Logo, ¢ (x) = x.

Proposicao 3.5. Seja D um grupo propriamente descontinuo de isometrias de H. Sejam ¢, ¢*

elementos de D.

i. Se ¢ tem pontos fixos X, y em H(e) entdo (substituindo ¢ por ¢!, se necessirio)

¢"(q) — xe ¢"(q) — y para qualquer g € H;
ii. ¢ tem, no maximo, dois pontos fixos em H (o);

iii. Suponhamos que ¢ e ¢* tenham conjuntos de pontos fixos {x,y} e {x*,y*}, respectiva-

mente em H (o). Entdo, esses conjuntos ou sdo disjuntos ou sio idénticos.

Demonstragao. i. Pela Proposigdo 2.10, existe geodésica y tal que, y(—o) =y e y(eo) = x.

Para um ponto p em Y e qualquer inteiro n,

Lon(py(x,y) = £p(9"(x),07"(v)) = £p(x,y) =7

Portanto, pela visibilidade uniforme, existe R > 0 tal que, d(¢"(p),y) <R, Vn € Z.
Escolhamos sequéncias de nimeros sy, 7, tais que,

d(9"(p),y(sn)) <Red(¢"(p),y(t,)) <R, para todo inteiro n > 0.

Como D € grupo propriamente descontinuo, s, € t, ndo possuem pontos de acumulacao
finitos. Suponhamos que alguma subsequéncia s, — .

Para todo ¢ > 0 existe n > 0, pequeno, tal que ¢ < s,. Ento, {J,>¢[sn,Sx+1] cobre [0,0),

onde s = 0.

Para qualquer n,

St = d(¥(5a): V(sa11)) < d(¥(s52), 0" (p))+d(9"(p), 0" () +d(9" (p), V(sus1)) <
2R+d(9"(p),¢" " (p)) = 2R+d(p,$(p) = C.



il.

iii.

45

Por D ser propriamente descontinuo, podemos escolher N > 0 tal que n > N implica,
d(p,9"(p)) 2 2C+2R

Entdo, para k > N e qualquer n > 0,

d(¢~*(p),9"(p)) <d(¢~*(p), ¥(tx)) +d(¥(te), ¥(sn)) +d(¥(sn), 8" (p)) < 2R+d(¥(tx), ¥(sn)) =
2R+ |t — sy |-

tx—su |> d(9 7 (p), 9" (p)) — 2R > 2C.
Dai, ty < 0 para k > N. Afirmamos que t; — —oo.

Logo,

Caso contrdrio, teriamos sempre um #; entre s, € 5,41, ja que so = 0 e s, — °0. Mas isso
ndo é possivel pois, | s, —su11 |[<Ce |ty —s, |=>2C,Vn >0 e para k > N. Logo, como
fx < 0 e D ndo tem pontos de acumulagdo, temos que #; — —oo.

Através do mesmo argumento, de forma inversa, mostramos que s, — oo.

Pelo axioma da visibilidade uniforme, temos que,

£p(9"(p), V(sn)) = 0 e Lp(d~"(p), V(1)) — .

Entdo, como t, — — e 5, — oo, temos que, ¥(t,) — y e Y(s,) — x. Logo, ¢"(p) = x e

¢ "(p) — y. Portanto, pela visibilidade uniforme, ¢"(¢) - xe ¢ "*(q) > yVg € H

Suponhamos que ¢ possua mais que dois pontos fixos em H (o). Sejam X, y, z pontos
fixos distintos de ¢. Por (i) temos que, Vg € H, ¢"(q) = xe ¢ " (q) — y.
Tome o inteiro k tal que ¢¥(¢) — z. Como ¢"(g) — x para qualquer n, temos que, em

particular para k, ¢* (¢) — x. Logo x = z. Concluimos que y = z para o caso o * -z

Portanto, ¢ ndo possui mais que dois pontos fixos.

Sejam {x,y}, {x*,y*} em H(e0), conjuntos de pontos fixos de ¢ e ¢*, respectivamente.
Suponhamos que y = y*.

Substituindo ¢ ou ¢* por suas inversas, se necessdrio, segue de (i) que para qualquer
pEH, ¢"(p) > ye ¢ (p) =y =y

Sejam 7y, v* geodésicas ligando x a y e x* a y*, respectivamente. Fixemos p € H.

Como na prova de (i), podemos escolher R > 0 e sequéncias s,,t, com s, — o € f;, —
tais que, d(¢"(p), ¥(sn)) < R, d(9™"(p), V(1)) S R, | 50— snt1 [< C € Upzo[sn, Sn+1] co-
bre [0, ).

Seja k tal que 7 > so = 0. Existe s, tal que | s,, —; |< C. Como Y e y* sdo assintoti-
cas, pela definicdo de geodésicas assintdticas temos que existe R > 0 tal que, parat > 0,

d(y(0),y"(t)) <R.
Para cada k > 0, temos que d(p, o "% (¢**(p))) = d(¢"(p),»**(p), onde

d(¢™(p), 9™ (p) <d(®"™(p), V(sn,))+d(¥(sn) V(1) +d(¥(t), v (1)) +d(v* (1), 9 (p)) <
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3R+C.

xF

Figura 3.2:

Dai, por D ser grupo propriamente descontinuo, segue-se que apenas um ntimero finito
de elementos {¢ " (¢**)} sdo distintos. Entdo, ¢" = ¢** para inteiros apropriados r e s.
Como ¢ fixa x ey, as iteradas de ¢ também fixam x e y. Logo, ¢"(x) =xe ¢"(y) = y.
Além disso, ¢* fixa x*, portanto, a iterada ¢** fixa x*. Mas ¢" = ¢**. Dai, ¢" fixax,ye

x*. Logo, por (ii) e pelo fato de x* # y* = y temos que, x* = x.

O

Uma consequéncia da Proposicao 3.5 € que ¢ tem no maximo dois pontos fixos e todos os

pontos fixos de elementos de D estdo em L(D).

Proposicdo 3.6. Sejam x, y pontos duais distintos em H(eo) e U, V vizinhangas de x e y,
respectivamente. Entdo, existe elemento ¢ € D tal que ¢ tem pontos fixos em U NH (o) e
VN H ().

Demonstragdo. Podemos assumir que U, V s3o cones truncados com vértice comum p € que
U eV sio disjuntos. Usando o homeomorfismo do Corolério 2.14 podemos ver que U N H (o)
e VN H() sdo homeomorfos a vizinhangas convexas em S"~! e, portanto a (n — 1) discos
fechados. Como x € y sdo duais, existe elemento ¢ € D tal que ¢(H\V) CU. ComoU C H\V
e, pela defini¢io de H, temos que, ¢(U) C U e ¢(UNH (o)) C UNH(co). Pelo teorema do

ponto fixo de Brouwer, ¢ tem um ponto fixo em U N H (o).

De forma analoga, mostramos que ¢ ' (V) C V e ¢! (portanto ¢) tem um ponto fixo em

VO H(c). O

Lema 3.7. Sejam x, y, z* pontos todos distintos em L(D) tais que z* é dual a x e a'y. Entdo, z*

nao € ponto fixo comum de D.
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Demonstragdo. Sejam U, V, W vizinhangas disjuntas de x, y, z*, respectivamente.

Pela Proposicao 3.6, podemos encontrar elementos ¢ e ¥ em D tais que ¢ tem pontos fixos em
Ue W e v tem pontos fixos em V e W. Como U e V sdo disjuntos, pelo item (iii) da Proposi¢ao
3.5 temos que o conjunto dos pontos fixos devem ser disjuntos, pois caso contrario teriamos

x =y. Logo, como ¢ (x) =x, y(y) =ye U, V sdo disjuntos, ¢ (z*) # z* ou w(z*) # 7*. H

Lema 3.8. Seja z € L(D), que ndo é ponto fixo comum de D. Entdo, D(z) é denso em L(D). A

afirmacao vale mesmo nio supondo que z ndo € ponto fixo comum.

Demonstracdo. Sejam y € L(D) e U vizinhanga de y. Como consequéncia da Proposi¢do 3.3
temos que qualquer ponto em L(D) tem dual. Seja y* dual a y. Como D(z) possui, pelo menos
dois pontos, podemos escolher vizinhanga V de y* tal que, para algum ¢ € D, ¢(z) € H\V.
Escolhamos y € D tal que w(H \ V) C U. Entdo, y(¢(z)) € w(H\V) CU. Logo, D(z) é denso
em L(D).

Mostraremos agora a densidade de D(z) em L(D) para todo z € L(D).

Consideremos z* € L(D) com z* dual a todo ponto de L(D) e fixemos ¢ € L(D). Tome y # ¢
em L(D) e seja ¢ # 7.

Consideremos as vizinhangas disjuntas U, V, W de z*, y e c, respectivamente. Pela Propo-
sicdo 3.6, podemos encontrar isometrias ¢ e ¥ em D tais que ¢ tem pontos fixosem Ue Ve y
tem pontos fixos em U e W. Como V e W sdo disjuntas, pelo item (iii) da Proposicao 3.5 temos

que o conjunto dos pontos fixos devem ser disjuntos, caso contrrio ¢ = y. Entdo, ou ¢(c) # ¢
ou y(c) #c.

Consideremos , agora, ¢ = z*. Podemos tomar y # z* dual a z*. Logo, podemos considerar
¢ #y com ¢ dual ay. Tomemos x # ¢ e x # y em L(D). Como z* é dual a todo ponto de L(D)

temos quecédualaxeay.
Segue, do Lema 3.7, que ¢ ndo € ponto fixo comum de D.

Concluimos que, os pontos de L(D) ndo sao pontos fixos comuns e, portanto, D € denso em

todo ponto z € L(D). O

Proposicdo 3.9. Seja L(D) = H(eo). Entdo quaisquer dois pontos de L(D) sdo duais.

Demonstragdo. Sejam x,y € L(D) e seja x* dual a x. Pelo Lema 3.8, temos que D(x*) é denso
em L(D). Por hipétese, x € H(eo). Pela Proposi¢do 3.4 temos que o conjunto dos pontos duais

a x é fechado em H (o) e invariante mediante D. Logo x é dual a y. O



48

Observacao 6: Se L(D) tiver pelo menos trés pontos, temos que quaisquer dois pontos de L(D)

sdo duais. Uma demonstragdo desta afirmacdo pode ser encontrada no apéndice.
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4  Transitividade Topologica

Seja @, fluxo completo em um espaco X Hausdorff, localmente compacto e segundo enu-

meravel.

Definicdo 4.1. Seja v € X, P*(v) € o conjunto de elementos w € X tal que, se V, W sdo abertos
quaisquer contendo v, w respectivamente, entdao @(V) N W # 0, para t > 0 arbitrariamente

grande.

P*(v) é fechado em X e invariante em ¢,. Equivalentemente, w € PT(v) se, e somente se,

existir sequéncia v, — v e sequéncia de nimeros reais 1, — oo tal que ¢, (v,) — W.

Definicdo 4.2. Dizemos que v € X é ndo-errante se v € P (v).

Seja 2 denotando o conjunto de pontos ndo-errantes em X. Observemos que o comple-
mentar de 2 € aberto em X, portanto €2 é fechado em X. Observemos ainda que €2 e invariante

mediante .

Definicao 4.3. Dizemos que um fluxo ¢, é topologicamente transitivo em X se para algum v €
X
a Orbita {@;(v), t € R} é densa em X.

Proposi¢iio 4.4. Suponhamos que para cada v € X, P*(v) = X. Entdo, existe z € X tal que para
qualquer A > 0, o conjunto {¢;(z), t > A} é denso em X. Em particular, ¢; € topologicamente

transitivo em X.

Demonstracdo. Estamos supondo que para quaisquer dois conjuntos abertos V, U em X,
o (V) NU # 0,V t > 0, suficientemente grande. Como X é segundo enumeravel, podemos

considerar {V;} uma base enumerdvel para a topologia de X.
Fixemos um conjunto V aberto em X.

Escolhamos #; > 1 tal que
¢, (V) N Vi # 0. Como X é Hausdorff e localmente compacto, podemos achar um conjunto

aberto A} C V tal que A é compacto, A CVe ¢, (A1) C o, (V)NVy.
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Por continuidade, temos que

@, (A1) C o, (A1) C @, (V)NVE C V.

Escolhamos t, > 2 tal que ¢1,(A;) N V2 # 0 e um conjunto aberto A, tal que Ay C A Ay
é compacto € @y, (A2) C V5. Por indugdo, definimos uma sequéncia de conjuntos abertos A, tal
que A, é compacto, A, C A,_| e uma sequéncia {t,} C R tal que
tn >ne @ (A,) CV,. Temos que {A,} é uma sequéncia de compactos encaixados. Logo, pela

propriedade da intersecdo finita, temos que (;>_, A, # 0.

Sejaz € (_; Ay, entdo @, (z) € V, para todo n. Dado um conjunto aberto U e um nimero
A > 0, escolhamos n > A tal que V,, CU. Comot, >n>Ae ¢, (z) € V, C U temos que {¢;(z),
t > A} é denso em X. O]

Lema 4.5. Se M € uma variedade Riemanniana compacta entdo £2 = SM.
Demonstracdo. Seja 1 uma medida em SM tal que:

i. Se V é aberto em SM, u(V) > 0;

ii. u(e(V))=pn(V), vt eR;

iii. Volume S(M) = vol (5"~ !).vol M.

Ou seja, u € um elemento de volume em SM, que € invariante pelo fluxo geodésico. Supo-
nhamos que 2 ¢ SM. Entdo existe v € SM tal que v ¢ P, (V). Logo existem A > 0 (suficien-
temente grande) e aberto V em SM tais que,ve Ve @(V) NV =0, parat > A.

Pelas propriedades do fluxo ¢y, parat > A (fixo) e por ¢,(V) NV =0, parat > A, temos que
os conjuntos {@,,(V), n > 1} sdo disjuntos. Logo, pela propriedade da aditividade enumeravel
e do fato que (@, (v)) = u(v) #0, se B = ;| ¢n, (V) temos que,

U(B) =Y, | u(@y, (V)) = oo, 0 que contradiz o fato de SM ter volume finito. O

Lema 4.6. Sejam M = H /D uma variedade de visibilidade uniforme e 7 : H — M a projecao
de recobrimento. Se v,w € SM tem levantamentos v*, w* € SH, entdo w € P*(v) se, e somente

se, Y+ () € Yy (—oo) sdo duais relativamente a D.

Demonstragdo. (=)
Suponhamos que w € P (v). Entdo existem sequéncias v, — v € f, — oo tais que @, (v,;) — w.
Sejam v*, w* vetores unitarios em H, que sdo levantamentos de v e w, respectivamente.

Escolhamos levantamentos v; de v, tais que v; — v*.
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Se v, é geodésica com velocidade inicial v}, entdo, para alguma sequéncia ¢, C D,
(¢n07) (t,) — w*. Pela proposi¢do 2.16, %,(t,) — ¥+ (o).

Se w* é tangente a H em q, entdo d(%,(t,), 9, ' (q)) — 0. Dai, ¢, (q) = % ().

Mostremos, agora, que ¢, (q) — Y+ (—o0).

Definamos geodésicas o, : 0,(1) = (@ (¥u(tn —1))). Entéo, o, (0) = —(dp 0 W) (tn) — —w* e

0 (tn) = Pn(%:(0)).

Seja v* tangente a H em p. Como @, (t,) — ¥+ (—o0), pela Proposi¢do 2.16, e como
1:(0) — p, segue que @, (p) — ¥y (—o0). Pela visibilidade uniforme, ¢,,(¢) — 7+ (—o0). Entdo,
pela Proposicdo 3.3 segue-se que %, (c0) € iy, (—o0) sdo duais.

(<)

Sejam v*,w* € SH levantamentos de v,w € SM e suponhamos que 7% () e %, (—o0) sdo

duais. Entdo, conforme esta proposi¢do, existe uma sequéncia ¢, C D tal que, para qualquer
pPEH, ¢r:1(p) = Yo (0) € Pu(p) = Y= (—0).

Sejam v*,w* tangentes a H em p e q, respectivamente, t, = d(9,(p),q) € v =V (¢n(p),q).
Entdo, ¢y, (v,) = —V(q, 0u(p)) e:

*

 de 9u(p) — o+ (—o0) segue que d, (77) — w

* de ¢, ' (g) = % (e) segue que ¢, ' (7n) =V (p, 4, ' (q)) = v*.

0, (V)
m
|
Yoo (=) Vi= V(4P @)

dt, (Vo ) == V(q, 04(p))

'
Y=

~V(@.0,(p))

Yo ()

Figura 4.1: Lema 4.6

Ento, () = 7. (97 1)s (V) = T(v*) = v.
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(pt,(fc x(Vn)
T, (Vo)

\%

m
T (p) (q)

T(v¥)=v

T(w¥) =w

Figura 4.2: SM = {(p,v);peMe||v||=1}

Logo, ¢, (7. (vn)) = m(¢y,(v)) — m.(w*) = w. Portanto, existe sequéncia 7, (v,) — v tal

que, @, (m.(v;)) — w, ou seja, w € PT(v). O

Proposicao 4.7. Seja M = H /D uma variedade de visibilidade uniforme. As seguintes afirma-

coes sdo equivalentes:

1. 2 =SM,;
ii. L(D)=H/(oo);

iii. P*(v)=SM,¥veSM.

Demonstragcdo. (1 = ii)
Sejam x € H(e0) e 0 uma geodésica qualquer tal que 6 (e0) = x. Entdo, (To0)'(0) =v € PT(v),
por hipétese. Pelo Lema 4.6, 6(—o) e (o) sdo duais. Como pontos duais ficam em L(D) e
x = 0(e0). Concluimos que x € L(D).

(11 = 1i1)
Sejam v,w € SM dados e v*,w* € SH, seus respectivos levantamentos. Como L(D) = H (o),

temos que %+ (o) € H,+(—oo) pertencem a L(D). Pela Proposicdo 3.9 concluimos que sdo duais.
Portanto, pelo Lema 4.6 temos que w € P (v).

(iii = 1)

Segue pela defini¢do de (2. [

Teorema 4.8. Seja M variedade de visibilidade uniforme tal que Q = SM. Entdo o fluxo geo-

désico € topologicamente transitivo em SM.



Demonstragdo. Segue da combinagdo das Proposi¢oes 4.4 e 4.7.

53
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5 Resultados complementares e
Exemplos sobre Visibilidade e
Transitividade

As referéncias para este capitulo sao: [2], [7], [11], [20] e [23].

5.1 Axioma de Assintoticidade

Escolhamos, de forma arbitdria, um ponto x € H, um vetor v € SH, uma sequéncia de
vetores unitarios v, — v, uma sequéncia de pontos x,, — x € uma sequéncia de nimeros

tn%oo-

Denotemos por 7%,(¢) a tnica geodésica que liga os pontos x, e ¥,(#,). Entdo a sequéncia
de vetores ,(0) pertence a um conjunto compacto e a sequéncia de geodésicas ¥, () tem limite
geodésico 7%,(t), onde

w= lim ¥,(0)

ny—ro°

A variedade H satisfaz o axioma de assintoticidade se escolhidos quaisquer x,, x € H, vy,
v € SH, com x, — x, v, — v e para qualquer sequéncia t, — oo, qualquer limite da sequéncia

T» de geodésicas construida acima € assintdtica a geodésica 7, (t).

Uma variedade, arbitraria, M sem pontos conjugados, satisfaz o axioma de assintoticidade

se tiver recobrimento H, simplesmente conexo, que o satisfaz.

Observacao 7: Pelo Lema 2.7 segue que o axioma da visibilidade uniforme implica o axioma

da assintoticidade.
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5.2 Visibilidade e Assintoticidade

Proposicao 5.1. Seja H variedade de visibilidade uniforme, simplesmente conexa com métrica
g. Seja g* métrica equivalente em H (que pode admitir pontos conjugados). Entao existe uma
constante R > 0 com a seguinte propriedade: Se 7y, y* sdo segmentos de geodésicas com mé-
tricas g, g*, respectivamente, com a mesma extremidade e, se ¥* é minimizante (considerando
a métrica g*), entdo para qualquer ponto x € ¥, d(x,7*) < R, onde d é distdncia em relacdo a

métrica g.

A existéncia desta constante universal foi provada em [17], para o caso onde H € plano
hiperbdlico com a métrica de Poincaré e, em [13], para o caso em que H tem dimensao arbritdria

e K<c<O.

Eberlein, em [7], prova para o caso em que H é variedade de visibilidade uniforme, sim-

plesmente conexa.

Nao faremos a prova aqui por ndo estar dentro do nosso objetivo.

Proposicao 5.2. Sob as mesmas hipdteses da proposic¢do 5.1, a variedade H com a métrica g*

satisfaz o axioma de assintoticidade.

Demonstracdo. Sejam M uma variedade e g, g¢* métricas equivalentes em M. Isto é, existem

constantes 0 < o < 3 tais que, para quaisquer v € TM (ou TH)

al[vi<[[vI<B vl

Desse modo, a convergéncia de sequéncias de pontos em H e de vetores em SH € equivalente
nas duas métricas. Escolhamos, de forma arbitréria, x € H, v € SH e sejam {x,} CH e

{vn} C SH sequéncias tais que x,, — x e v, — v. Seja {t,} C R sequéncia tal que t,, — +oo.

Denotemos por ¥, (¢) a Gnica g*-geodésica que liga x, a %, (#,). Na métrica g, seja wy, 0 vetor
tangente inicial da geodésica que liga o ponto 7(v,) a ¥, (tn), isto €, wy, = V(7 (vn), % (ta)).
Assim, %, (0) = 7t(vs) € Yw,(sn) = ¥;, (tn) para algum s, > 0. Entdo, s, — +o0. Sejaw € SH.
Pela Proposic¢do 2.6 temos que },(¢) € a tnica g-geodésica ligando o ponto p = limy,_,e ()
ao ponto

g = 1lim, e ¥ (tn) = ¥, (+00). Desta maneira temos, ¥, (+0) = ¥; (+o0).
Afirmamos que lim,, o W, = w.

Seja w’ um ponto de acumulagdo de {w, } com w’ = lim;_,. w;, onde w; € uma subsequéncia

de {wy }. Como lim,, e (v;,) = limy o T(Wy ) = lim;seo T(W;) = (W), temos T(w') = w(v) =
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m(w). A métrica g satisfaz o axioma da visibilidade uniforme. Assim, pela Proposicéo 2.16,

iMoo Y, (87) = Yy (4o0) uma vez que w' = lim;_sc0 w;.

Mas, pela Proposi¢do 5.1, d[%y;(s) |j0,5]> % (t) lj0)] < R. Portanto, d(lim%,,,lim7y) <R,
isto &, d(¥,,lim7y;) < R. Logo, a sequéncia {¥, } (considererando a métrica g*) de geodésicas

converge para uma geodésica y*, tal que y*(+o0) = ¥,/ (+o0).

Segue que lim;_,co v; = V*((v), % (4o0)), onde V*(m(v), %,/ (4o20)) € 0 Ginico vetor tangente

inicial (com a métrica g*) da geodésica que liga 7(v) a ¥,/ (+<0).
Mas v = limy,_ye0 v = limj_y0 v; € assim v = V(T (v), %7 (+00)), isto &, ¥ (4-00) = Y, (+o0).

De %y (400) = % (+o0) € ¥ (+00) = fr(+o0) obtemos %, (+00) = ¥y(+00).
Como mt(w') = m(v) = w(w) e % (+o0) = %y (+o0) temos que w = w'. Dai, pela Proposigao 2.6,

w = lim,,_,.. w,;, como afirmado.

Denotemos por 0,(s) a geodésica (com métrica g) que liga x, a %,,(s,). Sejam 7, e T,

ndmeros reais tais que 6,(7,) = ¥, (T;) = Y%u,(sn) = ¥;, (ta). Entdo, T, — +oo € T, — +oo.
Pela Proposigdo 5.1, d[0x [[0,7,), Yn lj0,e:]] < R-

Assim, qualquer limite da sequéncia {7y, } € assint6tico a um limite da sequéncia { o, }. Mas
a métrica g satisfaz o axioma de assintoticidade e, assim, qualquer limite de {o, } € assint6tico
a %y(4o0). Isto nos déd que os limites de {y;} sdo, também, assintdticos a ¥,,(+o0), que é igual
a Yy (+ee).

Portanto a métrica g* satisfaz o axioma de assintoticidade. 0

Proposicao 5.3. Se H € variedade simplesmente conexa, sem pontos conjugados, com curvatu-
ras seccionais uniformemente limitadas por baixo e satisfaz o axioma de assintoticidade, entdao

os raios geodésicos divergem uniformemente em H.

Para demonstrar esta proposi¢ao utilizamos campos de Jacobi. Nao a faremos aqui, por
fugir do nosso objetivo. A prova segue de uma combinac¢do de resultados dos artigos [10] e
[19].

Teorema 5.4. Seja M uma variedade compacta de visibilidade uniforme com métrica g. Seja
g* métrica qualquer em M, sem pontos conjugados. Entdo M, com a métrica g* é, também,
variedade de visibilidade uniforme. Em particular, seu g*-fluxo geodésico é topologicamente

transitivo no g*-fibrado tangente unitario.

Demonstracdo. Sejam g, g* métricas induzidas no recobrimento simplesmente conexo H.

Seja D o grupo das transformacdes de recobrimento de M tal que M = H /D. Suponhamos
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que g* é métrica sem pontos conjugados que ndo satisfaz o axioma da visibilidade uniforme.
Entdo, para algum € > 0, existe uma sequéncia {p,} C H e uma sequéncia de segmentos de

g"-geodésicas o, : [an,by] — H tal que £, (0, (an), 0, (by)) = € >0, Vn, mas d*(py, 0, ) — .

Escolhamos uma sequéncia {¢,} C D tal que g, = ¢,(p,) € limitada, e passando a uma
subsequéncia, se necessdrio, seja g, — g. Se ¥, = ¢, 0 C,;, entdo
£, (Y (an), ¥y (bn)) = &5, (9n(0 (an)), $n (03 (bn))) = &3, (0, (an), 0, (bn)) = € >0e d*(qn, V) =
d*(0n(pn), 9n(0,)) = d*(pn,0,;) — oo Pois os elementos de D sdo, também, isometrias com a

métrica g*.

Sejam o, B, geodésicas (com a métrica g*) que vao de g, a ¥ (a,) e de g, a ¥ (by),

respectivamente.

Sejam o, 3, geodésicas (com a métrica g) correspondentes, com 0s mesmos extremos, e
seja ¥, a g-geodésica que vai de ¥, (a,) a ¥, (b,). Como d*(qy,,7;;) — oo, pela Proposigdo 5.1 e
pela equivalencia das métricas segue que d(gp, ;) — °0. Medindo com relagio a métrica g,

£, (Vi(an), ¥y (bn)) = £ g, (qn) (9n(0, (an)), 9n(0y, (bn))) = £p, (0, (an), 6, (bn)) — 0 pois H, com

métrica g, € uma variedade de visibilidade uniforme.

Existe um raio g-geodésico « e raios g*-geodésicos a*, B*, com ponto inicial g, tais que,
passando a uma subsequéncia, se necessario,
o, (0) — a'(0), B,(0) — o/ (0), a* (0) — a* (0) e B (0) — B* (0). Como os raios geodésicos

possuem o0 mesmo ponto inicial e pela continuidade, temos que a* # B*.

Se x € ponto qualquer em «, entdo podemos encontrar x, em @, tal que x,, — x. Dai, pela

Proposi¢do 5.1, d(x,, ") < R. De a* (0) — o' (0), segue que d(x, o*) < R.
De forma andloga mostramos que d(x, %) < R.

Sejam a* : [0,00) — H e B* : [0,00) — H parametrizacdes, de velocidade unitaria, na
métrica g%, de a* e B*. Para cada inteiro n > 0 escolhamos ndmeros s,, #, de modo que,
d(o*(sn), a(n)) <Red(B*(tn), 0t(n)) <R.

Pela escolha da parametrizacdo, s, — o e, pela equivaléncia das métricas, temos que
d*(a*(sp),B*) < b.d(a*(sy),B*). Mas,
d(a*(sp),B*(tn)) < d(a*(sp),o(n)) +d(a(n),B*(t,)) < 2R. Entdo, d*(a*(s,), B*) < 2bR.

Pelas Proposigdes 5.2 5.3, a*, B* sdo raios geodésicos distintos com o mesmo ponto ini-
cial na variedade H, simplesmente conexa, sem pontos conjugados e com curvatura K > —A2.
Entdo d*(a*(t),*) — oo quando t — oo. Esta contradi¢do mostra que g* satisfaz o axioma da

visibilidade uniforme.
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A afirmac@o sobre a transitividade topoldgica segue do Teorema 4.8. [l

Portanto, pelas observagdes 2 da Subsecdo 1.4.4, 4 da Secdo 2.1 e pelo Teorema 5.4 as

superficies compactas de género maior do que 1 s@o variedades de visibilidade uniforme.

5.3 Exemplos

Segue um exemplo no qual temos que as Orbitas periddicas sdo densas, mas o fluxo geodé-

sico ndo € transitivo. Para analisarmos este exemplo necessitaremos da seguinte defini¢ao.

Definicao 5.5. O posto de uma geodésica € a dimensdo do espago vetorial dos campos de Jacobi

paralelos ao longo da geodésica.

Exemplo 1: Este exemplo foi baseado em [2].

O conjunto ndo-errante Q C 7'M é conexo mas o fluxo geodésico restrito a Q néo é transi-

tivo.

Mostraremos a densidade das Orbitas e a ndo transitividade do fluxo restrito a Q. A de-

monstra¢ao da conexidade pode ser encontrada em [2].

Consideremos duas superficies, um cilindro [0,%0) x (R /Z) = [0,) x S' e uma calga ,de
curvaturas K = 0 e K < 0, respectivamente. Colemos, de forma suave, estas superficies, na
curva c, de forma a obter uma superficie M conexa, completa e com curvatura ndo positiva,

ilustrada na figura 5.1.

Sabemos que, em superficies de curvatura K < 0 as orbitas periddicas sdo densas. Logo

temos que verificar a densidade das orbitas periddicas onde K = 0.

Por [5], sabemos que os circulos obtidos pela interse¢ao do cilindro com planos normais ao
eixo do cilindro e as hélices sdo geodésicas do cilindro. Logo, as érbitas periddicas do cilindro

s@o as que definimos como verticais, destacadas na figura 5.1.

Para cada v € P*(v) dentro do cilindro plano ("flat”), temos que v € periédico. Logo, a 6r-

bita {¢;(v),r € R} ndo pode ser densa. Portanto, o fluxo geodésico restrito a  ndo € transitivo.

Exemplo 2: Este exemplo foi baseado em [20].

Mostraremos um exemplo no qual a variedade tem curvatura negativa, mas nao € variedade

de visibilidade. Para tal construamos uma métrica completa g, com curvatura negativa em R>
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Figura 5.1: Exemplo 1

tal que a variedade Riemanniana com a métrica g nao satisfaz o axioma de visibilidade.
Seja g : R — R fungdo continua que satisfaz g’(z) > 0 e g'(0) — g'(—o0) =
Seja f : R? — R definida por,

I
10°

f(x,y) =g(x) —g(y)

Seja Mo grifico de f com métrica Riemanniana induzida por R3, e seja (x, y) parametrizacio

local de M. A curvatura gaussiana em (X, y) é

. fxxfyy_fxzy o _g//(x)g”(y)
Ko = v = Urg G +g 2 ="
Observe que,
7 " g"(x)g"(y)
g (x)g (v) > (1+g’(x)2+g’(y)2)2
Entdo, NN o
_g//(x)g//(y) < —8 ()C)g (y) > :K(X,y)

(1+8'(x)*+&'()?)
Como a fungdo € continua, pelo corolério do teorema de Fubini, em [25] temos,

/0; /28//(35)8”@)61)6@ = /oo g (x)dx x /oo " (v)dy

— 00 — 00
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Logo, a curvatura gaussiana em M satisfaz o seguinte limite

0> /~K(x,y)dxdy> — / g" (x)dx x / g"(v)dy
M Y oo

Onde,
)2 — 7:_2
100

= [ x| ")y = ~[g () g (- = (15

A variedade M, com a métrica Riemanniana induzida por R3, ndo é variedade de visibili-

dade mas tem curvatura negativa.

Suponhamos que M seja variedade de visibilidade. Sejam p € M e x,y € OoM tais que, 0O

angulo « entre os raios geodésicos px e py é 1qg-
Por hipétese e pela Proposicdo 2.10, existe geodésica ¥ ligando x e y.

Consideremos um triangulo com vértices p, x e y. Pelo teorema de Gauss-Bonnet [8],

K —
/ a-n= 100

/K>/K> —
100

Logo, temos uma contradi¢do. Portanto, ndo existe geodésica que ligue x a'y. Segue-se que M

Mas,

ndo € variedade de visibilidade.

5.4 Hiperbolicidade de Gromov e Visibilidade

Definicio 5.6. Um espago métrico (X,d) é chamado um espago geodésico se todo par de pontos

pode ser ligado por um segmento de geodésicas.

Definicdo 5.7. Um espaco geodésico completo (X,d) é chamado §-hiperbdlico (ou simples-
mente hiperbdlico) se todo tridngulo geodésico satisfaz: todo ponto de um dado lado do tri-
angulo tem distdncia menor do que ou igual a 6 da unido dos outros dois lados. Espagos

O-hiperbdlicos sio frequentemente chamados espagos Gromov-hiperbdlicos.

Um exemplo de espaco Gromov-hiperbdlico é o plano hiperbdlico.

O teorema abaixo d4 uma idéia da forte relac@o entre hiperbolicidade de Gromov e visibi-
lidade.

Teorema 5.8. [23] Seja (M, g) uma variedade compacta sem pontos conjugados. Entdo, seu re-
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cobrimento Riemanniano (M, g) é uma variedade de visibilidade se, e somente se, M é Gromov-

hiperbdlico e raios geodésicos divergem em M.



62

APENDICE A

Proposicao A.1. Sejax € H(e0). O conjunto dos pontos duais a x é fechado em H (o) e invari-

ante mediante D.

Demonstracdo. Fechamento

Sejam x,y € H(eo) duais. Logo, dados abertos U,V contendo X,y, respectivamente, existe

¢ €Dtalque, p(H\U) CV (ou ¢ '(H\V) CU).
Queremos mostrar que, dada y € D, x e y(y) sdo duais.

Observemos que
YEH\U = 9¢(y) €9(H\U)CV

Logo, para ¥ = ¢ temos que x e Y(y) sdo duais.
Invariancia da dualidade mediante D

Suponhamos x e y duais e sejam p € H fixado e ¢ € D isometria dada.

Queremos mostrar que x e @ (y) sdo duais, ou seja, que dadas duas vizinhangas V| e V, de x
e ¢(y), respectivamente, existe uma isometria 11 € D tal que
NH\V1) CVa (oun ' (H\V2) S V).

Sejam U = ¢! (V») uma vizinhanga de y e V; uma vizinhanca de x. Como x e y sio duais,

existe uma isometria y € D tal que y~ ! (H\V;) CU (ou w(H\U) C V).
Fazendo 1 = ¢ oy~ ! temos que n(H\ V) = ¢ (w1 (H\V})) C ¢(U) C V». O

Proposicao A.2. Se L(D) contém ao menos trés pontos entdo dois pontos quaisquer de L(D)

sdo duais.

Demonstragdo. Consideremos L(D) com, pelo menos trés pontos. Pelo item (i1) da Proposi¢ao
3.5 podemos escolher z € L(D) que ndo € ponto fixo comum de D. Seja z* dual a z, entdo z* é
dual a todo ponto de L(D), pela Proposi¢ao 3.4. Seja x # z* em L(D). Pelo Lema 3.7, z* ndo é
ponto fixo comum de D. Logo, pelo Lema 3.8, D(z*) é denso em L(D).
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Portanto, se x € dual a z*, temos que x € dual a todo ponto de L(D), ja que z* € dual a todo

ponto em L(D). ]

Lema A.3. Se (M, g) é uma superficie compacta de género maior do que 1 e curvatura igual

a —1, entdo (M, g) é uma variedade de visibilidade.

Demonstracdo. Seja H o recobrimento universal de M e sejam p € H, p e o raios geodésicos
distintos tais que p(0) = p = ¢(0). Parai > 1 seja ¥ a geodésica por p(i) e o(i). Como em
variedades de curvatura K < ¢ < 0 a distancia de um ponto a geodésica € estritamente convexa
(fato que segue da formula da segunda variagdo de energia ([4])) a menor distancia de p a ;
se dd em um ponto 7%(#;) entre p(i) e 6(i). Sejam d; = d(p,¥(t;)) e A; a drea do tridngulo T;
composto de todos os segmentos geodésicos de p a pontos de ¥ entre p(i) e 6(i). Essa drea
é maior do que a drea se um setor Euclidiano de dngulo 6 = £(p’(0),0’(0)) e raio d;. Entdo,
A; > %diz. Pelo teorema de Gauss-Bonnet )[24]), fTi KdA > —7 e, entdo, A; < m. Portanto, d;

permanece limitado quando i — +-oo.



64

Referéncias Bibliogrdficas

[1] BERGER, M. A Panoramic View of Riemannian Geometry. Springer, Berlin, 2007.

[2] COUDENE, Y.; SCHAPIRA B. Counterexamples in non-positive Curvature. Preprint,
2010.

[3] DO CARMO, M. P. Differential Forms and Applications. Springer, 1994.
[4] DO CARMO, M. P.Geometria Riemanniana. Rio de Janeiro: IMPA 2008.

[S] DO CARMO, M. P. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies. 4.ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2010.

[6] DRUETTA, M. J. O conjunto Limite do Grupo Fundamental das Variedades Riemannianas
sem Pontos Focais. Tese de doutorado, Rio de Janeiro: IMPA 1980.

[7] EBERLEIN, P. Geodesic Flow in Certain Manifolds Without Conjugate Points. Transacti-
ons of the American Mathematical Society. vol 167, 1972.

[8] EBERLEIN, P.;O’NEILL B. Visibility Manifolds. Pacific Journal of mathematics. vol. 46
n°1, 1973.

[9] GREEN, L. Geodesic Instability Proc. AMS, 438-448, 1956.

[10] ESCHENBURG, J. H.; O’SULLIVAN, J. J. Growth of Jacobi Fields and Divergence of
Geodésics. Math.Z. 150, 221-37, 1976.

[11] HURLEY D. Divergence of Geodesics and Uniform Visibility Manifolds. Department of
mathematics, University College, Cork, 1985.

[12] ISNARD, C. Introdugcdo a Medida e Integracdo. 2.ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2009.

[13] KLINGENBERG, W. Geodatischer Fluss auf Mannigfaltigkeiten vom Hyperbolischen
Typ. Preprint, Bonn, Germany, 1970.

[14] LIMA, E. L. Introdug¢do a Topologia Diferencial. Rio de Janeiro: IMPA, 1999.

[15] LIMA, E. L. Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento. Rio de Janeiro: IMPA,
2006.

[16] LIMA, E. L. Curso de Andlise. Vol.2. Rio de Janeiro: IMPA, 2009.

[17] MORSE, M. A Fundamental Class of Geodesics on any Closed Surface of Genus Greater
than one. Trans. Amer. Math. Soc. 26, 25-60, 1924.

[18] MUNKRES, J. M. Topology. 2.ed.Upper Saddle River - NJ. Prentice Hall, 2000.



65
[19] PESIN, Ya. B. Geodesic Flows on Closed Riemannian Manifolds without Focal Points.
Math.USSR Izvestija, 11, 1195-1228. 1977
[20] PHAN, T. T. N. On Finite Volume, Negatively Curved Manifolds. Preprint, 2011.

[21] ROBINSON, C. Dynamical Systems. Stability, Symbolic Dynamics, and Chaos. Second
edition. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press, 1995.

[22] RUGGIERO, R. O. Geodésicas em Superficies sob o Ponto de Vista Global. Bienal da
Sociedade Brasileira de Matematica, Belo Horizonte: ICEX / UFMG, 2002.

[23] RUGGIERO, R. O. Dynamics and Global Geometry of Maniolds without Conjugate
Points. Ensaios Matematicos Vol.12. Rio de Janeiro: SBM, 2007.

[24] SPIVAK, M. A Comprehensive Introduction to Diferential Geometry. Vol.3. Houston: Pu-
blish or Perish, 1979

[25] SPIVAK, M. O Cdlculo em Variedades Tradugao de Calculus in Manifolds. Rio de Janeiro:
Ciéncia Moderna, 2003.



