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RESUMO

Uma folheacao algébrica do plano projetivo sobre um corpo k pode ser dada tanto por
um campo de vetores como por uma l-forma em P2, j4 que dimensdao um e codimensao
um sao0 a mesma nocao visto que a dimensao de P? ¢ igual a 2. Entdo surge uma pergunta
natural: Como se relacionam os campos vetoriais e as 1-formas em P?? Veremos que
uma 1-forma w e um campo de vetores X definem a mesma folheacao do plano projetivo
quando w(p)(X(p)) = 0 para todo ponto p € P2. Uma segunda questao ¢ a existéncia de
curvas algébricas invariantes por uma folheacao de P2. Originalmente, Poincaré formulou
o seguinte problema: E possivel limitar o grau de uma curva algébrica invariante por
um campo de vetores em termos do grau do campo de vetores? A resposta para este
problema ¢é negativa, como podemos ver no Exemplo 2.18. Entretanto adicionando-se
algumas hipdteses sobre tal curva invariante este problema pode possuir resposta positiva.
No caso em que tal curva invariante é suave, mostra-se que o grau da curva é no maximo
igual ao grau do campo vetorial mais um. Se uma curva invariante nao for suave, mostra-
se que ainda é possivel limitar o grau desta curva em termos do grau da folheagao e da
reqularidade do seu conjunto de singularidades.

Palavras-chave: Folheacao Algébrica. Campo de vetores. Problema de Poincaré.



ABSTRACT

An algebraic foliation of the projective plane over a field k can be given either by a
vector field or a 1-form in P2, as dimension one and codimension one are the same notion
since dim(P?) = 2. Then a natural question arises: How do vector fields and 1-forms in
P? relate? We will see that an 1-form w is related with a vector field X belonging to
the kernel of w, that is, w and X define the same foliation of the projective plane when
w(p)(X(p)) = 0 for all points p € P2. A second question concerns about the existence of
algebraic curves that are invariant by a foliation of P2. Originally, Poincaré formulated
the following problem: Is it possible to bound the degree of an invariant curve under a
vector field in terms of the degree of the field? The problem has a negative answer, but
by adding some hypothesis it can be reformulated in order to have a positive answer. If
we assume that this invariant curve is smooth, we show that the degree of the curve is at
most the degree of the vector field plus one. If an invariant curve is not smooth, we show
that its degree can be limited in terms of regularity of its set of singularities.

Key-words: Algebraic Foliations. Vector fields. Poincaré’s Problem.
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Introducao

Ao estudar a existéncia de solugoes algébricas para equacgoes diferenciais polinomiais no
plano complexo, Henri Poincaré em [21] observou que se for possivel limitar o grau méximo
de uma possivel solugao entao a procura por tal solucao pode ser feita através de operagoes
algébricas. Entao, a seguinte pergunta surgiu de maneira natural: E possivel limitar o
grau de uma solucao algébrica de uma equacdao diferencial polinomial em termos do seu
grau? Tal problema é atualmente conhecido como Problema de Poincaré. A resposta
para tal pergunta é negativa, como veremos adiante. Mas em 1991, Cerveau e Lins
Neto mostraram em [6] que quando as singularidades de uma curva solucao sao todas do
tipo nodal entao o grau da curva é no maximo o grau da folheacao mais dois. Assim
a pergunta originalmente formulada por Poincaré foi reformulada da seguinte maneira,
ja na linguagem moderna: E possivel limitar o grau de uma curva invariante por uma
folheacao em termos do grau da folheacao e de outros invariantes da curva, ou colocando-
se propriedades para estas curvas invariantes?

Algumas solugoes para o Problema de Poincaré foram encontradas ao longo das ultimas
décadas. Em 1994, Carnicer em [5] encontrou a mesma cota para o grau de uma curva,
invariante que Cerveau e Lins Neto, quando a curva invariante nao contém nenhuma
singularidade dicritica da folheagdo. Em 1997, Campillo e Carnicer, em [4] exibem limites
em termos da resolugao de singularidades da curva invariante. Outras solugoes podem ser
encontradas em [23], [24], [3] e [20].

Neste trabalho apresentamos duas solugoes para o Problema de Poincaré. A primeira
foi dado por Esteves em [10] supondo que a curva invariante é suave. A segunda foi dada
por Esteves e Kleiman em [12] em termos da regularidade do lugar singular da curva.

No Capitulo 1, apresentamos as nogoes de derivagoes, diferenciais e 1-formas, que serao

essenciais na definicao de folheacoes.
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No Capitulo 2, introduzimos as nocoes de campos de vetores em P2, que nos dardo a
definicao de folheacao de P?. Também definimos o que é uma curva invariante por uma
folheacao e discutimos o Problema de Poincaré em P2

No Capitulo 3, exibimos as nogoes basicas de feixes, culminando na nocao de coho-
mologia.

No capitulo 4, estudamos folheacoes de dimensao um em P", n > 2 e apresentamos
uma cota superior para o grau de uma hipersuperficie suave invariante por uma folheagao
e encontramos uma outra solucao para o Problema em P2, utilizando a linguagem de

cohomologia.



Capitulo 1

Derivacoes e Espaco Tangente

1.1 Derivacoes

Neste capitulo estudaremos as relagoes entre derivagoes e vetores tangentes sobre uma
variedade algébrica afim. Ao longo deste texto, k denotard um corpo algebricamente

fechado.

Definigao 1.1. Sejam R um anel comutativo, A uma R-algebra comutativa e M um
A-moédulo. Uma R-derivacao de A em M é uma aplicagao R-linear D : A — M tal que
D(ab) = aD(b) + bD(a), para todos a,b € A.

Seguem da definicao de R-derivacao as seguintes propriedades:

P1)D(1) = 0. De fato, temos que D(1) = D(1-1) =1D(1) + 1D(1) = D(1) + D(1),
e portanto D(1) = 0.

P2)D(r) = 0 para todo r € R.

Com efeito, D(r) = D(1-r)=rD(1)=r-0=0.

Exemplo 1.1. O exemplo canonico de derivacao é a derivagao parcial. Podemos ver o anel
de polinémios em n varidveis, denotado por k[z1, ..., z,], como k-dlgebra, via inclusao, e

a derivacao parcial em relagao a qualquer varidavel é uma k-derivacao.

Definigao 1.2. Sejam R um anel, A uma R-algebra e M um A-mdédulo. Denotaremos o

conjunto das R-derivagoes de A em M por Dergr(A, M), ou seja,

Dergr(A,M)={D: A— M; D é R-derivagao}.
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Para a,b € Ae D,D’ € Derr(A, M) definimos
D+D: A — M

a — D(a)+ D'(a)

aD: A — M
b — aD(b).

Com estas operagoes, Derg(A, M) tem estrutura de A-mdédulo.

Sejam A e B R-algebras e ¢ : A — B um homomorfismo de R-algebras. Se N é
um B-mddulo, entao N pode ser visto como um A-moddulo, definindo para cada a € A e

n € N, an = p(a)n.

Lema 1.3. Fizado um homomorfismo de R-dlgebras ¢ : A — B, se D € Dergr(B,N)
entdo D o ¢ € Dergr(A, N).

Demonstracao. Dados r € R e a,b € A temos

(Dog)(ra+b) = D(p(ra+b)) = D(re(a) + (b)) = rD(e(a)) + D(e(b)) =
=r(Doyp)(a)+ (Dop)b).

Logo, D o ¢ é R-linear. Além disso,

Do p(ab) = D(p(ab)) = D(p(a)p(b)) = ¢(a) D (b)) + ¢ (b) D(p(a)) =
=a(Dop)(b) +b(D o y)a).

Desta forma, D o ¢ ¢ uma R-derivagao. O

Proposicao 1.4. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de R-dlgebras, entdo a aplicagao
¢ : Derg(B,N) — Dergr(A,N), definida por ¢(D) = D o ¢, é um homomorfismo de

A-mddulos cujo nicleo é Dera(B, N).
Demonstracao. Para D, D' € Derg(B,N) e a € A, valem
D+ D) =(D+D)op=Dop+Doyp=q¢(D)+¢D)

¢(aD) = (aD) o ¢ = a(D o ¢) = ap(D).

Logo, ¢ é homomorfismo de A-mddulos.
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Se D € ker(¢), entdao D(¢(a)) =0, ¥V a € A. Dessa forma, para cada b € B e a € A,
D(ab) = D(¢(a)b) = ¢(a)D(b) + bD(p(a)) = ¢(a)D(b) = aD(b).

Portanto D € Dery(B, N) eker(¢) C Dera(B, N). Por outro lado, se D € Dera(B, N)
temos D(p(a)) = D(a-1p) = aD(1p) = 0 para todo a € A, isto é, D o ¢ = 0, ou seja,
®(D)=0e D € ker(¢). O

1.2 Espaco Tangente

Seja V uma variedade algébrica em A" isto é V é o conjunto dos zeros comuns de
uma colegao de polinomios em n varidveis. Seja I = I(V') o ideal dos polinomios que se
anulam nos pontos de V. Como k[zy,...,x,] é um anel Noetheriano, existem polinémios
fioo o fs € klx, ... 2] tals que I = (f1,..., fs). O anel k[V] = klzy,...,2,]/1 é
chamado anel de coordenadas de V. Fixemos p € V e consideremos a reta em A" dada

por £ ={p+tv; t € k}, com v = (vq,...,v,) fixo e ndo nulo. Entao,
NV ={_p+tv; filp+t)=0,Vi=1,...,s}

Seja 0; : k[xy,...,x,] — k[z1,...,7,] a derivacdo parcial em relagao a x;. A expansao

em série de Taylor de cada f; em p, j =1,...,5, ¢

filp+tv) = fi(p) + Zaifj<p)tvi + =

onde os termos a partir do segundo somatério apresentam expoente maior ou igual a 2
em t. Como f;(p) =0, ficamos com
filp+tv) =t difi(p)vi +£2(--+).
i=1
Entao, t = 0 é raiz multipla das equagdes f;(p+tv) = 0,7 € {1,...,s} se, e somente
se,

> 0ifip) vi=0,Vj=1,.5s (1.1)
=1

Neste caso, dizemos que ¢ é tangente a V' em p e que v é um vetor tangente a V' em p.
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Definicao 1.5. Seja V' uma variedade algébrica em A™. O espago tangente a V' em p,

denotado por T,V é o espaco vetorial definido por
T,V :={v e A"\ {0}| v é vetor tangente a V em p} U {0}.

Veremos a seguir que o espago tangente a V' em p pode ser identificado com uma
variedade algébrica em A". Para isto, seja TV a colecao dos pontos ¢ € A" que pertencem

a alguma reta tangente a V' em p, ou seja,
T,V = V(Z 0ifr(p) - (wi = i)y, Y Oifulp) - —pi)> :
i=1 i=1

Dado q € T}V existem t € k e v = (v1,...,v,) que satisfazem o sistema de equagdes
(1.1), tais que ¢ = p+tv e assim ¢ — p = tv. Como tv € T,V, temos que g — p é um vetor
tangente a V' em p.

Reciprocamente, dado um vetor w € T,,V, seja ¢ = p + w. Entao, ¢ pertence a uma

reta tangente a V' em p, isto é, ¢ € T)V, e w = ¢ — p. Com estas consideragoes, vamos

identificar T];V com T,V

Exemplo 1.2. Seja k um corpo infinito. Como I(A™) = (0), o espago tangente a A"

em qualquer ponto é o préprio A",

Exemplo 1.3. O espago tangente & curva y(y —x?) = 0 em (0,0) é todo A?, mas as suas

componentes irredutiveis V(y) e V(y — 2?) tem a mesma tangente y = 0 em (0,0).
No que segue, vamos estabelecer uma relacao entre espaco tangente e derivagoes.

Lema 1.6. Dado v = (vy,...,v,) € A", a aplicagio D, : k[xq,...,x,] — k[z1,. .., 2],

dada por D, = > v;0; € uma k-derivagao.
i=1

Demonstracao. Sejam a € ke f,g € k[xy,...,x,]. Temos que

n

Dy(af +9g) = Zviai(af +9) =Y _avd,(f) +v:0,(9)] =

i=1

= azviai(f) + Zvi@(g) = aDy(f) + Du(9).
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Portanto, D, é k-linear. E também,

n n

D,(fg) = Zviai(fg) = Zvi[fai(g) +90i(f)] =

i=1 =1

= fuidilo) + 3 guid(f) = Dulg) +gDu(1).

Logo, D, é k-derivacao. O]

Para cada ponto p € V fixado e elementos f(z1,...,z,) € k[V] e a € k, definimos
flxy,...,2,) - f(p)a. Observemos que esta operacao estd bem definida, pois se
f =7, entdo f(p) — g(p) = 0, donde conseguimos f(p) = g(p). Com esta operacdo de

multiplicacao, k£ ¢ um k[V]-mddulo, o qual denotaremos por k.

Proposicao 1.7. Sejam v um vetor tangente a V em p e D, = > v;0; como definido no

Lema 1.6. A aplicacio D : k[V] — k, definida por D(f) = D,(f)(p) é uma k-derivacdo.

Demonstracdo. Vejamos que D estd bem definida. Se f =@, entdo f — g € I. Como v é
um vetor tangente, Y v;0;(f—g)(p) = 0, donde conseguimos »  v;0;(f)(p) = > v:0;(9)(p),
isto é, D(f) = D(g).

Como D(af +7) = Dy(af + g)(p) = aDy(f)(p) + Du(9)(p) = aD(

que D é k-linear. Além disso,

=l

D(g), segue

D(fg) = Du(fg)(p) = [fDu(9)(p) + [9Du(f)](p) =
= f(p)Du(9)(p) + 9(p)Du(f)(p) = FD(g) +gD(f),

o que mostra que D é k-derivacao. Il

Queremos mostrar uma espécie de reciproca da Proposicao 1.7. Antes disso, pre-

cisamos de mais um resultado.

Lema 1.8. Seja B um k[xq,. .., x,])-mddulo. Se D : klzy,...,x,] — B € uma k-derivagao
entio D(f) = > D(x;)0:(f)-
i=1

Demonstracao. Sendo f(xq,...,2x,) =Y aaz' ... .2t temos D(f) = > agD(z] ... xim).

Usando inducao em n, conseguimos

Dz .. x0m) = D(x{)zg? a0 + oo xaftas? o D(atm).
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Vejamos que D(z$%) = a;z%" ' D(x;). Com efeito, isto é 6bvio para a; = 1. Suponha

que seja verdade quando «; = m. Entao,

D(z"™) = D(a - x;) = 2; D(x") + 27 D(x;) = ma" D(z;) + 2 D(2;) = (m+ 12" D(z;).

)

Logo
D(f) = Y aaD(t .. a%) = Y agagaft .. 2™ 2% Dias) = 32 0(f)D(x). O

i=1
A proposigao seguinte mostra que todo elemento de Dery(k[V], k,) pode ser obtido

através de um vetor tangente a V' em p.

Proposicao 1.9. Seja D € Dery(k[V], k,). Existe um vetor tangente v € T,V tal que
D(f) = Du(f)(p). para todo f € k[V].

Demonstragdo. Consideremos a k-derivacio D = D o 7w : klxy,...,z,] — k,, onde o
homomorfismo 7 : k[z1, ..., x,] — k[V] é a projecio canénica (f) = f. Sejam D(z;) = v;
ev=(vy,...,v,). Para qualquer f € k[zy,...,z,],

Dy(f)(p) = sz&-(f)(p) = Z D(:)0:(f)(p) = D(f)(p) = D(f),

pelo Lema 1.8. Mas D(f) = (D on)(f) = D(f), donde D,(f)(p) = D(f).
Se I(V) = (f1,..., fs), entdo f; = 0 para todo j = 1,..., s e portanto

Dy(f;)(p) = D(f;) = D(0) =0,
e assim v € T,V ]

As Proposigoes 1.7 e 1.9 implicam que existe uma bijecao entre o conjunto de vetores

tangentes a V em p e o conjunto das k-derivagoes Dery(k[V], k,), a saber,

Y T,V — Derg(k[V], k) (1.2)
v — D

onde D(f) = D,(f)(p). Mais ainda, para quaisquer a € k e v,w € T,V vale que
Dav+w = Z(avi + wl)@ = aQa Z vi&- + Z wl& = G/Dv + Dw
i=1 i=1 i=1
e portanto, ¥(av +w) = Dyyiw = aDy+ Dy = atp(v) + 1 (w). Assim, ¢ é um isomorfismo
entre os espagos vetoriais T,V e Der(k[V], k).

O isomorfismo ¢ nos da a seguinte definicao de espago tangente.



CAPITULO 1. DERIVACOES E ESPACO TANGENTE 9

Definicao 1.10. Sejam V' uma variedade algébrica afim e p € V. Definimos T,V o

espaco tangente a V' em p, como sendo o k-espaco vetorial dado por

T,V := Dery(k[V], k).

0

p’ Y axn

Exemplo 1.4. Para todo p € A", o espago vetorial T,A" tem como base o conjunto
af

=Gl
ol ()= 52

De fato, pela Proposigao 1.9, temos que para toda derivacao D € Dery(klxy, ..., 2], kp)

onde

existe um vetor v = (vy,...,v,) € A" tal que D = D,. Pelo Lema 1.6, temos que
no 0
D,(f) = Zv,a—f(p) Logo (3 gera T,A™. Além disso, se existirem ay,...,a, € k tais
i=1 Ly
n (9.%]'

8 n
que Y aia—f(p) = 0 para toda f € k[zq,--- ,x,], entdo > aia—(p) = a; = 0, para todo
i=1 O i=1 Li

j=1,...,n. Portanto 3 é LI

Definicao 1.11. Seja @ : V — W um morfismo entre variedades algébricas afins. Exis-
tem um correspondente homomorfismo de anéis ®* : k[W] — k[V] e um homomorfismo
induzido d,® : Dery(k[V], k,) — Dery(k[W], ko)), isto é, uma k-transformagao linear

dada por d,®(D) = D o ®*, chamada diferencial de ® em p.
E facil ver que dy(Po V) = dyp®od,¥ e que d,® é um isomorfismo se ® o for.

Proposicao 1.12. Seja V' uma variedade algébrica em A", f € k[z1,...,x,] e V} o aberto
de V definido por Vy := {z € V| f(z) # 0}. O conjunto V¢ é uma variedade afim e T,V
¢ isomorfo a T,(Vy).

Demonstra¢ao. Consideremos F(x1,...,x,,t) = 1 — tf(xy,...,2,) € klxy, ..., z,,t] €

W :={(z,t) € V x A, F(z,t) = 0} C A"*!. Definamos

D Vf — w
v o— (2,1/f(z)).

A aplicacao ® é claramente um isomorfismo e

KV 2 ko, ..z, 1]/ — tf (21, ..., 20)) 2 K[V][L/£].
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Para todo elemento D € T,V = Dery(k[V], k,), a aplicacao

D": k[Vs]=k[V][1/f] — kp
@ . ["@)D(a)(p) = mf" " (p) D(f)(p)a(p)
fm (fm™)2(p) '

é uma k-derivagao e a aplicacao
v T,V — T,(Vy)
D D’

¢ um isomorfismo de k-espagos vetoriais. O]
Corolario 1.13. Se U for um aberto afim de V' contendo p, entao T,U =T,V

O Corolario 1.13 expresssa o carater local da definicao de espago tangente de uma

variedade afim. Podemos entao fazer a seguinte definigao.

Definicao 1.14. Seja V uma variedade afim ou projetiva. Definimos o espaco tangente
aV em p €V, denotado por T,V, como sendo T,U onde U ¢é qualquer aberto afim de V'

contendo p.

1.3 O Mobdulo das Diferenciais de Kahler

Seja A uma k-algebra. Nesta secao, vamos definir um A-médulo Q4,, juntamente com
uma k-derivagao d : A — (), que satisfaca a seguinte propriedade universal: Para
qualquer A-médulo M e qualquer k-derivacao D : A — M existe um tinico homomorfismo

de A-mddulos f: Qu — M tal que D = fod.

Proposicao 1.15. Seja A uma k-dlgebra. Existem um A-mddulo Q4 e uma k-derivagao
d: A — Qup tais que para todo A-médulo M e para toda k-derivagio D : A — M, emiste
um unico homomorfismo de A-mddulos pp : Qap, — M tal que D = ppod, isto é, 3! ¢p

que faz o sequinte diagrama comutar,

A%, Qup

M
Demonstracao. Consideremos o homomorfismo de k-algebras ¢ : A ®, A — A dado por

P(a®b) = ab e seja I = ker ¢. Definamos Q4 = I/1%. Podemos ver Q 4, como A-médulo

t t
definindo a(} 7, @ y;) = (a® 1) > z; ® y;.
-1

% =1
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Definamos também a funcao
d: A — Quap
a — 1®a—a®l.

Dados c € ke a,b € A vale

dlca+b)=1®(ca+b)—(ca+b)@1=[c(l1®a)+1@b —[cla®1)+b®1] =

=cl®a—a®1+10b—b® 1 =cda+ db.

Logo, d é k-linear. Além disso, d é uma k-derivacao pois

dlab) =1®ab—ab®1=(1®a)(l®b) —(a®1)(bx1)=

=1®a(1lob-01)+ (b)) (1®a—a®1)=adb+ bda.

Agora, sejam M um A-moédulo e D : A — M uma k-derivacao.

Definamos um homomorfismo de A-médulos @ : A ®; A — M por ®(a ® b) = aD(b).

S

Se <Xt:<az‘ ®bi)> : (g(cj ®dj)> € I?, com Zt:(ai @b)ele) (¢;j®d;) eI, entao

i=1 i=1 j=1

t
segue que y_ a;b; =0e¢ ) ¢;d; =0. Logo
1

S

=1 i

=1 j=1 i ij
= Z (liCjD(bidj) = Z (liCjbiD(dj) + Z CLidejD(bi) = O
2% 2% 1,J
Sendo @ linear, conseguimos ®(/?) = 0 e podemos considerar o seguinte homomorfismo

de A-modulos

¢p : Qi — M

t t
2 T QY ;LD(%)

=1
Temos que pp od = D. De fato, para todo a € A vale

epod(a)=pp(1®@a—a®1l)=¢p(1®a)—¢pla®1) =1D(a) —aD(1) = D(a).

Para vermos a unicidade de ¢p, seja 7 : 04, — M um homomorfismo de A-mdédulos

tal que D = 7 o d. Entao,

T(Z T DY) = T(Z(ﬂfz D1y, —y®1)) = T(Z rdy;) = Zﬂfﬂ(dyi) =
= inD(yi) = SOD(Z T @ Yi),
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onde na primeira igualdade usamos que > z; ®y; € I se, e somente se, »_ x;y; = 0. Logo,

T =©YD- ]

O modulo 4, construido acima ¢ chamado de mddulo das diferenciais de Kdhler.

Observamos que a este modulo esta associada a k-derivagao d.

Proposicao 1.16. O ideal I da demonstracao da Proposicao 1.15 é gerado pelos elementos

l®a—a®1, a € A como A-maodulo.

Demonstracao. Sendo ¢p(l®a—a®1) = a—a =0, temos (1®a—a®1l|a € A) Cker¢ = I.

S S
Reciprocamente, se > (a; ® b;) € I, entao Y a;b; = 0 e portanto vale
=1 =1

S S

d(ai@b) = [10a—ael)(-1®b)+ (1 a)(leb)] =

i=1 i=1

= Zsj(l ®a;—a; ®1)(-1®b;) + Zs:(l ® a;b;) =

1=1 i=1

=Nll®a—ao1)(-1a0) 1®Zau =
i=1

s

= i[(l@ai—ai®1)](—1®bi) = Z(—l@bi)ﬂ@ai—ai@l) € (l®a—a®l|ac A,

=1

e como (—1®b;) € A®, A pode ser identificado com —b; € A, temos o resultado. O
Corolario 1.17. Qu, € gerado como A-mdédulo pelos elementos da, com a € A.

Demonstragao. De fato, pela Proposi¢ao 1.16 temos [ = (1 ® a —a ® 1) como A-mddulo.

I I
Assim, sendo Q4 = T2 temos Qup = (1®a—a® 1| a € A) = (da) como A-médulo. [

Exemplo 1.5. Segue do Corolario 1.17 que se A é uma k-algebra gerada por elementos
{Xa}ren, entdo Qg é gerada pelos {dX)}ren como A-médulo. Em particular, quando
temos A = k[z1,...,%,] é 0 anel de polinémios em n varidveis, entao 45, ¢ um A-médulo
livre tendo {dzy,...,dx,} como base. De fato, esses elementos ja sdo geradores. Para
ver que sao linearmente independentes sobre A, consideremos a combinagao Zn: Pidx; =0,
P; € A e seja 0; a derivacao parcial em relagao a ;. Como visto na Proz;ésigéo 1.15,

existe um tinico homomorfismo de A-médulos ¢; : 4, — A tal que J; = p;od. Portanto,

0= g, (0 (ZP%) :zn:P,;goj(dm ZP& ) =
i=1

Como isto vale para cada j € {1,...,n}, conseguimos o resultado.



CAPITULO 1. DERIVACOES E ESPACO TANGENTE 13

Proposicao 1.18. Para todo A-médulo M, Hom 4 (Q 4k, M) e Dery(A, M) sdo isomorfos

como A-maodulos.

Demonstragao. Basta considerarmos ® : Homa(Qa, M) — Deri(A, M) definida por
®(p) = ¢ od. Claramente, ® é homomorfismo de A-médulos, e a Proposigao 1.15 nos

garante que ® é bijecao. O

Dada uma variedade V e p € V, temos 1,V =~ Dery(k[V], k,) e pela Proposicao 1.18
temos T,V ~ Homy ) (Qppvjk, kp)-

1.4 1-Formas Diferenciais Regulares

Sejam V' C A" uma variedade algébrica, p € V e f = F € k[V]. Se v = (vy,...,v,) é um
vetor tangente a V em pe F € I(V), entdo > 0;F (p)-v; = 0. Dessa forma, se f = F = G
i=1

em k[V], entao F' — G € I(V) e > 0;F(p) -v; = >_ 0;G(p) - v;. Logo, podemos fazer a

seguinte definicao.

Definicao 1.19. Dado f = F € k[V], o funcional linear d,f : T,V — k definido por

= Zaz‘p(p) v

é chamado de diferencial de f em p.

Fixado f € k[V], definamos a funcdo ¢y : V — |J (7,V)* por ¢s(p) = d,f. Deno-
peV
taremos esta funcao simplesmente por df.
Por abuso de notacao, escreveremos z; ao invés de x;. Observemos que, para todo

ponto p € V ei € {1,...,n} a aplicacdo d,z; : T,V — k ¢ por defini¢do dada por
dyri(v) = 3 9;(x;)(p) - v; = v;. Logo, para qualquer f = F € k[V] ev € T,V,

j=1
:i@-F(p ZaF - dyzi(v).
=1

Portanto, podemos escrever d, f = Z 0;F(p)dyz; e df = Z 0;Fdx;.
Consideremos o conjunto <I>[V] consmtmdo de todas as fungoes que associam cada

ponto p € V' a um elemento em (7,V)*. Observamos que df € ®[V].
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Com a operacao de adigao de fungoes, ®[V] é um grupo abeliano. Além disso, definindo
(fo)(p) = F(p)é(p), para cada f = F € k[V] e ¢ € ®[V], vemos que esta operacao estd
bem definida, pois se f = F = G em k[V], entdo F(p) = G(p), e assim ®[V] é um
k[V]-médulo.

Lema 1.20. A aplicagao d : k[V] — ®[V], dada por d(f) = df ¢é uma k-derivagao.

Demonstracio. Dados f = F,g =G € k[V] e a € k, vale
dlaf +g) = Z@(CLF + G)dx; = az 0, Fdx; + Z@idei =ad(f) + d(g).
i=1 i=1 i=1
Dessa forma, d é uma funcao k-linear. Também,

n

d(fg) = z“: 0i(FG)dz; =Y (GOF + FO,G)dr; =
=1

=1

=G OiFdr;+F Y 0,Gdx; = gd(f) + fd(g),
i=1 i=1
o que mostra que d é uma k-derivacao. Il

Definigao 1.21. Um elemento ¢ € ®[V]| é uma forma diferencial reqular em V se cada
ponto p € V tem uma vizinhanga U tal que a restri¢ao de ¢ a U pertence ao k[U]-

submédulo de ®[U] gerado pelos elementos df com f € k[U].

Assim, ¢ é uma forma diferencial regular em V' se, e somente se, em alguma vizinhancga
de cada p € V a aplicagao ¢ pode ser escrita na forma ¢ = i fidg; com f;, g; funcoes
regulares nessas vizinhangas, para cada i € {1,... ,m}. -

O conjunto das formas diferenciais regulares sobre V' é um k[V]-mddulo, que deno-

taremos por Q[V].

Exemplo 1.6. (k infinito) Consideremos V' = A™. Como visto no Exemplo 1.2, para

todo p € A" temos T,A" = A". Além disso, como

0 1, se 1=y,
Lilp 0, sei#j.

segue que dpxy,...,dyx, é base para (T,A™)* sobre k. Dada ¢ € ®[A"], ¢(p) € (T,A™)",

n
ou seja, ¢(p) = > a;d,x; com a; € k. Portanto podemos escrever de maneira unica
i=1

¢ = dz;, onde ¢; : V — k é a fungao definida por ¥;(p) = a;.

=1
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!
Se ¢ € Q[A"] entdo ¢ = > g;jdh; em uma vizinhanga U de p com g;, h; € k[U]. Para
j=1
cada j € {1,...,[} existem polinomios P; e ); tais que os @; nao se anulam em U e
h; = P;/Q;. Pela regra de derivagdo do quociente obtemos

N~ (LlOP  POQ;\
dh; = Z_; ( Q90 @ 0n, d;. (1.3)

Substituindo as relagoes (1.3) na expressao de ¢, podemos escrever ¢ = i fidx; onde
as f; sao fungoes regulares em p. Pela unicidade da expressao de ¢ Conseguli:rrllos v = fi,
isto é, as 1); sdo regulares em p para todo p € A" ou seja, ©; € k[A"] = k[zq,...,x,] e
podemos escrever

Q[A"] = B k(A" dx;.

Definicao 1.22. Chamaremos uma forma diferencial regular em A" de uma I-forma

polinomial em A™. Assim, uma 1-forma polinomial em A™ é dada por
w = ardry + -+ apdz,,

onde ay,...,a, € k[x,...,z,]. Quando a4, ...,a, sdo todos homogéneos de mesmo grau
s, dizemos que w é uma 1-forma homogénea de grau s.
Diremos que um ponto p € A" é uma singularidade de w quando a;(p) = 0 para todo

ie{l,...,n}.

Observacao 1.23. Pelo Exemplo 1.5, temos que Qg . gk € um kfz1, ..., 2,]-médulo

livre com base {dzi,...,dz,} e através do Exemplo 1.6 conseguimos que Q[A"] é um
klxy,...,z,]-mbdulo livre tendo {dzy,...,dz,} como base. Dessa forma, estabelecemos

o isomorfismo de k[z1, ..., x,]-mdédulos
QA" — Qpey,.zallk
dr; —— dx;.

Observacao 1.24. Por definigdo, um vetor v é tangente a V' = V(F') no ponto p € V
se e somente se Y 0;F(p) - v; = 0, ou seja, se e somente se d,F'(v) = 0. Dai, temos que

i=1
T,V = ker(d,F).
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1.5 O produto exterior de 1-formas

Sejam 17,75 : A™ — k dois funcionais lineares. O produto exterior de 77 e T3, denotado

por T1 A'T;, é a aplicacao bilinear dada por
Ti(u) To(u)
(Ty AN T3)(u,v) = det =T (u)Tz(v) = T1(v) T (u).
T1 (’U) T2 (U)

Decorrem imediatamente das propriedades de determinantes que:
1) AN (aTy+Ts) = a(Ty NTy) + (Th N T5)
i) ToNTy = —(Th N'T)
iii) TAT =0.
Proposicao 1.25. Sejam T1 : A" — k e Ty : A" — k funcionais lineares nao nulos. Sao

equivalentes:
i) ker(Ty) = ker(Ts);
ii) Ty e Ty sao multiplos, isto é, existe X\ # 0, A € k com Ty = NT;
iii) Ty ATy = 0.
Demonstracao. (i = ii) Seja {vy,...,v,—1} uma base para os nticleos e v, ¢ ker(T;).

Entao, {v1,...,0y_1,v,} é base de A". Dado w € A", temos w = ajv; + ... + a,v,,

T;(w) = a,T;(v,) e
Ti(w) _ Ty(w)
Ti(v,)  To(v,)
Entao T = ATy, onde A = T (v,) /Ta(vy,).

(ii = 4ii) Obvio.
(i1 = 1) Sejam u € ker(Ty) e v ¢ ker(71). Sendo (Ti A T3)(u,v) = 0, temos que
Ty (uw)Ty(v) — Ty (v)To(u) = 0, o que implica em T3 (v)T5(u) = 0. Como T3(v) # 0 segue

que Ty(u) = 0. Logo, ker(71) C ker(73). De forma andloga, conseguimos a igualdade. [

Dadas duas 1-formas wq, ws polinomiais, o produto exterior de w; com wy € a aplicacao
w1 Awy definida por (wy Aws)(p) = wi(p) Aws(p) e é chamada de uma 2-forma polinomial.
As propriedades do produto exterior de dois funcionais lineares sao transportadas de
maneira natural para o produto exterior de duas 1-formas; assim, valem w A w = 0,

wa Awy = —(w1 Aws) e wy A (aws + ws) = a(wy A ws) + (w1 Aws).



Capitulo 2

Folheacbes em P?

2.1 Campos Vetoriais em P?

Sejam P? o plano projetivo sobre k = C e p = (20 : 21 : 22) um ponto em P2. Escreveremos
U ={(20:21: 22) € P?| 2; # 0} para cada i € {0,1,2}. Em U, temos a aplicagao natural
wo : Up — A? dada por ¢o((20 : 21 : 22)) = ?, ?) = (z,y). Diremos que (z,y) sao as
coordenadas locais em Uy e (zg : 21 : 22) s80 as ((z)oorodenadas globais. Da mesma forma, em
U e U, temos aplicagoes g e p9, respectivamente, dadas por ¢1((2o @ 21 : 29)) = (z—?, j—j)

e pa((20: 211 22)) = (z—z, z—;) Observemos que ; o gojfl cpi(UinUj) — @i (U;NU;) é

1
um isomorfismo para cada 4, j. Por exemplo, ¢ 0 5! (2,y) = 1 ((1: 7 :y)) = (—, g).
x T
Ao longo deste capitulo, escreveremos sem distingao, para um ponto p € U;, sua
imagem ;(p) como p também. Por exemplo, se p € U; anula o polinémio homogéneo F

nas variaveis zg, 21, 22, entao escreveremos que “p anula f”, onde f é a desomogeneizacao

de F' com respeito a z;.

Definicao 2.1. Um campo de vetores em uma variedade V' é uma funcao X que associa

cada ponto p € V' a um vetor tangente X' (p) € T,V
O exemplo a seguir descreve o espaco tangente a P? em um ponto p.

Exemplo 2.1. O espaco projetivo P? é coberto pelos abertos afins

U ={(20:21:2);2 #0} =2 A% comi=0,1,2.

17
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)

onde © = z1/z9 e y = 29/29. A igualdade acima continua vélida se p € Uy ou p € Us,

Se p € Uy entao T,P* = T,Uj e

9
ox

0

TpIP’2 = Dery(klz,y, k) = < ’a_y
p

fazendo-se as alteracoes necessarias em x e y.

Segue do Exemplo 2.1 que um campo de vetores X em P? é dado localmente por um

par de fungoes a, b nas coordenadas locais (z,y), isto é,

)
dy lp

+0(p) 5~

X(p) = a(p) 5zl

Se a e b sao polinomios, dizemos que o campo é polinomial. Os campos trabalhados daqui

em diante serao polinomiais. Escreveremos simplesmente

X:ag—i—bg . (2.1)

Note que a expressao (2.1) nos dd uma descri¢ao do campo apenas nos abertos U; com

i € {0,1,2}. E natural entdo perguntarmos se é possivel dar uma descricao global do
campo de vetores. A resposta é sim como veremos a seguir.

Primeiramente, ja que P? é construido identificando pontos de C? \ {0} que se encon-

tram na mesma reta pela origem, vejamos como um vetor tangente a C3 em um ponto

p = (20,21,22) # (0,0,0) determina um vetor tangente a P? no correspondente ponto

P = (Zo VA 22).

20" 20

Observagao 2.2. Dado g € k[z,y] de grau m, seja A = 2"g(2, 2) a homogeneizagao de
g. Temos

0A m_109 0A 109

821 (z0,21,22) ox (%,%) 822 (z0,21,22) 8y (£L,22)

0 L
De fato, se g = Z a;;x’ ‘7, entao 8—9(33 y) = Zaijz'l,z—lyj o
,J ,]

m_109 (21 % . i i1
2y 1% (zl 2): 1Zam (—) ( ) Za”zzo It (2.2)

0A
Como A = 3 a;;25 iz segue que a—(zo,zl,z'g) § ai;i 2y 77271 Portanto
21
7]

provamos a primeira igualdade. De maneira analoga, prova—se a segunda.
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Exemplo 2.2. Seja U o aberto afim de C3* dado por
U= C3 \ V(Zo) = {(ZQ,Zl,Zg) S (C3| 20 7é 0}

Definamos
o : U — C?

(20,21, 22) — (i @) = (z,y).

Z()7 20

Para cada p € U, podemos considerar a transformacao linear

dpgb : TPC3 = TpU — T¢(p)]P)2
D — Do ¢",

onde
¢* 1 Kk[C% =Clx,y] — Kk[U] = Clzo, 21, 22][1/20]

fley)  — f (ﬁ —)

ZO’ 20
Vejamos d,¢ em coordendadas. Denotemos por 0; = 0/0z;, para j = 0,1, 2.
Dado D = agdy|,+a101|,+a2ds|, € T,C* = T,U, com ag, a1, ay constantes e g € k[z,y],

temos

)

#(9) =g (

onde A(z, 21, 22) ¢ um polinomio homogéneo de grau m = grau(g). Observamos que

21 22 _A(Zo,ZhZz)
20 2o Zm

o0 =t (2) 0+ 00 () 0+ euts (3 ) )=

0 0 0
OpA — mA 0, A Oy A
= ao <%> (p) + (1—m> (p) +az <2—)
20 20
—2101A — 290, A 2gO01 A 200 A
— a0 (TR ) 0+ (207 0+ (27 ) ) -
0

0 0
(Z()Cbl - Zlao)alA + (ZQCLQ - ZQCLO)aQA

- — (p) =
0
1 21 0L A 1 &) A
~ (To=F0) 250+ (S0 - Fu) 250)

Na quarta igualdade usamos a férmula de Euler mA = 2000A + 2101 A + 2202 A, ja que

A é homogéneo. Pela Observagao 2.2,

dpd(D)(g) = Zl[(al — zap)(p)0:9(p) + (a2 — yao)(p)dyg(p)]

0

2o - dpd(D) = (a1 — 1a0)(p)0alp + (a2 — yao)(p)ay’p-
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Sejam Fy, Iy, I, polindmios homogéneos de mesmo grau e X o campo vetorial de C3
definido por
X = F080 + F1(91 + Fgaz.

Em cada ponto p € U considere
X, = Fo(p)doly + Fi(p)dilp + Fo(p)al, € T,C* = T,U.
A analise ja feita mostra que

20 - dpd(X,) = (fr — 2f0)(P)Oulp + (f2 — yfo) (P)Oylp, (2.3)
onde f; = F;(1,z,y) para cada i € {0, 1,2}.
O Exemplo 2.2 nos motiva a fazer a préxima defini¢ao.

Definicao 2.3. Uma forma global de um campo vetorial X em P? é uma expressao da
forma
0 0 0

X=Fy—+F— + F,— 2.4
0820+ 182’1+ 282’2’ ( )

onde Fy, I, F5 sao polinomios homogéneos de grau d.

O campo vetorial X', dado na forma global como em (2.4) tem expressao local em Uy

dada por
Xy, = (f1—$fo)%+(f2—yfo)(%a (2.5)

z 2
onde 7 = =% e y = 22 sdo coordenadas locais em Uy e filz,y) = Fi(1,z,y).
20 20

Da mesma forma que no Exemplo 2.2, temos expressoes locais para o campo X nos

abertos U; e Us. No aberto Uy, a expressao é dada por

0 0
Xy, = (f0—$f1)%+(f2—yf1)a—ya (2.6)

2 z
onde z = 2 e Yy = 22 $io coordenadas locais em U e fi(z,y) = Fi(z,1,y), enquanto no
21 <1

aberto U, a expressao ¢ dada por

Ko, = (o= af) g+ (= v 2.1)

z z
onde 7 = 22 e y = 2% sdo coordenadas locais em Uy e filz,y) = Fi(x,y,1).
Z9 Z9
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Vale observar que o campo vetorial de P?

R—zi—irzijLzi
n OaZO 1(921 2822

tem expressoes locais nulas, isto é, R é o campo nulo em P2. De fato,

Rup = <x—x>§ T (y—y)a% —0. (2.8)

Analogamente, mostra-se que Ry, =0 e Ry, = 0.

Chamamos o campo R de campo radial, ou campo de FEuler. As expressoes acima
mostram que R é o campo vetorial nulo em P?.

Um campo vetorial em P? nao possui uma tinica forma global. De fato, se um campo

X tem uma forma global

0 0 0
=Fy— + F— + Fp—
A FO()ZO 1(92’1 2()2’2’

onde os F; sao homogéneos de grau d, entao para qualquer polinomio homogéneo G de
grau d — 1 temos que X' = X + G'R é uma forma global de X', uma vez que R é o campo
nulo. Diremos que X e X’ diferem por um multiplo do campo radial e que X e X’ sdo
representantes do mesmo campo vetorial. Definimos o grau do campo vetorial dado em
(2.4) como sendo d.

Se X = Fydy + F101 + F505 ¢ X' = Go0y + G101 + G20, sdo campos vetoriais de grau
d em C? que representam o mesmo campo vetorial em P2, entao X — X’ é multiplo do

campo radial. De fato, as formas locais em Uy de X e X’ sdo respectivamente

0 0
wo= (A (122) 2 (L2 2)) 2 (12 2) - 2p (L2 2)) 2
20 2o 20 20 2o ox 20 %o 20 20 %o dy

0
X(/] - Gl 1aﬁ7é _EGO 17ia@ —+ G2 17ﬁaé _QGO 1aﬁ7é
0 20 20 20 20 %0 ox 20 2o 20 20 20

e sendo 0 mesmo campo vetorial em P? temos as igualdades

(Fl <17 éa 2) - é-Fb (17 éa ﬁ)) = <G1 (1727ﬁ) - iC"YO <]-7 ﬁ7§)> (29>
20 <0 20 20 <0 20 <0 20 20 <0

(3(:22)-20022)-(0(-22) 2a(-22) oo
20 <0 20 20 <0 20 <0 20 20 <0

Multiplicando ambos os membros da igualdade (2.9) por z™, obtemos a igualdade

Z()F1 — ZlFo = Z()G1 - ZlGO, ou ainda ZQ(Fl — Gl) = Zl(FO - Gg) Dai, 20 ’ F() - Go,
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isto ¢, existe um polindomio homogeéneo H de grau d — 1 tal que Fy — Gy = 2oH. Dai,
20(Fy — Gh) = z120H, ou seja, F} — Gy = z;H. Finalmente, utilizando a igualdade (2.10)
conseguimos Iy — Go = 2, H, de onde segue que X = X’ + HR.

0 0
Se X = Fo— + F1— + Fy——, definimos a divergéncia de X como sendo

8 821 822

oFy, O0F, O0F,
Div(X) = + + .
( ) 820 821 82’2
Observe que se o grau de X é d entdao Div(X) é um polinémio homogéneo de grau
d — 1. Para efeitos de contagem, vale observar que é inico o representante de um campo

vetorial de P? possuindo divergéncia nula.

Lema 2.4. Seja X um campo vetorial de grau d em P?. Existe um tnico representante

X' do mesmo campo vetorial tal que Div(X’) = 0.

Demonstracao. (Existéncia) Se X’ é um campo vetorial de grau d em P? que representa
0 mesmo campo vetorial que X, entao existe um polinémio homogéneo G € Clzy, 21, 23]

de grau d — 1 tal que X' = X + G'R, onde R é o campo radial. Logo,
Div(X’) = Div(X) 4+ Div(GR). (2.11)

Como GR = Gzy0y + G201 + G205, vale

DIV(GR) - 820 82’1 82’2 (?zo 8 21 822

Mas sendo G homogéneo de grau d — 1, a relacao de Euler fornece

oG 060G
Dz oz oz,

e assim, Div(GR) = (d + 2)G.

—(d—1)G

Desta forma, a expressao (2.11) pode ser reescrita como
Div(X’) = Div(X) + (d + 2)G. (2.12)

Portanto, tomando G = — Div(&X') /(d+2), o campo X' = X' +GR representa o mesmo
campo vetorial que X e Div(X’) = 0.

(Unicidade) Se um campo vetorial X" representa o mesmo campo de vetores que X
e Div(X”) = 0, entao existe um polinomio homogéneo H tal que X" = X’ + HR, e pela
equagao (2.12) temos que Div(X") = Div(&X”) 4+ (d+2)H. Sendo Div(X’) = 0 = Div(X"),
temos H = 0 e portanto X" = X", O
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Seja Sy o espago vetorial dos polindmios homogéneos de grau d em S = k[zg, 21, 22).
Uma base de Sy é o conjunto dos monomios zéz{z§ comi,j,k € Nei+j+ k =d. Para
i = 0, devemos ter j + k = d, e temos portanto d + 1 possibilidades para o par (j, k), ja
que (j,k) € {(0,d),(1,d — 1),...,(d,0)}. Para i = 1, devemos ter j + k = d — 1, logo
existem d possibilidades. Prosseguindo o raciocinio, chegamos ao caso i = d, ficando com
7+ k =0, onde s6 resta uma possibilidade: j =0 e k£ = 0. Desta forma, tais monoémios
sao em numero (d+1)+d+---+1=(d+2)(d+1)/2.

Assim, o espago vetorial dos ternos de polinomios homogéneos de grau d em k[zg, 21, 23],
S = {(Fy, Fi, Fy) € Sqx Syx Sy}, tem dimensdo 3(d+2)(d+1)/2. Associando o campo
X = Foaizg + Fla_zl + Fgaizz ao terno (Fy, F1, Fy), vemos, de acordo com o Lema 2.4 que

cada campo de vetores em P? tem um tnico representante no nicleo da transformacao

linear
T: 5393 e Sd,1
OFy, O0F, O0F,
Fy F). F)) — Lo 9
( 0 ! 2> 020 821 (922
Dado F = Y  ayrzizizh € Sqiq tomemos Fy = 3 H%aijkzéﬂz{zlg € Sq.
it j+h=d—1 i+j+h=d—1

Entao F = T(Fp,0,0) e T é sobrejetiva. Como dim S5 = dim(ker T') + dim(Im T'), temos
dim(kerT) =3(d+2)(d+1)/2 — (d+ 1)d/2 = (d+ 3)(d + 1).
Dai, conseguimos o resultado seguinte.

Proposicao 2.5. O conjunto dos campos vetoriais de grau d em P? é um espaco vetorial

e sua dimensdo € (d+ 3)(d+1).

Definicao 2.6. Uma folheagdo em P? é um campo de vetores de P?

0 0 0
X=F—+F—+ F,—
0820 + 1821 + 2822

modulo multiplos constantes nao nulos. Se grau (F;) = d, ¢ = 0,1,2, dizemos que a

folheacao tem grau d.

Segue desta definicao que o espaco das folheacoes de grau d em P? tem P+3)(@d+1)-1

como espaco de parametros. Em particular, as folheacoes de grau um tem P7 como espaco
de parametros.
Dado um campo de vetores X em P?, vamos definir o que é uma singularidade de X

Precisamos do préximo lema.
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Lema 2.7. Seja p = (2 : 21 : 22) € U; NU; um ponto que anula a expressao local do
campo vetorial
0 0 0

X=Fy + F— + Fy——
0820+ 1821+ 2(922

de grau d em U;. Entao p anula a expressao local do campo X em Uj.

Demonstracao. Suponhamos que p € Uy NU; e que p anula a expressao local de X' em

Uy, isto é,
Z1 22 21 21 22
Fl 17_7_ __FO 17_7_ 207
20 20 20 20 20 (2 13)
Z1 22 22 Z1 22 ’
F2 17_7_ __FO 17_7_ = 0.
20 20 20 20 20

Vejamos que p anula a expressao local de X em U;. Multiplicando a primeira equacao
d+

de (2.13) por —ZZ—H, conseguimos
“1

_Op (ﬁ, 1, @) +F (@, 1, @> —0. (2.14)

21 21 21 21 21
LA+l
Multiplicando a segunda equagao de (2.13) por ?1_+1’ conseguimos
z
1

20 <0 22 22 20 20 <2

_F2 _717_ ___FO _717_ =0.

21 Z1 21 20 21 21 21

Usando a expressao (2.14) ficamos com

g, (_01_> _mcp (_01_) o,

21 21 21 20 %1 21 Al 21

e finalmente temos a relagao

2} <@, 1, @) _2p (@, 1, @> — 0. (2.15)
21 21 21 21 21

As expressoes (2.14) e (2.15) mostram que p anula a expressao local (2.6) de X em

Uy, como queriamos. Il

Definicao 2.8. Um ponto p € U; € dito uma singularidade do campo X quando p anula

a expressao local de X em Us.

i — 22, O 2.9 30
Exemplo 2.3. Consideremos o campo de vetores X = zjz15- + 21255, + %5, As

expressoes locais de X' sao

0 0
_ 2 2\ 7 . I
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0 0
Xy, = (2% —2y?)— + (2° —y*)— |
0 0
Xy, = (2%y — 2t) = + (y — 2%y) = .
vy = (@ —2%) 5+ (y — 27y) o
o ~ ~ xy? — 2?2 =0
Na primeira expressao, a procura pelas solugoes comuns de nos

l—2y=0
fornece trés solucoes: (z,y) = (1,1) ,(z,y) = (£,€?) e (z,y) = (£%,€), onde £ ¢ a raiz

cubica da unidade. Sendo a expressao em Uy, temos zg = 1,21 = x, 29 = y, e dessa forma
conseguimos trés singularidades: (1:1:1),(1:&: &%) e (1:&%:¢). Observe que estes
trés pontos realmente anulam as expressoes em U; e U;. Olhando para a expressao em
U; conseguimos além das singularidades ja expostas a singularidade (0 : 1 : 0) e em U,
conseguimos também o ponto (0 : 0 : 1) como singularidade. Desta forma, o campo X

apresenta cinco singularidades.

Sabemos como transitar de uma expressao global para uma expressao local. Veremos

mais adiante como proceder na situagao inversa, isto é, da forma local para a global.

2.2 1-formas em P?

Definicao 2.9. Uma I-forma em P? é uma aplicacao w que associa cada ponto p € P? a

um funcional linear em T,,P?, w(p) : T,P*> — C.

Segue do Exemplo 1.6 da pagina 14 que uma 1-forma w em P? ¢ dada localmente por

um par de fungoes a;, ay nas coordenadas locais (x,y), isto é,

w(p) = a1(p)dyr + az(p)dpy.

Se a; e ay sao polinomios, dizemos que a 1-forma é polinomial. As 1-formas trabalhadas

daqui em diante serao polinomiais. Escreveremos simplesmente
w = a1dx + axdy . (2.16)

Observe que a expressao (2.16) nos dé4 uma descri¢ao da 1-forma nos abertos U; com
i € {0,1,2}. E natural entdo perguntarmos se é possivel dar uma descrigao global da

1-forma. A resposta é sim como veremos a seguir.
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Observagao 2.10. Seja p = (29, 21, 22) € C?, 29 # 0, € ¢ como no Exemplo 2.2. Temos

as igualdades

1 Z1

dpp)T = Z—Odpzl — Z—gdpzo,
22

d¢(p)y = Z—OdeQ — Z—gdeD.

De fato, sendo 9; = 0/0z;, 1 = 0, 1,2, temos pela expressao (2.3) que

* 21 ) 21
d(p)2(0o 0 ¢*) = dyp)x (—?81 — ?%) =5
0 0 0

. 1 1
%@ﬂ&0¢)=%@x( @>=—'

20 )

. 1
%@M@O¢)=%mw(—%):o

20

Dessa forma, se D = agdol, + 101, + a20s|, € T,C* = T,,U entao

* 21 ]- 1 21
dppyr(D o ¢*) = —aoz—g + G = (Z—Odpzl - 2_3de0> (D).

De maneira analoga conseguimos a segunda igualdade.
Exemplo 2.4. Sejam U = {(z, 21, 29) € C?| 29 # 0} e w uma 1-forma em U dada por
w = ardx + asdy, onde d = max{grau(a;)| i = 1,2}. Dado um ponto p = (zo, 21, 29) € U,

temos pela Observagao 2.10 que

z ya ya Z
LMMM)ZM(Jﬂﬁ)%@$+@(Jﬂﬁ)%@y=

20 20

21 k9 1 Z1 Z1 29 1 z9
=ay |\ —,— —dpzl — —2de0 + as | —, — —deQ — —2de0 =
20 R0 20 20 20 R0 20 20

21 21 k9 Z9 21 k9 1 Z1 9 1 21 9
= |:——2a1 (—,— — G2\ —,— dp20+—a1 —, — dp21+—a2 —, — deQ =
20 20 <0 20 20 <0 20 20 <0 20 20 20

Ao(p) Ai(p) As(p)
- Z(()1+2 dpzo + 21”2 dpz1 + #dysg, (2.17)

onde Ag, Ay, Ay sao os polindomios homogéneos de grau d + 1 dados por

21 2 21 Z

d 1 22 1 22

AOZZO —z1 | —— ) — 20| —, — )
20 <0 20 20

21 %

_ . d+1 1 <2
AI*ZO ar |\ —,— |,

20 20

21 %

_ . d+1 1 <2
Ay = ztay (22

20 20
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Uma conta simples revela ainda que zgAg + 21 A1 + 2245 = 0.
Observe ainda que sendo a;q € asgy as parcelas homogéneas de grau d de a; e ao,

quando —zaq — yasy = 0 teremos que zp é um fator comum de Ay, A, As e simplificando

By(p) Bi(p) Bs(p)
zd-l—l Zd+1 Z(c)i—f—l

a expressao (2.17) conseguimos w(p(p)) = dy,zo + dpz1 + d,zs, onde

0
By, By, By sao os polinomios homogéneos de grau d dados por

21 2 Z1 2
d—1 1 22 1 22
By = 2 —za (| —,— | —=a | — — |,
20 20 20 20
Z1 %z
d 1 2
B, = 2001\ —s— |
20 20
21 2
d 1 2
By = zjas | —,— | .
Z0 20
Observe que zgBg + 2181 + 29B5 = 0.

O Exemplo 2.4 nos motiva a fazer a proxima definicao.

Definicao 2.11. Seja w uma 1-forma em P? dada localmente em Uy por w = a;dx + asdy

e d = max{grau(a;)| i = 1,2}. O grau da 1-forma é dado por

d, se  —xayg — Yasg 7 0,

d—1, se —xaiqg— yasg =0,

onde a4 € asq sao as parcelas homogéneas de grau d de a; e as, respectivamente.

Uma forma global de w em P? é uma expressao
Q= AodZO —+ A1d21 + AQdZQ, (218)

onde Ag, Ay, Ay s@o os polinomios homogéneos de grau s + 1 dados por

A s 21 <2 21 22
0= %2\ ==1@1 \ —, — ) — 202\ —, — )
20 <0 20 <0

z1 %

s+l 1 2
Al =2z""m (z_’ z_) ; (2.19)

0 20

21 %

s+1 1 <2

AQ =Zy Q2| —,— |-
20 <0

Veja que
ZoAO -+ ZlAl —+ ZQAQ =0. (220)
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Dada uma 1-forma na sua expressao global em P2
Q= Agdzg + Ardzy + Asxdzo,
com zpAg + z1A1 + 2045 = 0, as suas expressoes locais nos abertos Uy, Uy, Us sao
Qu, = ardx + asdy,
onde a1 = A;(1,z,y) e ag = As(1, 2, y),
Qu, = bodx + bady,
onde by = Ag(z,1,y), by = As(z,1,y),
Qu, = codx + c1dy,
onde ¢g = Ap(z,y,1),¢1 = A1(z,y,1).

Exemplo 2.5. Consideremos a 1-forma dada em U por w = y?dz + zdy. Como s = 2

temos que

Logo a expressao global da 1-forma é
Q= (—2125 — 202122)d20 + 2025d2 + 22 21d 2.

No processo de volta a Uy, a; = Ai(1,x,y) = y* e ay = As(1,2,y) = x, retornando a w.
Para a expressao local em Uy, fazemos by = Ag(x,1,y) = —y* — 2y, by = Ax(z, 1,y) = 2°
e obtemos

Qu, = (—y* — 2y)dw + 2°dy.

Em U, fazemos ¢y = Ao(z,y,1) = —y —xy e ¢c; = A1(z,y,1) = x, obtendo

Qu, = (—y — zy)dz + zdy.
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Observamos que o conjunto das 1-formas de grau d em P? é exatamente o nicleo da

transformacao linear

. D3
T SdJrl — Sd+2

(Ao, A1, A2) 2040 + 2141 + 240
Ja que a aplicacao T' é sobrejetiva, vale
dim(ker T') = dimeﬁS’l —dim Sy12 =3(d+3)(d+2)/2—(d+4)(d+3)/2 = (d+3)(d+1).

Desta forma, o espago vetorial das 1-formas de grau d tem a mesma dimensao que o

espaco vetorial dos campos de vetores de grau d em P2

Exemplo 2.6. O niicleo de uma 1-forma w em P2, expressa localmente por w = adx +bdy,
é a familia de campos vetoriais de P? dados localmente por ker(w) = {X\| X € k}, onde
Xy =\ <_ba% + aa%). Portanto kerw é a folheacao de P? dada pelo campo de vetores

escrito localmente como X = _ba% + aa%.
Assim, colocamos a seguinte definicao

Definigao 2.12. Uma folheacao de grau d em P? é dada por uma 1-forma
O = Apdzg + A1dzy + Axdzs
onde Ag, Ay, Ay sao trés polinomios homogéneos de grau d + 1 satisfazendo a condicao
2040 + 21 A1 + 2045 =0,

moédulo miltiplos nao nulos. Diremos que a folheacgao é induzida pela 1-forma €2 e se um

campo de vetores x de grau d pertence ao ntcleo de 2 entao x e €2 induzem a mesma

folheacao de P2,

Observe que, considerando folheacoes de P? através de 1-formas, a dimensao do espaco

vetorial das folheacoes de grau d de P? serd (d+3)(d+1) — 1, como obtido anteriormente.

Definicao 2.13. Um ponto p € P? ¢ dito uma singularidade da folheacao de P? induzida
pela 1-forma Q = Agdzo+A1dz1+Aadz quando Ag(p) = A1(p) = Az(p) = 0. Denotaremos
o conjunto de todas as singularidades de €2 por Sing(£2). Quando Sing(£2) for um conjunto

finito, diremos que a folheacao é saturada.
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Exemplo 2.7. Se w = a1dx + asdy é a forma local de 2 = Agdzg + A1dz; + Aadzy em Uy,
nao podemos garantir que Sing(w) e Sing({2) sejam iguais. Os dois conjuntos coincidem
se, e somente se, Sing({2) nao intersecta a reta no infinito L., = V(zp). De fato, se
nenhuma das singularidades de 2 pertence a L., uma dada singularidade p = (1 : z : y)

de w é tal que A;(p) =0e Ay(p) =0. Como zp =1 e
A1 = Zd+1 ay ﬂ ﬁ
0 Z()’ 20 ’

Ay = zg“@ (ﬁ> ﬁ) )
Z20 R0
segue que a1(p) = 0 e az(p) = 0. Por outro lado, se p = (1 : z : y) é tal que a;(p) =0 e

az(p) = 0, entdo das relagoes acima temos A;(p) = 0 e Ay(p) = 0. Como vale a relagao

2040 + 21A1 + 2045 =0, e p & L, conseguimos Ag(p) = 0. Assim, p € Sing(2).

2.3 Relacoes entre Campos de Vetores e 1-Formas

Até aqui definimos uma folheacao de P? de grau d de duas maneiras. A saber,

| _ 9 0] o) .
i) como campos de vetores X = FOa_zO + Fla_zl + F28—32, com os F; de grau d, modulo

multiplos escalares;

ii) como uma 1-forma Q = Agdzg+ A1dz; + Aadzy, com os A; de grau d+ 1 satisfazendo

2040 + 2141 + 2945 = 0, moédulo multiplos escalares.

Nesta secao identificaremos a relacao entre campos de vetores e 1-formas em P? que
induzem a mesma folheacao de P2,

O campo de vetores dado globalmente por

0 0 0
X = F08_0+F16 +F2822

com os F; homogéneos de grau d, tem expressao local em U, dada por
0 0
v = (fi — l’fo)a—x + (f2 = ny)a_y

Pelo Exemplo 2.6, a expressao local da 1-forma em Uy que induz a mesma folheagao que
X é
—(fo = yfo)dz + (f1 — z fo)dy
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A expressao global da 1-forma acima é

Q= Agdzy + Ardzy + Asdzs,
onde pelas equagoes (2.19), Ay, A1, Ay sdo dados por

AO = ZlFQ—ZQFl
A = —z2F + 2k

A2 = ZOFl — ZlFO'
Logo, a 1-forma tem expressao global
Q= (ZlFQ — ZQFl)dZ() + (—ZQFQ + ZQFO)le + (Z[)Fl — ZlFO)dZQ.

De maneira resumida, a 1-forma associada ao campo de vetores representado por

X = Fy0y + F10, + F505 é dada pelo determinante

dZo le dZQ
Q= 20 21 22
F, | F

Reciprocamente, dada uma folheacio de P? de grau d, induzida por uma 1-forma
Q) = Apdzg + Ardz; + Asxdze, podemos reverter o processo e encontrar Fy, Fi, Fy tais que
o campo X = Fy0y + F10; + F,0, induz a mesma folheacao de P?. Isto é possivel através

do resultado seguinte:

Proposicao 2.14. Se Ay, Ay, Ay sao polinomios homogéneos de grau d + 1 satisfazendo
2040 + 21A1 + 22A5 = 0 entao existem polinomios Fy, Fy, Fs homogéneos de grau d tais
que

Ag = 21 Fy — 2oFy

Ay = by — 2 Fy

Ay = 2o, — 21 Fy

Demonstracao. Como
ZoAO = —ZlAl — Z2A2 (221)

e 0s A; possuem grau d + 1, 24! nao divide nenhum monémio de Ay, caso contrério zyAg

d+2
0

teria um monomio divisivel por z5°. Assim, todos os monomios de Ay possuem fator z;
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ou 29 e podemos escrever Aqg = z1Fy — Fizy, para alguns Fi, F5, ambos homogéneos de

grau d. Substituindo em (2.21), temos
20(z1Fy — Fize) = —A121 — Aszo. (2.22)
Agrupando os temos em z; e z3 na equagao (2.22), conseguimos
21(20Fs + A1) = z2(20F) — As). (2.23)

Portanto, z1 | (z0F1 — As2) € 2o | (20F2+ A1), isto é, existem polindmios G5 e G4, ambos

de grau d, tais que

Z()F1 — A2 == 21G3 (2 24)

ZoFQ + Al = 22G4
Substituindo as equagoes (2.24) em (2.23), obtemos z120G4 = 2221G3, e dessa forma,

G5 = G4. Escrevendo G3 = G4 = Fy, surgem as relacoes

A2 = ZOFl — ZlF()
Al = ZQFO — ZoF2 '

Exemplo 2.8. Consideremos o campo de vetores

0 0 0
X =z— — .
21 82’0 + (Zo + 21)821 + (Zo + Z1 + 22)622

A expressao local de X em U, é dada por
0 0
Xy, = (1+x—$2)%+(1+x+y—xy)a—y

e a 1-forma associada a Xy, é dada por
w=(zy—x—y—Ddr+ (1+x— 2°)dy.

Usando as relagoes (2.19), temos que a expressao global da 1-forma é

Q = (2021 — 2020 + 21)d20 + (2122 — 2021 — 2022 — 25)dz1 + (20 + 2021 — 21)d2s.

Observemos que valem AO = ZlFQ — ZgFl, A1 = Z2F0 — Z()FQ (§] AQ = ZoF1 — ZlFo.
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Exemplo 2.9. Tomemos a 1-forma dada globalmente por
Q = 22129d20 — 2029d21 — zpz1d2s.

Vamos obter polinomios homogeéneos Fy, Fy, F5 de grau 1 tais que

Ag = 21 Fy — 2o by
Al = ZQF() — ZoF2
A2 = ZQFl — ZlFQ

A Proposicao 2.14, além de garantir a existéncia de tais polinomios, fornece um método

para encontra-los. Seguindo as idéias de sua demonstracao, escrevamos
AO = (222) 21— 0- 29,
ou seja, F1 =0 e Fy = 2z,. O polinomio Fy é tal que

Z()Fl — A2 = ZlF(]
20F5 + Ay = 20 F)

Substituindo F} e F5 no sistema acima, obtemos

20”1 — ZlFO
)
22022 — 20k = ZQFO

donde conseguimos Fy = zy. Assim, um representante do campo vetorial que induz a

0 0
mesma folheagao que a 1-forma €2 é X = 2p— + 220 —

82’0 622 ’

Poderiamos também escrever
Ay = (22) © 21— (—21) 22,

isto é, tomar F} = —z; e Fy = 29. Neste caso Fy = 0. Obtemos assim o campo represen-
0
tado por X’ = —zla— + zga—. Apesar das diferentes escritas de X' e X’ eles representam
21 22
o mesmo campo de vetores em P2, uma vez que X = X’ + R, onde R é o campo radial.
Exemplo 2.10. As passagens campo«~ 1-forma global fornecem um método para sairmos

da expressao local de um campo de vetores para uma expressao global do mesmo campo.

Como exemplo tomemos o campo de vetores, dado em Uy por
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A 1-forma associada a este campo é w = —ydzr+xdy, cuja expressao global, por (2.19),
é Q) = —2odz1 +21dzy. Para obtermos a forma global de X', buscamos Fy, Fi, F5 polinomios

homogéneos de grau 0, isto ¢é, constantes, tais que

Ao :ZlFQ_ZZFl 0221F2—22F1
A1 = ZQFO — Z()FQ = —Z9 = ZQFO — Z()FQ
AQ = Z()F1 — 21F0 21 = Z()Fl — ZlF()

Como Fy = —1,F; =0, Fy, = 0 é uma solugao, &y, é dado globalmente por X = —0,.

Sejam ) = Agdzg + Aidz; + Asdzy e X = Fy0y + F10, + F50, uma 1-forma e um
campo de vetores que induzem a mesma folheacdo de P?. Seja p uma singularidade de
2. Por simplicidade, suponhamos que p € Uy. Entao, p anula a expressao local de €2
em Uy, que é w = a1dr + axdy, onde a; = A;(1,z,y). Como a forma local de X é
Xy, = —GQ% + a1%, segue que p ¢ uma singularidade de X. Reciprocamente, se p € Uy
é singularidade do campo X', entao p anula a sua expressao local em Uy. Pela relacao
campo~~1-forma local, p também anula w = aydx+ asdy, a forma local de €2 em Uy. Como
Ai(p) =0 = As(p), 20(p) # 0 e Agzg + A121 + Aszo = 0, conseguimos Ag(p) = 0. Estas

consideracoes mostram que as singularidades de X e de {2 sao as mesmas.

Lembrando as relagoes
Ay = 0 Fy — 2l
Ay = 2mFy — 2 F (2-25>
Ay = 20l — 21 Fy
vemos que as singularidades da folheacao sao dadas pelos zeros comuns dos menores 2x2

da matriz
20 21 2

E F F

2.4 Curvas Invariantes

Definigao 2.15. Seja C' = V(F) uma curva reduzida irredutivel de P? e X um campo
vetorial de P? de grau d. Dizemos que C é invariante por X, ou ainda que C' é solugdo
de X, se X(p) € T,C para todo p € C\(Sing(C) U Sing(X)).

Se C' é redutivel, dizemos que C' é invariante por X quando cada componente irre-

dutivel de C' for invariante por X.
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Se C' ¢ invariante por um campo de vetores X e F ¢ a folheagao induzida por X, entao

dizemos que C' é invariante pela folheacao F, ou que C' é uma folha da folheagao F.

Proposicao 2.16. Uma curva projetiva plana reduzida C' = V(F') de grau m, definida
pelo polinomio homogéneo F', € invariante por uma folheacao F induzida pelo campo de

vetores X de P? e de grau d se e somente se X(F) = HF para algum polindmio homogéneo

H de grau d — 1.

Demonstracao. Suponhamos que X é dado por X = GO%%—Gl%jLGQ%, onde Gy, G1, G
sao polinomios homogéneos de grau d. Se X (F') = HF para algum polinomio H, temos
para p € C\(Sing(C) U Sing(X)) que

oF oF oF
D) (0) + Ga(p) 5 () + Gal) 5~ (1) =

Logo, (Go(p) : G1(p) : Ga(p)) € T,C e portanto C' é invariante por X.

X (F)(p) = Golp) H(p)F(p) = 0.

Se C' ¢ invariante por X, entao X (p) € T,,C para p € C\(Sing(C) U Sing(X)), isto é,
X (F)(p) = 0. Portanto, o polinomio X (F') se anula em C. Pelo Teorema dos Zeros, ver
Theorem 5.4 em [19], segue que X (F) € /(F) = (F) pois F' é reduzido. Assim, existe
H tal que X(F) = HF. Ja que X(F) e F sao polinomios homogéneos, H é homogéneo.
Comparando os graus na igualdade X (F') = HF, obtemos que o graude H éd—1. [

Se uma curva C' de P2, definida pelo polinomio homogéneo reduzido F, é invariante

0 0
por um campo vetorial X = Gy— + G;=— + Gy—=—, entao existe um representante X’

aZQ 821 82’2

do mesmo campo de vetores tal que X'(F) = 0. Com efeito, seja m o grau de F. A

relagao de Euler nos da

p_ OF _OF  OF
= e, T ez, T P

e entao, pela Proposicao 2.16, vale

X(F) HF — H(Zan Zla_F 228}7’)

m 0z E@Zl m Ozs

Logo,
H oF H oF H oF
Go— — Gi——2z ) —+(Gs— —2 | —=0.
( 0 Zo) 970 ( 1 21) 92 ( 2 22) 02
Colocando-se G} = G; — Hzl/m obtemos G55 + G155 + G485 = 0. O campo vetorial

= G2 90 T Glas -+ Gyg- - difere de & por um multiplo do campo radial, logo X e X !

induzem o mesmo campo de vetores e X'(F') = 0.
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Observamos ainda que este fato continua vélido sobre P4 para qualquer corpo k alge-

bricamente fechado de caracteristica p tal que p { m.

Exemplo 2.11. A folheacao de P? de grau zero, induzida pelo campo vetorial

0 0 0
X =N + M= + dg—r
AOaZQ +>\1821 +)\28227

é tal que toda reta de P? passando por (Ao : A\ : Ag) é invariante. De fato, se uma reta ¢
passa por (Ag : A1 : Ag), entdo ¢ é dada por F'(zo, 21, 29) = agzo + a121 + azze = 0, onde
apAo + a1 A1 + agAy = 0. Como X (F) = apAg+ a1 A1 + ashe = 0 = 0- F, segue a afirmagao.
Mais ainda, se uma reta de P? nao passa por (Ao : A; : A2), ela nao pode ser invariante

pela folheacao.

Exemplo 2.12. A curva C definida por 2923 = 27 é invariante pela folheagao definida

pelo campo de vetores
0 0

X = 22— — 35 —.

aZl
De fato, X(F) = —22q29 - (323) — 327 - (22022) = 0. Observe que o campo vetorial X ¢

dado localmente em U, por

O sistema de equacoes diferenciais associado a Xy, €

2'(t) = —2y(t)
y'(t) = —32°(t)

que possui como uma solugao a trajetéria (x,y) = (¢72,t73). Assim, Xy, é um campo de

vetores tangentes a curva Cy = Cly, : y* = 3.

Exemplo 2.13. Para que a reta no infinito L, : zg = 0 seja invariante por uma folheagao
de grau d definida por X = Foa%) + Flaizl + Fg%, devemos ter X (zy) = Fy = Hzy para
algum H homogéneo de grau d — 1. Logo, para construirmos campos de vetores cuja reta
zop = 0 é invariante devemos escolher polinomios homogéneos H de grau d — 1 e Fy, Fy,

ambos de grau d. Médulo os multiplos do campo radial, conseguimos que os campos que
Sd—l X Sd X Sd

Sa—1 - (20, 21, 22)
é(d+1)d/2+2(d+2)(d+1)/2—(d+1)d/2 = (d+2)(d+1). Logo, temos um subespago

vetorial de codimensao (d+3)(d+1)—(d+2)(d+1) = d+1 dentro do espago dos campos

deixam L, invariante formam o espaco vetorial

sobre k cuja dimensao

vetoriais de grau d em P2
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Exemplo 2.14. Consideremos o campo vetorial X de P? dado por X = 2z5-2- az . Uma curva
plana projetiva C, definida pelo polinomio homogéneo reduzido F', serd invariante por X
se, e somente se, o polinémio F' nao depende de z;. Com efeito, se X' (F') = 20 2E a =HF
para algum polinomio homogéneo H de grau zero, entao a poténcia maxima de z; em g—i
¢ menor que a poténcia maxima de z; em F. Logo H =0e 3_51 = 0. Reciprocamente, se F'
nao depende de z; entao X'(F) =0 = 0-F e F' é invariante por X. Em particular, a familia

de retas (. : z3 = czp,c € C, é uma familia de curvas invariantes por X'. Localmente, o

campo Xy, = % tem como solugoes as retas y = c.

Exemplo 2.15. Consideremos uma reta ¢ de P2, definida por F' = agzg + @121 + asze = 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ay # 0.

Se ¢ é invariante por uma folheacao de P?, induzida pelo campo de vetores representado
por X = Goa—o +Gy 081 +Gy 082 entdo podemos assumir que X' (F') = 0. Dessa maneira,

aoGo + a1G1 4 asGy = 0, e assim podemos escrever asGo = —agGy — a1G1. Como X e

a»X induzem a mesma folheacao de P2, ela é induzida pelo campo asX dado por

0 0 0 0 0 0 0 0
agGoa—O—i—aQGla - —aoGoa Q—CllGla oy G(] (a28_20 — aoa—ZQ) —|—G1 (a28_1 — al@zg)

Em geral, se uma folheacao de P? deixa uma curva de grau um, determinada pelo
polindmio homogéneo F', invariante, entao tal folheacao é induzida por um campo de

vetores da forma

oF 0 oF 0 oF 0 oF 0 oF 0 oF 0
X=Hy|l—— - )4+ H (- |+ H [ —— — .
0 (822 621 821 822) (822 820 820 822) <621 (9z0 820 821)

No caso F = agzo + a121 + azzp ¢ X = G0%+G1%+G28_22 com X(F') =0, temos
as #0= Hy =G, H, =Gy, Hy =0
a1 #0= Hy = -G, H, =0,H, = Gy
ap #0= Hy=0,H, = -Gy, Hy = -G,

A proposicao seguinte generaliza este exemplo para curvas de grau maior que um.

Para simplificar a notagao, usaremos 0; para denotar
Zi

Proposicao 2.17. Se uma curva suave C C P2, dada pelos zeros de um polinémio re-

duzido homogéneo F, € invariante por uma folheagdao de P?, entao a folheagdo € induzida

por um campo de vetores da forma

X - H0(81F32 - 82F81) + Hl(aoFaQ - (92F80) + H2(80F31 - (%F(%)
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Demonstragao. Se grau(F') = 1, ja sabemos que o resultado é valido. Consideremos entao
grau(F') > 2. Sendo C' uma curva suave, temos doF' # 0. De fato, se 9pF = 0 entdao F’
seria independente de 2y e portanto o ponto (1 : 0 : 0) € P? seria uma singularidade da
curva C.

Sendo C' uma curva suave, temos também que 0;F ndo divide zero em S/{(9yF) e
0, F ndo divide zero em S/{0yF,0,F), onde S = k[z, 21, 23] (este fato serd mostrado no
Capitulo 4, no caso de k[z, ..., z,], usando-se algumas nogoes de algebra comutativa).

Se a folheacao é induzida pelo campo de vetores X = Gody + G109, + G205 com
X(F) =0, entao

GoOF + G101 F + G20, F = 0. (2.26)

De (2.26) conseguimos que Gy0,F = —GoOF — G101 F, e assim, Gy - 0oF = 0 em
S/{(0yF,0,F). Como 0,F nao divide zero em S/{(9yF,0,F), temos Gy = 0, ou seja,

Gy € (OoF, 1 F) e existem polinomios homogéneos by e bjo de mesmos graus tais que
Go = bpe0oF + b120, F. (2.27)
Substituindo (2.27) em (2.26), obtemos
GoOoF + G101 F + bgaOg FOo F' + b120, FOo F = 0.

Segue que (Go + bpa02 F)OoF + (G + b1202 F) 01 F' = 0, ou seja,

(G1 + biadsF) - O, F =0 € S/(0,F).

Como O, F néo divide zero em S/(9yF), devemos ter G1 + bjo0oF = 0 em S/(0F).

Logo existe um polinomio homogéneo by, tal que Gy + b1205F = bg10gF'. Portanto
G1 = bp1OoF — b120, F. (2.28)
Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), ficamos com
GoOoF + bp1OgF O F — b1202 FOLF + boaOp F'OoF + b1201 FO.F = 0.

Logo, (Go+bp101F +bg20 F)0gF' = 0. Como OpF # 0 e S é um dominio de integridade,
G() + b0181F + b0282F = 0, ou seja,

GO = —b()l@lF — bOQaQF. (229)
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Usando as expressoes (2.27), (2.28) e (2.29), obtemos a seguinte expressao para o

campo X:
X = Go0y+G101+G205 = —bg101 F'Oy—bga02 F Oy+bg1 0p F 01 —b1202 F'01+bg20g F'Oa+b1201 F'0s.
Agrupando os termos em by, bgs € b1s obtemos
X = b1 (0 F 01 — 01F0y) + boa(0gF Oy — 02 F0p) + b12(01 F Oy — 02 F01)
e escrevendo by; = Hy, bgs = Hy e bis = Hy conseguimos o resultado. O

Vamos estender a nocao de curva invariante para 1-formas em P2

Definicao 2.18. Sejam  uma 1-forma em P? e C' uma curva plana projetiva. Dizemos
que C é invariante por Q) quando C é invariante por um campo vetorial X de P? que

induz a mesma folheacao em P? que .

Suponhamos que uma folheacdo de P? seja induzida por uma 1-forma global Q e
consideremos um campo de vetores X que induz a mesma folheacao em P?. Entdao, uma
curva C' = V(F) C P? reduzida é invariante se para p € C'\(Sing(C) U Sing(Q)) temos
X(p) € T,C. Também, X(p) € ker(2(p)). De acordo com a Observagdo 1.24 temos
T,C = ker(d,F'). Assim, sendo os espacos vetoriais ker(€2(p)) e ker(d,F') de dimensao
um, ker(Q2(p)) = ker(d,F) em todo p € C. Pela Proposicao 1.25 da pégina 16, temos
Qp)NdpF = 0. Se QAdF = Bydzg A\ dz + Boadzg Adza + Biadzy Adzs, entdo para p € C

temos B;;(p) = 0,0 <i < j < 2. Pelo Teorema dos Zeros, B;; = C;; - I e portanto
QANdF = F - (C(n(dZO N le) + COQ(dZO A dZQ) + 012<d21 A ng))
Assim, conseguimos o seguinte resultado:

Proposicao 2.19. Uma curva C C P? definida pelo polinémio homogéneo reduzido F €
invariante por uma folheacdo de P2, definida pela 1-forma €2, se e somente se existe uma
2-forma n tal que

QNdF = Fn.

Exemplo 2.16. No Exemplo 2.13, determinamos os campos de vetores que deixam a

reta no infinito Lo, : 29 = 0 invariante. Vejamos a mesma situacao, na linguagem de
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1-formas. Se a 1-forma Q = Agdzg + A1dz; + Aadze deixa a reta zg = 0 invariante, entao
QAdzg = Ai(dzy Ndzg) + Aa(dza N dzy) = zon para alguma 2-forma 7, e assim a condigao
para que L, seja invariante é que zg | A; e zo | Ay. Lembrando a rela¢ao campo e 1-forma,

temos
Al == ZQF() — ZoF2

Ay = 2l — 21 Fy
e que zg | Fy, como obtido anteriormente.

Escrevendo A; = 2y B e Ay = 29 B> e substituindo em 29 Ag+ 21 A1 + 2245 = 0 obtemos
Z(]AO + le(]Bl + ZQZOBQ = 0, IOgO AO + ZlBl + ZQBQ = 0.

Seja d = grau (£2). Entdo, grau(4;) = d + 1, grau(B;) = d e as 1-formas de grau d

que deixam L., invariante formam exatamente o nicleo da transformacao linear
T :Sgp1 X Sg X Sqg— Sqiq
(Ao, B1, By) — Ag + 21B1 + 22 By
Como um elemento f € Sy.1 é a imagem de (f,0,0) por T', T' é sobrejetiva e portanto
dim(ker T") = dim(Sgy1) + dim(Sy) + dim(Sy) — dim(Sy11) = 2dim(Sy) = (d + 2)(d + 1).

Obtemos que o espago das 1-formas de grau d que deixam a reta no infinito L
invariante formam um subespago vetorial de codimensao (d 4+ 1) no espago vetorial das

1-formas de grau d em P2

Exemplo 2.17. Se uma curva plana projetiva suave C, definida pelo polinomio ho-
mogéneo reduzido F, é invariante por uma folheacao de P2, a Proposicao 2.17 nos diz que

a folheacao é induzida por um campo vetorial da forma
X = Ho(alFag — 82F81) + Hl(aoFag — aQFao) + H2(80F61 — 81F80)

para alguns polinomios homogéneos Hy, Hi, H, de mesmos graus. Portanto, uma 1-forma

que deixa C' invariante tem expressao

Q= (ZngalF + lelc’)OF + 22H082F — ZQHgaoF)dZO—F
+ (—onlc%F - ZoHoalF - ZQHlaQF - ZQHzalF)dzl—f—

+ (—ZoHoaQF + ZoHQa()F + lelagF + ZlH281F)dZQ.
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Usando que mF = 200 F + 2101 F + 220, F, onde m = grau(F'), podemos reescrever a

expressao de () como
Q= (—Z()H() + ZlHl - ZQHQ)dF + mF(HodZQ — H1d21 + HQdZQ).

Assim, existem um polinomio homogéneo G e 1-forma 7 tais que 2 = GdF + Fn.

Também, um céalculo simples mostra que 2 A dF' = mEY, onde 9 é a 2-forma

= (H081F+H180F) (dzo/\dzl)+(H082F—H200F) (dzo/\d22)+(—H1(?2F—H281F) (le/\dZQ)

2.5 O Problema de Poincaré para Folheacoes em P?

Nesta secao, vamos apresentar uma solucao para o problema de encontrar uma cota su-
perior para o grau de possiveis curvas invariantes por uma folheagao saturada F de grau
d em P2, Originalmente, tal questdo era abordada quanto a limitacdo do grau de uma
curva invariante C' em funcao apenas do grau d da folheacao, mas em geral é impossivel

de se encontrar tais limites.

Exemplo 2.18. Dados dois inteiros positivos p > ¢, a curva de grau p definida pelo
polindémio F = z5 — 207927 é invariante pela folheagao de grau um definida pelo campo

vetorial X = pz;— + qzo—, ja que

821 822
X(F) = pzigel 20" + qopeh ' = pgF.

Como podemos tomar p arbitrariamente grande, vemos que nao é possivel limitar o

grau de uma solucao qualquer de X.

Desta forma, o problema de se encontrar limites para o grau de possiveis solugoes
recebeu a seguinte “modificacao”: procurar limitar o grau de uma curva invariante em
funcao do grau da folheagao, impondo-se certas condigoes sobre tal curva, por exemplo
a exigencia de que todas as singularidades da curva sejam do tipo cruzamento normal,
como feito originalmente em [6] ou colocando-se também tais limites em funcao de outros
invariantes, como o género da curva, feito em [13] ou a altura da folheagdo, assunto
abordado em [20].

Nesta direcao, impondo a condicao de uma solucao do campo ser uma curva suave

conseguimos imediatamente uma limitagao como decorréncia da Proposigao 2.17.
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Teorema 2.20. Se uma curva suave C C P?, dada pelos zeros de um polinémio reduzido

homogéneo F de grau m fica invariante por uma folheacao de grau d entao m < d+ 1.

Demonstrag¢ao. Sendo C' suave e invariante, temos pela Proposi¢ao 2.17 que a folheacao

¢ induzida por um campo de vetores da forma
X - H0(81F82 - 82F81) + Hl(aoFaQ - aQFao) + HQ(aoFal - 81F(90),

para alguns polinomios homogéneos Hy, Hy, Ho. Como grau(F) = m e grau(X) = d,
temos d =grau(H;) + m — 1. Sendo grau(H;) > 0, conseguimos d —m + 1 > 0, ou seja,
m<d-+1. O

O Teorema 2.20 pode ser generalizado para folheacoes de grau um sobre P", com n > 2.
Com este objetivo, vamos estender a ideia de folheagoes definidas por campos de vetores
em P? para P*. No Capitulo seguinte, veremos as nocoes bésicas que irdo nao somente
auxiliar nessa extensao, como também nos fornecerao outra solugao para o problema de

Poincaré.



Capitulo 3

Nocoes sobre feixes

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos de feixes sobre espacos topoldgicos e

alguns resultados sobre cohomologia que serao utilizados no préximo capitulo.

3.1 Feixes sobre espacos topolégicos

Definicao 3.1. Seja X um espaco topolégico. Para cada aberto U C X, associemos um
grupo abeliano (ou um anel comutativo) F(U) (o conjunto vazio a F(0) = {0}). F é dito
um pré-feize de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) quando a seguinte condigao é
satisfeita:

(PF) Para quaisquer abertos V' C U de X, existe um homomorfismo de grupos (ou de

anéis) pyy : F(U) — F(V) tal que:
i) puu = idru)
ii) Para abertos W C V C U de X, vale

PWU = PW,V © Pv,U-

O homomorfismo py,y é chamado mapa de restrigao.

Um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) F serd dito um feize de
grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X se para qualquer aberto U C X e
qualquer cobertura aberta {U,},c; de U valem

(F1) Se s € F(U) é tal que py,,u(s) =0,V j € J, entao s = 0.

43
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(F2)Para cada familia {s;};cs, s; € F(U;) satisfazendo
pu.nv; Ui (8i) = punu,u, (85), 1,5 € J,
existe s € F(U) tal que py, v(s) = s;, para todo j € J.

Um elemento s € F(U) serd chamado de uma se¢ao em U, onde U C X é um aberto.

Intuitivamente, a condi¢ao (F1) diz que se uma segao s € F(U) se anula em “todas as
partes” de U, entdao s = 0. Ja a condi¢ao (F2) diz que se uma colecao {s;},ec; de secoes
dos F(U;) é tal que os elementos dessa colecao “coincidem nas intersegoes”, entao elas se
“colam” para formar um elemento definido na uniao desses abertos.

Observe que a extensdo s € F(U) obtida na propriedade (F2) é tnica. De fato, se
t é outra extensao, isto ¢, py, v(t) = s;, para todo j € J, entdo py, (s —t) = 0. Pela

propriedade (F1), temos que s —t = 0, ou seja, s = t.

Exemplo 3.1. Dado um espago topolégico X e um aberto U C X, consideremos o
conjunto C(U) = {f : U — R| f é continua}. Para xz € U, defina (f+g)(z) = f(z)+g(x)
e (fg)(x) = f(z)-g(z). Entao, C(U) é um anel comutativo. Para abertos V' C U, o mapa
de restricao py,y é definido por pyy(f) = flv. Entao C é um feixe de anéis comutativos

sobre X.

Seja (f uma base para os abertos do espaco topologico X. Os elementos de 3 sao ditos
abertos bésicos de X. Dizemos que F é um [(-feixe quando a Definicao 3.1 é vélida para
os abertos basicos de X, isto é, quando as propriedades (PF),(F1) e (F2) sao verificadas
sempre que W, V, U, U; sao abertos bésicos de X.

Sejam F um (-feixe e U C X um aberto. Definamos

Fo(U) ={(sq) € H F(Uy)| para abertos bésicos U, C U,, vale py, v, () = sa}
UaCUUaEf

com as opera(;()es

(SOC)UQQU + (ta)UagU = (sOé + tOé)UagU (31)

(SOé)UagU ’ (ta)UagU - (Sa : tOé)UagU (3‘2>

onde cada U, é um aberto basico de X, quando F for um [-feixe de anéis comutativos.
Se F é um [-feixe de grupos abelianos, consideramos apenas a operacao (3.1). Estas

operagoes sao fechadas em F,(U) e definem uma estrutura de grupo abeliano (ou anel
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comutativo) em F,(U). Intuitivamente, uma fungdo em U é definida por suas restrigoes

nos abertos basicos. Dados abertos V' C U C X, consideremos o homomorfismo

pvu:  F(U) — F(V)

(sa)vacy + (8y)u,cv-

A aplicagao p.yy satisfaz a condigdo (PF) da Defini¢ao 3.1, e sendo assim F, é um
pré-feixe em X.

Para cada aberto U € 3, podemos definir um homomorfismo de grupos (ou de anéis)
ky  F(U) — F.(U) por ky(a) = (pu,uv(a))y,, cy- J& que U é um aberto bésico, existe

coordenada sy em (s,) € F.(U), sy € F(U) e podemos definir o homomorfismo

UaCU
vy + Fu(U) — F(U) colocando vy ((Sa),, cy) = su- Como pyy = idrw), segue que
Ky o vy = idr, () € vy o ky = idzy. Em outras palavras, F.(U) e F(U) sao isomorfos.
Através deste isomorfismo, se V' C U sao abertos basicos, temos que pyy = vy 0 p.yy oKy .
Podemos entao ver p.y como extensao de pyy em abertos bésicos, por isso daqui em

diante escreveremos F(U) no lugar de F,(U) assim como pyy no lugar de p.yp, sem

qualquer prejuizo.

Proposicao 3.2. Seja F um (-feixze sobre X. Entao F, definido em cada aberto U C X

como acima e com as fungoes pyy, € um feixe sobre X.

Demonstragao. Nos resta mostrar que sao satisfeitas as condi¢oes (F1) e (F2). Tomemos

um aberto U C X e U = |J U; uma cobertura aberta de U.

jeJ
Seja V' um aberto bésico contido em U. Temos V = |J(VNU;) = |J Wj, onde
jeJ jeJ, leL
VNU; = |J W é cobertura de V N U; por abertos bésicos.

IEL
Se s € F(U) ¢é tal que py,; v(s) = 0 para todo j € J, entao

pw, v (pv(s)) = pw,u(s) = (pw,.vou, © pvou,u, © pu,u)(s) = pw,vau, (pvoo,u,(0) = 0.

Como F ¢ (-feixe e Wy, V sao abertos bésicos com V = |J Wj;, vale pyy(s) = 0.
jeJleL
Sendo s = (so) € [  F(U,), temos que toda componente de s é nula, e assim s = 0.
UaCUUEB
Conseguimos a condigao (F1) de feixe.

Seja agora uma colegao {s;}ics tal que pu,nv,; v (i) = pu,nu,v,(s;). Dado um aberto

basico V' contido em U, sejam V NU; = JW;; e VNU, = |J Wiy, coberturas por
leL meM
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abertos basicos. Para quaisquer [ € L,m € M vale
pWimﬂthUiﬂUj o pUiﬁU]—,Ui(Si) = pWimﬂle,U,-ﬁUj o pUiﬁUj,Uj(8j>

pWimﬁWﬂ,Ui(Si) = PWimW;,,U; (sj)
PWim "W, Wi (IOWimin(si>> = PW;mnW;, Wy, (ijhU]’ (Sj))'

Sendo V= |J W, uma cobertura de V' por abertos bésicos e F um [-feixe, existe
jeJd, leL

s, € F(V) tal que pw,, v(su) = pwi,, v (S)-

Defina s = (s,) € [ F(V). Seja Z C V um aberto bésico, digamos com a
VCUVeR
cobertura por abertos basicos Z = |J W;,. Entao W;,, C Z C V e portanto vale que
icl,meN

P Ui (81) = pwinv(Se) = pwin.z(pzv(sy)). Dal, pzy(s,) = s,, obtido na colagem em

Z, isto é, s, é o elemento tal que pw,, z(s.) = pw,,v:(s:). Dal, s € F(U). Se V C Uj,

m

entao para todo W;,,,

Wi v (PVU(5)) = pwin v (S0) = PWinv: (81) = pPwinv (Pviv,(83)).

Como a extensao a F (V') é tnica, ja que os W, e V sao abertos bésicos e F é [-feixe,

temos pyu(s) = pvu,(si). Logo
pvu,(pu,u(s)) = pvu(s) = pvu,(si),

donde conseguimos pyy, (pu,v(s) — si) = 0. Uma vez que isto vale para todo aberto

basico V' contido em U;, U; = |J e ja provamos a propriedade (F1) de feixe, temos
VCU,,VeR

pu.u(s) —si = 0, isto é, py,u(s) = s;. Portanto, s extende as se¢des s;, provando a

validade de (F2). O

A Proposigao 3.2 nos diz que para definirmos um feixe em X basta definir um f—feixe

numa base [ para os abertos de X.

3.2 O stalk de um feixe num ponto

Nosso objetivo nesta secao é, dado um ponto sobre um espacgo topolégico X, identificar
secoes de um feixe F em abertos distintos contendo tal ponto que se restrigem a mesma

secao em um aberto menor, ainda contendo o referido ponto.
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Seja X um espaco topolégico e F um feixe sobre X. Fixemos ainda um ponto z € X.
No conjunto

T={tV)teFV),zeV,V CX aberto},

definamos a relagao ~ dada por
(s,U) ~ (t,V) < Faberto Z C X,z € ZCUNV tal que pzv(t) = pzu(s).

A relagao ~ é claramente reflexiva e simétrica. Mais ainda, é transitiva. De fato,

(s,U) ~ (t,V) = Faberto Z; CUNV tal que pz, v(t) = pz, v(s),
(t,V) ~ (r,W) = Jaberto Zo CV NW tal que pz, w(r) = pz,v(t).

Considerando Z3 = Z; N Z,, teremos

P23,0(8) = p2z3,2, © P2,,0(8) = Pz3,2, © P2, v (t) = pzs,v(t) =

= Pz3,2Z3 © ng,V(t) = PZ3,z3 © pZz,W<T) = pZB,W(r>’

logo (s,U) ~ (r, V).
Portanto, ~ é uma relagdo de equivaléncia. O quociente YT/ ~ é chamado o stalk, ou
talo, de F em x e é denotado por F,.

Assim, um elemento s, € F, é uma classe de equivaléncia (s,V’), onde V' é um aberto

de X comz € V e s € F(V). Chamamos esta classe de o germe de s em z.

Se V C U sao abertos, entdao (s,U) = (pyu(s),V). Definamos em F, as operagoes

(S, U)—l—(t, V) = (pUﬂV,U(S)a UnN V)+(pUﬂV,V(t)7 Un V) = (PUQV,U(S) -+ ,OUﬁV,V(t)a UnN V),

(5,U0) - (t,V) = (puavu(s), UNV) - (purvy (1), UNV) = (puavu(s) - purvy(t),UNV),

a ultima se F ¢é feixe de anéis comutativos. Estas operacoes estao bem definidas e F, é
um grupo abeliano (ou um anel comutativo).
Dados V' C U abertos de X e uma segao t € F(U), podemos definir um homomorfismo

ou : F(U) — F, dado por oy (t) = (t,U). Entéo,

evipvu(t) = (pvu(t),V) = (t,U) = wu(t).

Dessa forma, @y o pyy = @y, isto €, o seguinte diagrama comuta.
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F(U)
&A
pV,U O Fa
i

Observagao 3.3. A construgao do stalk de F em z € X leva em consideragao apenas a
propriedade (PF) de pré-feixe, e ndo as propriedades (F1) e (F2) na Defini¢ao 3.1. Logo,
para construir o stalk de F num ponto x € X é necessario para JF apenas a estrutura de

pré-feixe.

3.3 O espectro de um anel

Nesta secao iremos construir um feixe sobre um espaco topoldgico particular, o espectro

de um anel.

Definicao 3.4. Seja A um anel comutativo. O espectro de A é o conjunto dos ideais

primos de A. Escrevemos Spec A para o espectro de A.
Para cada ideal I C A seja V(I) = {P € Spec A| I C P}.

Proposicao 3.5. Para ideais I,J,I,, com A\ € A, de um anel comutativo A, valem as

sequintes propriedades:
i) V({0}) = Spec A e V(A) = 0;
i) V(HUV(J)=V({INJ);

wi) V(L) =V(> I1)).
AEA AEA
Demonstragao. 1) Como {0} C P para todo ideal primo P C A, vale V(0) = Spec A.

Além disso, como nenhum primo contém A, uma vez que A nao é primo. Logo

V(A) = 0.

ii) Se P € V(I) entdo I C P, logo I NJ C P, ou seja, P € V(I N.J). Dessa maneira,
V(I) C V(InJ). Da mesma forma, temos V(J) C V(I NJ), de onde conseguimos
VII)uV(J) CVINJ). Se PeV(InJ), entao I NJ C P. Se I nao estiver

contido em P, entao existe a € I tal que a ¢ P. Para qualquer b € J, vale ab € INJ
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e portanto ab € P. Mas sendo P primo e a ¢ P temos que b € P. Isto valendo
para todo b € J nos da J C P, ou seja, P € V(J). Logo, P € V(I)UV(J), e disto
V(INJ)CV(I)UV(J). Segue a igualdade desejada.

iii) Se P € [\ V(I)) entdao para todo A vale Iy, C P, o que implica em ZI,\ C P, ou
seja, P ée?/(z I,). Agora, seja P € V(> I,), isto é, > I, C P. Para cada A € A
vale I, C P, o/\u seja, P € V(I,), o que nos dé a igualdade requerida.

[

A Proposicao 3.5 nos diz que o conjunto {V(I)| I C A} C Spec A induz uma topologia
em Spec A, ao definirmos V' (I) como os conjuntos fechados. Esta topologia é conhecida
como topologia de Zariski de A. Um conjunto aberto nesta topologia é o complementar
de algum conjunto fechado V' (I). Assim, os abertos da topologia de Zariski de A sao os

conjuntos do tipo
V(I)¢ = {P € Spec A| I nao esta contido em P}.
Para um elemento f € A, escreveremos
Xp = V({f))* = {P €SpecA| f ¢ P},

O lema seguinte nos mostra que § = {X;| f € A} forma uma base para os abertos em

Spec A.

Lema 3.6. Para um ideal I C A vale V(I)° = |J Xy. Mais ainda, se I = (f1,..., fm)
fer

entao V(1) = U Xy,.

1=
Demonstracao. Para f € I, se f ¢ P temos que I ndo estd contido em P, e assim

Xy CV({I)e U Xy CV(I)° Tomemos agora P € V(I)°. Entao I nao é subconjunto de
fer
P, ou seja, existe f € I com f ¢ P, donde P € X;. Consequentemente, V(I)° C [J X;.
fer

m

Agora, se I = (fi1,..., fm), ja temos |J Xy, C V(I)°. Se P nao contém I, entao algum
i=1

dos f; nao esta em P, pois se todos estivessem, entao I C P ja que os f; geram [, e assim

P € Xy, para algum i € {1,...,m}. Portanto, P € |J Xy,, como desejado. ]
i=1

De acordo com a Proposigao 3.2, para definir um feixe sobre Spec A basta definir um

[-feixe sobre = {X¢| f € A}. Neste caminho, o seguinte lema serd fundamental.
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Lema 3.7. Para elementos f e g em A, temos as sequintes propriedades:

i) XfﬂXg:ng;
i) Xy C Xy se, e somente se, g € \/(f).

iii) Se f € invertivel, entio X; = X.

50

Demonstragao. 1) Se P € Xy N X,, entdo f ¢ P e g ¢ P e uma vez que P é primo,
segue que fg ¢ P, ouseja, P € Xy, Se P € Xy, temos fg ¢ P,edai f¢ Peg ¢ P,

o que fornece P € X; N X,. Logo, X; N X, = Xy,.

ii) Por Proposition 1.14, [1], pag. 9, temos y/(f) = () P, assim X, C Xy < todo

fE€P(primo)

primo P com g ¢ P étal que f ¢ P < g € \/(f).

iii) Se I C A é um ideal que contém f, ele contém 1, e portanto, [ = A, e I nao é primo.

Assim, dado um ideal primo P € X, f ¢ P e P € X;. Como X; C X, conseguimos

a igualdade.

]

Definigao 3.8. Seja A um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto S’ C A é um

sistema multiplicativo em A quando para a,b € S’ vale ab € S'.

Seja S" C A um sistema multiplicativo, e consideremos o conjunto
a !
ASIZ{—‘ CLGA,SES}.
s

b
Para elementos — e " € Ag/, definamos
s
a b ,
P Jr e S tal que r(at — bs) = 0.
s

A igualdade em questao é de fato uma relacao de equivaléncia e quando A é um dominio

e 0 ¢ 5" a condicao a direita se reduz a at — bs = 0.

Podemos ainda colocar em Ag/ as operagoes

a b at-+bs a
_+_: &} — .
S t st S

_ab

st

~ | o

que estao bem definidas e dao a Ay uma estrutura de anel comutativo. Chamamos Ag

de a localizacdo de A em S’.
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Exemplo 3.2. Quando D é um dominio, o conjunto S’ = D\{0} é um sistema multiplica-
tivo e Dg é exatamente o corpo de fracoes de D. Neste sentido, o conceito de localizagao

generaliza o conceito de corpo de fragoes a anéis que nao sao dominios.

Exemplo 3.3. Seja P um ideal primo de um anel comutativo A. Entao, A\P é um

sistema multiplicativo e podemos entao localizar A em A\P. Escreveremos
a
Ap = Agp = {E| abe Abd P}

e o chamaremos simplesmente de a localizacdo de A em P. Observemos que um elemento

a L. , , b, . a , .

7 € Ap é invertivel se e 86 se a ¢ P, e neste caso — é seu inverso. O elemento 7 é nao
a

. , . o~ , a c

invertivel quando a € P. Assim, o elemento neutro 7 € nao invertivel. Se 7 e p Sa0

- L. . a c ad + bc
nao invertivels entao — + — =

R 0 é tal que ad + bc € P, ou seja, é um elemento
e a ae

~ . , € Ly, -
nao invertivel. Para qualquer ? vale 7 ? = w com ae € P, ou seja, é elemento nao

invertivel. Isso mostra que o conjunto
m = {z € Ap| x nao é invertivel}

¢ um ideal de Ap, e m é o unico ideal maximal de Ap. Dai, Ap é um anel local.

Dado f € A, definamos
Af:{fim\geA,meZ,mZO}.

O conjunto {1, f, f%,..., f™,...} é um sistema multiplicativo e A; é portanto a lo-
calizacao de A nesse conjunto, chamada localizacao de A em f. Quando f é nilpotente,
f € P para todo ideal primo P de A e assim X; = 0 e Ay = {0}. De fato, se f ¢
nilpotente, entao % = % Com efeito, se f™ =0, entao f™(gf —0f") =0.

Seja X = Spec A e consideremos a correspondéncia Ox que associa cada Xy a Ay, e
em particular associa o conjunto vazio ao anel trivial.

Nosso objetivo agora serd mostrar que Ox é um feixe sobre X = Spec A. Para comecar,
precisamos definir um mapa de restricao que atenda a condigao (PF) de pré-feixe, como
na Defini¢do 3.1, na base § = {X¢| f € A}.

De acordo com o Lema 3.7, dados elementos f,g € A, se X, C X entao g € \/m, e

assim existe um inteiro positivo n e um elemento a € A com ¢" = af. Essa relagao induz
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um homomorfismo

,OXg,Xf . Af E— Ag
o amr (3.3)
fm gnm'

Lema 3.9. Para elementos f,g € A com Xy, C Xy, a aplicagdo px, x, definida em (3.3)
estd bem definida e € unicamente determinada por f e g, isto €, nao depende da particular
escrita de g em relacdo a f.

r S

Demonstragao. Sejam —— = — em Ay, e ¢" = af. Entao, existe um inteiro positivo h

r a™r S als
tal que f!(rf' = sf™) =0, px, x, (f—m) = g © PXalX; (7) g o

gnh(amrgnl_alsgnm) — ahfh(amralfl—alsamfm) — ah+m+lfh(,',,fl_sfm) — a[h-l—m-i—l‘o — 0’

als amr

vale ﬁ = W Assim, px, x, estd bem definida.
Agora, se ¢" = af e g¥ = bf sdao duas escritas de g em relacdo a f, o uso da primeira

( r ) amr
pX ’X _m = nm
g f f g

r by
PXg, X5 f_m - gk_m
amr  bMr

Mas a™rgh™ — bmrg"™ = a™rb™ f™ — b"ra™ f™ = 0; em outras palavras, —— =
nm

expressao nos da

e a segunda expressao nos da

gkm'
J& estamos com condigoes de mostrar que os homomorfismos px, x, satisfazem as

condigoes de pré-feixe na base = {X;| f € A}.

Lema 3.10. Para elementos f,g,h € A, o homomorfismo px, x, definido em (3.3) satis-

faz as sequintes propriedades:
Z) pr,Xf = idAf
i) Para X, C X, C Xy vale px, x; = Px,,X, © PXg.X; -

Demonstracao. Uma vez que f = f, isto é, f! = 1f, vale px;x; = ida,. Agora, se

g" =af e h® = bg, entao para qualquer fLm € Ay vale

r a™r b gy
th,Xg stNXf f_m = th’Xg gmn = hsmn ’

bnm m
Também, h*" = 0"g" = b"af, logo px, x, (fLm) = #, o que nos dé a igualdade. [J

hsmn
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Os dois préximos teoremas sao os principais resultados desta segao.

Teorema 3.11. Sejam f, f, elementos de A. Se Xy = |J Xy, e a € Ay € tal que
acl
px;,.x;(a) =0 para todo o € A, entdo a = 0.

Demonstragao. Escrevamos a = i,g € A eseja l ={h € A| hg =0}. O conjunto I é

fm
um ideal de A, e
9 . . .- n. n
a—f—m—OemAf<:> 3 n inteiro positivo com flg=0< f" el < fe VI
Suponhamos entao que a # 0 em Ay. Vale f ¢ V1, e sendo VI = (| P, existe

ICP(primo)

um ideal primo P € Spec A tal que I C P e f ¢ P, ouseja, P € Xy. Sendo Xy = J Xy,

existe a € A tal que P € X , ou seja, fo ¢ P. Logo, a e px, x,(a)sdo elementos de Ap,

ese fn = bf, temos px, x,(a) = f‘mi Ja que gf'™ =b"gf™, entao, como elementos em
Ap, temos a = px,_x,(a) = 0. Dessa forma, existe ¢ ¢ P com ¢+ g =0, pois a = 75 =0
em Ap. Portanto ¢ € I e ¢ € V1, o que implica em ¢ € P, contradicdo. Logo, a = 0 em
Ay O

Antes de provarmos o proximo teorema, necessitamos de mais um resultado:

Lema 3.12. Seja A um anel comutativo e X = Spec A. Entio X = |J Xy, se e somente
acl
se o ideal (f,] a € A) € igual a A.

Demonstra¢ao. =) Dado um ideal primo P C A, temos P € X, logo existe a« € A com
P € Xy, , ou seja, fo ¢ P. Portanto, o ideal (f,| a € A) nao estd contido em nenhum
ideal primo, em particular em nenhum ideal maximal. Segue que (f,| o € A) = A.

<) Sendo (f,| @ € A) = A, nenhum ideal primo contém (f,| a € A), assim dado um

ideal primo P € X existe a com P € Xy, , donde conseguimos a igualdade. O]

Se A = (fa| @ € A), podemos extrair uma quantidade finita de elementos f,,, ..., fa,
com Z gifa; = 1, ouseja, (fo,| 1 < j<I)=A. Assim, temos como consequéncia direta

do Lema 3.12 o seguinte resultado:

Corolario 3.13. Dado um anel comutativo A, o espago topologico X = Spec A € quasi-

compacto, isto é, dada uma cobertura aberta X = |J Uy podemos extrair uma subcobertura
AEA

I
finita X = 'U1 U;.
‘]:
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Teorema 3.14. Sejam f,fo € A, a € A. Se Xy = |J Xy, e a familia {ga}aen, com
a€el
Ja € Ay, € tal que
prafg7Xfa (ga) = prafB,Xfﬂ (gﬁ>7

entao existe g € Ay satisfazendo go = px, x; (9), para todo o € A.

Demonstra¢ao. Podemos construir um homomorfismo natural ¢y : A — Ay dado por

"
p(r) = Tf Escrevamos 7 = ¢(r). Se X, C X, vimos que existem n > 0 e a € A com

g" = af Desta maneira, podemos definir os homomorfismos

i Ay — (A v: (Ag — 4
r r ¢ r/f* ar
al =l — nk+l’
9 g 9 9

os quais s@o inversos um do outro. Logo, A, e (Ay); sdo isomorfos. Escrevamos A= Ay
e X = Spec Ay. Entao,
XfZYGXfa :yf?

Dessa forma, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f = 1, e nesse caso,

nossa hipétese se torna

X=Jx..

a€eN

!
Utilizando o Corolario 3.13, podemos extrair uma subcobertura finita X = J Xj,.
=1

Sendo que, para cada j € {1,2,...,1l}, g; = aj/f;nj € Aj,eg; = aj/f;-nj = f; a;/ ],

onde m = m; +mgy + ...+ my, podemos supor que todos os g; possuem os denominadores

. , a;
com mesmo expoente m, isto é, g; = .
fm
J
Como por hipétese as restrigoes de g; a X,y e de g; a X,y sao iguais, temos
m,, . m
fj a; fz a;

prifj’Xi<gi) = (fzf])m = prifj’Xj <gj) - W

Portanto existe N;; tal que
(Fif )N (fa; — fa;) =0, {i,5} € {1,2,...,1}.

Escolhendo qualquer N > max{N;; + m| {i,j} C {1,...,l}} observamos que vale

)
i = Fm T N T N
fj f; f;

e considerando essa escrita temos

aff —d,fN =o0. (3.4)
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l

Também, vendo que Xy, = X,n, conseguimos X = (J X ~. O uso do Lema 3.12 nos d4
J J

7=1

I !
a existéncia de elementos b; € A satisfazendo ) b; ¥ = 1. Coloquemos g = > b;a/; € A.
j=1 j=1

A relagao (3.4) implica em

l [
fNg=> bifNd; = "b;fVal = a,
j=1 j=1

/

a;
e portanto px, x(g) = el

Agora, para qualquer o € A, coloquemos h, = go — px;,_, x(g). Para qualquer i temos
PX gy X ga (ha) = 05 g0 X100 (9a) = PX5 10 x(9) = P4 g0 x5, (90) = P4 g x (9) =
= PXp,10.%5,(Px 5, x(9)) = x40 x(9) = Px4, 40 x(9) = P4, x(9) = 0.
Pelo Teorema 3.11 temos h, = 0, e desta forma g, = px, x(g), ¥V a € A. O

Pelos Teoremas 3.11, 3.14 e Proposicao 3.2 segue que Ox é um feixe sobre X = Spec A.

Dado um aberto U C X, temos

Ox(U)={(s)e ][ 4

XfigU

para Xy, C Xy, vale prj’Xfi(Si) = s,}.

Lembramos que o mapa de restricao é dado por

pvv:  Ox(U) — Ox(V)
(si)x,cv — (85)x,cv

e que Ox(Xy) = Ay. Em particular, Ox(X) = A, ja que X = X1, pelo Lema 3.7, .

Definig¢ao 3.15. O par (X, Ox), consistindo do espectro X de um anel comutativo e do

feixe Ox construido acima é chamado de esquema afim.

Exemplo 3.4. Se A = k[z1,...,x,], chamamos Spec A de espaco afim sobre k. Deno-

taremos Spec A = A}.

3.4 O esquema projetivo

Na secao anterior, definimos o espaco afim A} via a nova linguagem de espectros e esque-

mas. Nesta secao faremos o mesmo para o espaco projetivo .
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Definicao 3.16. Seja A um anel. Uma graduacdio em A é uma decomposicao de A em

subgrupos aditivos A = € A; tais que A;A; C A;4; para todos ¢,7 > 0. Dessa forma,
i=0

Ag é um subanel de A e cada A; é um Ag-mdédulo. Diremos que A é um anel graduado

quando é dada um graduacao de A.
A definicao acima é na verdade uma clara generalizacao do seguinte exemplo trivial.

Exemplo 3.5. O anel de polinémios S = k[zo, ..., z,] possui uma graduagao natural

colocando para cada d > 0, Sy = {F |F ¢ polinomio homogéneo de grau d}.

Definigao 3.17. Se A = é A; é uma graduacao de A, um elemento x € A; é dito ho-
mogéneo de grau i. Dado qilzaolquer elemento f € A, temos que f possui uma decomposi¢ao
f=rfo+ fi+...+ fq, onde f; é homogéneo de grau i. Os elementos f; sao ditos as com-
ponentes homogéneas de f. Dado um ideal I de A, diremos que I é um ideal homogéneo

quando, para todo f € I suas componentes homogéneas também pertencem a I.

Definicao 3.18. Se A é um anel graduado, um A-médulo graduado é um A-médulo M
com uma familia de subgrupos M;,i > 0, tais que M = @ M, e A;M; C M, ;.

=0
Dado um inteiro ¢, definimos o A-médulo graduado M (¢) como sendo o A-médulo com

graduagao M (¢) = @ M(¢);, onde M({); = M.
i=0

Se A= A;, temos que A, = @ A; é um ideal homogéneo de A.
i=0 >0
Definimos

Proj A = {P |P é ideal primo homogéneo de A com P 2 A},

o qual é chamado o espectro projetivo do anel graduado A.

Para um ideal homogéneo I C A coloquemos V (I) = {P € ProjA|P D I}. Da
mesma forma que na Proposic¢ao 3.5, definindo V' (I) como fechados em Proj A, obtemos
uma topologia em Proj A, chamada topologia de Zariski.

Para um elemento homogeéneo f € Ay, coloquemos
Dy (f) ={P eProjA|l f ¢ P}.

Entao a cole¢ao {D(f)| f homogéneo} forma uma base para os abertos em Proj A.
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Seja X = Proj A, e f € Ay. Definimos

fm

ou seja, Ox (D4 (f)) consiste das fragdes cujos denominadores sdo poténcias de f e o

Ox(Ds(f)) = {ir g€ Apam > o}, (35)

numerador tem o mesmo grau que o denominador.

Observemos que, se A = @ A; é uma graduagdo em A, entdo a localizagdo A; tem

i>0
uma graduacao natural Ay = @ (Ay);, onde

Ay 9

( f)i_{f_m|g€Amd+i7mZO}

e portanto Ox (D4 (f)) = (Af)o.

Com a Definicao (3.5), temos que a associacao Ox define uma estrutura de [-feixe na
base = {D,(f)| f € A, f homogéneo}. De acordo com a Proposicao 3.2 da pagina 45,
temos que Ox ¢é um feixe de anéis comutativos sobre X = Proj A.

Diremos que (Proj A, Op.oj4) € 0 esquema projetivo sobre o anel graduado A.

Exemplo 3.6. Se S = k[zg,...,z,] é o anel de polindmios em n + 1 varidveis, entao
escrevemos Proj .S = P}, o qual chamamos de espago projetivo sobre k. Para um aberto

basico Dy (f) C Py, f € Sy, temos

Ocy (D2(1) = { £l rontg) = m-d. m > 0}
Em particular, Opy (P}) = Opr (D (1)) = k.

n
Observamos também que P} possui a cobertura aberta finita P} = |J Dy (z;), onde
i=0

D.(2) = (P € ProjS| . ¢ P} e Ony(Du(w) = { L gran (1) = m .

3.5 Feixes de Oxy-mddulos
Seja A um anel comutativo e M um A-moédulo. Se S é um sistema multiplicativo em A,
definimos a localizacao de M em S por
MSZS—IMZ{% meMtes},
onde definimos ainda a relagao de equivaléncia
mq mo

— =—<& Jte S comt(myss —mgsy) =0.
S1 S9
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Com as operacoes usuais de adicao de fracoes em Mg e multiplicacao de um elemento
de Ag por um elemento de Mg temos que Mg é um Ag-mddulo.

Denotaremos M a localizagao de M em {1, f, %, f3,...} sempre que f ndo é nilpo-
tente. Se P C A é um ideal primo denotaremos por Mp a localizacao de M em A\P.

Para cada f € A associamos ao aberto béasico Xy de X = Spec A o Ap-médulo M.
Sabemos, pelo Lema 3.7, que para f,g € A, se X, C Xy entao existem a € A e n > 0 tais
que g" = af. Podemos entao definir para os grupos My e M, um homomorfismo

Pxgx; 0 My — M,
T a™r (3.6)

— .
fm gnm

De forma andloga ao Lema 3.9, mostra-se que este homomorfismo esta bem definido e

nao depende da particular escrita de g com relagao a f. O homomorfismo dado em (3.6)
satisfaz a condi¢ao (PF) na Definigao 3.1, e a prova é anédloga a do Lema 3.10. Observemos
que o homomorfismo px, x, ¢ compativel com as estruturas de Ay e Aj-médulo de My e

b r
M, respectivamente, no seguinte sentido: suponha que —— € Ay e — € M;. Entao,

f fm

b r avtmbr @%b a™r o b r
ngyXf (f_w ) f_m) = gn(erm) = gnw ’ gnm = pX;(,Xf (f_w> ' ng,Xf (f_m> : (37)

Os Teoremas 3.11 e 3.14 das paginas 53 e 54 também podem ser generalizados para

este novo contexto de maneira semelhante, e portanto a relacdo M que associa cada aberto
basico Xy C Spec A ao Ay-mddulo My é um [(-feixe. Pela Proposicao 3.2, construimos

um feixe M de grupos abelianos sobre X = Spec A. Para cada aberto U C X, temos

M(U) ={(m;) € H My,| para Xy, C Xy, vale Px;, Xy, (m;) = m;}.
XfigU

Dado um aberto U C X, temos

Ox(U) ={(s) € H Ay | para Xy, € Xy, vale prj’Xfi(Si) = s},
XfigU

e com a operacdo (s;) - (m;) = (s;m;) temos que M(U) é um Ox(U)-médulo. Diremos

entdao que M é um feize de Ox-mddulos.

Exemplo 3.7. Seja I um ideal de um anel comutativo A. Entao I é um A-médulo e
portanto podemos construir o feixe de Ox-médulos I, onde X = Spec A. Observe que

para um aberto U C X, I(U) é um ideal do anel comutativo Ox (U).
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Seja S = k[xy, ..., x,|. Para quaisquer inteiro £ e f € S; homogéneo, definamos
9
Ocy (1)(D(1) = { 2] gran 9) = - grau (1) + .
Entao, Opr (€)(D4(f)) € Opp (D4 (f))-médulo, e Opr (£) é dito um feize de Opn-mddulos.
Nas segoes globais, vale Opn (£)(P}) = Sy, se £ > 0, o conjunto dos polinémios homogéneos

de grau £, e Opr (¢)(P}) = {0} se £ < 0.

3.6 Feixificacao de pré-feixes

Nosso objetivo nesta se¢ao sera, dado um pré-feixe F sobre um espaco topolégico X,
construir um feixe “contendo” o pré-feixe F.
Seja F um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X. Tomemos

o conjunto F = [ F,, onde [ indica a unido disjunta.
zeX

Dado um elemento s, € F, C F, temos s, = (s,V), onde V' C X é um aberto contendo

rese F(V). SejaV(s) = {sy| y € V} = {(s,V)| uma classe de s para caday € V}.

Variando o aberto V, o elemento s € F (V) e definindo {V(s)} como abertos bésicos, é
possivel construir uma topologia sobre F.

Definamos

: F — X
P (3.8)

acF, — x

e para cada aberto U C X o conjunto
F(U)={s:U — F| pos=idy,s continua}.

Essencialmente, a condi¢ao p o s = idy impoe que s(x) € F, para z € U.

Se V. C U é um aberto de X e s € F(U), definimos pyy(s) = s|y, isto é, pyy € a
restrigao da fungao s ao aberto V. Entao, F é um feixe de grupos abelianos (ou de anéis
comutativos) sobre X, chamado feizificaciao de F.

Para cada aberto U C X, existe um homomorfismo natural

FU) — FU) (3.9)

S — s:U — F.

onde § é dada por §(z) = s, = (s,U) € F,.
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Em geral, este homomorfismo nao é nem injetivo nem sobrejetivo. Mas quando F é

um feixe, temos um isomorfismo.

Proposicao 3.19. Se F ¢é um feixe, entao F e F sao isomorfos, isto €, para cada aberto

UCX,FU) eF(U) sao isomorfos.

Demonstra¢ao. Vamos verificar que a aplicagdo dada em (3.9) é um isomorfismo. Seja
s € U tal que § = 0. Entao, para cada x € U, §(x) = s, = 0, assim existe um aberto
V, CU, z €V, coms, = W Valendo isto para cada z € U, temos U = |J V, e
pv,u(s) = 0 para todo z. Pela condigao (F1) de feixe, concluimos que s =0 e a aﬁiUca(;éo
é injetiva..
Vejamos a sobrejetividade. Seja s € F(U). Para cada 2 € U, temos s(z) = (a®), V),
S (Va(@) Ny
(

é um aberto contido em U contendo x e U = |J V/. Se y € V/, temos s(y) € V,(a\?),
zelU

e portanto, olhando para o germe de a® em y, vale (a®, V) = s(y) = (a®,V,). Como

comz €V, CUea® € F(V,). Como s é continua o conjunto V/ = s

Vi C VeV, CV, segue que Pv;mvy',v;(a(x)) = pvz/mvé,vy/(a(y)). Pela condicao (F2) de

feixe, existe a € F(U) que “cola” os a®, isto é, tal que pvrv(a) = al®. Assim, a imagem

do elemento a em F(U) ¢ a funcao a tal que a(x) = (a,U) = (pvru(a), V}) = s(x), donde

a = s. Portanto conseguimos a sobrejetividade. O

Apesar de o isomorfismo entre F e F ocorrer apenas no caso em que F é um feixe,

quando F nao é um feixe temos ainda isomorfismo nos stalks de qualquer elemento z € X.

Proposicao 3.20. Dado um pré-feize F, para qualquer x € X, os stalks F, e F, sao

1somortfos.

Demonstragio. Sejam pl;; o mapa de restricio em F e pf,;; o mapa de restrigio em F.

e~

Dado a € F(U)ex € V C U, vale pf,;,(a) = py(a), onde a é a imagem de a pelo
homomorfismo F(U) — F(U) dado em (3.9). De fato, p{,;,(a) : V —F e

prula) (@) = (ply(a), V) = (a,U) = a(z) = alv(z) = pyy(a)(w).

Se W C V é aberto contendo z e (a,V) = (b,W) entao existe, por definicio da

igualdade nas classes, um aberto Z C V NW contendo x tal que p% (a) = p7y(b). Logo

—_

p;V(a) = p;W(b) € portanto pE,V(&) = pg,W(5)7 ou Sejaa (&7 V) = (Ba W)
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Fica entdo bem definido o homomorfismo ¢ : F, — F, dado por £((a,V)) = (a, V).

Se £((a,V)) = 0 entao existe W C V contendo z tal que (a,V) = (0,W). Logo existe

W' C W tal que py. (@) = 0, ou seja, pfyy (a) = 0. Portanto (pfy. , (a), W) = (0, V') e

como (a, V) = (pfyy(a), W’), segue que (a,V) =0 em F,. Logo & ¢ injetiva.
Para a sobrejetividade de &, seja s € F,. Entao, s = (t,V), onde x € Vit : V — F

continua, t(x) =r, = (r,W) € F, comr € F(W),x € W.

Coloquemos W' = ¢t~ 1(W(r)). Como t é continua, W' C V ¢ aberto contendo x e

thwr : W' = F, tlu(y) = ry = (r,W) € F,. Logo, tly: = 7, ou seja, py. 1 (t) = 7. Dai,

(t,V) = (r,W') em F,. Portanto, (t,V) = &£((r, W')) e £ é sobrejetiva. Concluimos que &

é um isomorfismo. O

3.7 Homomorfismos de feixes

Definicao 3.21. Dado um espago topolégico X, sejam F e G feixes sobre X. Se para
cada aberto U de X existe um homomorfismo ¢y : F(U) — G(U) e para abertos V C U

o diagrama
F(U) g(u)
Pv.u O P%,U
ev
F(V) g(v)

comuta, isto é, p‘g/U oy = Yy o plyy, dizemos que p é um homomorfismo de feizes de F

para G e escrevemos ¢ : F — G.

Lema 3.22. Sejam F e G dois feizes sobre um espacgo topologico X. Se para cada aberto
basico U, de X existe um homomorfismo ¢y, : F(Us) — G(Uy) e para abertos basicos
U, C U, wvale pgmUv o Yu, = $u, © ,OJUZ’U7 ent@o {Qaty. ., mduz um homomorfismo de

feizes p : F — G.

Demonstrag¢ao. Para um aberto U C X e 8 uma base para os abertos de X, temos

FU)={(sq) € H F(U,)| para U, C U, vale pa,Uw(sA,) = Sa}

UaCUUaEP

GU)={tta) e [l GWa)l para U, C U, vale pf,_y; (t,) = ta}
UaCUUEB
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Dada uma secao (s,) € F(U), definimos ¢y ((Sa)v.cv) = (vu. (Sa))v.cu- Se Uy C U,
sdo abertos bésicos contidos em U, temos pga’Uw(ngv(s,y)) = gan(pa’Uw(sy)) = v, (Sa)-
Logo, estd bem definido o homomorfismo ¢y : F(U) — G(U).

Se V' C U séao abertos de X, entao para uma segao (S, ), cv € F(U) temos

0o (v ((5a)vact)) = P00 ((0v. (5a))vac) = (vu,(s4))u,cv-

Por outro lado,

ov (070 ((56)vac)) = wv((sy)v,cv) = (v, (sy))u,cv

Assim, o diagrama

F(U) g(u)
Pvu O P
YV
F(V) g(v)
comuta, e ¢ ¢ um homomorfismo de feixes. O

O Lema 3.22 implica que para se definir um homomorfismo entre feixes F e G é

suficiente definir homomorfismos nos abertos basicos, com a condi¢ao de compatibilidade
g _ F
pUa,UW © SOUV - (pUa © pUa,U»y :

Exemplo 3.8. Sejam M, N dois A-médulos e X = Spec A. Consideremos os feixes
de Oy-médulos M e N. Se ¢ : M — N é um homomorfismo de A-mddulos, entdo
para cada f € A temos um homomorfismo de Ag-moédulos ¢y : My — Ny dado por
Vg <m> = M Se g € A étal que X, C Xy, temos que, sendo ¢" = af,a € A,n € N,

fr fr
o o (7)) - (52) - 522

o, (0 () ) =, (B52) = o)

Dessa forma, vale 1, (p)]\?mxf (%)) = pﬁgxf (wf (%)) e portanto o seguinte

diagrama comuta:
_ by .
M(Xf) =My ———— Ny =N(Xy)

s N
PXg,X PXg,Xy

. g .
M(Xg) = Mg ———> Ny = N(Xg)



CAPITULO 3. NOCOES SOBRE FEIXES 63

Desta maneira, utilizando o Lema 3.22, conseguimos que ¢ induz um homomorfismo
de feixes de grupos abelianos. Observamos também que este homomorfismo é compativel

com a estrutura de Ox-médulos de M e N, isto é, para cada aberto U C X o diagrama

(ido vy, Yu) .
Ox(U) x MU) —"0 04 (U) x N(U)

~ YU
M)

N(U)
comuta. Diremos que ¢ : M — N é um homomorfismo de Ox-mddulos.

Se F e G sao dois feixes sobre um espago topolégico X, um homomorfismo de feixes

¢ : F — G induz um homomorfismo nos stalks de cada x € X,

pr: f:p B— gz

<S7 U) — (‘PU(S)’ U)

Vejamos que este homomorfismo estd bem definido.

Seja (s,U) = (t,V) em F,. Existe W C U NV tal que pjy;;(s) = plyy (t). Assim,

ng,U(@U(S)) = SOW(P{AT/,U(S)) = @W(Pﬁ/,v(t)) = p%/,V(‘PV(t))'

Portanto, (¢u(s),U) = (pv(t),V) e p, estd bem definido.
Seja ¢ : F — G um homomorfismo de feixes sobre X. Para cada aberto U C X, esta

definido homomorfismo ¢y : F(U) — G(U). Definamos

(ker p)(U) = {s € F(U)| ¢u(s) = 0} = ker(pp). (3.10)

Proposicao 3.23. Seja X um espaco topologico. Dado um homomorfismo ¢ : F — G de
feizes de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X, temos que ker ¢, dado em (3.10), é

um feize de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X .

Demonstragao. Para cada U C X temos (ker p)(U) C F(U). Dados abertos V' C U de
X, definamos pl‘(}fz,“’ = Py lkerpp - ENtéo, pyy = pl‘frU“’ ¢ um mapa de restricao, e ker ¢ é
um pré-feixe em X.
Vejamos que ker ¢ satisfaz as condigoes (F1) e (F2) de feixes. Paraisto, seja U = |J U;
jeJ
e s € (ker p)(U) tal que py, v(s) = 0 para todo j € J. Entao pa7U(s) =0vVjeJes=0

pois F é um feixe. Logo, temos a condicao (F1).
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Suponha agora que, para elementos s; € (ker ¢)(U;), com j € J e Uy, = U; NU, # 0
vale pu, v,(s;) = pu,.u.(sk). Entao prcjk’Uj(sj) = lezk,Uk(Sk) e existe s € F(U) tal que
pu,u(s) = s;. Sejat = py(s). Da comutatividade do diagrama

YU
FU) —— 6@U)

L Pl v
pu;
F(Uj) G(Uj)

temos t; = pgﬁU(t) = @y, (pa7U)(s) = @y, (s;) = 0, pois s; € (ker p)(U;). Portanto t; =0
para todo j € J e como G é um feixe, segue que t = 0. Logo s € (ker ¢)(U) e a condigao
(F2) é valida. O

O feixe ker ¢ dado em (3.10) é chamado o nicleo de ¢. Como (ker p)(U) C F(U)
para todo aberto U C X, diremos que ker ¢ é um subfeixe de F. Observe que temos um
homomorfismo de feixes i : ker ¢ — F, dado em cada aberto U por iy(s) = s, isto é, iy é
a inclusao (ker p)(U) — F(U).

De forma similar, para um homomorfismo de feixes ¢ : F — G definimos

(Ip)(U) = {pu(s)| s € F(U)} = Im(ev).

Entao, para cada aberto U C X, temos (I¢)(U) C G(U) e definindo p{,‘fU = p‘g/7U|I¥,(U)
temos um pré-feixe em X.

Se U= UUje péf7U(t) = 0 para t € (I¢)(U), entao pgij(t) = 0 e sendo G um
feixe Consegtjliefr]los t =0 = py(0), logo a condicao (F1) de feixe ¢é satisfeita. Entretanto,
a condi¢ao (F2) de feixe nem sempre é satisfeita, dependendo dos feixes considerados.
Dessa forma, ¢ nem sempre é um feixe sobre X, sendo entao necessario feixifica-lo.
Escrevemos Im ¢ para o feixificado de Iy e o chamaremos de imagem de p. Observemos

que, de acordo com a Proposi¢ao 3.20 os stalks (I¢), e (Im¢), coincidem, de forma que

podemos trabalhar com o primeiro para efeito de calculos.

Proposicao 3.24. Sejam F e G feizes sobre um espaco topologico X e p : F — G um
homomorfismo de feizes. Se p, : F, — G, é o homomorfismo induzido por ¢ nos stalks

de F e G, entao (ker @), = ker(¢,) e (Imy), = Im(gp,).

Demonstragao. Se (a,V) € (kery),, entdo a € (kerp)(V), onde V. C X é aberto e

x € V, ou seja, py(a) = 0, donde segue que ¢,((a,V)) = (pyv(a),V) = (0,V) e dessa
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maneira (a, V) € ker(g,), isto é, (ker ¢), C ker(p,). Também, se (a, V) € ker(y,), temos
(a,V) € (ker ¢),, fornecendo ker(p,) C (ker ¢),.

Agora, se (s,V) € (Imyp), = (Ip),, entdo s € (Ip)(V), com = € V, e portanto

— oy (t), para algum t € F(V). Dessa forma (s,V) = (ov(t),V) = ¢.((t,V)), ou

seja (s,V) € Im(p,). Portanto (Imy), C Im(p,). E se (s,V) € Im(p,), entao vale
(s,V) = (pv(t),V) para algum t € F(V). Mas (¢v(t),V) € (Ip), = (Imy),. Logo,
V) e

(s,V)

(Im ¢),, donde Im(y,) C (Imp),, o que nos dé a igualdade. O

Uma sequéncia de homomorfismos de feixes sobre um espago topoldgico X,

Pi—1 Pit+1
= Fa— F —> Fiy1 —-
¢ dita uma sequéncia exata de feires quando Im ;| = ker ; para cada .
Seja 0 o feixe trivial, que associa cada aberto U C X ao grupo trivial {0}. Dizemos
que um homomorfismo de feixes ¢ : F — G é injetivo quando ker p = 0 e sobrejetivo

quando Im ¢ = G. Em termos de sequéncias exatas, ¢ é injetivo quando
0—-F5G

¢é exata, e  é sobrejetivo quando é exata a sequéncia
F 5 G—0.

Assim, a sequéncia

0-F5 G5 H-0

¢ exata quando ¢ ¢é injetivo, ¥ sobrejetivo e Im ¢ = kert). Neste caso, chamaremos esta
sequéncia de uma sequéncia exata curta.
Segue da Proposicao 3.24 o seguinte resultado:

. o~ R 3 Pi—1 Pit+1 ,
Proposicao 3.25. A sequéncia --- — F;_1 — F; Z ~7:i+1 — .- € exata Se, e somente

se, para todo x € X a sequéncia de homomorfismos induzidos nos stalks

Pi—1,x Pi,x Pi+l,x

= -l T i T «7:i+1,x B

€ uma sequéncia exata.
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Proposicao 3.26. Sejam My, Ms, Ms, ... A-mddulos, onde A € um anel comutativo. Se

temos uma sequéncia exata de A-modulos

My — My — Mz — -+, (3.11)
entao conseguimos uma sequéncia exata de feizes de Ogpec a-modulos

My — My — My — -
Diremos que a sequéncia exata acima é obtida feizificando a sequéncia exata (3.11).
Demonstracao. Veja [27], Example 4.19 (2), pag.24. O

Proposigio 3.27. Dada a sequéncia ezata 0 — F — G — H de feives sobre um

espaco topologico X e um aberto U C X, temos que é exata a sequéncia
»
0 — F(U) -5 g(U) -5 H(D).

Demonstracao. Como ¢ é injetiva, ker ¢ é o feixe nulo, isto é, para todo aberto U temos
(ker p)(U) = 0. Mas (ker ¢)(U) = ker(¢p), logo ker(py) = 0 e ¢y é injetiva.
Vejamos que Im(pp) = ker(¢y). Se t € Im(py) entdo t = ¢y (s) para algum s € F(U)

e assim 1y (t) = Yy (py(s)). Para cada = € U temos (t,U) = (pu(s), U) = p.((s,U)), ou

seja, (t,U) € Im(y,). Como a sequéncia nos stalks é exata, ver Proposigao 3.25, segue

que (t,U) € ker(¢,), ou seja, ¥, ((t,U)) = (Yy(t),U) = 0. Assim, existe z € W, C U com

pw,.v(Yu(t)) = 0. Como isto vale para todo z € U, U = |J W, e H é um feixe, temos
zelU
Yy (t) =0, isto é, t € ker(¢y), donde Im(py) C ker(¢y).
Suponhamos ¢t € ker(yy). Entdo, ¥y(t) = 0. Olhando para o stalk em z € U,

temos ¥, ((t,U)) = (¢Yy(t),U) = 0 e portanto (¢,U) € ker(¢,) = Im(p,). Logo, existem
x eV, CUes, € F(V,) satisfazendo ., ((sz, V) = (¢t,U), isto é, (¢v, (), Vz) = (¢,U)

e p‘g/%U(t) = ¢y, (s;). Observemos que o elemento s, é inico, uma vez que @, ¢ injetiva.

Temos U = |J V, e para z,y € U, seja V, NV, = V,,. Sendo p‘%,U(t) = v, (S2) €
zelU

ng/y,U(t) = SOVy(Sy), conseguimos que

P\g/xy,vx(‘»pvx(sm)) = P\gfwy,vﬁ(P\g@,U(t)) = ng/xy,U(t) = ng/wy,vy(ngfy,U(t)) = P\g/xy,vy(wvy(sy»-

Como os seguintes diagramas comutam
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Va

sz € F(Vi) G(Va) 3 0%, ()

F g
PVay, Ve PViy, Ve
PVay v G

F(Vay) ——— G(Vay) 3 0y, u(t)

A

F g
PVay,Vy PV Vy

Vy

sy € F(Vy) — G(W) > P%/y,U(t)
obtemos que
oV, (07, v (52)) = @va, (07, v, ()

Mas ¢y, ¢ injetiva, pelo que ja mostramos, e portanto, p‘j}-wvz (sz) = P\]}-zy,vy (sy). Sendo

F um feixe e U = |J V,, existe s € F(U) tal que ¢f, ;(s) = s,. Assim, temos que

zelU
se FWU) G(U)
pﬁ,U sz,U
PVy
se € F(Va) G(Vz) 2 ¢v, (se) = pv,,u(t)

pv,u(pu(s)) = pv,u(t), ou seja, pv, v(epu(s) —t) = 0. Sendo esta relagdo valida para
todo V, C U, e G um feixe, temos ¢y (s) —t = 0, isto é, py(s) = t. Segue que t € Im(ypy),

isto é, ker(¢y) C Im(py), o que completa a demonstragao. ]

Mesmo que ¥ : G — H seja sobrejetiva, nem sempre temos que ¢y : G(U) — H(U)

seja sobrejetiva. Entao, dada uma sequéncia exata
0— F G H—0

o maximo que podemos garantir, num caso geral, é que seja exata a sequéncia

Y,

0— F(U) 2= gU) == HU).

Veja [27], Proposition 4.8.

Definicao 3.28. Um feixe F sobre um espago topoldgico X é dito flacido se em cada
aberto U C X, toda secao s € F(U) pode ser estendida a uma segao s € F(X), isto
é, existe s’ € F(X) tal que pyx(s') = s. Em outras palavras, F ¢é flacido se para todo

aberto U C X o mapa de restrigao py x ¢ sobrejetivo.
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Decorre imediatamente da definigdo que se F é flacido, V- C U e t € F(V), entdo
existe s € F(U) tal que py(s) = t. Com efeito, existe s € F(X) tal que py x(s') = t.
Tomando s = py x(s'), teremos pyu(s) = pvu(pux(s)) = pvx(s) =t
Exemplo 3.9. Seja F um feixe sobre X e [F o feixificado de F. Para cada aberto U C X,

definamos

CO(F)U)={s:U —TF| pos=idy}.
Observe que nao pedimos que s seja continua. Para abertos V' C U, definamos também
pvu : CUF)U) — COF)(V), pvu(s) = slv.

Com a operacao usual de adigao de fungoes, C°(F) é um feixe de grupos aditivos sobre

X. Dado s € C°(F)(U), seja §: X — F dada por

s(x) se zelU
0 se z¢U

s(x) =

Entao, s € C%(F)(X) e pyx(5) = s. Logo, C°(F) é um feixe fldcido.
Definicao 3.29. Dado um feixe F sobre um espago topoldgico X, uma sequéncia exata
0-F5G¢° 8 gts g2 8 g3 ...
¢ dita uma resolucdao flicida de F quando os G7,j > 0, sao feixes flacidos.

Exemplo 3.10. Para um feixe F, seja I sua feixificacao. Como F e F sao isomorfos,
temos, para cada aberto U C X que F(U) C C°F)(U) e portanto temos a inclusao

tr : F — CYF), que é injetiva. Coloquemos
Fi = CYF)/Im £ (feixificado), CH(F) = C°(F)

e as aplicagoes

nf:co(f)_)f.h 50:L.7'—1077.7:a

onde nx é a projecao natural nz(s) =3. Entao

ker 8" = ker(1, o nF) = ker(nz) = Im(tx),
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onde na segunda igualdade usamos que ¢z, ¢é injetiva e assim conseguimos a sequéncia

exata

0— F L C%F) -5 cY(F).
Agora, coloquemos

Fy = C%(F))/ Im 15, (feixificado), C*(F) = C°(F)

e as aplicagoes

g CUF) — Fo, 0! =g, 0mp,.

Entao,

ker 6" = kernz, = Im(1z,) = Im(1z, 0 nx) = Im 6°,

onde usamos que ¢z, € injetiva e 7z é sobrejetiva. Conseguimos a sequéncia exata
0— F -5 COF) -2 cY(F) 25 cX(F).
Prosseguindo desta forma, obtemos sequéncia exata
0— F -5 COF) -2 N (F) 25 c(F) 25 3 (F) — -

Como C™"(F) = C°(F,) é flacido, construimos uma resolugao flacida de F, chamada

resolucao flacida canonica de F.

O Exemplo 3.10 mostra que sempre ¢é possivel obter uma resolucao flacida de um feixe

F. Dada uma resolucao flicida de um feixe F de grupos abelianos (ou de médulos),
0— F g0 &, gt &, g2 &2, g3 ...
induzimos uma sequéncia de homomorfismos
9 5% 52
0— ¢(x) % g'(x) g B @) —

Nao podemos garantir que esta ultima seja exata, mas partindo da sequéncia exata

nos feixes, conseguimos 6" 0" = 0, donde §'%" 0d% = 0,n > 0. Assim, podemos definir
H"(X, F) = ker(0%)/ Im(0% "),

onde 65" = 0. Chamamos H"(X,F) de o n-ésimo grupo de cohomologia do feize F.

De forma mais precisa, seria necessario indexar os grupos de cohomologia pela resolucao



CAPITULO 3. NOCOES SOBRE FEIXES 70

flacida utilizada. Porém, é possivel mostrar que os grupos de cohomologia de um feixe F
sao isomorfos para diferentes resolugoes flicidas, veja [27], Theorem 6.8, pag. 120.

A exatidao da sequéncia
0 F,g0 8 gt &, g2 &, g3 ...
nos garante, segundo a Proposicao 3.27, que é exata a sequéncia
0 — F(X) =5 GO(X) -5 g(x).
Assim, observemos que, sendo por defini¢ao (5;(1 = 0, temos imediatamente
H(X,F) =ker(6%) = Im(1x) = F(X). (3.12)
Se F é um feixe flacido, a sequéncia
0O F—->F—-0—-0—---

¢ uma resolucao flacida de F. Logo

F(X) se n=0,

0 se n>1.

H'(X,F) =

Temos os seguintes resultados a respeito dos grupos de cohomologia:

Teorema 3.30. (Sequéncia exata longa de cohomologia) Para uma sequéncia exata curta

de feixes de grupos abelianos sobre um espago topologico X,
0—F G -H—0,
temos induzida uma sequéncia exata longa dos grupos de cohomologia
0— H'X,F) — H(X,G) — H(X,H) — H'(X,F) — H'(X,G) —
— HY(X,H) — H*(X,F) — H*(X,G) — H*(X,H) — H*(X,F) — ---
Demonstracao. Ver [27], Theorem 6.9, pag.124. O

Proposicao 3.31. Para todo £ € Z ¢ 0 < i < n, temos H' (P}, Opx(()) = 0.

Demonstracao. Ver [27], Theorem 6.19, pag. 138. ]
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Proposicao 3.32. Seja X um espaco topolégico Noetheriano de dimensao n. Para todo

inteiro i > n e para todo feize de grupos abelianos F em X temos H' (X, F) = 0.
Demonstracao. Ver [16], Theorem 2.7, pag. 208. [

Teorema 3.33. (Dualidade) Para todo inteiro ¢, vale
H" (P}, Opn(€)) ~ HO(P}, Opp(— —n — 1))*,
onde H (P}, Opn (=€ —n — 1))* ¢ o dual de H° (P}, Opn(—L —n — 1)).

Demonstracao. Basta aplicar [28], Theorem 7.96, pag. 107, a X = P}, considerando
ainda [27], Corollary 5.20, pag.77, onde mostra-se que o feixe dual de Opr(f) é o feixe
Opp (—1). ]

Juntando a equacao (3.12), as Proposigoes 3.31 e 3.32 com o Teorema 3.33 conseguimos

o seguinte resultado:

Corolario 3.34. Dados um inteiro positivo i e um inteiro {, temos

;

0, se 1#0eiF#n;
P Sy, se 1=0el>0;
H'(Py, Opp(0)) = _
0, se 1=0el <0
HO(P}, Opn(—L —n —1))*, se i=n.



Capitulo 4

Folheacoes de dimensao um em P"

Neste capitulo, generalizaremos a defini¢ao de folheagao de dimensao um através de cam-
pos de vetores em P, n > 2, e estudaremos algumas solugoes para o Problema de Poincaré
neste contexto. Aqui, S denotard o conjunto dos polindmios em n + 1 variaveis, isto é,

S = klzo, ..., 2n], € Sqg 0 espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau d.

4.1 Campos vetoriais em P"

Seja P™ = Proj(). Nesta segao, utilizaremos uma sequéncia exata de feixes para estu-

darmos campos vetoriais em P" com a linguagem de feixes.

Definicao 4.1. O feixe tangente TP™ é o feixe de Opn-moédulos dado em cada aberto

béasico D, (f) C P"™ por
TP (D, (f)) := Dera(Op (D4 (£)), Op (D4 (£)).
Em [28], pag.95, mostra-se que existe a sequéncia exata de feixes de Opn-mddulos
0 — Opn — Opa (1) — TP" — 0. (4.1)

A sequéncia (4.1) é dita a sequéncia de Euler.

Nas segoes globais, temos os homomorfismos de k-modulos
Opn(P") —> Op (1)1 (")

1— (20,.--,2n)

72
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Opn (1)®"T(P") — TP (P")

0 0
(Fo,,Fn)HFOa—%—F—FFn@—%

Tensorizando a sequéncia de Euler por Opn(d — 1), obtemos a sequéncia exata
0 — Opn(d —1) — Opn(d)®"*t — TP"(d — 1) — 0. (4.2)
Da sequéncia exata longa de cohomologia de (4.2) obtemos a sequéncia exata
0 — H(P", Opn(d—1)) — H°(P", Opn(d)®" ™) — H°(P", TP"(d—1)) — H'(P", Opn(d—1)).

Por (3.12) temos H°(X, F) = F(X) e da Proposigao 3.31 vale H'(P", Opn(d—1)) = 0.

Assim reescrevemos a sequéncia anterior como
0 — Opn(d — 1)(P") — Opn(d)®"(P") — TP"(d — 1)(P") — 0,
ou seja, temos a sequéncia exata
0 — Sy = SO TP(P)(d — 1) — 0. (4.3)

O primeiro homomorfismo da sequéncia exata (4.3) é dado por

P
Sd—l 2 Sgan-i-l

Fr— (2F, ..., 2, F)
e o segundo homomorfismo por

sontt B TP (PP (d - 1)

0 0
(Fo,...,F,) — 0820+ + "Dan

Como a sequéncia (4.3) é exata temos que Im A = ker 1 e portanto podemos escrever

kerpu = {F - (z0,...,20)| F € Sq_1}. Logo, para cada F' € S;_; temos que

0 0

Denotaremos por R = (zp, ..., 2,). Segue do Teorema de Isomorfismos que

Scelan+1
Sq_1- R

~ TP"(P")(d — 1). (4.4)
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Uma segao global nao nula de TP" ® Opn(d — 1), d > 0, é chamada campo vetorial em
P". Também dizemos que o grau do campo vetorial é d.
Da sobrejetividade do homomorfismo p de (4.3), segue que cada campo vetorial de

grau d em P" é dado em coordenadas homogéneas por

0 0
X=FK—+ -+ F,—,
0 020 Tt 0z,
onde Fy, I, ..., F,, sao polindbmios homogéneos de grau d.

Além disso, as imagens de (Gy,...,Gy), (Fy,..., F,) € S por u determinam o
mesmo campo vetorial de grau d em P" se e somente se (Fy — Gy, ..., F, — G,) € kerp,

ou seja, se e somente se existe H € S;_1 tal que

F;—Gj=Hz;, j€{0,...,n}. (4.5)
Isso significa que
0 0 0 0
X=F—+  +F,—cX =Gy— +--+G,,—,
0820 Tt 0z, ¢ 0820 Tt 0z,

representam o mesmo campo vetorial de grau d se e somente se X = X' + HR, onde

0 0
R—Zoa—z()—i-"'—'—zna—zn.

R é chamado de campo radial de P". Observe que quando n = 2, a nocao de campo de

vetores em P coincide com a dada no Capitulo 2.

Definicao 4.2. Uma folheacdo de dimensao um e grau d em P" é uma secao global nao

nula de TP" @ Opn(d — 1), d > 0, médulo multiplos constantes.

®n+1
d

Pelo isomorfismo (4.4), uma folheagao de P™ de grau d é um elemento de T R
d—1 -

modulo multiplos escalares. Se

Son+l d+n d+n—1
N = dim,—%¢— = 1 —
lmde—l'R (n+ )< n ) ( n )7

entao o espaco das folheacoes de grau d em P" é isomorfo a PV—1.
Em particular, quando d = 1 e n = 2 conseguimos N = 8 e dessa forma as folheagoes
de grau um em P? tem P7 como espaco de parametros, como haviamos conseguido no

Capitulo 2.



CAPITULO 4. FOLHEACOES DE DIMENSAO UM EM PV 75

Definicao 4.3. Um ponto p € P* é uma singularidade de uma folheagao de P"* dada em

coordenadas homogéneas pelo campo

0 0
X=F—+.. +F,—,
0820 + + 8,2”

se p anula todos os menores 2x2 da matriz

ZO IR zn
Y
F, --- F,
ou seja, se p é um zero comum de z F; — z;F;, i.j € {0,1,...,n}.

Escreveremos Sing(X) para denotar o conjunto das singularidades do campo vetorial
X. Observamos que devido a relagao (4.5), uma singularidade de uma folheagao esta bem

definida.

Definicao 4.4. Seja V' = V(@) uma hipersuperficie irredutivel definida pelo polinémio
homogéneo G e X um campo vetorial de grau d em P". Dizemos que V é invariante por
X se X(p) € T,V para todo p € V\(Sing(V) U Sing(X)).

Se V é redutivel, diremos que V' é invariante por X quando cada componente irredutivel

de V for invariante por X.

Da mesma forma que na Proposicao 2.16 da pagina 35, se GG é irredutivel, entao
V = V(@) ¢ invariante por X de grau d se e somente se existe um polinémio homogéneo

H de grau d — 1 tal que X(G) = GH.

4.2 Hipersuperficies suaves invariantes

Seja V' C P™ uma hipersuperficie suave determinada por um polinomio homogéneo F' € S.
Podemos construir folheacoes em P" que deixam V invariante. Para isto basta escolhermos
polinomios homogeéneos F; ; de mesmo grau e considerar a folheacao induzida pelo campo

vetorial

oF 0O oF 0O
Y= % P -eas)

0<i<j<n
Veja que X(F) =0=0-F, ou seja, V é invariante por X.
Nosso objetivo nesta secao é verificar que estas sao todas as folheagoes de P" que

deixam V invariante.
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Para isto, necessitamos de alguns fatos sobre algebra comutativa. Os resultados aqui
apresentados funcionam em versoes mais fortes, entretanto nos limitaremos as hipoteses

que ocorrem em 1nosso estudo.

Definicao 4.5. Seja A um anel. A dimensdo de A é definida por

dim A := sup{r| 3 P, ..., P ideais primos de A satisfazendo Py C P, C ... C P. C A}.

Observagao 4.6. Se (A, m) é um anel local Noetheriano, esta definigao é equivalente a
dim A = min{d| 3 z1,...,z4 € m com m = \/(x1,...,24)},

veja [1], Theorem 11.14, pag. 121. Neste caso, se dimA = d e x1,...,24 € m s@o tais
que m = \/(x1,...,z4) chamamos {zi,...,24} de um sistema de parametros em A. Se

m = (z1,...,x4), dizemos que o anel A é reqular.

Proposicao 4.7. Se D é um dominio de dimensao finita e x € D € um elemento nao

D
nulo com (x) # D entdo dim — < dim D — 1.

{x) ~
Demonstracio. Os ideais primos de D/{x) sdo da forma P, onde P ¢ um ideal de D
contendo (x). Seja Py C P, € --- C P,, € D/{x) uma cadeia de ideais primos em D/(z).

Como z # 0, temos em D uma cadeia de primos {0} C Py C P, C --- C P, € D, donde

D
segue que dim D > dim U + 1. O
x
Definicao 4.8. Sejam M um A-médulo e zq,...,z, € A. Dizemos que a sequéncia
x1, ..., T, ¢ uma sequénca reqular, ou M-regular, se

1) (x177$n)M7'£M7

i) x1 nao divide zero em M:;

. - M
iii) Parai € {2,...,n}, z; ndo divide zero em :
(Zlfl, PN ,ZL’i_l)M
Proposicao 4.9. Seja A um anel. Uma sequéncia x1, s, . .., T, de elementos em A € uma
sequéncia A-reqular se, e somente se, x1 nao divide zero em A e T, ..., T, € Sequéncia

A/ {(x1)-regular.
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Demonstra¢ao. =) Sendo x1, s, . .., z, A-regular, x; nado divide zero em A por defini¢ao
e (r1,...,x,) # A. Portanto existe a € A tal que a ¢ (xy,...,2,). Suponha que
a € (T3,...,T,). Entdo existem by,...,b, € A/{x)) tais que @ = byZ3 + ... + b, T, em
A/(z1). Logo existe by € A tal que a = i bix;, ou seja, a € (x1,...,T,), o que é falso.
Portanto (3, . . ., @) # A/(z1). .

A/ (1)

Fixemos i € {2,...,n} eseja [c] € — tal que 7; - [¢] = 0, onde [c] representa
<,T2, Ce ,.131‘,1)
. _ . Af(x1) o _
a classe residual de ¢,c¢ € A, no quociente = > Entao 7;c € (T3,...,Ti-1),
Loy, Tj1
logo z;c € (x1,29,...,7;_1), ou seja, x;c = 0 em A/(xy,x9,...,2,1). Pela regulari-
dade da sequéncia wy,...,x,, r; nao divide zero em A/(xy,xs,...,2,_1) € temos que
c=0¢€ Af(xy,29,...,2;-1). Assim ¢ € (x1,29,...,x;_1). Daisegue que¢ € (T3,...,T;_1)
A
e portanto [¢] = 0. Desta forma, T; nao divide zero em % e a sequencia
Loy, Tj1

T3,..., T, 6 A/{x1)-regular.

<) Usando a mesma argumentagao que utilizado no inicio da demonstra¢do acima

mostra-se que se (Tz, ..., Tn) # A/{x1) entdo (r1,...,x,) # A. Fixemos i € {2,...,n} e
seja ¢ € A/(xy,x9,...,2;1) tal que T;¢ = 0. Entado, x;¢ € (z1,...,x;_1), 0 que implica
em T;[c] = 0 em <33_2:4/<:,Ej€>1_1> . Como T3, ...,T, é uma sequéncia A/(z;)-regular, T; ndo
divide zero em % e portanto [c] = 0, isto é, ¢ € (Tz,...,Ti_1) em A/(x1) e
ce€(xy,. .., Ti1). 2171;)'g.o’ a:zi_rlléo divide zero em A/(xy,z2,...,xi_1) € X1, T2, ..., T, ¢ uma
sequéncia A-regular. O

Definigao 4.10. Seja (A, m) um anel local e M um A-médulo. A profundidade de M em

A é o inteiro nao negativo definido por
Prof(M) = max{s| 3 z1,...,xs € m tais que x,...,xs é sequéncia M-regular}.

Proposicao 4.11. Se A é um anel local com Prof(A) =n e z1,...,x, € uma sequéncia

A-regular, entdo Prof(A/(z;)) = Prof(A) — 1.

Demonstra¢ao. Da Proposicao 4.9, T3,...,T, é uma sequéncia A/(x;)-regular e por-
tanto Prof(A/(x;)) > n — 1. Dada qualquer sequéncia A/{xi)-regular 7,...,7; segue
da Proposi¢ao 4.9 que x1,1,...,ys ¢ A-regular e assim Prof(A) > Prof(A/(x;)) + 1,

donde conseguimos a igualdade desejada. O]
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Teorema 4.12. Para todo dominio local (A, m) vale que Prof(A) < dim(A).

Demonstracao. Usaremos indugao em dim(A). Se dim(A) = 0, entdo m ¢é o tnico ideal
primo de A. Se z ¢ m, entao x é invertivel e (z)A = A, ou seja, x ndo pode pertencer a
uma sequéncia A-regular. Suponha entao x € m. Como o nilradical de A é a intersecao
de todos os primos de A, veja Proposition 1.8 em [1], e m é o tinico primo, vale que m é
exatamente o nilradical de A e portanto x é nilpotente. Em particular, z divide zero em
A e nao pode iniciar uma sequéncia A-regular. Logo A nao admite sequéncia regular, isto
é, Prof(A) = 0.

Suponhamos o resultado valido para todo dominio de dimensao menor que n. Seja
(A, m) um dominio local com dim A = n. Dada uma sequéncia A-regular x1,...,x;, pela
Proposicao 4.7 temos dim(A/(z1)) < n—1 e portanto Prof(A/(z1)) < dim(A/(x;)). Pela
Proposigao 4.11, Prof(A) — 1 < dim(A/(z1)) <n—1 e assim Prof(A) <n =dim(A4). O

Definig¢ao 4.13. Diremos que um anel local Noetheriano (A, m) é Cohen-Macaulay quando

Prof(A) = dim(A).

Exemplo 4.1. Em S = k[z, ..., 2,], considere o ideal maximal m = (2, ..., z,). Entdo a

20

localizacdo Sm = S é um anel local, cujo ideal maximal é m = (%, ...

, Z). Considerando

a cadeia de ideais primos

oc(By (A cog (R ),
“N1/7N1 1/ 7 A1l 1 1

vemos que dim S > n + 1. Da Observacio 4.6, dim S < n + 1. Portanto dim S = n + 1.

Assim, S é um anel regular e z /1,...,z,/1 forma uma sequéncia S-regular. Logo
Prof S > n+ 1. Como S é um dominio, o Teorema 4.12 implica que Prof S = n + 1, ou
seja, S é Cohen-Macaulay.

Observamos ainda que se Fy/1,..., F;/1 é uma sequéncia S'—regular, onde os F; sao
polinémios homogeéneos entao Fy,..., F, formam uma sequéncia S-regular. De fato,
para i € {2,...,s} seja H € S tal que F;H = 0 em S/(Fy,...,F;_;). Entdo existem
Hy,...,H;_ 1 € S tais que F;H = HoFy + ...+ H;_1F;_1. Como Fy,...,F;_; sao ho-

mogeéneos, esta relagao continua valida para cada parcela homogénea de H. Portanto

podemos supor que H é homogéneo. No anel local S, ? . ? =0 em 5/(%, o Fi1*1> e
sendo a sequéncia S-regular segue que 4 = 0. Logo podemos escrever
H Ay ko A1 Fiy

T—GT+...+ G 1

, G (z0,...,2,) =m.
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Se escrevermos G = Go+. . .+G), G; homogéneo de grau i, o fato de G ¢ m equivale ao fato
que Gy # 0. Além disso, como GH = HGy+ ---+ HG, € (Fo, ..., Fi_1) e (Fy,..., Fi_q)
é um ideal homogéneo, as parcelas homogéneas de GH pertencem a este ideal, ou seja,
HGy € (Fy, ..., F;_1). Como G é uma constante nao nula, segue que H € (Fy, ..., F;_1)
e H=0em S/(F,...,Fi_1). Dessa forma F; nio divide zero em S/(Fy, ..., F;_1). Além

disso, se Fy - G = 0 para algum G € S terfamos % . % = 0em S, 0 que é um absurdo.
Lema 4.14. Se (A,m) é um dominio Cohen-Macaulay e ay,...,aqma € uma sequéncia
A m
A-regular entao (—, —> ¢ Cohen-Macaulay.
(ar)’ (a1)
Demonstracao. De fato, —— é Noetheriano e

(a1)

Prof (%) = Prof(A) — 1, (Proposicao 4.11)
a1

dim (%) <dim(A) —1.  (Proposigao 4.7)
a1

Como (A, m) é Cohen-Macaulay temos Prof(A) = dim(A). Dessa forma

dim (25) < dim(4) = 1 = Prof() - 1 = Prof (2],

A A
Pelo Teorema 4.12, segue que dim (—) = Prof <—) Il
(ar) (ar)

Usando o Lema 4.14 conseguimos o seguinte fato:

Proposicao 4.15. Seja (A, m) dominio Cohen-Macaulay de dimensao maior que zero. Se

{ai1,...,a,} € um sistema de parametros em A, entdo a sequéncia ay, . ..,a, € A-reqular.

Demonstragao. Usaremos inducao em r = dim A. Se r = 1, entao como m = ,/a; segue
que a; # 0. Caso contrario, terfamos m = {0} e r = dim A = 0, pois A seria corpo. Logo,
ay é A-regular.

Suponha o resultado verdadeiro parar = n. Sejaay, ..., a,; um sistema de parametros
em A. Como m = m, o ideal maximal m de (Tﬁ) ém = \/m.
Pelo Lema 4.14, A/(a;) é Cohen-Macaulay e vale que dim(A/{a;)) = Prof(A/{a;)) = n.
Dessa forma, {@z, ..., a,;1} ¢ sistema de parametros em A/(a;). Por hipétese de indugao
vale que @z, ...,G,11 6 A/(a1)-regular. Segue da Proposicao 4.9 que aq,...,a,+1 é uma

sequéncia A-regular. O
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Teorema 4.16. Seja V. = V(F) uma hipersuperficie definida por um polinémio ho-
mogéneo I de grau m. Se V € suave e p{fm, onde p é a caracteristica do corpo k, entdo
cada folheagao de P} que deiza V invariante € induzida por

oF 0 oF 0O
N e

0<i<j<n

para alguns polinomios P; ; homogéneos e de mesmo grau.

Demonstracao. Denotaremos por simplicidade 9; = Seja X = Gody + ... + G0,

9
8ZZ' ’

um campo vetorial em P" tal que V ¢ invariante por X. Entao existe um polinomio

homogéneo H tal que X(F) = FH. A relacao de Euler
mE = 2000F + ...+ 2,0, F, (4.6)
juntamente ao fato de p t m, implicam que

H
GoOoF + -+ G0, F =

Z(2000F + -+ + 200 F).
m

Portanto i (Gi - %Hzi> O;F = 0. Escrevendo G, = G; — %Hzi, temos que o
campo vetorial X' = G0y + ... + G0, é tal que X = X' + %H - R, isto 6, X e X’
induzem a mesma folheagao de P} e X'(F) = G{OoF + - - - + G},0,F = 0.

Seja I = (OF,...,0,F) C S. Como ptm temos por (4.6) que F' € I. Sendo V suave,
F' e suas derivadas parciais nao possuem raiz em comum em P", do Teorema dos Zeros
de Hilbert conseguimos vI = (z, ..., Zn)-

Como S = Spgpem=(,. .. =)= \/<M,... B”F>, segue que {OoF/1,...,0,F/1}

1 1 1 71

é um sistema de parametros em S. Pela Proposicio 4.15 a sequéncia dyF/1,...,0,F/1 é
S-regular. Pelo Exemplo 4.1, temos que doF, ..., d,F é uma sequéncia S-regular.
Afirmagao: Para cada t € {0,1,...,n} existem polinémios homogéneos Py, Py, . . .,

Pi-1yt; Pytrrys - - -, Prn tais que
GQ = P()taoF + PltalF +--F P(t_l)tat_lF - E(t+1)0t+1F — Pm@nF,

onde os coeficientes P;; que aparecem nas escritas de G} e de G;- Sa0 0S Mesmos.

Vamos provar a afirmagao. Sendo

GLOF + ...+ G.,F =0, (4.7)



CAPITULO 4. FOLHEACOES DE DIMENSAO UM EM PV 81

temos G1,0,F = —GLooF—---—G"_,0,_1F eportanto G' -0, F = 0em S/(OpF,...,0, 1 F).
Como a sequéncia Oy F, . ..,0,F é S-regular, 9, F nao divide zero em S/(0F,...,0,_1F)
e G'' = 0. Dessa maneira existem polinomios homogéneos Py, Py, - . . s Pi—1)n tais que
G, = PonOoF + -+ - + Pp—1),0n—1 F. Logo, a afirmacao ¢ vélida quando t = n.

Suponha que a afirmacao é verdadeira para todo ¢, 0 < t < g < n. Vejamos que a
afirmacgao é valida para ¢ — 1. Substituindo as expressoes para cada G, t < ¢ < n, na

equacao (4.7) conseguimos

G680F+ * '+G£718t71F+<P0t80F+' : '+P(t_1)tat,1F—Pt(t+1)at+1F—. . —PtnanF)ﬁtF—i—
+ (Po(t+1)00F + Pip31)O F 4+ - - + Py 1) O F — Puga)i42) 02 F — - - = Pl 1ynOn F) Op1 F+-

+ -4 (P()na()F + PlnalF + 4 P(n—l)nan—lF)anF =0 (48)

Agrupando os termos em (4.8) com Oy F,...,0;—1F e observando que para t < i < j
os termos —FP;;0;FO;F, que aparece em Gi0;F e P;;0,FO;F, que aparece em G}0;F se

cancelam, ficamos com

(G6 —|— PotatF —l— st + PonanF)aOF+ st —l— (G:f—l + P(t,l)tatF—l— e + P(t,l)nanF)at_lF = 0
(4.9)
Se t > 2, podemos escrever Gj_; + Py_1 0 F + -+ Py_1)nOpF - O, F = 0 em

S/{OF,...,0;_oF) e sendo OyF, ..., 0,F uma sequéncia S-regular, d;_1 F' nao divide zero

em S/(OpF,...,0oF), ouseja, G)_; + Py_140,F + -+ 4+ Py_1)n0, F" = 0. Assim existem

polinomios homogeneos Fy—1), . . ., Pi—2)¢—1) tais que
Gy + Pu—1yOF + -+ 4+ Pu—1)n0,F = Pyu—1)00F + - - - + Plu—2)1—1)0i—2 F.
Portanto conseguimos
G,y = Pog—1)0oF + - - + Pu—oyt-1)01—2F — Py_1)tOF — - -+ — Py_1),0, F.
Se t = 1, a expressao (4.9) é simplesmente
(Gy + PO F + ...+ Py,0,F) - 0oF =0
e como a sequéncia OgF),...,0,F é S-regular, 0y F' nao divide zero em S e conseguimos

Gy=—PudiF — - — Py, F,
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0 que comprova a afirmagao.

Utilizando as escritas de G}, 0 <t < n, na expressao de X’ temos

X/ = G680 + Gllal + ctt + G;@n == <—P0181F - P0202F — PgnanF)ao+
+(P0180F—P1282F— ttt —PlnanF)al + * +(P0naoF+P1nalF—|— . -—|—P(n,1)n3n,1F)0n.

As parcelas com P;;, 0 <7 < j < n, aparecem aos pares, em —P;;0;F0; e em P,;;0;F0;.

Agrupando estas parcelas, conseguimos

X'= Y Py(0iF0; - 0,F0).

0<i<j<n

Como X e X’ induzem a mesma folheacao em P", o resultado esta provado. Il

Como consequéncia, conseguimos uma primeira cota superior para o grau de hipersu-

perficies invariantes por folheacoes em IP.

Teorema 4.17. Seja X um campo vetorial em P" de grau d e V = V(F) uma hipersu-

perficie suave de grau m. Se V' € invariante por X e ptd, entao m < d+ 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.16 o campo X é da forma

oF 0 OF 0
Z I (023 azl 621 ('3,2]) ’

1<j

com F; ; polinomios homogéneos de mesmo grau.
Como X tem grau d e F' tem grau m, vale grau(P, ;) = d—m+1. Como P, ; # 0 para

algum par (i, 7), sendo X = 0, temos que grau(P; ;) > 0, ou seja, m < d + 1. O

4.3 Feixes de ideais e regularidade em P?

Nesta se¢ao, o nosso objetivo serd encontrar uma cota superior para o grau de uma curva
singular que é invariante por uma folheacao em P? em termos da nocao de regularidade
do conjunto das singularidades da curva.

Sejam C C P? uma curva de grau m, dada pelos zeros de um polinémio homogéneo
reduzido F, e I = (F') o ideal da curva C. Se S = k[z, 21, 22/, temos que I é um S-médulo
e portanto podemos construir o feixe I de Opz-médulos.

Denotaremos I por Z¢p: e o chamaremos de feize de ideais de C em P2
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A graduagao de S, S = @ S;, induz uma graduacao natural no ideal I dada por
i>0

I=1®I,d..., onde I, = INS;. Considere a decomposicao do anel de coordenadas
S/I dada por

C =ttt (4.10)

[l

Sea € Si/Ii, b€ S;/1;,i #jea=>bem S/I entdo a — b € I. Como grau(a) = i,
grau(b) = 7, e I é um ideal homogéneo, segue que as componentes homogéneas de a — b
pertencem a I. Como tais componentes homogéneas sao exatamente a e b, segue que

@=0eb=0. Disso segue que a soma em (4.10) é direta. Observe ainda que se @ € S;/1;

T — Si S~ Sity .
e b€ S;/I; entdo ab € S;;;/1;4;, ou seja, T I—J C Iﬂ' Desta forma, o anel S/I ¢
( J i+j

graduado e podemos construir o espago topolégico Proj(S/I). O feixe de Opz-mddulos
definido por S/I serd denotado por O¢ e o chamaremos de o feize associado a curva C.

Pela Proposicao 3.26, feixificando a sequéncia exata curta de S-mddulos
0—-I1—S5—S/I—0,
obtemos a sequéncia exata curta de feixes de Op2-moddulos
0—Zepz — Opz — O — 0. (4.11)

Da sequéncia exata (4.11), pode-se provar que para cada aberto D, (f) C P? temos o
isomorfismo

_ On(D4(f))
OclD+ N = 7 = 5. ()

Se T'C C é uma subvariedade de C' e J = I(T) é o ideal de T em S, entdo I C J. A
decomposicao
J S S

T LR

é uma graduagao de J/I. No espago topoldgico Proj(J/I) podemos considerar o feixe

J
(7), o qual denotaremos por Zp . Observe que Zr ¢ é um feixe de O¢c-médulos.

Feixificando a sequéncia exata curta de S-moédulos
0—-1—J—J/I—0,
obtemos a sequéncia exata curta de feixes

0— IC’]IDZ — IT,IW — IT,C — 0. (412)
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Da sequéncia exata (4.12) conseguimos para cada aberto D, (f)) C P? o isomorfismo

Zrp2(Dy(f)))
Top(Dy(f)))

Denotemos o conjunto singular de C' por X.

Iro(D(f))) =~

Consideremos uma folheacao de grau d de P? induzida pela 1-forma
Q= AodZO + A1d21 + AQdZQ.

Seja S = Sing({2) e suponha que S N C' é finito.

Sejam [ := (F), L := (A, A1,A2) e J = (OF, O F, 0-F ). Observemos que
V(L)=SeV(J)=2%.

Considere o homomorfismo de S/I- médulos

J

S
T(m— 1) — 7(d+1)

o :

O, F — A para cada i € {0,1,2}.

Sejam P, Q € J tais que P = Q em J/I(m — 1). Por definicio existe H € S tal que
P =@+ FH. Escrevendo () na forma

Q = BoOoF + B101F + ByOo F,
onde By, B, B, € S e usando a relacao de Euler para F', temos que
P = (BO + H—) O F + (Bl + H—) O F + (32 + %) Oy F.
Logo

_ Hzo\ - H Ho\ -
o(P) = (Bo v ﬁ) Ao+ <31 + ﬁ) A+ (32 + ﬁ) A, —
m m m

=ByAg+ B A+ By Ay + E(ZOAO + 2141 + 2A3) = By Ag + By A + By Ay = ¢(Q).

Portanto ¢ esta bem definido.
A imagem de ¢ ¢ o ideal

Im¢ = (Ay, Ay, A3). (4.13)
Considere agora o homomorfismo de S/I-médulos dado por

S S

Ql

é |
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Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetivo e seu nicleo é
kery) = ( Ay, Ay, A3 ). (4.14)

Das igualdades (4.13) e (4.14), concluimos que Im ¢ = ker ), donde segue a exatidao

da sequéncia de S/I-médulos

¢ S ¥ S

~| <

Feixificando a sequéncia exata (4.15), obtemos a seguinte sequéncia exata de Oc-feixes

J o S v S
1) — = —__ " —0. 4.16
(m—1) (d+1) o+ (4.16)

—_——

Usando as igualdades

~ ~ —_—

%(m —1) =TIy c(m —1), ?(d—l— 1)=0c(d+1)e

podemos reescrever a sequéncia (4.15) na forma
Te.olm—1) 2> 0c(d + 1) —2 Ogno(d + 1) —0 . (4.17)

Provaremos agora que se C' é invariante pela folheacao induzida por €2 entao a aplicacao
¢ € injetiva. Suponhamos que C' é invariante pela 1-forma (2. Entao pela Proposicao 2.19

da pagina 39 vale a relacao
QAN dF = Fn, onde n é uma 2-forma. (4.18)

Sendo assim, para cada par (z,7), 0 < ¢ < j < 2, existe polinomio homogéneo G, ; € S

tal que A;0;F — A;0;,F = FG, ;. Em particular, consideremos

A132F - AgalF - FGLQ’ (419)
AoﬁlF - Ala()F - FGO,la (420)
A082F - AQ@OF == FGO,Z' (421)

Considere Cy Oy F 4+ C, O F + Cy 0, F € J/I(m — 1) tal que

$(CoOF + CrOF + C3 0,F) =0,



CAPITULO 4. FOLHEACOES DE DIMENSAO UM EM PV 86

ou seja, Cy Ay + C1A; + C,A; = 0. Desta condicio segue que existe um polindmio

homogeéneo P € S tal que
CoAp + C1 A + CyAy = FP. (4.22)
Multiplicando a relagao (4.22) por 0, F obtemos
CoAgO F + C1A1OF + CyAyO0 F = FPO, F.
Utilizando (4.19) e (4.20) ficamos com
Co(A100F 4+ FGo1) + CLA1OF + Cy(A10-F — FG15) = FPOF.
Agrupando os termos em A; e em F, podemos escrever
A1 (CoOoF + CLOF + Co05F) = F(POF + G120 — Go1Cy). (4.23)
De maneira similar, multiplicando (4.22) por 0o F e utilizando (4.19) e (4.21), obtemos
Ay (CoOoF + CLOF + Co0oF) = F(POLF — G12C1 — Go2Ch). (4.24)
Por 1ltimo multiplicando a relagao (4.22) por dyF obtemos
CoAgOoF' + C1A1O0F + CyAs00F = F PO, F.
utilizando (4.20) e (4.21) ficamos com
CoAgOoF + C1(AgOh F — FGo 1) + Co(AgOaF — FGy ) = FPOF.
Agrupando os termos em Ay e em F, podemos escrever
Ag(CoOoF + CLOUF + Co0oF) = F(POLF + Go1C1 + G 2Cs). (4.25)
Usando as relagoes (4.23), (4.24) e (4.25) podemos escrever
(CoOF + C101F + Co05F) - (Agdzg + Ardzy + Asdzy) = Fp,
onde p é a 1-forma

n = (P80F+G07101+G07202)d2'()+(P01F+G17202—G071C())d21+(P82F_G17201_GO,QCQ)dZQ.
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Como & N C' ¢ finito, nenhuma componente de F' pode dividir a 1-forma (). Disso segue

que F' | (CoOgF + C101 F + Cy0,F). Portanto

CoOoF +C10F 4+ Cy 0,F =0

em S/I(d—1) e ¢ é injetivo.

Portanto obtemos a sequéncia exata curta

0—=Ts c(m—1) 2= 0c(d+ 1) — Osnc(d + 1) —=0. (4.26)

Para o principal resultado desta secao, precisaremos de dois resultados auxiliares. Para

cada feixe de Op2-mddulos F, denotaremos h?(F) = dimy, H’ (P?, F).

Lema 4.18. Se T' é um conjunto finito de pontos em P?, entao h*(Zrp2(i)) = 0 para todo

1> —2.
Demonstracao. A sequéncia exata curta
0—J—S5—85/J—0,
apos ser feixificada e tensorizada por Opz(i), fornece a sequéncia exata curta de feixes
0 — Zpp2(i) — Op2(i) — Op(i) — 0. (4.27)
O segundo homomorfismo em (4.27) é dado por

Irp(1)(D1(9)) — Op(i)(D+(9))

R
9° g°
enquanto o terceiro homomorfismo é dado por

Op(1)(D(9)) — Or(1)(D+(9))

i*%%
g° 9°)

Tomando a sequéncia longa de cohomologia de (4.27), conseguimos

0 — H(P?, Irpa (i) — HO(P?, Opa (i) — HO(P?, Or(i)) —
— H'(P*, Irp2(i)) — H'(P? Op2(i)) — H'(P?,Or(i)) —

— H2(]P>2,IT’[P>2(Z')) — H2(P2, Op2(i)) — H2(IP)2, Or(1)).
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Como T é finito, dim T' = 0, pela Proposicao 3.32, pdgina 71, temos H’ (P?, O7(i)) = 0

para todo 7 > 0. Assim a parte final da sequéncia acima se torna
0— HZ(]PQ,IT’EH (2)) — HQ(]P)Q, OPZ (2)) — 0.

Sendo a sequéncia exata, a aplicacao central é injetiva e sobrejetiva. Desta forma,

H*(P? Zrp2(i)) ~ H?*(P?, Op(i)). Pelo Teorema 3.33 da pégina 71,
H*(P?, Op2(i)) ~ H°(P?, Op2(—i — 3))*.

Sei > —2entdo —i —3 < —1 e HY(P?, Op2(—i—3)) = 0, ou seja, H*(P?, Zzp2(i)) = 0.
Escrevendo h*(Zrp2(i)) := dimy, H*(P?, Iy p2(i)), conseguimos h?(Zppz(i)) = 0. O

Antes de provarmos o préximo resultado, fazemos aqui a seguinte observacao: Se
Vi, Vs, V3 sao trés espacos vetoriais sobre o mesmo corpo k tais que existe uma sequéncia
exata

0=V S5W%S V-0,

entao dimg(V3) = dimg (V) +dimg(V3). Com efeito, dimy(Va) = dimyg(ker ¢) +dimy (Im 1).
Mas sendo a sequéncia exata, 1 é sobrejetiva, isto é, Imy = V3 e kery) = Im¢. Como
dimg (V1) = dimyg(ker p)+dimg(Im ¢) e ¢ é injetiva, temos dimy (Im ) = dimg(V4). Assim,

provamos nossa afirmacao.
Lema 4.19. Se T € um subconjunto finito de uma curva C C P? de grau m, entdio

1 . 1 , 1, se i=m—3,
W (Zr,c(i) = ' (Zrp2(i)) + €, onde € =
0, se 1>m—3.

Demonstracao. Sendo J = I(T) el = I(C') = (F), comoT C C entao I C J. Feixificando

a sequéncia exata curta

0O — Sy — J — JJI — 0
G +— FG
H — H
e tensorizando por Opz(7), obtemos a sequéncia exata curta de Opz-feixes

0— OP2<—m + Z) — ITJF»Q (Z) — IT,C(’i) — 0. (428)
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Da sequéncia longa de cohomologia de (4.28), conseguimos a sequéncia exata

0 — H(P? Op2(i — m)) — HY(P? Ipp2(i)) — H° (P, Zr (i) —
— H'(P?, Op2(i — m)) — H'(P*, Ipp2(i)) — H'(P*, Ir (i) —
— H*(P?, Op2(i — m)) — H*(P*, Zppe(i)) — -+ . (4.29)
Como H*(P?, Op2(i —m)) ~ H°(P?, Op2(—i+m —2—1))* = H°(P?, Op2(—i+m—3))*
e HO(P? Op2(—i +m —3)) =0se —i +m — 3 <0, segue que H*(P? Op2(i —m)) = 0 se
1 >m — 3.
Também, H'(P?, Op2(i—m)) = 0 pela Proposicao 3.31 na pdgina 70 e daf na sequéncia

(4.29) conseguimos extrair a sequéncia exata
0 — HY (P, Tppe (i) — H'(P?, Irc(i)) — 0, se i >m — 3.
Logo, H'(P?, Zrp2(i)) ~ H'(P? Zr.c (1)), ou seja,
' (Zpp2(i)) = h' (Zrc(i)), parai > m — 3.

Agora, seja i = m — 3. Sendo m =grau(C') > 1, temos ¢ > —2. Pelo Lema 4.18 vale

H?*(P?, Zrp2(7)) = 0 e conseguimos a sequéncia exata
0 — HY(P? Zrp2(i)) — H'(P*, Ip (i) — H*(P?, Op2(—3)) — 0.
Dessa forma,
dimy (H' (P2, Z7 0(i))) = dimy, (H' (P?, Zrp2(i))) + dimy (H?(P?, Op2(—3))).

Sendo H?(P?, Op2(—3)) ~ H°(P?, Op2)* = k* = k, temos dimy(H?(P?, Op2(—3))) = 1
e portanto

W (Zr (i) = b (Zrp2(i)) + 1,

quando ¢ = m — 3. Il

Definicao 4.20. Seja F um feixe coerente em P}. Dado um inteiro s, dizemos que
F ¢é s-reqular se H'(P", F(s —i)) = 0 para todo inteiro positivo i. A regularidade de
Castelnuovo-Mumford, ou simplesmente, reqularidade, de F, é o menor dos inteiros r tal

que F é r-regular. Escreveremos r = reg(F).
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Em [16], Theorem 5.2, pg.228 prova-se que existe algum s tal que F é s-regular, e em

[9] mostra-se que se F é s-regular entdao F é t-regular, para todo inteiro ¢ > s.

Definicao 4.21. A regularidade de uma variedade H C P} é a regularidade de seu feixe

de ideais, isto é, 7 = reg(Zmpr).

Exemplo 4.2. Quando V' é uma hipersuperficie de grau m em P}, a regularidade de V' ¢
m. Se V = V(F), entao feixificando o isomorfismo S_,,, — [ = (V') dado por G — F-G,
obtemos o isomorfismo de feixes Opn(—m) ~ Zypr e dessa forma, para quaisquer inteiros
positivos i e s temos H' (PR, Zypn (s —i)) = H' (P}, Opn(—m + s —1)). Dessa maneira, pelo
Corolario 3.34 na péagina 71, se i # n entao Hi(IP”,Z,IVPZ(s — 1)) = 0 para todo s. E se

1 = n, temos
Hn(]P)Zan,IP’Z(S —n)) = H" (P, Opz(—m +s5—n)) = H(P}, Opz(m —s—1))7,

onde na tultima igualdade utilizamos o Teorema 3.33. Assim, H"(P}, Zypr (s —n)) = 0 se,
k ke
e somente se, m —s — 1 < —1, ou seja, se e somente se s > m.

Em particular, a regularidade de uma curva C C P? é o seu grau.

Exemplo 4.3. Como Zypn = Opn € H"(P", Opn(s — n)) ~ H°(P", Opn(—s — 1))*, que é

nulo se e 86 se s > 0, temos que a regularidade do conjunto vazio é zero.

Usando esta nogao de regularidade, encontramos mais uma resposta positiva para o

Problema de Poincaré.

Teorema 4.22. Seja C C P} uma curva reduzida de grau m, onde k é um corpo de
caracteristica zero ou p, com p 1 m. Denotemos por ¥ o conjunto das singularidades de
Ceo:=reg(X) ep:=0—m+2.

Se C' ¢é invariante por uma folheacao F de grau d e SNC' € finito, onde S € o conjunto

de singularidades de F, entao

d+1, se p<0
d+1+p, se p>0.

Demonstragao. Suponhamos p < 0. Entdo m —2 > o e Iy p2 é (m — 2)-regular, isto ¢é,

H (P2, Is,p2(m — 2 — i)) = 0 para todo ¢ > 0. Em particular, h!'(Zg p2(m — 3)) = 0.
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Do Lema 4.19, temos h'(Zs c(m — 3)) = 1. Em [12], equagao (2.2.2) verifica-se que
vale a igualdade h'(Q) = h'(Zsc(d — 3)) = 1, e de [11], Corollary 4.5 segue-se que vale
Y (Oc(d —1)) = 0.

Suponhamos agora que p > 0. Entao ¢ > m — 2 e usando o Lema 4.19 parai =0 — 1

ficamos com

W (Isclo—1)) = hl(IZ,]P’?(U - 1))
Pela defini¢ao de regularidade, temos h'(Zs p2(0 — 1)) = 0 e assim vale também que
W (Zsc(o—1)) =0. (4.30)
Sendo S N C finito temos por (4.26) a sequéncia exata de feixes
0—Zsc(m—1) = Oc(d+ 1) = Ognc(d + 1) — 0. (4.31)

Tensorizando a sequéncia (4.31) por Oc(p — 2) e tomando a sequéncia longa de coho-

mologias obtemos a sequéncia exata
0— H'(P*,Isc(oc — 1)) — H (P>, Oc(d+p— 1)) — H(P*, Osnc(d+p— 1)) —

— HYP*, Ts.c(0 — 1)) — H (P2, Oc(d + p — 1)) — H (P2, Ogne(d + p — 1)).

Por (4.30), H(P?,Zs c(c —1)) = 0 e H'(P?, Osnc(d+p—1)) = 0 pois dim(SNC) =0
e dessa forma, h'(Oc(d+p — 1)) = 0.
Dado um inteiro ¢ > 0, tensorizando a sequéncia exata curta (4.11) por Op2(i), lem-

brando que Zgp2 =~ Op2(—m) pelo Exemplo 4.2, conseguimos a sequéncia exata curta
0 — Op2(i —m) — Op2(i) — O¢(i) — 0.

Tomando a sequéncia exata longa de cohomologia da sequéncia exata acima, obtemos

a sequéncia exata
HY(P?, Op2(i)) — H'(P?, Oc(i)) — H*(P?, Ops(i — m)) — H*(P?, Op:(i)). (4.32)

Do Corolario 3.34, H'(P?, Op2(i)) = 0, H*(P?, Op2(i)) ~ H°(P? Op2(—i — 3))* = 0
pois i > 0 e H*(P?, Op2(i — m)) ~ H°(P? Op2(m — i — 3))*. Assim, a sequéncia exata
(4.32) nos da H*(P?, O¢(i)) ~ H°(P?, Op2(m — i — 3))*. Portanto,

p<0=h'(0c(d—-1)=0= h(Op(m—-3-d+1)=0=m—-d-2<0=>m<d+1
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p>0=h'(Ocld+p—1)=0=h(Op(m—-3-d—p+1)=0=m<d+1+p,

pois h%(Op2(j)) =0 < j < 0. O

Exemplo 4.4. Seja C' uma curva plana projetiva de grau m, invariante por uma folheagao
de P? de grau d. Se m = 1, como d > 0 temos trivialmente m < d + 1. Suponhamos
entdo m > 2. Se C' é suave, entao Sing(C') = () e pelo Exemplo 4.3 temos, na notagao do
Teorema 4.22, c =0e p=0 —m+ 2 < 0. Dai, o Teorema 4.22 nos fornece m < d + 1.

Portanto, o Teorema 4.22 generaliza o Teorema 4.17.

Terminamos observando que a limitacao para o grau apresentada no Teorema 4.22
envolve a regularidade da curva C, uma vez que a regularidade da curva em P? é o seu

grau. Em [7], Joana Cruz generaliza este resultado em P}, n > 2, da seguinte maneira:

Teorema 4.23. Seja C' C P} uma curva, n > 2. Suponha que C € reduzida, aritmeti-
camente Cohen-Macaulay, subcanonica e de grau m. Assuma que k € um corpo alge-
bricamente fechado e de caracteristica p > 0 com p t m. Sejam ¥ o subesquema das
singularidades de C, o = reg(X), r :=reg(C) e p :== 0 —r + 2. Suponha que C é uma
curva invariante por um campo vetorial de Py de grau d. Se dim(SNC) =0, onde S € o
lugar singular do campo, entao

d+1, se p<0

d+1+4+p, se p>0.
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