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Resumo

Esta oficina se caracteriza por desenvolver um trabalho com as representacdes decimais de
numeros reais, propondo uma melhor compreensdo dos conceitos e das concepcdes
atribuidos a este conteido no ambito do ensino fundamental e médio. Dispem-se neste
trabalho utilizar de varios recursos, quer seja humanos quer seja tecnoldgicos, contribuindo
para formacéo inicial ou continuada do professor de matematica. Esta oficina vem como
proposta anexa ao trabalho de pesquisa para obtencdo do grau de mestre profissional em
Educacdo Matematica pela Universidade Federal de Juiz de Fora. Configura-se como
suporte a possibilidade de iniciar uma reflexdo sobre como poderia ser o trabalho da
disciplina Andlise Real nos cursos de licenciatura em matematica. E também um convite ao
professor do ensino fundamental e médio a entender aspectos formais na apresentacao das
dizimas periddicas e obter uma maior compreensao na diferenca de definicdes e
conceituacdes entre os decimais infinitos periédicos (dizimas periddicas) e os decimais
infinitos ndo periddicos (os ndmeros irracionais) identificando consequéncias destas, na
matemética produzida no ambiente escolar.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, Matemética Escolar, Analise Real, Representacao
decimal, Densidade.

Justificativa

Ao desenvolver uma pesquisa para obtencdo do grau de mestre no programa
de Mestrado Profissional em Educacdo Mateméatica pela Universidade Federal de
Juiz de Fora, na qual, o autor apresenta a construcdo dos NUmeros Reais nas

estruturas “algébrica e topoldgica”, a proposta desta oficina surgiu, aliada a
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necessidade pessoal do autor em entender certos aspectos na constru¢cdo dos
nameros decimais infinitos periddicos e ndo peridédicos e também compreender a
nocdo de densidade, tdo presente no estudo de limite, continuidade, derivada e
integral de funcdes reais de variavel real e pouco comentada nas aulas de
matematica do ensino fundamental e médio. Na oportunidade, buscar-se-a elucidar
situacbes apresentadas em livros textos de matematica adotados no ensino
fundamental e médio, para uma melhor compreensdo das questdes envolvendo
nameros reais nas representacdes decimais periddicas e ndo periodicas.

Cursando um mestrado profissional em Educacdo Matematica, que tem por
caracteristica aproximar o professor das leituras e pesquisas na area e por
consequéncia, incentiva-lo a propor materiais de apdéio as préaticas pedagogicas que
poderdo servir de suporte para dindmica da matemética, produzida no seio escolar,
0 autor se sentiu motivado a unir sua necessidade pessoal, a oportunidade de
desenvolver esta oficina, visando buscar uma melhor compreensdo das
representacdes decimais, em seus aspectos formais e praticos, e compreender as
leituras referentes a esse assunto, apresentadas nos livros didaticos.

Atribuir certos aspectos formais ao desenvolvimento das representacdes
decimais pode contribuir para elucidar questdes que ainda ndo foram totalmente
discutidas ou compreendidas pelos professores que lecionam esta matéria, no
ensino fundamental e médio (grifo nosso).

Penteado e Silva (2007, p.1) trazem, no seu trabalho intitulado “O Estudo da
Densidade dos NUumeros Reais no Ensino Médio”, que tem como tema a abordagem
da densidade dos numeros reais, no sentido da existéncia de infinitos nameros
racionais e infinitos irracionais entre dois numeros reais distintos que, algumas
pesquisas realizadas em Israel e na Franca, apontam certas dificuldades dos alunos
em compreender alguns contetdos, devido a falta de conhecimento a respeito dos
nameros reais e das suas propriedades. Os autores destacam algumas confusdes
sobre a nocdo da distingdo entre numeros racionais e irracionais e a nogcao de
densidade. Essas confusfes estdo associadas, segundo os autores, as concepc¢des
e as crencas dos pesquisados, de que um numero irracional tem uma representacao
decimal ilimitada, a dificuldade de distingéo entre a cardinalidade dos naturais e dos
reais, a associacdo do numero irracional como nimero ndo exato, a concepgao de
gue o numero irracional ndo é inteiro ou é negativo dentre outras destacadas pelos

autores.
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No Brasil, destaca-se a pesquisa feita por Igliori e Silva (2001), realizada com
alunos recém-ingressos nos cursos de ciéncia da computacdo e com os formandos
dos cursos de licenciatura em matematica. Esta pesquisa evidenciou a confuséo
existente entre 0s conceitos de numeros racionais e irracionais em relacdo a
representacao decimal, ao sucessor e a existéncia de infinitos nimeros.

Igliori e Silva (2001) evidenciaram a forma pela qual os alunos confundiam a
definicdo de numero irracional, sendo para eles, numeros infinitos, ou seja, aquele
gue contem infinitos digitos apds a virgula, ou ainda raizes. Nesta mesma pesquisa,
os alunos definiram nimeros racionais como sendo exatos ou inteiros. No caso do
uso das reticéncias, os autores Igliori e Silva (2001) afirmaram que os alunos
pesquisados ficaram desconfortaveis, causando instabilidade nas respostas
proferidas.

Segundo Moreira e David (2005, p. 90), os numeros decimais desempenham
uma funcdo ambigua, até certo estagio da aprendizagem escolar, sendo um topico
de grande importancia. Tem o papel de ajudar na construcdo abstrata de namero,
guando se consideram certos decimais finitos, sendo um subconstruto associado a
ndameros racionais, ou como representacdo quando considerados registros de
nameros racionais ou reais e ainda podem ser identificados com a prépria nocao de
namero, N0 caso em que se conceituam os irracionais como decimais infinitos e nao
periodicos.

A representagdo decimal dos reais se reduz primariamente a uma
compreensao do sistema decimal de registros de niumeros naturais, ndo passando
de uma extensao dessa ideia basica (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 90). O grande
desafio é construir de forma coerente tal significado na apresentacdo desse
elemento no ambito do ensino fundamental e médio, diminuindo as dificuldades de
compreensao dos estudantes.

No ensino fundamental, ha o costume de apresentar aos estudantes, primeiro
as fracdes ordinarias e consequentemente os numeros decimais, determinados a
partir destas fracoes.

De acordo com Avila (2006, p.23) a conversdo de uma fra¢do ordinaria em
decimal se faz dividindo o numerador da fracdo pelo denominador. Se o denominar
da fragdo, na forma irredutivel, s6 contiver os fatores primos de 10 (2 e/ou 5), a

decimal resultante sera finita. Se o denominador da fracdo ordinaria em forma
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irredutivel tiver um fator primo diferente de 2 e 5, encontrar-se-a um decimal infinito e
periddico, ou seja, o resultado sera uma dizima periodica.

Para Moreira e David (2005, p. 92), a identificacdo da representacdo decimal
como resultado de uma divisdo continuada € uma das formas eficientes para a
atribuicdo da qualidade de namero as dizima periddica, identificando esse numero
como racional, pois € resultado da divisdo dois inteiros que previamente ja foram
identificados como numeros racionais.

Ao conceber a representacdo decimal para nimeros irracionais, Avila (2006,
p. 25), considera ndo ser nem finita e nem periddica. Esse mesmo autor considera
gue o primeiro numero irracional apresentado ao aluno no ensino fundamental e
médio € o numero PI (w), razdo do comprimento de uma circunferéncia pelo seu
didmetro, porém, no sentido formal, a demonstracdo da irracionalidade desse
namero esta fora do alcance da matematica para esse nivel de ensino.

Ainda no ensino fundamental e médio, o aluno é apresentado aos radicais e
novamente é informando a ele que raizes ndo exatas, como /3, V2,5, etc, sdo
nGmeros irracionais. Segundo Avila (2006, p. 35), o aluno tem condi¢des suficientes
para entender a demonstracdo da irracionalidade de 2, assim como outras
demonstracgoes.

Para Avila (2006), a apresentacdo dos nimeros irracionais, da forma como foi
discutida no paragrafo anterior, pode deixar no aluno a impresséo de que soO existem
o Pi (1) e alguns radicais como nameros irracionais, formando talvez a ideia de que
0 conjunto dos numero irracionais seja bem reduzido, no maximo enumeravel.

Essa visdo dicotomizada também esta presente em livros didaticos de
mateméatica adotados em algumas escolas publicas do Brasil. A imagem seguinte foi

retirada do livro “Tudo é Matematica” do autor Luiz Roberto Dante (2010, p. 34).

Figura I: O conjunto dos numeros reais
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Segundo o autor, o diagrama acima relaciona os conjuntos numericos N, Z Q, I

e R, sendo o conjunto I dos nimeros irracionais. Com base nessa apresentacéo, o
livro traz uma imagem de que o conjunto dos numeros irracionais é bem pequeno,
sugerindo ao leitor que esse conjunto tem poucos elementos, deixando a impressao
que esse conjunto é enumeravel®, o que de fato néo é verdade, pois trata se de um
conjunto ndo enumerdvel, ou seja, a cardinalidade® do conjunto dos nUmeros
irracionais € diferente da cardinalidade de N, demonstrada por Cantor em 1874.
Outra ilustracdo do mesmo livro (DANTE, 2010, p. 34) vem acompanhada da
definicdo do autor que conjunto dos numeros reais é a reunido do conjunto dos
nameros racionais com o conjunto dos numeros irracionais. Essa ilustracdo pode
causar também algumas duavidas, pois a imagem pode levar a subentender que os

dois conjuntos tém o mesmo tamanho.

Figura ll: Racionais e irracionais

Esta oficina abre campo para varias discussfes, porém, para um recorte da
mesma, este trabalho se pautara na compreensao das representacdes decimais dos
nameros reais, fundamentando-se na observacdo e na apresentacdo das dizimas
periddicas e na discussdo de certos aspectos desenvolvidos nos estudos dos
nameros decimais infinitos e ndo periddicos.

Moreira e David (2005, p. 96) apontam que, em outros estudos feitos para
classificar nimeros como racionais ou irracionais, € comum a identificacdo de
dizimas periédicas como ndmeros irracionais. Segundo 0os mesmos autores, 0S

alunos assumem que todos os numeros, 0s quais aparentemente apresentam certa

*Chama-se conjunto enumeravel todo conjunto equivalente ao conjunto dos nimeros naturais (AVILA,
2006, p. 33).

®Dois conjuntos tém a mesma cardinalidade se seus elementos podem ser colocados em
correspondéncia biunivoca, ou seja, quando € possivel estabelecer uma correspondéncia que leva
elementos distintos de um conjunto a elementos distintos do outro, tal que todos os elementos de um
e do outro conjunto sejam objetos dessa correspondéncia.
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anomalia, sao classificados como irracionais, ou seja, a infinidade de casas decimais
significa que um valor efetivamente nunca € atingido. Da mesma maneira, a
aceitacdo dos numeros negativos, que, de certa forma nao faz parte da intuicdo dos
alunos, sdo considerados também um namero irracional.

Presentes nos livros de matematica do ensino fundamental e médio, as
representacdes decimais despertam interesses, principalmente na forma pela qual
sdo caracterizadas. Apesar de ser um assunto bastante trabalhado no ensino
fundamental e médio, confusdes entre as representacdes de nlmeros racionais e
irracionais ainda causam duvidas e € nesta perspectiva que esta oficina pode
oferecer ao professor do ensino fundamental e médio em formacéo (continuada ou

inicial), uma compreensao de certos aspectos desse tema.

Objetivos

Objetivando esta oficina apresentar as representacfes decimais de nameros

reais em um desenvolvimento formal e discutir questdes que envolvem este assunto
no ambito do ensino fundamental e meédio, destacam-se também outros objetivos:
- desenvolver, junto ao professor do ensino fundamental e médio, uma relacédo de
proximidade entre o conteddo Andlise Real e a matemaética produzida no seio
escolar, discutindo as ideias e no¢des sobre nameros racionais e irracionais em
suas respectivas representacdes decimais.

- Sugerir uma melhor compreensédo na no¢do da densidade dos numeros reais.

Plano de acéo

O plano de acéo para o desenvolvimento desta oficina sera divido em trés
etapas, preenchendo o tempo de trabalho destinado a mesma.
1° tempo - 60 min: Sera feita uma apresentacéo expositiva da escolha do tema e/ou
motivos que contribuiram para o desencadear desta oficina, bem como a
apresentacao das dizimas periodicas e dos decimais infinitos ndo-periédicos, sendo
abordadas algumas consideracdes que possam ser importantes no decorrer do
trabalho.
2° tempo - 1h 30 min: Serdo apresentadas, neste segundo momento, cinco
situacbes de sala de aula, na forma de questbes, as quais serdo discutidas e

resolvidas durante esse tempo.
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- A primeira, relacionada a transformacgéo de frac6es em dizimas periodicas.
- A segunda, referente a transformacédo de dizimas periédicas na forma de
fracOes geratrizes.
- Aterceira, envolvendo decimais finitos escritos na forma infinita
- A quarta, envolvendo o periodo da dizima.
- A quinta, relacionada a densidade dos numeros reais e representacao
decimal dos nimeros irracionais.
3° tempo - 30 min: debate final em relagcdo aos problemas propostos, apresentacao
formal das dizimas peridédicas e das definicbes de numeros decimais infinitos
(periédicos e nao-periodicos) encontradas em livros didaticos do ensino fundamental
e médio e a apresentacdo da nocdo de densidade em no conjunto dos numeros

reais.

Procedimento metodoldgico da oficina

Esta oficina se resume em apresentar as representacdes decimais e em
entender aspectos da densidade dos numeros reais. Através de uma estrutura mais
formal, busca-se compreender e validar os aspectos pedagdgicos na aplicacdo
desses topicos, contribuindo para identificacdo de elementos estudados no ambito
do ensino fundamental e médio.

Para o desenvolvimento desta oficina, a abordagem, inicialmente escolhida,
foi o desenvolvimento das dizimas periddicas, que, ao longo do processo,
oportunizar4 tanto ao professor do ensino fundamental e médio quanto ao
licenciando em matematica, identificar elementos em livros didaticos e outros, 0s
guais utilizam, com ou sem rigor, tal estrutura.

Dando sequéncia, estudar-se-ao as representacées decimais dos numeros
irracionais, em contraste com as dizimas peridédicas, no intuito de desvelar
concepcdes e/ou consequéncias na aplicacdo deste assunto, no ambito do ensino

fundamental e médio.

Finalizando, serdo conduzidas discussfes em torno dos assuntos dizimas
periddicas, numeros irracionais na forma decimal e densidade do conjunto dos
nameros reais, formalizando alguns procedimentos e mostrando, ndo de forma

Impositiva, as possibilidades de entender questdes formais.
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Alguns conceitos a considerar
Limites: Uma aproximacao para séries geométricas infinitas
~ . - . 1 , z
Pense na representagdo decimal do numero racional - Esse nimero &

aproximado por uma sequéncia de outros numeros racionais, no qual os indices n
vao se tornando cada vez maiores, seguindo os valores consecutivos 1,2,3,... De
uma forma generalizada, pode-se considerar que certo namero racional s €
aproximado por uma sequéncia de outros numeros racionais s,, sendo n todos os
valores consecutivos 1,2,3,....

Para comecar, tome um segmento unitario e divida-o ao meio, pegue uma das
metades, e divida-o novamente ao meio. Sempre pegando uma das metades
restantes de cada divisdo, va dividindo-o ao meio, ate que os intervalos menores
obtidos tenham comprimento de 27", no qual n é escolhido arbitrariamente grande;

pode-se exemplificar, n = 1000, n = 100000, ou qualquer nimero que se desejar.

Figura lll: Dividindo o segmento unitario ao meio

Adicionando os comprimentos de todos os intervalos exceto o ultimo, obtém-
. ~ . . 1 1 1 1
se um comprimento total da sequéncia S,,, ou seja: S,, = Stotst ot

1
Considere a sequéncia S,, para n = 1; note que S; difere de 1 por (%) , ou

2
L L. — _1,1_3, i 1 —1] =
|51_1|_|E_1|_E’ paran =285, =-+=7;5, dlferedelpor(z) ,ouls,—1| =

|——1| === (—)ze para n =3, S3 =§+ +§=g; S; difere de 1 por (%)3 ou |S; —

1

4
1\3 . L )

1| = ——1| =-= (E) continuando o mesmo raciocinio acima, observa-se que a

n
sequéncia S,,, difere de 1 por G) e esta diferenca vai diminuindo, se tornando
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arbitrariamente pequena, ou tendendo a zero, a medida que n aumenta de forma
indefinida. O infinito considerado é o procedimento sem fim, ndo simbolizando uma
guantidade efetiva, logo ndo faz sentido afirmar que a diferenca é zero se n for
infinito.

O comportamento da sequéncia S,, € descrito como a soma §,, aproximando
do limite 1 a medida que n tende para o infinito, logo faz sentido a escrita 1 = §+
%+%+ -, no qual a direita tem-se uma série infinita, ndo significando que
efetivamente vai ser adicionado os infinitos termos, pois trata-se apenas de uma

expressao, que segundo Courant e Robbins (2000, p. 73) € abreviada para o fato de

gue 1 é o limite da soma infinita da sequéncia S,,, a medida que n tende ao infinito.

Nota-se que na igualdade 1 = %+ 212+ 233+ .-+ a forma de apresentar o simbolo

7

incompleto (+--) é meramente uma estenografia® matematica para afirmar

precisamente que 1 € o limite a medida que ntende ao infinito da quantidade

Sp = §+ % + % + -4 zin Pode-se usar de forma abreviada, a simbologia S, —1

guando n — o, ou a forma lim,_,,, Sn = 1. Essa ultima simbologia € utilizada dentro
de um rigor matematico que nao sera descrito nesta oficina.

Para tornar geral o conceito de limite, considera-se um numero g no intervalo
de (—1,1), logo as poténcias sucessivas de g, denotada por g, 42 4¢3, g%, ...,q", .., se
aproxima de zero, quando n aumentar. Se g for negativo, havera uma alternancia
dos valores das poténcias de q em valores positivos e negativos, os quais tenderéo
para zero pela esquerda ou pela direita alternadamente. O limite de ¢™, a medida

gue n tende ao infinito € zero. Simbolicamente indica-se por g - 0 com n — oo,

para —1 < ¢q < 1.

Se considerar g > 1o0u g < —1, sera que q", a medida que n tende a ao
infinito, tende a zero? Para uma analise mais detalhada, pode-se pensar em g = 2.
Escrevendo as poténcias sucessivas de ¢, tem-se 2,22 23,24 ..,2", .. pode-se
verificar que os valore crescem, se afastando de zero, logo ndo tende a zero, porém

para uma prova rigorosa da relagéo q" - 0 com n— oo, para —1 < g < 1, usa-se da

desigualdade de Bernoulli, a qual afirma que (1+p)" =1+ np, para qualquer

® Técnica de escrita abreviada segundo sinais convencionais que permite a rapida transcricdo de um
discurso (LAROUSSE, 2001, P. 401).
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p >—1 e n natural. Fixando g entre 0 e 1, tem-se ¢ =$, para p > 0. Logo,

q—ln =1+p)"=14+np>np :qin >np,o0u0<qgt< %% Logo, pode-se concluir que

s s . 1 1 7 las .
q" esta situado entre os valores fixos 0 e o sendo este ultimo se aproximando de
zero a medida que n aumenta arbitrariamente sem fim, dado que o ponto p € fixo e
. . 1
evidentemente q™ — 0. No caso de g ser negativo, tem-se q = ~ T e os valores

fixos se tornam (— %)(3) e

n

(%)(%) 0 invés de 0 e (1—17)(%) caso contrario,
segundo Courant e Robbins (2000, p.75), o raciocinio ndo se altera.

Considerando a série geométrica S, =1+ q+q*+--+q", sendo —1<q <
1, pode-se expressar a soma S, de uma forma mais simples e consistente. Esta
representacdo aparece com frequéncia nos estudos de progressfes geométricas
gue € um dos conteudos de sequéncias do ensino médio.

Se multiplicar S,, por g, a igualdade S, =1+ q + ¢* + -+ q", passara a ser
de forma equivalente ¢S, = q + ¢* + - + g™*1. Subtraindo as duas igualdades, tem-

S =1 24 ... n
Se{n +a+qi++q

=(1-¢)S,=1-g¢"" . Multipicando membro a
—an:q+q2+,,_+qn+1 ( CI) n q p
1—qn+1 1 n+1

membro por (1-g)7%, tem-se S, = T Pelo conceito de limite,

aumentando n tem-se q"*! =g"-q tendendo a zero, logo, passando ao limite
Sn —>1L_q guando n —» oo, para -1 < g < 1.

Esta linguagem permite escrever que uma série geométrica infinita 1+ g +

1 1 ‘o
CHg+ = T para —1 < g < 1. Voltando ao caso em que q = - tem-se a série
L. . g - 1 1 1 1 1 1
geomeétrica infinita 1 + ~ + 2 + = 4= =T =Ts 2.
2 2 2
. o fais 1 1 1
Considera-se agora a série geométrica S,, = Sttt Colocando o fator

2 em evidéncia, tem-se5n=3(1 +1+%+%+---)— 1( ! )=1-2= 1
2 2 2 2 2 2

~2\12
2
O intuito desta oficina € aproximar, tanto ao licenciando quanto ao professor
de matematica do ensino fundamental e médio, do desenvolvimento formal das

dizimas periédicas e identificar conceitos e caracterizacfes dadas a este assunto

nos livros didaticos do ensino fundamental e médio.
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Dizimas periédicas: um olhar diferenciado

Transformacéao de fragdes ordinarias em fracées decimais infinitas da origem
ao fendbmeno curioso das dizimas periddicas, gerando controvérsias, provocando
guestdes e desencadeando problemas.

Como seria a representacdo decimal infinita e periédica do nimero 1? Para
ilustrar o desenvolvimento das dizimas periddicas, considere o fato de que numa
divisdo de um numero por ele mesmo, cujo resultado é 1, a exigéncia de que o resto
seja sempre menor que o divisor fosse substituida por um fenémeno heterodoxo’,
em que o resto® seria igual ao divisor, como por exemplo, na diviséo de 5 por 5.

Observe:

5+5=0999.., como 5=+5=1,entdo € faciimente compreensivel que 0,9999... =

1. Na linguagem de série geométrica, escreve-se o numero 0,999... como a soma

. g s 9 1
infinita _+F+F+F+ 1o(1+_+ﬁ+ﬁ+ ) E<1 1)—1. Logo,

0,9999.... = 1.

Ao pensar na representacdo decimal de um nimero, seria possivel considerar
gue a decimal finita 0,34 e a decimal infinita 0,33999.... representa 0 mesmo
namero? Uma questdo a ser discutida e poderia causar davidas se ndo estivesse
bem definido o conceito de nimeros decimais.

Pode-se dizer que um numero decimal finito pode ser escrito na forma infinita,

bastando, para isso, considerar a dizima periédica 0,999... . No caso do exemplo,

observa-se que 0,33999... é o mesmo que — + F + F + F +o== + ﬁ +

103(1+ +F+ )=—+F+F(1_L%>=i+i+i(2):i+i+L:i+

F_os4

"Heterodoxo é gue ou aquele que se manifesta contrario a doutrina ortodoxa ou uma opinido
trad|C|0naI (LAROUSSE, 2001, P. 509).

8 Em cada etapa da diviséo, o resto considerado € o divisor, divido por 10, isto &, o resto de 5 dividido
por 5, na questdo acima, ndo é 5, e sim cinco décimos.
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De uma forma generalizada, um numero racional inteiro ou decimal finito,
pode ser escrito na forma de uma dizima periédica, representando o periodo desta

dizima por 9.

Algumas consideragdes sobre as dizimas:

Os ndmeros racionais 2 que ndo sdo fracdes decimais finitas podem ser

q
desenvolvidos como fragdes decimais infinitas, realizando o processo elementar do

algoritmo da divisdo. Em cada etapa, ha a necessidade de haver um resto ndo nulo,

pois caso contrério, a fracdo decimal seria finita.

p q

T,  €,0103A30405 ...axb;bybs ... b,

Os restos r; que surgem no processo da divisdo seréo 1, 2, 3,..., g - 1(todos
inteiros), de tal forma que haja no maximo g — 1 possibilidades diferentes para
valores dos restos, significando que algum resto r aparecera uma segunda vez,
fazendo com que todos os restos subsequente repitam novamente, mostrando que a
expressao decimal para qualquer numero racional é periodica.

O traco em cima dos digitos b, ..b; indica que esse conjunto repete
infinitamente, determinando, dessa forma, o periodo da dizima. Um exemplo a

considerar é = 0,33333... outro exemplo é o nimero racional % = 0,1222222 .....

Na sequéncia, serdo apontadas algumas situacdes para uma melhor
percepcdo do desenvolvimento das dizimas periodicas, aproximando do formalismo
conceitual exigido nos cursos de Andlise e abrindo campo para novas
consideracgoes.

Considere p <q nameros primos entre si, logo

§=O,a1a2a3a4a5 ..agbibybs ...b,. Se se multiplicar membro a membro por 10k,
implicar-se-4 na seguinte igualdade: 10% - §= 440,030,405 ... Ay, bybybs ... b, & 10 -

s = aA1a,030405 ... Af + 0, b1b2b3 b]

. ————————  biby..bj = biby..b;
O numero 0,bib;b;...b, = o T T

bj_bz...bj _ blbz...b]’ (1 1
103J T 10/

1102)+...=b152..4710/-11—110/=5152..b/10/-10/10/—1=5152...4/10/—1.
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Novamente, retorna-se a igualdade 10 - S: (103030405 ...ax + 0,b1bybs ... b,

e verifica-se que:

p

_— bib,..b;
10k 5 = aA10,030405 ... A + 0, b1b2b3 ...b] = 10k — = A10,030405 ... A + /

10/-1 °

<

Multiplicando membro a membro por 10/ — 1, tem-se a nova igualdade (10/ —1)-
10k pg=(10/—1)-alaa3adas..ak++152...4;. Multiplicando membro a membro por
q, tem-se: (10/ —1)-10¥ - p = q- [(10/ — 1) - (a1a203,405 ... ax) + (byb; ... b})]
significando que q é divisor de (10/ — 1) - 10¥. Se g for uma poténcia de 2 ou 5 ou de
2 e 5, entdo g € divisor de 10%, e desta forma, o decimal é exato, ou seja, ndo tem a
parte infinita e periédica. Porém se g nao for maltiplo somente de 2 e 5, encontra-se

a parte periodica, pois g sera divisor de (10/ —1). Um exemplo a destacar é a
representacdo decimal da fracao % Sabendo que 6 é multiplo de 2 e 3, logo escreve-

se que 2-3 é divisor de (10/ —1)10%, para j =1 e para k = 1. Se se analisar as
condicdes de j e k, pode-se afirmar que a representacdo decimal da dizima terd um
elemento decimal que nao repete indefinidamente e um elemento decimal que faz

parte do periodo da dizima. De fato, se se dividir o numerador da fracdo pelo
denominador, sera encontrada a representacdo decimal de %z 0,1666 ... . Outras

situacdes acompanham o mesmo raciocinio.

A fragdo que d& origem a dizima € denominada fragéo geratriz (IEZZI, 2007,
p. 12). Dada a dizima periodica 0, b b,b; ...b,; €ssa dizima & considerada simples,

pois o periodo inicia-se imediatamente logo apos a virgula. Considere m, sendo a

byb,..bj

geratriz desta dizima. A forma geral de encontrar m € dada por m = ———

, logo, se

periodo tiver 4 termos, ou seja, j = 4, o denominador da dizima serd 10* —1 =
9999. Isso explica o fato da geratriz da dizima periddica simples apresentar noves
em seu denominador.

Aplicando o conceito anterior, ao exemplo que segue, encontra-se a geratriz

da dizima 0,161616... Sabendo que o periodo é 16 e que j = 2, pois j corresponde

16 16 16

102-1  100-1 99

a quantidade de algarismos do periodo, tem-se

Quando, logo apds a virgula, uma parte, sendo um algarismo ou um grupo de
algarismos ndo se repete, ou seja, ndo pertence ao periodo tem-se as dizimas

periédicas compostas, fazendo, como o préprio nome diz uma composi¢cdo entre
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nao-periodo e periodo. Essas dizimas de forma geral, sdo representadas por
0,a,a,a3a4as5 ...agb by b3 ... b;.

Considere n, geratriz da dizima composta 0, a,a,;a3a,as ...agb;bybs...b;; a

[(10j—1)(a1 A,030405...0%)+by by ...bj]

(10/-1)10k Como

forma geral de escrever né dada por n =

[(10*-1)-1 +6] _ 9146 _ 15 _ 1
(ot-110t ~ 910 90 &

exemplo, a dizima 0,16666... tem como geratriz n =

A proposta ndo é substituir a ideia de usar as séries geométricas para
encontrar fragdes geratrizes, mas elucidar situagdes que ocorrem em salas de aulas
de matemética. Cabe ao professor decidir qual a melhor forma de trabalhar com
suas turmas, ficando claro que esta oficina serve como apoio para as praticas

pedagogicas.

Guias de trabalho
12 etapa: Apresentacdo e comentérios

Representacdo decimal de um namero real @ ndo negativo é uma expressao

. 00 ai .
que se caracteriza pela forma a = X2, que pode ser escrita compactamente

como a = ay, a,a,4a; ... 4, ..., €M que a, € um nimero inteiro maior ou igual a zero e
os indices ay, a,, as, a4, ... S0 digitos, ou seja, sdo numeros inteiros tais que 0 < a,, <
9.

As fracdes que tem 10, 100, 1000 no denominador podem ser representadas

na forma decimal. Essas fracbes sdo denominadas fracdes decimais. Com relacéo a

~ . ~ . ;s 2 4 9 1125
fracdo decimal, sua representacdo decimal é finita, logo ST 04 e 5= Toos =

1,125.

Todas as fracBes equivalentes as fracdes decimais tém denominadores que
podem ser escritos como poténcias de 2 ou 5, ou de 2 e 5. Se houver algum
denominador que apresenta, pelo menos um fator diferente de 2 e 5, entdo a fragéao

nao pode ser equivalentemente escrita na forma de fragcdo decimal.

22 etapa: Atividades

1) Faz sentido escrever 1/3 = 0,33333..7 Qual o sentido de infinitas casas
decimais?

Discussédo: De acordo com os PCN’s (1998) de matematica para 0 ensino

fundamental, as dificuldades encontradas no processo de aprendizagem dos
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nameros racionais, em especial, dos decimais finitos e infinitos se deve ao fato de
gue a aprendizagem dos numeros racionais supdem rupturas com ideias construidas
para 0s numeros naturais. Ao trabalhar como 0s numeros racionais, 0s alunos
acabam tendo que enfrentar obstaculos dos quais se destaca a representacdo do

nUmero racional na forma finita e infinita.

2) Escreva 12,314157237 na forma %.

Discussédo: Ao se observar célculos numéricos com aproximacdes, observa-se que
no campo dos racionais ocorrem duas representacdes, a fracionaria e a decimal,

sendo essa Ultima, finita ou infinita periédica (BRASIL, 1998).

3) Mostre que 0,999...= 1. E que 2,5=2,4999... e 1,48 = 1,47999...

Discusséo: As representacdes infinitas (tanto de racionais como de irracionais) dao
origem ao problema da aproximacdo numeérica, mostrando a necessidade de
considerar apenas um numero finito de ordens decimais na representacdo do
namero. Essa é uma oportunidade apropriada para se abordar o conceito de

arrendamento e as consequéncias nos resultados das operacdes (BRASIL, 1998).

4) Responda, justificando a resposta. A representacdo decimal de 3/17 é infinita e
periddica? Caso afirmativo, quantos algarismos tém o periodo dessa dizima?
Discusséo: Destacam-se as importancias de centrar as situacdes de aprendizagem
na elaboracdo de estratégias. De acordo como PCN’s de mateméatica do ensino
fundamental (1998), é preciso que o0 aluno desenvolva processos importantes como
intuicdo, analogia, inducdo e deducdo, e nédo atividades voltadas para a
memorizacao, desprovidas de compreensédo ou de um trabalho que privilegie uma

formalizacdo precoce dos conceitos.
5) Existe algum nGmero real entre v2 e v3? E entre 0,333... e 0,444...? Justifique

suas respostas. Como seria representacéo decimal dos nimeros 2 e v/3?
Discussdo: Um conjunto € denso, se, entre dois de seus elementos quaisquer,
exista uma infinidade de elementos do mesmo conjunto (CARACA, 1951, p. 56).

As discussdes sdo apenas nortes motivadores para o desenvolvimento do

debate que se abrira depois de respondidas as questdes.
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3° tempo: Debate final
Nesta etapa, serdo discutidos os pontos formais na apresentacdo das
representacdes decimais, buscando refletir sobre como pode ser trabalhado esse

assunto, associado as aulas de Analise Real nos cursos de licenciatura.
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