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Resumo

Esse trabalho apresenta uma nova formulagdo numérica para a andlise de problemas de
dominios acoplados, especificamente acustico-elastodindmicos. A interacdo fisica entre os meios
€ modelada em uma abordagem direta, como em um modelo desacoplado, através do calculo
de forcas de interface. E utilizada na discretizacdo espacial o método dos elementos finitos
e na discretizagdo temporal uma marcha no tempo adaptativa com amortecimento numérico
seletivo. Pardmetros de integracdo temporal sdo computados para cada elemento finito e passo
de tempo, buscando-se eliminar oscilagcdes espurias na solucdo numérica. Modos implicito-
explicito e explicito-explicito sdo considerados, a fim de se associar estabilidade incondicional
com eficiéncia computacional na anélise acoplada.

A metodologia numérica proposta apresenta grande acuricia e eficiéncia, além de flexibi-
lidade e facilidade de implementagdo. Para se ilustrar as vantagens dessa técnica, € feita uma
comparacao com um método classico conhecido na literatura. As aplicacdes numéricas aqui
descritas mostram os ganhos em precisdo e eficiéncia obtidos com a nova metodologia, demons-
trando sua eficdcia na solu¢do de uma classe genérica de problemas de grande complexidade.
Além da fécil implementagdo, o algoritmo proposto ndo exige custosos processos iterativos e é

autoinicializavel, adequado para usudrios ndo-experientes e para c6digos comerciais.

Palavras-chave: Anilise transiente acoplada, Método dos elementos finitos, Fluido acustico,

Solido elastodinamico.
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Abstract

This work introduces a new numerical formulation for coupled domains analysis, more
specifically acoustic-elastodynamic coupling. The physical interaction between the media is
modeled in a direct approach, as in an uncoupled model, by computing interface forces. The
finite element method is employed in the spatial discretization and an adaptive time scheme
with selective numerical damping is used in the temporal discretization. Time integrators are
computed for each finite element and time step, aiming at eliminating spurious oscillations in
the numerical solution. Implicit-explicit and explicit-explicit modes are considered, matching
unconditional stability with computational efficiency in the coupled analysis.

The proposed numerical methodology is very accurate and efficient, being flexible and
easy to implement. In order to illustrate the advantages of this technique, a comparison with a
classic method found in the literature is presented. The numerical applications described here
highlight the accuracy and efficiency gains obtained with the new methodology, showing its
effectiveness when solving a broad class of highly complex problems. In addition to the easiness
of implementation, the proposed algorithm does not require costly iterative procedures and is

truly self-starting, suitable for non-expert users and commercial codes.

Keywords: Transient coupled analysis, Finite element method, Acoustic fluid, Elastodynamic

solid.

v



Sumario

Resumo iii
Abstract iv
Sumario v
Lista de Figuras vi
Lista de Tabelas vii
Lista de Algoritmos viii
Nomeclatura ix
1 Introducio 1
1.1 Contextualizac0 . . . . . . . . . . o e e e e 1
1.2 Classificacdo de problemas acoplados . . . . . ... ... ... ........ 2
1.3 MoOtivac@o . . . . . v v v e e e e e e e e e e e e e e 5
1.4 Objetivoselimitagdes . . . . . . . . . . . oL 5
1.5 Organizacdodotrabalho . . . . .. ... ... ... ... oL, 6
2 Formulac¢iao do Problema
2.1 Dominiofluido . . .. ... .. ... ...
2.1.1 Equagdes gOvernantes . . . . . . . . . .. i e e e e e e
2.1.2 CondigOes IniCiaiS . . . . .« v v v v i e e e e e e e e e e 11
2.1.3 CondigOesdecontorno . . . . . . . ... ... 12
22 DominiosOlido . . .. ... ... 12
2.2.1 Equagdes gOVernantes . . . . . . . ..o i e e e e e e e e 12
222 CondigOes INICIalS . .« v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e 14
223 CondicOesde contorno . . . . . . . . ..o ..o 14
2.3 Acoplamento de dominios fluidoe sélido . . ... ... ... ......... 15
2.3.1 [Equagdes governantes . . . . . . . . .. v e e e e e 15
3 Formula¢ao Numérica 16
3.1 Discretizacdoespacial . . . . . . . ... Lo e 16
3.1.1 Meétodo dos elementos finitos . . . . . . . ... ... ..o 16
3.1.2 Equagdes para dominio fluido . . . . ... ... ... ... ... 17
3.1.3 Equagdes para dominiosélido . . . ... ... ... .......... 19
3.2 Discretizagdo temporal . . . . . .. ... e e 21



3.2.1 Meétodo de diferengas centrais . . . . . . . ... ...
3.2.2 Meétodo adaptativo . . . . .. Lo e e e e e
3.3 Acoplamento numérico de dominios fluidoe sélido . . . . .. ... ... ...
3.3.1 Acoplamento pelo método de diferengas centrais . . . . . . ... ...

3.3.2 Acoplamento pelo método adaptativo . . . . . ... ...

4 Aplicacoes Numéricas

4.1 Barrafluido-sélido . . . . .. .. .. ...
4.1.1 Malhas triangulares regulares . . . . . . .. ... ... oL
4.1.2 Malhas retangulares regulares . . . . . .. ... ... 0oL
4.1.3 Malhas triangulares irregulares . . . . . . . ... ... ... .. ...

4.2 CristaiS SONICOS . .« + v v v v e e e e e e e e e e

5 Conclusoes

Referéncias

vi

39
39
41
46
49
52

66

68



Lista de Figuras

O 0 N9 O Lt B~ W N =

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

Geometria do problema barra fluido-solido. . . . . . ... ... ... ... .. 40
Malhas triangulares regulares para problema barra fluido-sélido. . . . . . . .. 41
Solug¢des para ponto B do dominio fluidodamalhaT3. . . ... ... .. ... 42
Solug¢des para ponto C do dominio fluidodamalhaT3. . . ... ... ... .. 43
Solugdes para ponto A do dominio solidodamalhaT3. . . . .. ... ... .. 43
Solugdes para ponto B do dominio s6lidodamalhaT3. . . . .. ... ... .. 44
Erro L, nas malhas triangulares regulares para dominio fluido. . . . . ... .. 44
Erro L, nas malhas triangulares regulares para dominio sélido. . . . .. .. .. 45

Erro L, nas malhas triangulares comparando oscilagdes do parametro ¢, para

acoplamento adaptativo implicito-explicito. . . . . . . ... ... ... ... 46
Malhas retangulares regulares para problema barra fluido-sélido. . . . . . . . . 47
Erro L, nas malhas retangulares para dominio fluido. . . . . . ... ... ... 48
Erro Ly nas malhas retangulares para dominio sélido. . . . . . .. ... .. .. 49
Malhas triangulares irregulares para problema barra fluido-sélido. . . . . . . . 50
Erro L, nas malhas triangulares irregulares para dominio fluido, pontoB. . . . 51
Erro L, nas malhas triangulares irregulares para dominio sélido, pontoB. . . . 51
Tipos de cristais SONICOS. . . . . . v v v v v i e e e e e e e e e e e 52
Pulsode Ricker. . . . . . . . . .. L 54
Geometria do problema de cristais sonicos com fonte pontual. . . . . ... .. 55
Malhas para problema de cristais sonicos com fonte pontual. . . . . . ... .. 56
Pressdo e pardmetro «, para dominio fluido com fonte pontual de Ricker. . . . 59
Tensdo de von Mises para dominio sélido com fonte pontual de Ricker. . . . . 60
Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para f{ = 9164 Hz. . . ... ... .. 61
Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para fo = 18328 Hz. . . .. ... .. 61
Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para f3 = 27492 Hz. . . . ... ... 62
Solugdes para pontos A e B da malha CSFPf, para f{ = 9164 Hz. . . ... .. 63

Histogramas do parametro o, para malha CSFPf antes e apos correcio de frequén-

ClaS NALUTAIS. . .+ v v v v e e e e e e e e e e e e e 64

vil



Lista de Tabelas

N B~ W N =

Caracteristicas das malhas triangulares para problema barra fluido-solido.

Caracteristicas das malhas retangulares para problema barra fluido-sélido. . . .
Caracteristicas das malhas para problema de cristais sonicos com fonte pontual.
Erro L? para ponto A da malha CSFPf, para dois tipos de acoplamento. . . . . .

Tempo de execugdo de sub-rotinas selecionadas, em s (% total). . . . ... ..

viii



Lista de Algoritmos

AN LN AW N =

Meétodo de diferencas centrais . . . . . . . . ... L. 25
Método adaptativoexplicito . . . . . . . . .. L. 30
Método adaptativo implicito . . . . . . . .. ..o Lo 31
Acoplamento de dominios pelo método de diferencas centrais . . . . ... . .. 35
Acoplamento de dominios pelo método adaptativo, modo implicito-explicito . . 37
Acoplamento de dominios pelo método adaptativo, modo explicito-explicito . . 37

X



Nomeclatura

Simbolos latinos

E modulo de elasticidade (Young)

K modulo volumétrico

c velocidade de propagacdo de onda genérica

Cd velocidade de propagacao de onda de dilata¢ao (longitudinal)
Cs velocidade de propagacdo de onda de cisalhamento (transversal)
D pressao

s entropia

t tempo

b (b;) vetor forcas de dominio

u (u;) vetor deslocamento

v (v;) vetor velocidade

X (z;) vetor posi¢cao

Simbolos gregos

r espaco vetorial do contorno

Q espaco vetorial do dominio

0] fator de oscilacao

A parametro de Lamé

1 viscosidade dindmica, parametro de Lamé
Ly viscosidade volumétrica

v coeficiente de Poisson

w frequéncia angular



Notacoes

Iy
fs
fe

|

fi
fij
fo

Af
fn
fii
fi9i

campo genérico

densidade

coeficiente de amortecimento viscoso
(6;5) tensor delta de Kronecker

(€45) tensor de deformacdes

(0i;) tensor de tensdes de Cauchy

(735) tensor de tensoes genérico

variavel relativa a dominio fluido

varidvel relativa a dominio sélido

varidvel em termos de elemento

derivada parcial de primeira ordem da varidvel f em relagc@o a varidvel tempo
derivada parcial de segunda ordem da varidvel f em relagdo a varidvel tempo
valor prescrito da variavel f

direcdo s deum vetorf (: = 1,2em 2D e i = 1,2,3 em 3D)

direcdes ¢, j de um tensor f (¢, 5 = 1,2em 2D e, j = 1,2,3 em 3D)
condi¢do inicial, valor de referéncia da varidvel f

flutuacdo da varidvel f em relacdo ao valor de referéncia

variagdo da variavel f

variavel f no passo de tempo n

trago de um tensor f (f;; = fi1 + fooem 2D e fi; = fi1 + fo2 + f33 em 3D)

notacdo de soma (f;g; = fig1 + fagoem 2D e f;9; = fig1 + fog2 + f393 em 3D)

xi



af
ot

Df
Dt

F{S}

fT

f—l

Siglas

CFD
CSM
EDO
EDP
FSI
MDC
MDF
MEC
MEF
MVF

SPH

derivada parcial de f em relacdo a variavel ¢

derivada material (total) de f em relagdo a variavel ¢ (
transformada de Fourier da funcio f

negrito para vetor, tensor ou array

transposta de um vetor, tensor ou array f

inversa de uma matriz f

computational fluid dynamics
computational solid mechanics
equacao diferencial ordindria
equacao diferencial parcial
fluid-structure interaction

método de diferencas centrais
método das diferengas finitas
método dos elementos de contorno
método dos elementos finitos
método dos volumes finitos

smoothed-particle hydrodynamics

Xii

bf
Dt



1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Fendmenos fisicos envolvendo dominios continuos distintos sdo frequentemente en-
contrados em vérias dreas da engenharia, e sempre que o comportamento de um interfere
significativamente no comportamento de outro, trata-se de um problema de dominios acopla-
dos. Tais problemas sdo por natureza interdisciplinares, e fazem uso de diferentes teorias e
modelos matematicos, associados a areas como mecanica dos solidos, dindmica dos fluidos,

termodinamica, mecanica dos solos, eletromagnetismo, 6tica e cinética quimica.

As interagdes entre os dominios analisados devem ser adequadamente descritas e equa-
cionadas para se obter uma solugdo consistente. Por vezes, conectar os dominios ndo é um
procedimento trivial, dependendo das modelagens matemaética e numérica de cada um dos meios,

do seu grau de interacdo, da precisio desejada e do custo computacional.

Na maior parte das aplicagdes préticas, além das modelagens fisica e matematica, faz-se
necessario o uso de métodos numéricos, uma vez que sao raros os casos para os quais € conhecida
uma solugdo analitica para as equacdes diferenciais parciais (EDPs) que modelam o problema.
Algumas técnicas numéricas largamente empregadas na atualidade na solug@o dessas EDPs sdo
construidas pela discretizagdo do dominio. Exemplos de procedimentos de dominio cldssicos sdao
o método das diferencas finitas (MDF), o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos
volumes finitos (MVF), os quais eficientemente resolvem grande parte de problemas envolvendo
s6lidos elésticos ou plésticos, escoamentos em variados regimes, transferéncia de calor e massa,

propagacdo de ondas em diversos meios, entre outros [ 1--5].

Além dessas técnicas, nas ultimas décadas houve o surgimento e amadurecimento de
outros métodos numéricos. Um deles € o método dos elementos de contorno (MEC), o qual dis-
cretiza apenas as fronteiras do dominio analisado, apresentando grande vantagem na modelagem
de meios (semi-) infinitos [6]. Métodos sem malha (meshfree ou meshless), como o smoothed-
particle hydrodynamics (SPH), dentre muitos outros, vém sendo amplamente desenvolvidos, por
vezes para compensar as desvantagens de métodos cldssicos; para citar um exemplo, métodos
sem malha modelam sem grandes dificuldades descontinuidades no dominio (e.g. fraturas),
as quais em geral nao sdo contempladas na construcao cldssica de métodos de dominio [7--9].

Métodos espectrais também vém recebendo relevantes contribui¢des nos ultimos anos [10, 11].

Cada um dos métodos indicados apresenta vantagens e desvantagens, relacionadas a custo
computacional, complexidade de implementacdo, adequacdo a determinados tipos de problemas,

e mesmo popularidade no meio cientifico. O acoplamento de dominios frequentemente faz uso



de mais de um método numérico, a fim de explorar os beneficios especificos que cada técnica
guarda, visto que a principio nao existe um procedimento que resolva todo tipo de problema de

maneira eficiente e precisa, especialmente em andlises de grande complexidade.

1.2 Classificacao de problemas acoplados

Problemas de dominios acoplados podem ser classificados de diferentes maneiras:
1. existéncia de interagdo reciproca:
- acoplamento forte
- acoplamento fraco
i1. tipo de interface de acoplamento:
- acoplamento de contorno
- acoplamento de dominio
iii. grau de acoplamento:
- acoplamento explicito (sistemas de equacdes desacopladas no tempo)
- acoplamento implicito (sistemas de equagdes acopladas no tempo)
iv. modelagem de cada dominio.

Quanto a existéncia de interacao reciproca entre dominios (i), pode-se denominar como
acoplamento forte aquele em que o comportamento de cada dominio interfere de maneira
significativa nos outros. Caso o efeito de algum dos dominios no comportamento de outro possa
ser desprezado, trata-se de um acoplamento fraco. Uma situagdo que permite a modelagem
por acoplamento forte ou fraco € o deslocamento de uma estrutura sélida submetida a uma
excitacdo periddica (como um alto-falante), e imersa em um fluido: caso a amplitude das
pressdoes no dominio fluido seja pequena, ou as deformacdes na estrutura sejam pequenas
quando comparadas com o seu deslocamento, pode-se ignorar o efeito na estrutura sélida das
variagdes de pressdo vindas do fluido (acoplamento fraco, ou unidirecional); caso contrério,
faz-se necessdrio considerar as interagdes reciprocas entre ambos os dominios (acoplamento
forte, ou bidirecional). A escolha de um acoplamento forte ou fraco depende da natureza do
problema e na precisao desejada para a solu¢@o, podendo ser de grande importincia na reducao

de custos computacionais.



Ja a classificacdo pelo tipo de interface de acoplamento (ii) diz respeito a parcela de cada
dominio que efetivamente se relaciona com outro. Quando hé interag¢do direta somente entre os
contornos de cada dominio, trata-se de um acoplamento de interface. Como exemplo, pode-se
citar interacoes entre s6lidos ndo-porosos e fluidos como liquidos ou gases. Quando, porém,
ha uma intersecdo espacial entre os dominios (ou parte deles), trata-se de um acoplamento
de dominio. Exemplos incluem liquidos imersos em solos porosos, solidos ou fluidos com

comportamento eletromagnético pronunciado e extrusao metalica em altas temperaturas [|2].

O grau de acoplamento (iii) para problemas transientes, no contexto especifico de so-
lugdes numéricas desse trabalho, relaciona-se com a possibilidade de se resolver um dominio
independentemente do outro, particularmente no que diz respeito a montagem dos sistemas de
equacdes. Caso a discretizagdo temporal permita que, a cada passo de tempo, seja montado
um sistema de equagdes algébricas dependente apenas de informagdes calculadas em passos de
tempo anteriores, trata-se de um problema desacoplado, que pode ser resolvido explicitamente
para cada dominio. Caso porém, para cada passo de tempo, seja montado um sistema de equa-
coes algébricas que necessite de informagdes do passo de tempo a ser calculado, trata-se de um
problema acoplado, o qual s6 pode ser resolvido implicitamente. A denominacao ‘acoplado’
(relativa a sistemas de equagdes acopladas no tempo) introduzida nesse pardgrafo difere do
acoplamento (intera¢io) de dominios, termo utilizado no texto até entdo, sendo que pelo contexto

serd possivel distingui-los.

Atendo-se ainda a classificacao do tipo (iii), problemas cujo acoplamento pode ser
resolvido de maneira explicita (sistemas de equagdes algébricas desacopladas para cada dominio)
apresentam uma evidente vantagem quanto ao custo computacional. Isso ocorre pois € possivel
resolver cada dominio de maneira independente e consecutiva, havendo necessidade apenas
de transmitir dados de interagdo entre os dominios a cada passo de tempo. De maneira geral,
contudo, ndo se garante estabilidade numérica incondicional ao se utilizarem marchas de tempo
explicitas. Para contornar essa dificuldade, € possivel utilizar marchas no tempo implicitas para
ambos os dominios, mas agora o acoplamento também se torna implicito (sistemas de equacdes
algébricas acopladas), ou seja, a solu¢do referente a um dos dominios para um passo de tempo
depende da solucdo referente ao outro dominio no mesmo passo de tempo, ainda ndo calculada.
Faz-se necessdrio, portanto, um procedimento iterativo, de custo computacional obviamente

mais elevado [13].

Finalmente, o tipo de modelagem de cada dominio (iv) também permite classificar
problemas acoplados. Uma vez que esse trabalho tem como foco apenas dominios fluido e
sOlido, ndo serd tratada a modelagem de outros meios, como solos, materiais com propriedades
eletromagnéticas ou escoamentos reativos. Ressalta-se ainda que também sdo considerados
como problemas acoplados aqueles que possuem somente um meio dividido em dominios com

caracteristicas bastante diferentes (como propriedades fisicas ou refinamento de malha), ou



quando sdo resolvidos por diferentes métodos numéricos.

Para o dominio fluido, a dindmica dos fluidos computacional - comumente conhecida na
literatura por computational fluid dynamics (CFD) - abrange vérios aspectos da modelagem de
fluidos (entre os quais: viscido/inviscido, compressivel/incompressivel, monofasico/multifasico,
reativo/ndo-reativo, turbulento/ndo-turbulento, newtoniano/nao-newtoniano). Um importante
modelo adequado a muitos problemas € o fluido acustico, cuja caracterizacdo serd detalhada na
subsecdo 2.1. E evidente que sdo extremamente abrangentes as possibilidades de se modelar um
fluido genérico, e ndo € objetivo desse trabalho discuti-las extensivamente, sendo indicadas as

referéncias [14--16].

J4 o0 dominio sélido também permite diferentes modelagens. Uma das mais comumente
utilizadas € o s6lido elastodinamico, cuja caracterizacdo serd detalhada na subse¢do 2.2. Existem,
entretanto, muitos outros modelos continuos tratados na mecanica dos solidos, incluindo, além
da teoria eldstica, consideragdes como plasticidade, viscoelasticidade, entre muitas outras. Mais
informacdes sobre tais modelos podem ser encontradas em [ 7--20]. O estudo de solidos aliado
a técnicas computacionais ¢ comumente denominado na literatura por computational solid
mechanics (CSM).

As denomina¢des mais comuns para os problemas aqui estudados sao interagao fluido-
estrutura - comumente conhecida na literatura por fluid-structure interaction (FSI) - e aeroe-
lasticidade [21]. Esse dltimo termo, em geral, leva em consideragdo aspectos aerodinamicos,
como flutter em asas de aeronaves, surge em rotores de turboméaquinas e vibragdes de pontes
submetidas a excitagdo de vortices criados pelo escoamento de ar [22--24]. Uma vez que essas
aplicacdes nao sao o foco desse estudo, serd utilizado aqui o primeiro termo, com cardter mais
genérico. Outras aplicagdes de FSI incluem barragens, estruturas offshore, interagao de lubrifi-
cantes com maquinas rotativas, vasos de pressao, tubulagdes, sonares submarinos, ultrasom no
meio médico, acustica de alto-falantes, eventos sismicos, exploracao geoldgica, o sistema de

fonagao etc. [25--31].

ApOs essa breve porém abrangente discussao acerca dos diversos agrupamentos € pos-
sibilidades de modelagem de problemas acoplados, faz-se necessario indicar quais topicos
serdo tratados nesse trabalho, de acordo com a classificacdo descrita. (i): serdo considerados
dominios fluido e sélido, com acoplamento do tipo bidirecional, ou forte. (ii): a interface de
acoplamento, devido a natureza da interagcdo entre esses dominios, € do tipo contorno. (iii): 0
grau de acoplamento € explicito, ou seja, ndo sdo necessarios procedimentos iterativos para
obten¢do da solucdo numérica. (iv): a modelagem dos meios € de fluido acustico (pequenas
variagcdes de velocidade, pressao e densidade), e sélido elastodinamico (obedecendo a lei de

Hooke generalizada). Portanto, sdo estudados problemas do tipo acustico-elastodinamico.



1.3 Motivacao

Uma vez que tornam-se cada vez mais frequentes andlises de dominios acoplados na
engenharia, hd necessidade do desenvolvimento de métodos numéricos confidveis (que produzam
resultados precisos e consistentes), e de custo computacional nao-proibitivo. Esse trabalho
apresenta uma técnica de acoplamento que busca atingir solugdes precisas, a0 mesmo tempo

sem introduzir procedimentos iterativos dispendiosos.

No que toca a precisao da solu¢do numérica, € de grande importancia na andlise dindmica
a preservacao da representacdo de modos vibracionais que sdo associados a0 comportamento
fisico efetivo do problema. Entretanto, a discretizagcao espacial introduz modos de vibragdo que
podem ndo representar a solucdo real esperada. Quando isso acontece, tais oscilagdes de alta
frequéncia s@o denominadas espurias (no passado parasitas), ou oscilacdes ndo-fisicas [32, 33].
Introduzir amortecimento numérico pela macha do tempo € uma maneira de atenuar a excitacao

dessas oscilacdes espurias, € uma ampla revisao sobre o topico pode ser encontrada em [34].

Portanto, a fim de se obter uma solugdo precisa, é necessario que a marcha no tempo
amorteca adequadamente as oscilacdes espurias, sem prejudicar as baixas frequéncias, que
efetivamente representam a resposta fisica do problema. A marcha no tempo aqui utilizada,
denominada de agora em diante por método adaptativo, apresenta excelentes propriedades
dissipativas, sendo que essa dissipacdo numérica somente é ativada em locais e instantes automa-
ticamente selecionados, a fim de amortecer somente oscilacdes ndo-fisicas, e manter a qualidade

da resposta no resto do dominio e da andlise temporal.

Quanto ao custo computacional, a técnica aqui proposta permite a solucdo do problema
de FSI resolvendo-se cada um dos dominios de maneira independente. Portanto, a solucdo
torna-se desacoplada ao longo do tempo - referindo-se a classificacdo (iii). Essa abordagem
apresenta, portanto, grande efici€éncia computacional, quando comparada a abordagens iterativas,
particularmente para problemas de grandes dimensdes, que exijam passos de tempo reduzidos

ou longas andlises [ 3].

1.4 Objetivos e limitagoes

Esse trabalho apresenta uma técnica numérica inédita de acoplamento de dominios fluido
e solido, especificamente actstico-elastodindmico. Essa técnica faz uso de uma marcha no
tempo previamente proposta por [35] (com pequenas modificacdes), a qual foi especialmente
desenvolvida para ser utilizada junto ao MEF. Essa marcha foi construida de maneira a conectar
a discretizacdo espacial pelo MEF com a discretizacdo temporal pelo MDF, com excelentes

resultados de precisdo e eficiéncia.



O método numérico de acoplamento a ser apresentado, denominado a partir de agora
por acoplamento pelo método adaptativo, € ainda comparado com o acoplamento pelo método
de diferencas centrais (MDC), uma vez que essa marcha no tempo é amplamente conhecida na
literatura [36]. Essa comparagdo € feita por duas aplicacdes numéricas representativas, € ilustra
a potencialidade de se utilizar a técnica numérica de acoplamento explicito proposta com 6timos

resultados.

Em resumo, esse trabalho apresenta a modelagem tedérica dos dominios fluido e sélido,
do acoplamento acustico-elastodindmico, a descri¢ao tedrica do MEF e das marchas no tempo
utilizadas, a nova técnica numérica de acoplamento proposta e finalmente aplicagdes numéricas

de grande valor representativo.

N3ao sdo estudados nesse trabalho meios outros que sélido elastodindmico ou fluido
acustico, apesar de o desenvolvimento teérico da se¢do 2 permitir alguma flexibilizacao de
modelagem. Ambos 0s meios sdo descritos no referencial lagrangiano, particularmente adequado
para a formulacdo do MEF utilizada. Outros modelos de s6lido ou fluido também t€m grande
importancia em diversas dreas da engenharia. Como exemplo, escoamentos turbulentos com
grandes nimeros de Reynolds podem gerar o desprendimento de vortices, os quais por sua vez
podem excitar uma estrutura s6lida nas redondezas; nessa situacdo, o numero adimensional de
Strouhal € de grande representatividade, e pode também ser interessante calcular as forcas de
arrasto (drag) e sustentagdo (/ift) na estrutura. Outro aspecto ndo tratado aqui sdo sélidos com
comportamento plastico, quando submetidos a grandes deformacdes. Essas modelagens fogem
ao escopo desse trabalho, e particularmente das técnicas numéricas propostas, uma vez que,
dependendo da constru¢do do modelo, pode ser mais adequado o uso de um referencial euleriano,

ou de marchas no tempo substancialmente diferentes.

O método de discretizagao espacial utilizado é o MEF, de ampla aplicagdo em simulacdes
numéricas diversas. E também comum o uso de outras técnicas para problemas acistico-
elastodindmicos, como o MEC [13, 37--40], o qual ndo é estudado nesse trabalho. Por fim, é
apresentada aqui uma andlise no dominio do tempo, apesar de uma das aplica¢des numéricas

utilizar conceitos relativas ao dominio da frequéncia.

1.5 Organizacao do trabalho

A organizacdo do texto é dada pela seguinte estrutura. Apds as consideracdes iniciais
discutidas na se¢@o 1, € apresentada a derivacdo das equagdes que modelam os dominios fluido e
s6lido na secdo 2, respectivamente nas subsecoes 2.1 e 2.2, bem como as respectivas condi¢des
iniciais e de contorno. As equagdes de compatibilidade nos contornos entre os dominios sao

mostradas na subsec¢do 2.3.



Em seguida, a secdo 3 apresenta a discretizacdo espacial utilizada (MEF) na subsecdo
3.1 e a discretizagdo temporal na subse¢do 3.2. Esta ultima subsecao descreve as marchas no
tempo empregadas, a saber, 0 MDC na subse¢do 3.2.1 e o método adaptativo na subse¢do 3.2.2.
E apresentado entdo o procedimento de acoplamento numérico entre os dominios na subse¢do
3.3, para ambas as marchas no tempo, incluindo a técnica inédita proposta nesse trabalho. O
nivel de detalhe adotado € suficiente para a completa implementacdo dessas técnicas em futuros

trabalhos.

Parte-se entdo para as aplicagdes numéricas, na secao 4. Primeiro € analisado o problema
da barra fluido-sélido, na subsecdo 4.1, e em seguida o problema de cristais sonicos, na subse¢ao
4.2. Nessa secao € possivel comparar a precisdo e eficiéncia da técnica proposta com um
procedimento clédssico de acoplamento. Finalmente, consideracdes conclusivas sdo feitas na

secdo 5, anexas a sugestoes para trabalhos futuros.



2 Formulacao do Problema

Serdo abordadas nessa se¢@o as descricoes tedricas dos dominios fluido e sélido estudados,
assim como o seu acoplamento para o problema global. Alguns detalhes algébricos relativos a
demonstracdes serdo omitidos por ndo serem o objetivo primdrio desse trabalho, mas referéncias

bibliograficas adequadas serdo indicadas.

Os sistemas de equacdes governantes de ambos os dominios e 0 acoplamento serdo agora
desenvolvidos, com as respectivas condi¢des iniciais e de contorno. Em seguida serdo feitas as

devidas hipdteses simplificadoras, para posterior discretizacdo e andlise numérica na secao 3.

2.1 Dominio fluido
2.1.1 Equacoes governantes

A descricao utilizada nesse trabalho para o dominio fluido € a formulagdo actstica para
um meio compressivel. Informacdes mais detalhadas sobre o tépico podem ser encontradas
em [14--16, 18, 41, 42], e somente as principais equagdes serdo descritas aqui. Para se obter
as equacdes governantes do meio, sdo utilizadas as seguintes hipéteses simplificadoras para o
fluido:

1. newtoniano;

11. isotrépico;

1i1. monofasico;

1v. inviscido;

v. pequenas variagoes de velocidade, pressdo e densidade;
vi. isentrépico;
vii. irrotacional.

Nessa sec¢do, as varidveis relacionadas ao meio fluido, no referencial lagrangiano e sem
consideragdes energéticas, sdo a velocidade v = v(x, ), a densidade p = p(X,t) e a pressdo
p = p(x,t) para uma particula na posi¢do x € 2 e instante ¢ € [0,00). A notagdo em negrito
indica grandezas vetoriais ou tensoriais. Além disso, 2 C IR" (n = 2, 3) e seus contornos

pertencem ao conjunto I' C IR™’, sendo I' =I'; U I'y, em que I'; corresponde ao subconjunto



com condi¢des de contorno de Dirichlet (primeiro tipo, ou essencial), e I's corresponde ao

subconjunto com condi¢des de Neumann (segundo tipo, ou natural), e 'y N Ty = 0.

Inicialmente, parte-se da equacdo de continuidade, ou de conservagao da massa, dada na

forma diferencial por:
Dp 8%
— =0 2.1
Dt Por 2.1

onde foi utilizada a notacdo indicial para grandezas vetoriais (z = 1,2 para2D e = 1, 2, 3 para

3D) e a notagdo tradicional para a derivada material (ou total):

Dy oy O
Dt ot o,

2.2)

onde 1) representa um campo qualquer (escalar, vetorial ou tensorial).

Em seguida, recorre-se a equacio de Cauchy para conservacdo do momento linear:

DUZ‘ 8(7'1 )

(2.3)

onde b; sdo for¢as de dominio por unidade de massa na particula e 7;; € o tensor de tensdes.

E importante lembrar que a Eq.(2.3) é vélida para qualquer meio continuo, e descreve o
transporte de momento linear ndo-relativistico. Utilizando-se as hipéteses (i), (ii) e (iii), obtém-se

as equacdes para o tensor de tensdes no fluido em estudo:

ov;  Ov; 2 ov,,
Tij = —Pdij + ((9:5] + 6:5-) + (#u - g#) %5@' (2.4)
i 7 m

onde 1 € a viscosidade dindmica do fluido, 4, a viscosidade volumétrica, e d;; o tensor delta de
Kronecker (6;; = 1se ¢ = j e d;; = 0se ¢ # j). O tensor de tensdes dado pela Eq.(2.4) define as
relacdes constitutivas entre tensdes e taxas de deformacao no fluido. Inserindo-se a Eq.(2.4) na

Eq.(2.3), obtém-se as equagdes de momento linear de Navier-Stokes:

Dv; op 0 ov; O, 2 0v,,

Pela hipétese (iv), obtém-se as equacdes de Euler, que correspondem as equacdes de
momento linear de Navier-Stokes para fluidos de viscosidade desprezivel:
D'Ui 3p

P Dr oz, +p (2.6)




Em seguida, utiliza-se a hipdtese (v) para se linearizar as equacgdes da continuidade e de
Euler ao redor de valores de referéncia, em torno dos quais ocorrem apenas pequenas flutuagdes

das propriedades do fluido. Para tanto, inserem-se nas Eq.(2.6) e (2.1) as seguintes expressoes:

v =Vi+ v (2.7a)
p=po+p (2.7b)
p=po+p (2.7¢)

onde V;, pg e py correspondem aos valores de referéncia de velocidade, pressao e densidade, e
v;, p' e p' as respectivas flutuagdes das grandezas. A hipétese (vi) permite expandir a pressio
em uma série de Taylor em fun¢do da densidade, uma vez que fluxos isentrépicos também sao
barotrépicos (densidade € fun¢do somente da pressdo). Utilizando os primeiros termos dessa

expansdo e a relacdo entre velocidade de propagacao de onda c, pressdo acustica e densidade

2_ (9p
- (3),

Obtém-se, entdo, com a hipdtese (vii), apds se cancelarem produtos de flutuagdes, e

(para entropia constante), tem-se:

desconsiderar forgas de corpo, a equagdo da onda de segunda ordem para um fluido acustico:

op 1\ 0%
dx0x; (ZZ) o ! 29)

Essa equacdo representa a propagacio de ondas de dilatacdo com velocidade ¢ em fluidos.
Calculando-se o rotacional da equacdo da onda na forma vetorial, demonstra-se que ondas
cisalhantes ndo se propagam em fluidos inviscidos, portanto, essas ondas s6 podem ser de
dilatagdo. Mais detalhes sobre ondas de dilatacdo e cisalhantes serdo dados na subse¢do 2.2.1.
A notacdo relativa a flutuagdes serd omitida, por conveniéncia, sabendo-se que a pressdo a ser

resolvida corresponde, por construgdo, a pequenas variagdes em torno do valor de referéncia.

Deve-se ainda definir uma propriedade importante de um fluido actstico, o seu médulo

volumétrico (bulk modulus) isentrépico, dado por:

9
K = po (8_];) (2.10)

Utilizando-se a Eq.(2.8) juntamente a Eq.(2.10), obtém-se a velocidade de propagacao

da onda no fluido isentrépico (equacdo de Newton-Laplace):

CcC =

5 2.11)
£o
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Pode-se ainda generalizar a Eq.(2.9) ao se adicionar uma funcdo fonte-sumidouro
f = f(x,t) e amortecimento viscoso (proporcional a variacdo de pressdo no tempo, %) a
Eq.(2.9):

op £ Op 1Y\ &%*p
Ox;0x; K Ot

)52t /=0 2.12)

onde £ € o coeficiente de amortecimento viscoso para o fluido. Essa formulacdo, dada pela

Eq.(2.12), sera a utilizada nesse trabalho, para descrever o fluido acustico.

E possivel escrever a equacio da onda Eq.(2.9) em termos da flutuacio de densidade p/

ou também da velocidade v;’. Para o tltimo caso, tem-se a equa¢do da onda na forma vetorial:

81}/ 1 (921)1'/
= = 2.1
Ox;0x; (02) ot? 0 13)

Escrevendo-se a flutuagdo da velocidade como gradiente de um campo potencial ¢ (pela

hipdtese (vii)), tem-se:

, %Y
= (2.14)
eportanto:
O 1\ 9%
ou,00, (—) o =0 .15)

2.1.2 Condicoes iniciais

As condicdes iniciais a serem utilizadas juntamente a Eq.(2.12) sdo, parat = 0 e
xe QUI:

p(x,0) = po(x) (2.16a)
) .
a—?(xy 0) = po(x) (2.16b)

onde a barra superior indica valores prescritos conhecidos, o subscrito nulo indica o tempo
inicial, e o ponto sobrescrito indica a derivada parcial no tempo. Essas condi¢des descrevem a

distribui¢do de pressdo e sua derivada no tempo no instante inicial.
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2.1.3 Condicoes de contorno

As condi¢des de contorno a serem utilizadas juntamente a Eq.(2.12) sdo, parat > 0O e
xel = Fl U FQ:

p(x,t) = p(x,t) se xely (2.17a)
Op _
q(x,t) = %O" tyn;(x) = q(x,t) se xely (2.17b)

onde ¢ representa o fluxo de pressio na superficie cujo vetor normal € n;.

2.2 Dominio solido

2.2.1 Equacoes governantes

A descricao utilizada nesse trabalho para o dominio sélido € a formulacao elastodina-
mica. Novamente, serdo enunciadas somente as equagdes principais do modelo, enquanto mais

informacdes podem ser encontradas nas referéncias [18--21].
Assumem-se entdo as seguintes hipéteses para o sélido elastodinamico:
1. isotrépico;
ii. obedece a lei de Hooke generalizada;
iii. pequenos gradientes de deformacao.

Nessa secdo, as varidveis relacionadas ao meio sélido, no referencial lagrangiano, sdo o
deslocamento u = u(x, t), as tensdes de Cauchy o = o (x, t) e as deformagdes € = e(x, t), para
uma particula na posi¢do x € 2 e instante ¢ € [0,00). Novamente, 2 C IR" (n = 2, 3) e seus
contornos pertencem ao conjunto I' C IR"’, sendo I' = I'; U I'y, em que I'; corresponde ao sub-
conjunto com condicdes de contorno de Dirichlet (primeiro tipo, ou essencial), e I's corresponde

ao subconjunto com condi¢gdes de Neumann (segundo tipo, ou natural), e I'y N Ty = ().

Utiliza-se também para o dominio sélido a equacdo de Cauchy para conservacdo do
momento linear. Diferentemente da Eq.(2.3), em que se utiliza a velocidade v do fluido, utiliza-se

agora o deslocamento u:
82ui 8(02-]-)
axj

onde p € a densidade, b; sdo for¢as de dominio por unidade de massa e o;; € o tensor de tensdes

= pb; + (2.18)

P
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de Cauchy. As hipéteses (i) e (ii) permitem definir o tensor de tensdes na seguinte expressao:
045 = Aékk (51']‘ + 2,u €ij (219)

onde \ e p sdo os parametros de Lamé (dependentes do material), relacionados ao médulo de

elasticidade F e ao coeficiente de Poisson v da seguinte maneira:

= —2(1]3 0 (2.20b)
Define-se ainda a relacdo entre deformacdes e deslocamentos, pela hipétese (iii):
o= a) 22

Substituindo-se a Eq.(2.21) na Eq.(2.19), e em seguida inserindo-se o resultado na

Eq.(2.18), obtém-se as equacgdes de Navier-Cauchy:

82Ui 82uk 82ui
— = pb; + (A 222
P o =P + ( +”>axiaxk+“axi (2.22)
Outra forma de se escrever as equacdes de Navier-Cauchy é:
0%u; 0%uy, 0%u;
L= ?—¢ e 2.23
T G v T (223)
onde as velocidades de onda de dilatacdo c,4 e cisalhante ¢, sdo dadas por:
A+2 E(1-
o A2 (1-v) (2.24a)
p p(l+v)(1-2v)
E
2=H__ = (2.24b)
p 2p(l-v)

sendo que nas ultimas igualdades foram utilizadas as defini¢des dos parametros de Lamé
(Eq.(2.20)).

As ondas de dilatacdo, cuja velocidade € dada pela Eq.(2.24a), representam perturbacdes
nas particulas na mesma direcdo de propagacdo da onda (sendo chamadas também de ondas
longitudinais). J4 as ondas cisalhantes, cuja velocidade é dada pela Eq.(2.24b), indicam duas

dire¢des linearmente independentes, uma sendo a dire¢do de propagacao da onda global, outra a
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direcdo das perturbagdes propriamente ditas (sendo chamadas também de ondas transversais). E
possivel se demonstrar sem muita dificuldade que ondas de dilatag@o e cisalhantes se propagam

de maneira independente em um solido, mas essa derivagdo foge do escopo desse trabalho.

Finalmente, para completude, define-se 0 médulo volumétrico (bulk modulus) para um

sélido:
F

K 3(1—2v)

(2.25)

2.2.2 Condicoes iniciais

As condicdes iniciais a serem utilizadas juntamente a Eq.(2.23) sdo, parat = 0 e
xe QUIT:

ui(x, 0) = ’aio(X) (2263)
a i -
S (x,0) = (%) (2.26b)

que correspondem a deslocamentos e velocidades no instante inicial.

2.2.3 Condicoes de contorno

As condi¢des de contorno a serem utilizadas juntamente a Eq.(2.23) sdo, parat > O e
xel = Fl U FQI

wi (X, t) = u;(x,t) se x ey (2.27a)
Ti(X,t) = 05(X, t)n;(x) = T (x, 1) se x €y (2.27b)

onde T; representa as forcas de superficie no contorno cujo vetor normal € n;.
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2.3 Acoplamento de dominios fluido e solido
2.3.1 Equacoes governantes

A interagdo entre os dominios ocorre em parte das respectivas fronteiras. Para o problema

de interacdo analisado nesse trabalho, necessita-se de duas igualdades [12, 43]:
9%u,,
p 92 q (2.28a)
Tn = —D (2.28b)

9uy,
ot2

¢ no dominio fluido; e a segunda igualdade a relacio das tensdes normais 7,, no dominio sélido

sendo a primeira igualdade a relacdo do termo de fronteira p no dominio sélido com o fluxo

com a pressao p no dominio fluido. Nessas equagdes o subscrito n indica dire¢do normal (e ndo

indice vetorial).
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3 Formula¢ao Numérica

Essa secdo abordaré as técnicas numéricas de solu¢ao do problema de FSI, descrito de
maneira tedrica na secio 2. O objetivo da discretizagao numérica € transformar EDPs descritas em
um continuo em equagdes referentes a um sistema finito discreto. Serd apresentada inicialmente a
discretizacdo espacial dos dominios fisicos na subsecdo 3.1, seguida pela discretizacdo temporal

na subsecio 3.2.

De maneira geral, essas discretizacdes do espaco e do tempo sdo feitas de maneira
independente. O método inovador utilizado nesse trabalho, porém, cria uma relag@o entre essas
duas discretizagOes, a fim de obter resultados mais precisos e de baixo custo computacional.
Finalmente, discutir-se-4 o algoritmo de acoplamento de dominios inédito proposto nesse trabalho

na subsecdo 3.3.

3.1 Discretizacao espacial

Como discutido anteriormente, a maior parte dos problemas fisicos e de engenharia
a serem resolvidos atualmente envolve dominios de geometrias complexas, e possiveis ndo-
linearidades, sendo poucos os casos em que € possivel encontrar uma soluc¢ao analitica (se
ela existir). Fazem-se, portanto, muito convenientes os métodos numéricos que lidam com

praticamente qualquer geometria € comportamento ndo-linear.

Nesse trabalho, a técnica utilizada na discretizacdo espacial é o método dos elementos
finitos (MEF), o qual serd brevemente descrito na subse¢do 3.1.1, sendo seguido pela adequagio
do problema teérico previamente detalhado a formulacao numérica computacional para o dominio

fluido na subsecdo 3.1.2 e para o dominio sélido na subsec¢do 3.1.3.

3.1.1 Método dos elementos finitos

O MEF se originou no século XX, e desde entdo adquiriu extensa fundamentacao tedrica
e vasta aplicabilidade em diversos tipos de problemas, como mecanica dos sélidos, dinamica de
fluidos ou eletromagnetismo. Dentre as suas vantagens em relagdo a outros métodos numéricos
para solucdo de EDPs, destacam-se: a capacidade de lidar com geometrias complexas ou
dependentes do tempo de maneira simples; tratamento de dominios ndo-homogéneos de maneira
direta; obtencdo de precisdes de resultado diferentes para regides especificas do dominio;
flexibilidade para modelar ndo-linearidades. Entre suas desvantagens estdo a dificuldade de

modelar dominios infinitos ou semi-infinitos, a complexidade relativa de implementacao e a
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dependéncia de qualidade da malha para andlise adequada. Informa¢des mais detalhadas sobre o

método, sua teoria e aplicagdes, podem ser encontradas nas referéncias [3, 12, 32, 44].

A formulacao do MEF € classificada como um método variacional, uma vez que busca
minimizar um funcional de erro, com auxilio de uma funcao de ponderacdo. Esse procedimento
serd sucintamente descrito nas subsecdes seguintes, uma vez que demonstragdes detalhadas

podem ser facilmente encontradas na literatura especifica indicada.

3.1.2 Equacoes para dominio fluido

Reescreve-se abaixo a equagdo da onda (Eq.(2.12)) multiplicada pelo médulo volumétrico

op  _Op o Op

~Kf=0 3.1)

Multiplica-se a equag@o por uma fun¢ido de ponderacdo w = w(x), e em seguida
integra-se o residuo de erro (procedimento normalmente chamado de residuos ponderados)

[12]. Utilizando-se a primeira identidade de Green, obtém-se a forma fraca para a Eq.(3.1):

Jp Ow 0%p B
/Q<K8xi8xi>d9+/( at2+§——Kf)wdQ

/p2<Kg)wdF+/Fl(Kq)WdQ+/ (p_ﬁ)glsz

I'

Uma vez que o MEF é um método de dominio, ignora-se a contribui¢do de parte dos
residuos nos contornos. Para tanto, nas tltimas integrais da Eq.(3.2), faz-se p = pe w = 0 para

I';, obtendo-se, entao:
Op Ow &*p _
/Q(Kamiawi)dfl—l—/( atz—i-é Kf)wdQ— /FQ(Kq)wdF (3.3)

Adota-se aqui a formulag@o de Galerkin, onde as funcdes de ponderagdo w utilizadas sdo

descritas pelas fun¢des de interpolacdo (funcdes de forma), as quais formarao a base do espago
de fungdes que aproxima o campo solugdo, para cada elemento finito. Aproximam-se, entao, os

valores de pressao para cada um dos nds dos elementos finitos pela expressao:

J
=> N;(x = NP (3.4)

Jj=1

onde J € o nimero de nés do elemento finito, N ou NV, (x) sdo as fungdes de interpolagdo no
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espago, e P ou p;(x) o vetor que representa a combinagio linear das fun¢des N; (x) que resulta

no valor da varidvel p(x, t).

Inserindo a aproximacgao dada pela Eq.(3.4) na formulacgao fraca dada pela Eq.(3.3) e

reorganizando-se os termos, obtém-se a expressao geral matricial para o problema:
M;P" + C;P" + K,P" = F} (3.5)

onde os pontos sobrescritos indicam derivadas em relagdo ao tempo, e o sobrescrito n se refere a
varidvel no tempo ¢". O subscrito f se refere a varidveis para o dominio fluido. Simbolos em
negrito indicam arrays (vetores ou matrizes). Assim, P" € o vetor pressdo no tempo t", F} € o
vetor de cargas que atuam nos nds, My € a matriz de massa, C; a matriz de amortecimento e Ky

a matriz de compressibilidade, cujas definicdes sado:

M; = U /Q Ny ps N7 dQ (3.62)
Cs= U /Q N; & NT dQ (3.6b)
K; = U /Q B;D; B} d) (3.6¢)

;:LQJ {/FeKq‘NdeJr/QerNfdQ} (3.6d)

onde Ny € a matriz de funcdes de interpolacdo (relacionada a Eq.(3.4)), By € a matriz gradiente
e D é a matriz constitutiva. O sfmbolo | J, representa o procedimento de assembly, em que
matrizes em termos de elemento sdo combinadas em matrizes a nivel global. As matrizes
dadas pelas Eq.(3.6) sdo simétricas nessa formulagdo, o que facilita operacdes numéricas de
implementacgao e solucdo. Tais integrais sdo calculadas, como de costume em implementacdes do
MEEF, pela integracao numérica por quadratura de Gauss, em que o resultado € aproximado por

uma soma ponderada de valores do integrando em pontos especificos do dominio de integracdo

[45].

Essa discretizagdo espacial, portanto, transforma uma EDP em um sistema de EDO, dado
pela Eq.(3.5), o qual pode ser resolvido numericamente com técnicas de discretizagao temporal,

que serdo detalhadas na subsecao 3.2.

As fung¢des de interpolagdo resumidas na matriz N sdo dadas por:

NT:{M...NJ] (3.7)
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onde J é o nimero de nds do elemento finito, e as fungdes N;, 7 = 1,--- , J sdo linearmente
independentes, a fim de se obter todo o espago solucdo possivel. Utiliza-se nesse trabalho a
formulacao isoparamétrica, a qual permite maior flexibilidade geométrica na geragdao de malha,
e fun¢des de forma bilineares. As funcOes de interpolacdo podem ser lineares, quadraticas e
assim por diante; ndo € descrita aqui a construgdo dessas funcdes de interpolacdo, por ser um

procedimento cléssico relacionado ao MEF, enquanto mais informagdes podem ser obtidas em

[3].

Ja a matriz gradiente By para um elemento fluido (mostrada aqui para o caso 2D por

simplificacdo) € dada por:

B} = [Nl...NJ} (3.8)

A matriz constitutiva D, para o elemento fluido isotrépico € dada por:
D;=KI (3.9)
onde I € a matriz identidade.

A implementacdo da discretizacdo espacial nesse trabalho, para ambos os dominios, faz
uso de uma estrutura de dados especifica para matrizes esparsas (nas quais grande parte dos
coeficientes tem valor nulo), tipicas no MEF. Utiliza-se aqui o formato skyline, para reducdo da
memoria necessdria para armazenamento das matrizes de massa, amortecimento e rigidez. Esse
tipo de armazenamento ndo altera a solu¢do numérica em ralacdo ao armazenamento tradicional,
apenas reduz a utilizacdo de memoria. Mais informagdes sobre esse tipo de armazenamento

matricial sdo dadas por [3, 46].

3.1.3 Equacoes para dominio sélido

Para se obter a formulacdo em elementos finitos para o dominio sélido, procede-se de

maneira semelhante a subsecdo 3.1.2. Parte-se da Eq.(2.18) com o acréscimo de um termo para

incluir amortecimento viscoso (proporcional a variacdo do deslocamento no tempo, 65? ):
OPu; Oy (o)
: L — pb; = X 3.10
P T T oy, (3.10)

onde £ € o coeficiente de amortecimento viscoso do material.
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Um procedimento andlogo ao aplicado a Eq.(3.1) € feito para o dominio sélido, obtendo-

se a forma fraca com residuos ponderados para a Eq.(3.10):

32ui (9ul _
/Q(aijWij)dm/Q (p 5 T, —,obi) widﬁz/mnwidr 3.11)

de onde as integrais de superficie no contorno I'; ja foram removidas e I¥;; representa o tensor

obtido por aproximacao da derivacdo espacial de w;, de maneira andloga a obten¢do do tensor

ei; pela derivacdo espacial de u; (Eq.(2.21)). Essa equag@o € andloga a Eq.(3.3).

Em seguida utilizam-se novamente as aproximagdes de Galerkin, na formulagao isopara-

métrica, para obter a versao andloga a Eq.(3.5) para o dominio sé6lido, dada por:
M,U" + C,U" + K,U" = F" (3.12)

onde o subscrito s se refere a varidveis para o dominio sélido. Agora, U" € o vetor deslocamento

no tempo t", F é o vetor de forcas que atuam nos nés, M, é a matriz de massa, C, a matriz de

amortecimento e K, a matriz de rigidez, cujas defini¢cdes sao:

M, = U/ N, ps N d (3.13a)
Cf{J/N@NwQ (3.13b)
&:U/Bmmwa (3.13¢)
Fi =] || No7ndl'+ [ p.N.bdQ (3.13d)
’ - I Qe

onde N, é a matriz de funcdes de interpolagdo, B, € a matriz de deformacdo e D, é a matriz
constitutiva. O simbolo | J, representa o procedimento de assembly, em que matrizes em termos
de elemento sdao combinadas em matrizes a nivel global. Mais uma vez, pode-se buscar mais
informagdes sobre a dedugdo dessas equacdes nas referéncias indicadas. As funcdes de interpo-

lagdo resumidas na matriz N, sdo dadas, para o caso 2D, por:

N 0O Ny 0O --- Ny O
NI = (3.14)
0O Ny O Ny --- 0 Ny
onde J € o nimero de nés do elemento finito, e as fungdes N;, j = 1,--- , J s@o linearmente

independentes, a fim de se obter todo o espaco solucdo possivel.
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J4 a matriz de deformacdo B, para um elemento sélido € dada por:

%)

— 0

or
0 N1 0 NQ 0 N] 0

Bl=| 0 — (3.15)

4 0 N 0 Ny 0 Ny

o 0

L Oz Oy |

Assumiu-se um meio homogéneo ao se derivar as equagdes governantes do dominio
solido na subsecao 2.2.1, mas tal derivagdo aplica-se a cada elemento finito, de maneira que
pode-se utilizar elementos com propriedades diferentes uns dos outros, para o caso de um
dominio heterogéneo. Essa consideracao vale tanto para o dominio sélido quanto para o dominio
fluido. Consideram-se aqui duas configuracdes possiveis para a matriz constitutiva Dy para o

elemento solido:

i. Estado plano de tensdo:

1 v 0
E
Di=1—751|v 1 0 (3.16)
0 0 1—v
L 2
ii. Estado plano de deformacao:
1—v v 0
E
D, = — 3.17
(1 + V)(l _ 2V) 14 1 14 0 ( )
0 0 1—2v
L 2 i

Para os problemas de acoplamento aqui considerados serd utilizada a formulacdo de

estado plano de deformacao.

3.2 Discretizacao temporal

Uma vez que nesse trabalho resolvem-se numericamente problemas dindmicos, € necessa-

rio se discutir a discretiza¢ao temporal utilizada. Caso efeitos transientes nao fossem importantes
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na andlise, o problema seria classificado como de estética, e os termos relacionados as derivadas
temporais nas Eq.(3.5) e (3.12) poderiam ser ignorados, restando entdo somente um sistema de

equagoes algébricas a ser resolvido, através de técnicas de algebra linear computacional.

O problema a ser resolvido na dindmica, porém, é um sistema de EDOs, sendo o niimero
total de equagdes igual ao niimero total de graus de liberdade nao-prescritos do dominio. Portanto,
para um meio modelado por uma grandeza escalar (como € o caso do dominio fluido, descrito pela
variavel pressdo), o nimero de graus de liberdade para cada né € 1; para um meio modelado por
uma grandeza vetorial (como € o caso do dominio s6lido, descrito pela varidvel deslocamento),
o numero de graus de liberdade por n6 € igual ao de dimensdes espaciais analisadas, ou seja, 1

para 1D, 2 para 2D e 3 para 3D.

O método numérico empregado na discretizacdo temporal é o das diferencas finitas
(MDF), o qual aproxima as equacdes diferenciais por equagdes de diferencas, dividindo-se o
dominio temporal em quantos intervalos for necessario para devida estabilidade e acurdcia. Uma
abordagem tedrica sobre 0 MDF € dada por [ !, 47], enquanto [3], entre outras referéncias, dd um

tratamento ao topico mais orientado a implementagdo numérica.

Dentre os numerosos métodos de discretizacdo temporal para EDOs disponiveis na
literatura, dois serdo utilizados nesse trabalho. O primeiro deles, diferencas centrais, € um
método cléssico e bem conhecido [36], sendo portanto um bom comparativo em relacao a outras
técnicas; esse método serd descrito na subsecdo 3.2.1. O segundo método, denominado aqui
por adaptativo, ¢ um procedimento especialmente desenvolvido para resolver problemas de
dinamica juntamento ao MEF. Foi desenvolvido por Soares Jr. [35], apresentando excelentes
resultados na atenuacdo de oscilacdes espurias em problemas hiperbdlicos; esse método sera
descrito na subsecdo 3.2.2. Serdo apresentadas, para ambos os métodos, sua formulagdo e

principais propriedades.

3.2.1 Método de diferencas centrais

O método de diferencas centrais (MDC), aproxima os operadores de derivada segunda e

primeira com as seguintes expressoes:

. 1
X ~— (Xv1—2x" 4 X! 1
N + X" (3.18a)
n 1
X ~— (=X"!yxnf! 1
A ( + X" (3.18b)

onde At = t"—t"~! é 0 passo de tempo adotado, ou seja, a diferenca entre dois instantes de tempo

consecutivos quaisquer. Portanto, assumindo-se uma discretizacao temporal uniforme, calcula-se
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a solu¢do numérica apenas para os instantes no tempo: 0 (n = 0), At (n = 1),2At (n =2),---.
Uma vez que nao se consideram comportamentos nao-lineares nesse trabalho, ndo se faz necessa-
rio o uso de discretizacdo temporal ndo uniforme, ou seja, passos de tempo que variam ao longo
da andlise. Essas aproximagdes dadas pelas Eq.(3.18) geram erros da ordem O(At?), ou seja, o

erro na solucdo numérica varia com o quadrado do passo de tempo At.

Repetem-se aqui as Eq.(3.5) e (3.12), omitindo-se o subscrito relativo a matrizes de do-
minio fluido ou sélido, e utilizando-se uma varidvel genérica X para representar respectivamente

a pressao ou o deslocamento:

MX" +CX" + KX" =F" (3.19)

Substituindo-se entdo as aproximacodes dadas pelas Eq.(3.18) na Eq.(3.19), obtém-se a

forma recursiva para o MDC:

1 1 2 1 1
— M+ —C| X" =F'—-[K-—M|X"—-[—M- —C | X! 2
(At2 * 2Atc> ( INE ) (At2 2Atc) (3:20)

Observa-se que, uma vez que se tenha a Eq.(3.20), pode-se calcular a varidvel X" ™!

apenas com informacdo de passos de tempo anteriores, no caso, X" ¢ X" '. E importante
. IS B - .

lembrar que esse método requer que a aceleracdo inicial X seja calculada (caso ndo disponivel)

para se inicializar a marcha no tempo, o que acresce certa complexidade de implementacdo. Para

tanto, utiliza-se a seguinte expressao:

X' = M? (FO —cx’ - KX°> (3.21)
seguida de:
. At2? ..
X1 =X — AtX + 7XO (3.22)

para entdo se calcular a solucdo para o passo de tempo n = 1.

O termo entre paréntesis no lado esquerdo da Eq.(3.20) é denominado matriz de massa
efetiva, aqui representada por M; J4 a soma de todos os termos do lado direito da Eq.(3.20)
€ denominado vetor de carga efetiva, aqui representado por F. E recorrente que se facam as
matrizes de massa M e amortecimento C diagonais (em geral sem prejuizo a solu¢do numérica),
de maneira a tornar a matriz de massa efetiva também diagonal. Essa diagonalizacao € feita,
por exemplo, concentrando-se todos os elementos das respectivas linhas e colunas em cada
um dos elementos da diagonal. Denominam-se matrizes ‘cheias’ de consistentes e matrizes
diagonalizadas de inconsistentes (ou lumped). Assim, a diagonalizacao reduz a Eq.(3.20) a um

sistema de equacdes algébricas, que pode ser revolvido de maneira direta, sem necessidade de
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triangularizacdo de matrizes, o que reduz notavelmente os custos computacionais.

Outra importante consideragao sobre o MDC diz respeito a estabilidade. Trata-se de um
método condicionalmente estavel, ou seja, € preciso manter o passo de tempo At inferior a um
determinado valor para garantir que erros intrinsecos as computagdes nao sejam possivelmente
amplificados, invalidando a solu¢do numérica. Para esse método, o valor critico de At para

garantir estabilidade é dado por [1]:

2
At = —— (3.23)

wmax
onde w,,., ¢ a maxima frequéncia natural do modelo, a qual € obtida pela solu¢ao do problema
de autovalor generalizado:
KX = w’MX (3.24)

sendo w,,q, a maior raiz quadrada dos autovalores w?. Uma vez que nesse cdlculo sdo utilizadas
as matrizes de rigidez e massa globais, incorre um elevado custo computacional, especialmente
para problemas com muitos graus de liberdade (malhas refinadas). Existem, todavia, métodos
dedicados ao calculo de autovalores de maneira eficiente, obtendo-se somente valores maximos
necessarios a essa andlise. Uma revisdo abrangente do problema de autovalor generalizado €
dada por [48]. Nesse trabalho utilizam-se rotinas do pacote LAPACK para célculo de autovalores

e autovetores de matrizes simétricas e positivas definidas [49].

O Algoritmo (1) descreve a implementacdo do MDC. Nota-se que as constantes de
integracdo sdo calculadas somente uma vez em toda a andlise (para At constante), na linha (2).
Observa-se que, caso a matriz de massa efetiva M seja feita diagonal como descrito anteriormente,
a sua inversa € calculada de maneira trivial, como mostrado na linha (9). Caso, porém, a matriz
de massa efetiva M ndo seja diagonal, aplica-se em geral um processo de triangularizagdo
para reducdo de custo computacional, como indicado nas linhas (12) e (15). Nesse trabalho,
quando ha necessidade de inverter matrizes consistentes, utiliza-se uma rotina especifica de

triangularizagdo e solver para matrizes no formato skyline.
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Algoritmo 1: Método de diferengas centrais

Entrada: XO,XO
Saida: X7

Construa as matrizes M, C e K pelas Eq.(3.6) e (3.13)

Escolha At < At,, = e calcule as constantes de integracao:

Wma,x

1 1 )
ay = —5 a = —— as =2a as = —
07 A2 YN, 2 0 2Ty

Caleule X’ = M7(F° — €X' — KX")
Calcule X' = X° — AtX' + a5X
Construa a matriz de massa efetiva M = aoM + a,C
Se M é diagonal entiao
Paran =0,---,(N — 1) faca
Calcule a carga efetiva F = F” — (K — a;M) X" — (oM — ¢, C) X"
Calcule X" = i

i

Fim

Senao

Triangularize M: M = LDL”

Paran =0,---,(N — 1) faca
Calcule a carga efetiva F' = F" — (K — a;M) X" — (aoM — ¢;C) X"
Calcule X" ™! por LDL” X"*! = F"

Fim

Fim

3.2.2 Método adaptativo

Esse método de discretizagao temporal parte da Eq.(3.19) integrada num intervalo corres-

pondente a At:

t+455 t+5E t+45t t+4¢
Me/ XedT+Ce/ XedT+K6/ XedT:/ F.dr
t Azt t— At t Azt At

- 2 - T2
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onde o subscrito e indica que as varidveis sdo escritas para cada elemento finito, e 7 € uma
varidvel de integracdo temporal independente. Sao feitas entdo as seguintes aproximacoes para

as integrais:

ntl t+% .. s n+1 -n
I = / X dr=X, -—-X, (3.26a)
e t—%
ol S
I 7= / X, dr =~ X0t X" (3.26b)
e t—%
n+i t+% 1 - n+1 - n
e / X, dr ~ ALK+ AR (77X 4 ar X)) (3.26¢)
e tf%
g1 t+% 1
Jp. 2 = / Fdr ~ S Al (Frt! + F7) (3.26d)
=5

< A c . ~ . ~tS
onde 7/ e o sdo pardmetros do método adaptativo, e serdo detalhados mais a frente. Jg_*
representa a aproximacao da integral do vetor carga no lado direito da Eq.(3.25), a qual pode ser
calculada por varias técnicas numéricas, sem grande prejuizo a estabilidade ou a acuracia do

método. Nesse trabalho utiliza-se a aproximacao trapezoidal.

Calcula-se a pressdo ou deslocamento pela seguinte expressao:

1 fon on
Xt A X A <X + Xe“) (3.27)

Substituindo-se entdao as Eq.(3.26) e (3.27) na Eq.(3.25), e organizando os termos,

encontra-se a forma recursiva para o método adaptativo:

- n+1

1 1
(Me - §At C.+ 573 At? K) X =

1 1 . n 1 .
Y (FiH +F2) + MLX, — 5 AtCX, —K, (At X¢+gae At? X) (3.28)

Portanto, calculam-se as derivadas temporais das pressdes ou as velocidades pela
Eq.(3.28), e em seguida as pressdes ou deslocamentos pela Eq.(3.27), ndo havendo nenhuma
necessidade de célculo de grandezas relativas a derivadas segundas no tempo (como aceleracdes).
Trata-se, entdo, de um método autoinicializavel, que dispensa a computagdo de termos de deriva-
das segundas iniciais (0 que em geral requer mais um sistema de equacdes) e de procedimentos

multipasso para valores iniciais (descritos para o MDC pelas Eq.(3.21) e (3.22)).

O parametro 7 determinard se o método serd explicito ou implicito, uma vez que
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acompanha a matriz de rigidez K. no lado esquerdo da Eq.(3.28). J4 a escolha do pardmetro o,
o qual € responsavel pela introdu¢do de amortecimento numérico na anélise, depende de um

fator de oscila¢do ¢, que varia para cada elemento e cada passo de tempo, e € dado por:

J
o= | 1XP = X2 - X - X X - x| (3.29)

j=1
onde J € o nimero de nds do elemento finito. Para meios escalares, cada componente de X
€ o proprio valor do campo (para o dominio fluido, a pressdo). Para meios vetoriais, cada
componente de X; € o médulo do vetor resultante no né (para o dominio sélido, € o médulo do
vetor deslocamento); ou seja, se 0 nd j de um elemento finito tem componentes u,, u, € u, de

deslocamento nas respectivas diregdes x, y e z, tem-se: X; = /u2 + u§ + u2.

O fator ¢! busca representar oscilagcdes da solugdo. Isso se dd da seguinte maneira:
caso a variacdo do valor de X entre dois passos de tempo consecutivos (|X]” — X;“QI) seja
exatamente a soma das variagdes em cada um dos passos (|X]" - XJ’»L*I\ + |Xj’7“1 — X]’?’2|),
¢? deve ser nulo; caso ¢7 ndo seja nulo, houve oscilagdo. Naturalmente, a implementacio
numeérica considera para nulidade um valor inferior a uma tolerancia extremamente pequena
(nesse trabalho, da ordem de 107'%). Uma caracteristica do comportamento do fator ¢ € que,
quando um né qualquer seja responsavel por ativar o amortecimento numérico (ou seja, fazer
o2 > 0 na Eq.(3.29)), todos os elementos finitos conectados por esse né serdo amortecidos;
portanto, a ativacao da dissipacao por esse método nunca ativa apenas um elemento, variando de
acordo com a localizacdo do né (fronteira ou dominio). Esse comportamento serd observado nas

aplicagdes numéricas na se¢do 4.

Pode-se ainda utilizar para o célculo do fator de oscilagdao ¢! ndo somente uma, mas
duas oscilagdes seguidas. Essa escolha busca reduzir um eventual amortecimento numérico
excessivo, uma vez que restringe ainda mais a ativacao do amortecimento quando comparada ao
uso de apenas uma oscilacdo. A comparagdo entre essas duas possibilidades no célculo de ¢7

serd ilustrada na subsecdo 4.1.3.

Uma vez calculado o fator de oscilag@o ¢ para o elemento e como descrito pela Eq.(3.29),
determina-se entdo o parametro «, de acordo com o regime adotado na simulag@o (explicito ou

implicito), segundo as expressoes:
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i. Configuragdo explicita:

7o =0 (3.30)
seguido de:
al =1 caso ¢ =0
4 (3.31)
o = ————1 caso contrario
we,max At
ii. Configuragdo implicita:
n_ ! tanh ! At (3.32)
= —tanh | —Wemax .
fY@ 2 4 I
seguido de:
ar =1—~7 caso ¢ =0
5 2 (3.33)
Q=24 [247 + (m) —(1+17) caso contrario

onde we 4, € a maior frequéncia natural do elemento finito. Para se encontrar as frequéncias

naturais, deve-se resolver o problema de autovalor generalizado em nivel local:
K.X, = w?M.X, (3.34)

sendo que agora resolve-se o problema com as matrizes locais do elemento finito (e nao as
matrizes globais, como na Eq.(3.24)), e apenas uma vez (antes da marcha no tempo), sendo

portanto de baixissimo custo computacional.

Nota-se que a configuracdo explicita descrita pelas Eq.(3.30) e (3.31) € obtida fazendo-se
72 = 0 nas Eq.(3.32) e (3.33).

e

Finalmente, esse trabalho adiciona uma correcdo simples as frequéncias naturais locais,
correcdo que busca manter o amortecimento numérico proposto pelo método adaptativo ainda
eficaz para malhas cujos elementos apresentam maior variabilidade espacial, e por conseguinte,
maior variabilidade de we ;,,4,. Na verdade, trata-se de uma limita¢do ao valor de ., através da
modifica¢do do valor de w, ;q, para alguns elementos, uma vez que esses dois pardmetros se

relacionam pelas Eq.(3.31) e (3.33).
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Essa correcdo se da pelo seguinte procedimento, em termos de elemento: calcula-se a ma-
xima frequéncia natural local we 4., como descrito pela Eq.(3.34); caso o valor de (we maz At)
seja menor que o valor que produz amortecimento miximo para esse elemento — aqui denomi-
nado por (we maz At)* —, faz-se (We maz At) = (We,max At)*; caso contrdrio, mantém-se o valor
encontrado inicialmente. No método adaptativo, o valor que produz amortecimento maximo

para um elemento e € dado por:

2
We,maz At)" = ——=— 3.35
e o procedimento de verificacdo descrito acima € expresso por:
we max At *
We,maz = % caso (weymax At) < (w&m(m At)*
t (3.36)
We,maz = We,maz caso contrario

ApOs essa corregdo de we mqz, atualiza-se o pardmetro a, pelas Eq.(3.31) e (3.33). Nao

se altera, entretanto, o valor de /' calculado anteriormente nessa correc¢ao.

Apresenta-se no Algoritmo (2) a implementacdo do método adaptativo descrito para a
configuracdo explicita (7' = 0). Constrdi-se sempre para a configuracdo explicita a matriz de
massa efetiva na forma diagonal, como de costume para marchas explicitas. Ainda é possivel
manter a matriz de massa efetiva cheia, porém os resultados de maneira geral ficam piores, € 0

custo computacional significavelmente maior [3].
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Algoritmo 2: Método adaptativo explicito

Entrada: XO7 XO

. Lo, N o1 N
Saida: X , X

Construa as matrizes locais M., C, e K. para cada elemento e pelas Eq.(3.6) e (3.13)

Calcule we ;mq, para cada elemento e pelas Eq.(3.34) e (3.36)

Escolha At < At.. = min ( ) e calcule as constantes de integracao:

We,mazx

1
ag = EAt a1 = Qo At

Construa a matriz de massa efetiva diagonal local Me = (M, + a(C.) e faca seu assembly
Paran =0,---,(N — 1) faca

Calcule o fator de oscilagdo ¢! pela Eq.(3.29) para cada elemento

Utilize o valor de o (fungdo de ¢7) pelas Eq.(3.31)

Calcule a carga efetiva local

F. = a(F' + F) + MUX, — a9 C.X. — K (AtX" + a; o X|) e faca seu assembly
. )2
Calcule X" = =

13

Calcule X" = X" + qo(X" + X"

Fim

Em seguida, apresenta-se no Algoritmo (3) a implementacao do método adaptativo para
a configuracdo implicita (72 # 0). Assume-se aqui que ndo h4 alteragdes das propriedades
de massa e rigidez dos elementos ao longo do tempo, de maneira que 7. = 7., ou seja, esse
parametro varia somente para cada elemento, mas € constante no tempo. Assim, a matriz de
massa efetiva M é construida apenas uma vez na andlise, na linha (3). Se esse nao fosse o caso,

dever-se-ia calcular ' e triangularizar M dentro do lago de tempo.

30



Algoritmo 3: Método adaptativo implicito

Entrada: XO7 XO

. Lo, N o1 N
Saida: X , X

Construa as matrizes locais M., C, e K. para cada elemento e pelas Eq.(3.6) e (3.13)
Calcule we jnq, para cada elemento e pela Eq.(3.34)

Calcule 7, para cada elemento e pela Eq.(3.32)

Corrija os valores de we ,q, para cada elemento e pela Eq.(3.36)

Calcule as constantes de integracao:

1
ag — EAt a1 = Qo At

Construa a matriz de massa efetiva local 1\7[6 = (M, + aoC. + a17.K,) e faca seu assembly
Triangularize M: M = LDL”
Paran =0,--- ,(N — 1) faca

Calcule o fator de oscilagdo ¢! pela Eq.(3.29) para cada elemento

10

11

12

13

14

Utilize o valor de o (fungdo de ¢7) pelas Eq.(3.33)
Calcule a carga efetiva local
F, = ap(F"" + F") + M.X| — agC.X, — K (At X" +ay a” X)) e faga seu assembly

€

Calcule X" por 19))) 0 GRS 0

Calcule X" = X" + qo(X" + X"

Fim

O célculo do fator de oscilagao ¢7 de acordo com a Eq.(3.29) utiliza informacdes do
campo em passos de tempo anteriores ao corrente. Caso se utilize apenas uma oscilagdo, é
necessario se conhecer X" ' e X" 2. Observa-se na linha (6) do Algoritmo (2) e na linha (9) do
Algoritmo (3) que, para o primeiro passo de tempo do lago (n = 0), seria necessario conhecer
os valores do potencial X! e X2. Entretanto, niio é necessério calcular esses vetores através
de procedimentos matriciais trabalhosos. Pode-se apenas assumir X2 = X' = X’ (portanto,
¢ = 0), uma vez que posteriores oscilagdes ndo-fisicas serdo adequadamente amortecidas ao

longo da andlise. O mesmo raciocinio € vélido para o caso de duas oscilagdes subsequentes.

E necessdria uma discussio acerca dos parametros 7' e o introduzidos por esse método
adaptativo. O objetivo principal € utilizar tais parametros para induzir uma adaptacdo temporal e

espacial adequada para alta acurécia, estabilidade e reducdo de erros da solu¢do numérica.
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O parametro «" é configurado para aumentar a acurdcia e garantir estabilidade na andlise,
reduzindo erros de alongamento de periodo. Como apresentado pelas Eq.(3.30) e (3.32), 77 é
funcdo da maior frequéncia de vibragdo do elemento finito, e portanto, funcao de sua geometria
e propriedades fisicas; caso essas nao se alterem durante a andlise (caso linear cléssico, por
exemplo), o pardmetro ndo varia com o tempo (7.’ = 7y.). Assim, a matriz de massa efetiva nao
varia com o tempo, sendo montada apenas uma vez, sem necessidade de se computé-la a cada

passo de tempo.

J4 o pardmetro o ativa amortecimento numérico seletivamente, a fim de reduzir oscila-
coes espurias (ndo-fisicas), que eventualmente ocorrem devido a excitagdo de modos nao-fisicos
introduzidos pela discretizacao espacial [32]. Entretanto, o emprego dessa dissipacdo numérica
deve ser feito com cautela, uma vez que introdu¢do de amortecimento nos modos de baixa
frequéncia prejudica a qualidade da solucdo. Para esse método, ndo existe amortecimento numé-
rico se a = 1 — ~y”', mas somente se oy > 1 — . Por essa razdo, calcula-se o nas Eq.(3.31)
e (3.33) sem dissipagdo caso ¢ = 0, uma vez que, se ndo houver oscila¢cdes espurias, ndo é
necessario amortecer a solu¢dao naquele elemento. Caso, porém, existam oscilacdes, tornando
¢ > 0, calcula-se o de maneira a se ter 0 mdximo amortecimento na maior frequéncia de
vibragdo local do elemento finito. Portanto, o fator de oscilagdo ¢ essencialmente determina se
deve ou ndo haver amortecimento numérico local na solucao, e uma vez que é calculado para

cada passo de tempo, e cada elemento, confere a caracteristica adaptativa ao método.

Quanto a estabilidade e a acurdcia do método, sua andlise é descrita com detalhes em
[35], porém alguns aspectos serdo citados aqui. Primeiramente, de acordo com a escolha dos
parametros v, e « dada nesse trabalho, o0 método torna-se incondicionalmente estavel ou
condicionalmente estavel; para a configuracdo explicita, tem-se At.. = 2/w;q, (Mesmo limite
do MDC), enquanto que para a configuragdo implicita aqui descrita obtém-se estabilidade
independente do valor de At. Mais consideragdes sobre estabilidade serdo dadas quando se

considera acoplamento de dominios, na subsec¢do 3.3.

Em segundo lugar, o método é de segunda ordem (O(At?)) para o = 1 — 4", e de
ordem reduzida caso o] > 1 — 7/'. Essa perda de acurécia na presenca de amortecimento
numérico, porém, é facilmente compensada pela capacidade do método de dissipar oscilagdes
espurias, o que serd demonstrado nas aplica¢cdes numéricas posteriormente. Além disso, caso
ndo seja necessario o amortecimento numérico, 0 método automaticamente torna-se uma técnica

de segunda ordem.

Em resumo, esse método de discretizacdo temporal representa uma técnica robusta e
ao mesmo tempo flexivel no cédlculo de problemas de dindmica em MEF. E um método de
relativamente simples implementagdo, incondicionalmente estdvel (na configuracdo implicita),

ndo necessita de nenhum procedimento iterativo, € autoinicializavel, dissipa com precisdao
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oscilacdes espurias e finalmente prové adaptacdo automdtica, sem necessidade de escolha de
parametros por parte do usudrio (o que € potencialmente inconveniente para usudrios nao-

experientes).

3.3 Acoplamento numérico de dominios fluido e sélido

Até entdo, discutiram-se os métodos de discretizagao temporal para um dominio genérico
(fluido ou sdlido). Descreve-se agora o acoplamento numérico dos dominios, seguindo as

consideragdes tedricas, descritas na subsecdo 2.3, particularmente pelas Eq.(2.28).

De maneira geral, pode-se descrever o acoplamento de dominios numa abordagem
explicita (sendo o sentido de explicita nesse contexto distinto do sentido utilizado quando se
refere a marchas no tempo) da seguinte maneira: resolve-se cada dominio separadamente, como
se fosse apenas um problema independente, de acordo com as técnicas descritas nas subsecoes
3.1 e 3.2. Em seguida, calculam-se as forcas ou cargas de acoplamento no contorno comum entre
os dominios. Finalmente, transfere-se essa carga para o outro dominio, particularmente para os
nés compartilhados pelos dois dominios, localizados no contorno comum. Portanto, para cada
dominio, dois procedimentos devem ser implementados: a solu¢do independente e o calculo das

forgas de fronteira.

Para se calcular as cargas que sdo transmitidas de um dominio para o outro, utilizam-se
as Eq.(2.28). As forgas de acoplamento atuando sobre o dominio fluido, devido ao dominio

solido, sdo obtidas da Eq.(2.28a) e descritas em termos de elemento pela expressao [12]:

ofms = / Ny K" dl = =K py / NpnfNJdr U, = —KpppQU; (337)

e e

onde n; € o versor normal que aponta para fora do elemento fluido e U, € o vetor contendo
as aceleracdes dos nds que se localizam na fronteira, para o elemento sélido em questdao. A
forma de se tratar esse vetor aceleracdo serd discutida nas préximas subsecdes. A matriz de

acoplamento Q € definida em termos de elemento pela expressao:

Q.= [ Nyn;Ndl (3.38)

Ie

De maneira andloga, as for¢as de acoplamento atuando sobre o dominio sélido, devido

ao dominio fluido, sdo obtidas da Eq.(2.28b) e descritas de maneira numérica pela expressao:

;ﬁs_f:/ NsTndFZ/ N,n; N} dI'P! = Q! P! (3.39)
Fe €
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onde P, € o vetor contendo as pressdes dos nds que se localizam na fronteira, para o elemento

fluido em questao.

Portanto, as duas forcas de acoplamento descritas pelas Eq.(3.37) e (3.39) sdo adicionadas

a equacdo dindmica global para cada dominio, obtendo-se:
M/P" + C/P" + KP" =F} + F}_, (3.40a)

M,U" + C,U" + K,U" =F" + F"_, (3.40b)

Ressalta-se que, na auséncia de alteracOes da geometria da fronteira ou das suas pro-
priedades ao longo da andlise, a matriz de acoplamento Q dada em termos de elemento pela
Eq.(3.38) s6 € calculada uma vez durante todo o procedimento, ndo representando, portanto,

custo computacional significante.

3.3.1 Acoplamento pelo método de diferencas centrais

Como anteriormente descrito, o acoplamento pelo método de diferencas centrais é
implementado principalmente como critério comparativo, uma vez que o MDC € bastante
popular no estudo de dindmica, e pode ser comparado com a nova técnica de acoplamento com o

método adaptativo proposta.

O célculo da aceleragdo U" aser utilizada na Eq.(3.37) faz uso novamente da aproximagao

de diferencas centrais dada pela Eq.(3.18a), repetida aqui para o deslocamento:

. n

U (Ut —2u" + U (3.41)

N

Descreve-se no Algoritmo (4) o procedimento implementado para o acoplamento de
dominios pelo método de diferencas centrais, para passos de tempo no intervalon =1,--- | N.
Esse algoritmo foca somente no acoplamento de dominios, uma vez que as técnicas de discreti-
zacao espacial e temporal para um dominio independente ja foram discutidas anteriormente. As

U R L. ..
grandezas iniciais P e U s@o necessdrias ao MDC, como solicita a Eq.(3.21).

Observa-se ainda que nas linhas (3) e (6) calculam-se as forcas de interagao entre domi-
nios para o passo de tempo n, e ndo n + 1. Esse cdlculo estd de acordo com o desenvolvimento
do MDC, uma vez que pela Eq.(3.20), as for¢cas devem ser calculadas num passo de tempo
anterior ao corrente. Logo, na linha (3), utiliza-se no calculo de F;_ 7 a pressdo P", a qual
ja foi computada no passo de tempo anterior. Ja na linha (6), utilizam-se no calculo de F’;_

os deslocamentos U"™!, U" e U™ (de acordo com a Eq.(3.41)), os quais também j4 foram
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computados. Conclui-se, como esperado, que se trata de um procedimento de acoplamento
explicito, uma vez que para se calcular o campo de um dominio, utiliza-se apenas informacao ja

calculada em passos de tempo anteriores, sem nenhuma necessidade de processos iterativos.

Algoritmo 4: Acoplamento de dominios pelo método de diferengas centrais

Entrada: PO, PO, PO, UO, UO7 fJO

s 17"’7N 17"'7N
Saida: P ,U

Calcule a matriz de acoplamento local Q, pela Eq.(3.38)

Paran =0,---,(N — 1) faca

Calcule as forgas F; ;. ; pela Eq.(3.39)

Some F; ;_; a carga efetiva FZ, para cada elemento e

Resolva dominio sélido para U™ pelo MDC como no Algoritmo (1)
Calcule as forgas Fy ; _ pela Eq.(3.37)

Some F; ;. a carga efetiva F; para cada elemento e

Pn+l

Resolva dominio fluido para pelo MDC como no Algoritmo (1)

Fim

3.3.2 Acoplamento pelo método adaptativo

Seré descrito agora o acoplamento de dominios pelo método adaptativo. Essa técnica
€ um procedimento inédito para problemas de interacdo de dominios, e funciona em conjunto
com o método adaptativo apresentado na subsec¢do 3.2.2. Serdo descritos dois modos de acopla-
mento pelo método adaptativo (implicito-explicito e explicito-explicito) com seus respectivos

algoritmos, para em seguida serem analisadas as aplicacdes numéricas na secao 4.

Como foi descrito na subsecao 3.2.2, o método adaptativo parte de uma formulagdo
integral da equacdo da dinamica (Eq.(3.25)). Portanto, pela forma modificada da equagdo da

dinimica para dominios acoplados (Eq.(3.40)), as forgas de fronteira F{_, e F;_ também devem
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ser integradas no tempo, o que € mostrado em termos de elemento por:

At At
at t+45t

t+4t t+ ,
/A Fe,s_de:/ R /Nsan;FPedrdT:QZ/ . Pedr (3.42a)
i— : t— L e t*Tt

2 2

g g § S
/ F.; s dr :/ / —K;psNyn; N U, dl dr = —Kj p; Qe/ U, dr
t t—4t Jr. t—4t

(3.42b)

Para se se aproximar as ultimas integrais dadas pelas Eq.(3.42) somente na fronteira

entre dominios, utilizam-se as seguintes expressoes (em termos de elemento de fronteira):

t+% 1 .n
/ P.dr ~ AtP] + 5 AP, (3.43a)
t— At
/ U, dr=~U, -1, (3.43b)
t_ At

Nota-se que na fronteira entre dominios sdo utilizadas as mesmas aproximacdes integrais
de dominio do método adaptativo, dadas anteriormente pelas Eq.(3.26) para o) = 1 (sem
amortecimento numeérico na fronteira entre dominios) e 7. = 0, mantendo a consisténcia das
defini¢Oes. Para integrar a pressdo no dominio fluido, utiliza-se ' = 0, de maneira a manter
todos os termos na Eq.(3.43a) referentes a informacdes do passo de tempo n (ja disponiveis).
Caso se fizesse 7' # 0, seria necessario conhecer a solu¢do no passo de tempo n + 1, e portanto,
o acoplamento tornar-se-ia implicito. Isso ndo € feito nesse trabalho, jd que o objetivo € a

constru¢cdo de um acoplamento explicito que torne a solucao de cada dominio independente.

Descreve-se nos Algoritmos (5) e (6) o procedimento implementado para o acoplamento
de dominios pelos modos implicito-explicito e explicito-explicito, respectivamente, para passos
de tempo no intervalo n = 1,---,N. Mais uma vez, esses algoritmos focam somente no
acoplamento de dominios, uma vez que os algoritmos de marcha no tempo ja foram descritos

anteriormente.
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Algoritmo 5: Acoplamento de dominios pelo método adaptativo, modo implicito-explicito

Entrada: PO,PO,UO, UO
N _1,---,N

Saida: P LU

Calcule a matriz de acoplamento Q, pela Eq.(3.38)

Paran =0,---,(N — 1) faca

Calcule a integral das forgas F{ ;_, pelas Eq.(3.42a) e (3.43a)

Some a integral das forgas F, , a carga efetiva F: para cada elemento e

Resolva domfnio sélido para U™ pelo método adaptativo implicito pelo Algoritmo (3)
Calcule a integral das forgas F{ ,__ pelas Eq.(3.42b) e (3.43b)

Some a integral das forgas Fy, ;__ a carga efetiva F ;L para cada elemento e

Resolva dominio fluido para P"™! pelo método adaptativo explicito pelo Algoritmo (2)

Fim

Algoritmo 6: Acoplamento de dominios pelo método adaptativo, modo explicito-explicito

Entrada: PO, PO, UO, UO

Ve 17...7N 17..'7N
Saida: P ,U

Calcule a matriz de acoplamento Q. pela Eq.(3.38)

Paran =0,---,(N — 1) faca

Calcule a integral das forgas FZS_ 7 pelas Eq.(3.42a) e (3.43a)

Some a integral das forgas Fy,,_, a carga efetiva F Z para cada elemento e

Resolva dominio s6lido para U™ pelo método adaptativo explicito pelo Algoritmo (2)
Calcule a integral das forcas F{ ,_ pelas Eq.(3.42b) e (3.43b)

Some a integral das forgas Fy ;__ a carga efetiva IAT; para cada elemento e

Pn+1

Resolva dominio fluido para pelo método adaptativo explicito pelo Algoritmo (2)

Fim

Observa-se no Algoritmo (5) que o dominio sélido € calculado implicitamente, enquanto
o fluido é calculado explicitamente. A razdo dessa escolha € que, em geral, a velocidade de onda

em materiais sélidos € superior a fluidos (liquidos e gases), devido a sua estrutura microscépica,
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de maneira que passos de tempo menores devem ser usados na andlise. Esse comportamento
¢ relacionado ao nimero adimensional de Courant-Friedrichs-Lewy (C'F'L), o qual estabelece
que uma condi¢do de convergéncia necessdria (mas nao suficiente) para esquemas explicitos
de diferencas finitas em EDPs do tipo hiperbdlicas € que uma particula de fluido ndo viaje um

distancia superior a uma unidade de discretizagdo espacial em uma unidade de discretizacao

temporal [4, 50, 51]. O nimero de C'F'L no caso unidimensional é dado por:
At
CFL= (3.44)
AImm

onde ¢ é a velocidade da onda no meio e Ax,,;, ¢ o menor comprimento de lado global (para

todos os elementos da malha).

Portanto, é mais interessante utilizar uma marcha implicita para o dominio cuja velocidade
de onda é maior, de maneira a se evitar a necessidade de reduzidos passos de tempo para garantir
estabilidade, o que seria necessarios em uma andlise explicita. Resolve-se, entdo, o dominio
solido de maneira implicita e o dominio fluido, cuja velocidade de onda é em geral menor, de
maneira explicita, mantendo o passo de tempo global inferior ao At.. do dominio fluido. Em
resumo, o acoplamento resolvido pelo modo implicito-explicito deve atender a condicao de
passo de tempo critica para o dominio fluido, mas garante a estabilidade também para o dominio

solido.

Nao seria possivel nessa formulagdo se utilizar um modo implicito-implicito na tentativa
de obter uma técnica incondicionalmente estavel. Isso ocorre pois caso se some o termo propor-
cional a 7' a aproximacao dada pela Eq.(3.43a) (tornando-a, entdo, equivalente a Eq.(3.26¢)),

seria necessdrio utilizar informagdo da pressdo no passo n + 1 (P"*!

), a qual ainda nao esta
disponivel. Ainda buscando-se estabilidade incondicional, poder-se-ia tentar calcular o fluido
antes do solido, mas a aproximacao da integral (3.43b) faz uso da velocidade no passo de tempo
n+1 (UnH), a qual também nao esta disponivel. Portanto, o método desenvolvido nio pode
ser incondicionalmente estavel seguindo as mesmas aproximagdes das integrais da marcha no

tempo.

A diferenca entre os dois algoritmos descritos para o método adaptativo estd na escolha
da marcha de tempo utilizada para cada um dos dominios. O dominio fluido é sempre calculado
de maneira explicita, enquanto o dominio sélido pode assumir as configuracdes implicita ou
explicita. A vantagem de se utilizar cada formulacdo serd quantitativamente ilustrada nas

aplicagdes numéricas na se¢do 4.
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4 Aplicacoes Numéricas

Ap6s a descricdo tedrica do problema de interacdo de fluido acustico com sélido elastodi-
namico dada na secdo 2, seguida da formalizacdo das técnicas numéricas utilizadas nesse trabalho
(incluindo um procedimento inédito de acoplamento) na sec¢do 3, procede-se para aplicagdes
numéricas envolvendo acoplamento de dominios, a fim de se validar os métodos apresentados, e

ilustrar sua aplicabilidade em diferentes problemas.

A primeira aplicagdo numérica € a barra fluido-sélido. Esse benchmark consiste em
um problema simples para valida¢do do método, uma vez que a solugdo analitica € conhecida
na literatura, e erros numéricos podem ser calculados e comparados. E também ilustrado o
comportamento das técnicas de acoplamento com malhas 2D com elementos retangulares e
triangulares, de construcdo regular ou irregular, e com diferentes discretizacdes. Essa cole¢do de

andlises ¢ dada na subsecdo 4.1.

Ja a segunda aplicacao trata de cristais sOnicos, 0os quais consistem em estruturas perio-
dicas inseridas em um fluido objetivando principalmente isolamento actstico. Esse problema
tem ordem de nimero de elementos (e portanto custo computacional) bem maior que o exemplo
anterior, e ilustra a potencialidade do método desenvolvido. Essa aplicacdo serd tratada na

subsecao 4.2.

A métrica de cdlculo de erro da solucdo numérica em relagao a analitica utilizada € a

norma L, discreta, dada pela expressao:

| e (@ =) |

Erroy, = @.1)
SN (Ga(tm)?

onde 1™ € a solugdo numérica no passo de tempo n e 1, (t") é a solugdo analitica para o tempo

t" correspondente ao passo de tempo n. N é o nimero total de passos de tempo calculados.

4.1 Barra fluido-solido

Descreve-se nessa subsecao o problema de propagacdo de uma onda plana numa barra
fluido-solido de geometria simples. Esse problema tem solucio analitica conhecida na literatura,
de maneira que a comparagdo de técnicas numéricas permite obter ricas informagdes sobre
as potencialidades de determinado método. Além disso, ilustra comportamentos cldssicos da
teoria de propagacao de onda tanto em dominios fluidos quanto sélidos, conferindo um caréter

introdutdrio ao tépico.
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A geometria simulada consiste em uma barra sélida ligada a uma coluna de fluido

(representadas aqui na horizontal), e ¢ mostrada na Fig.(1) de maneira esquematica.

@

©
LI ? FLUIDO / SOLIDO J
[«

>ie > A

2L 2L

Figura 1: Geometria do problema barra fluido-sélido.

A dimensao aqui adotada para a altura é L = 1 m. O contorno sélido a direita € do tipo
natural, sendo prescrita uma for¢a por unidade de comprimento do tipo Heaviside no tempo
inicial de analise: f(t) = H(0) (ou seja, f(t) = Oparat < Oe f(t) = 1 N/m parat > 0). O
contorno fluido a esquerda nao tem nds prescritos, ou seja, esta livre para assumir quaisquer
valores de pressado, e tem fluxo nulo. Ja a interacdo fluido-sélido € dada na interface mediana, na
qual tanto a pressao quanto o deslocamento podem variar, sendo as forgas de fronteira calculadas
pela teoria descrita previamente. Os contornos inferior e superior de ambos os dominios também

sdo do tipo natural, com carga nula prescrita.

Utiliza-se somente um material para cada meio. Para o fluido, o médulo volumétrico
é K =100 Pa, a densidade é p; = 1kg/m?® e o coeficiente de amortecimento viscoso é
nulo, 5 = 0; pela Eq.(2.11), tem-se que a velocidade de propaga¢do da onda de dilatagdo no
fluido € ¢y = 10 m/s. Para o s6lido, o médulo de elasticidade é £ = 100 Pa, a densidade é
ps = 1kg/ m3, o coeficiente de Poisson é v = ( e o coeficiente de amortecimento viscoso é nulo,
&s = 05 pela Eq.(2.24a), tem-se que a velocidade de propagacdo da onda de dilatag@o no sélido
também é ¢, = 10 m/s. Essa coincidéncia de velocidade de onda é proposital, para se comparar

os resultados com a solugdo analitica [34, 38, 43]. O intervalo de andlise € ¢, = 4,8 s.

Serdo feitas a seguir algumas andlises para esse problema, envolvendo o comportamento
transiente do sistema e o cdlculo de erros. Primeiramente, € feita uma avaliacao classica de
convergéncia, com malhas triangulares e retangulares regulares. Serd comparado o comporta-
mento do erro quando se utiliza uma ou duas oscila¢des para o fator ¢”. Depois, € estudado o
comportamento da solucao para malhas irregulares. Pela simplicidade geométrica do problema

tratado nessa subse¢do, em cada andlise utiliza-se a mesma malha para ambos os dominios.
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4.1.1 Malhas triangulares regulares

Foram geradas 4 malhas triangulares regulares com refinamento progressivo, denomi-
nadas aqui por T1, T2, T3 e T4, e mostradas na Fig.(2). Os nimeros de nds, elementos, e

comprimento de lado Ax de elemento para cada malha podem ser vistos na Tab.(1).
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Figura 2: Malhas triangulares regulares para problema barra fluido-sélido.
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Tabela 1: Caracteristicas das malhas triangulares para problema barra fluido-sélido.

Malha Nos Elementos Ax (m)
T1 66 100 0,200
T2 231 400 0,100
T3 1326 2500 0,040
T4 5151 10000 0,020

Inicialmente, para se apreciar a esséncia do problema, mostram-se nas Fig.(3) a (6)

as solucdes analitica e numéricas (para o acoplamento por diferengas centrais e adaptativo

implicito-explicito) para os ponto A, B e C indicados previamente na Fig.(1), para a malha T3 (o

comportamento geral da solucdo é semelhante para as outras malhas). O passo de tempo utilizado

foi At = 0,0016 s, obtendo-se CF'L = 0, 4. Em primeiro lugar, notam-se claras oscilagdes de

elevada amplitude e frequéncia no deslocamento e particularmente na pressdao quando se usa o

acoplamento por diferengas centrais; por outro lado, a solu¢ao pelo método adaptativo se mostra

muito mais proxima a analitica, uma vez que amortece adequadamente oscilacdes espurias.

1.0 4

Presséao (Pa)

Zoom

0.4
4
1 .
0.0 - s
II' “\
H }
7 e
4
-0.4 —
3.0 3.2 34
Analitica

----- Adaptativo implicito-explicito
—————— Diferengas centrais

Tempo (s)

Figura 3: Solug¢des para ponto B do dominio fluido da malha T3.
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Figura 4: Solug¢des para ponto C do dominio fluido da malha T3.

Analitica
Adaptativo implicito-explicito
Diferengas centrais

Tempo (S)

Figura 5: Solug¢des para ponto A do dominio s6lido da malha T3.
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Figura 6: Solugdes para ponto B do dominio s6lido da malha T3.

Os erros calculados pela Eq.(4.1) para os pontos B e C do dominio fluido nas malhas
triangulares sdo mostrados na Fig.(7). Ja a Fig.(8) mostra os erros para os pontos A ¢ B do

dominio sé6lido. Para ambos os dominios, utilizou-se CF'L = 0, 4.

Ax (m) Ax (m)
0.2 0.1 0.04 0.02 0.2 0.1 0.04 0.02
0.250 T T T T 0.250 T T T T
-m- Diferencas centrais E ~m-— Diferencas centrais
L - -m- - Adaptativo explicito-explicito - -m- - Adaptativo explicito-explicito
0.200 4 - -m- - Adaptativo implicito-explicito 0.200 4 - -m- - Adaptativo implicito-explicito
n
~ T ]
LS T “
«~ 0.1504 S «~ 0.1504
— . ‘m. —
o LS e o
L . . - L u_
0.100 - a 0.100
.. ~m
m
0.050 - Thm 0.050 -
0.000 T T T T 0.000 T T T T
T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
Malha triangular Malha triangular
(a) Ponto B. (b) Ponto C.

Figura 7: Erro L, nas malhas triangulares regulares para dominio fluido.
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AX (m) AX (m)

0.2 0.1 0.04 0.02 0.2 0.1 0.04 0.02
0.025 T T T T 0.025 T T T T
L
- Diferengas centrais - Diferengas centrais
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T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
Malha triangular Malha triangular
(a) Ponto A. (b) Ponto B.

Figura 8: Erro L, nas malhas triangulares regulares para dominio sélido.

Observa-se inicialmente que os erros calculados para o dominio fluido sdo cerca de
10 vezes superiores aos erros do dominio sé6lido, o que estd de acordo com o comportamento
transiente mostrado nas Fig.(3) a (6); essas relevantes oscilagdes numéricas do comportamento
fluido ilustram a utilidade desse problema de benchmark para validacao de métodos numéricos de
acoplamento, como j4 foi salientado anteriormente. Em segundo lugar, nota-se um decrescimento
do erro com o refinamento da discretizacao, como € de se esperar para um método que busca
convergéncia numérica. Finalmente, fica claro que o acoplamento pelo método adaptativo
(particularmente no modo implicito-explicito) mostra-se evidentemente mais preciso que o

acoplamento pelo método de diferencas centrais.

Analisa-se agora o comportamento do erro quando se utiliza uma ou duas oscilagdes
subsequentes no cdlculo do fator ¢, como descrito na subsecdo 3.2.2. A Fig.(9) mostra os erros
para as malhas triangulares no esquema adaptativo implicito-explicito, calculando-se o fator ¢7

por uma ou duas oscilagdes subsequentes. Utiliza-se ainda CF'L = 0, 4.
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A (m) Ax (m)

0.2 0.1 0.04 0.02 0.2 0.1 0.04 0.02
0.20 : : : : 0.020 : : : :
Uma oscilagéo de ¢, 1 Uma oscilagéo de ¢,
--m-- Duas oscilagdes de ¢ --m-- Duas oscilagdes de ¢
0.15 0.015
.\x
~ N L
| | .
2 0.10- - 2 0010+
w s w
| 9% - [ ]
0.05 T 0.005 -
W
"""" n
0.00 T T T T 0.000 T T T T
T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
Malha triangular Malha triangular
(a) Ponto B, dominio fluido. (b) Ponto B, dominio sélido.

Figura 9: Erro L, nas malhas triangulares comparando oscila¢des do pardmetro ¢,
para acoplamento adaptativo implicito-explicito.

Observa-se que o erro € menor quando se usam duas oscilagdes subsequentes no célculo
de ¢”. Essa configuracdo é, portanto, utilizada ao longo desse trabalho.

4.1.2 Malhas retangulares regulares

De maneira similar, foram geradas 4 malhas retangulares regulares com refinamento
progressivo, denominadas aqui por R1, R2, R3 e R4, e mostradas na Fig.(10). Essas malhas na
verdade foram construidas unindo-se cada par adjacente de elementos das malhas triangulares
anteriormente utilizadas. Os nimeros de nds, elementos, e comprimento de lado Az do elemento

para cada malha podem ser vistos na Tab.(2).
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(a) R1

(b) R2

(c)R3

(d) R4

Figura 10: Malhas retangulares regulares para problema barra fluido-sélido.
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Tabela 2: Caracteristicas das malhas retangulares para problema barra fluido-sélido.

Malha Nos Elementos Ax (m)
R1 66 50 0,200
R2 231 200 0,100
R3 1326 1250 0,040
R4 5151 5000 0,020

Os erros para os pontos B e C do dominio fluido nas malhas retangulares sao mostrados

na Fig.(11). Ja a Fig.(12) mostra os erros para os pontos A e B do dominio sélido. Para ambos
os dominios, utilizou-se CF'L = 0, 4.

Ax (m) Ax (M)
0.2 0.1 0.04 0.02 0.2 0.1 0.04 0.02
0.250 T T T T 0.250 T T T T
LN m- Diferengas centrais --m- Diferengas centrais
. - -m- - Adaptativo explicito-explicito - -m-- Adaptativo explicito-explicito
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. LNy
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- : m i .
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0.100 S Tl 0.100
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- B “m.
‘m .
~~~~~~~ . L
0.050 ooso4 Tl "
0.000 T T T T 0.000 T T T T
R1 R2 R3 R4 R1 R2 R3 R4
Malha retangular Malha retangular
(a) Ponto B. (b) Ponto C.

Figura 11: Erro L nas malhas retangulares para dominio fluido.
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Ax (m) Ax (m)

0.2 0.1 0.04 0.02 0.2 0.1 0.04 0.02
0.025 T T T T 0.025 T T T T
- Diferencas centrais n - Diferengas centrais
- -m- - Adaptativo explicito-explicito n . - -m- - Adaptativo explicito-explicito
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Malha retangular Malha retangular
(a) Ponto A. (b) Ponto B.

Figura 12: Erro L nas malhas retangulares para dominio sélido.

O comportamento dos erros para as malhas retangulares € similar ao descrito para
as malhas triangulares. Novamente, observa-se que o acoplamento pelo método adaptativo

implicito-explicito mostra os melhores resultados.

4.1.3 Malhas triangulares irregulares

Estuda-se entdo o comportamento da soluc@o para malhas triangulares irregulares, as
quais na verdade sdo mais comuns que malhas regulares para geometrias complexas. Foram
geradas 2 malhas triangulares irregulares a partir da malha T3 (mostrada anteriormente na
Fig.(2)), com irregularidade crescente, denominadas aqui por T3b e T3c, e mostradas na Fig.(13),
juntamente a malha original, denominada agora por T3a. Os nimeros de nés e elementos sdo os

mesmos da malha T3, mostrados na Tab.(1).
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Figura 13: Malhas triangulares irregulares para problema barra fluido-sélido.
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Os erros para o ponto B dos dominios fluido e sélido nas malhas triangulares irregulares
sao mostrados nas Fig.(14) e (15), respectivamente. Nao se mostram 0s erros para os pontos A
e C uma vez que t€ém comportamento similar ao ponto B, e ja foram ilustrados anteriormente
para outras malhas. Mostra-se o erro para o acoplamento por diferengas centrais e pelo método

adaptativo no modo implicito-explicito (o qual se mostra maior acurdcia que o modo explicito-
explicito).

0.18 4 0.18 4
m-- Diferencas centrais ) M- Diferencas centrais
0.16 4 - -m-- Adaptativo implicito-explicito| 0.16 [ -m-- Adaptativo implicito-explicito
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- - [ J— L — ]
]
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0.08 0.08 We-meeeee Bm e n
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T T T 1 T T T T 1
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025
At (s) At (s)
(a) Malha T3b. (b) Malha T3c.

Figura 14: Erro L nas malhas triangulares irregulares para dominio fluido, ponto B.
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0 [ EEEEEEEE L LT n
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0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025
At (s) At (s)
(a) Malha T3b. (b) Malha T3c.

Figura 15: Erro L, nas malhas triangulares irregulares para dominio sélido, ponto B.

Observa-se que, a medida que se aumenta o passo de tempo At, o erro tende a crescer
para o acoplamento pelo método adaptativo, em ambas as figuras. Esse comportamento €

esperado de maneira geral para métodos numéricos que buscam convergéncia, a qual ndo é
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sempre obtida quando discretizacdes espacial e temporal atuam concomitantemente, uma vez
que erros introduzidos por uma podem compensar erros introduzidos pela outra. Percebe-se,
logo, que a metodologia proposta faz uma conexao entre as discretizacdes espacial e temporal,
tornando a discretizacdo do tempo func¢do da discretizagdo do espaco. Essa caracteristica do
método permite a simulacao de malhas bastante heterogéneas com excelentes resultados, como
mostrado na Fig.(15). De fato, o método adaptativo € construido para lidar com malhas cujos

elementos apresentam grande disparidade espacial e ainda sim manter a precisdo da solucgdo.

Nota-se um ligeiro decréscimo do erro para o acoplamento por diferengas centrais quando
se aumenta o passo de tempo. Essa situagdo ocorre particularmente para a marcha de diferengas
centrais, em que a solu¢do de maior precisdo é por vezes obtida no limite de estabilidade, havendo

menor acuracia se um passo de tempo inferior a esse limite é empregado [3].

4.2 Cristais sonicos

O estudo de cristais sonicos se intensificou nas ultimas décadas do século XX, quando
percebeu-se a similaridade entre cristais fotonicos, relativos a ondas eletromagnéticas, e arranjos
geométricos similares, denominados entdo como cristais sOnicos, relativos a ondas acusticas.
Desde entdo, estuda-se sua aplicacdo em isolamento, atenuacgdo, reflexdo e direcionamento
acusticos. Uma vez que esse trabalho tem como foco o método de acoplamento numérico
previamente desenvolvido, ndo se discutird em detalhes o problema tedrico de cristais sonicos,
mas apenas algumas aplicacdes com interessante valor numérico. Mais detalhes relativos ao

assunto podem ser encontrados em [52--56].

Um cristal sonico € geralmente descrito por uma sequéncia de estruturas sélidas artificiais
em disposi¢do periddica inseridas em um fluido acustico homogéneo, sendo nesse caso também
denominado cristal fononico. A Fig.(16) mostra esquematicamente cristais sonicos em 1D, 2D e
3D.

(a) 1D (b) 2D

Figura 16: Tipos de cristais sonicos [53].

O objetivo da inser¢@o de materiais sélidos no fluido € alterar o comportamento das ondas
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viajantes, e portanto obter um campo de pressdo modificado a jusante dos cristais, em geral
fazendo uso de interferéncia destrutiva das ondas refletidas na estrutura (podendo esta ser eldstica
ou rigida). Para o caso de isolamento e atenuacio acusticos, a frequéncia (ou comprimento)
da onda incidente a ser atenuada estd intrinsecamente ligada as caracteristicas geométricas
do arranjo, particularmente a sua periodicidade, descrita pelo parametro de entrelacamento
(lattice), denominado aqui por a. Pela teoria cldssica de Bragg, a frequéncia de excitacio para a
qual se espera atenuacdo maxima, fp, € relacionada a velocidade de onda c e ao pardmetro de

entrelacamento a pela seguinte expressao:

c
fB=5, (4.2)

a qual relaciona o comprimento da onda incidente com a geometria do cristal sonico. Na
realidade, a relacdo (4.2) define o comprimento de onda para maxima atenuacao como sendo o

dobro do parametro geométrico de entrelacamento.

Serdo simulados nesse trabalho cristais sonicos em 2D, representados esquematicamente
na Fig.(16b). Sera analisado o comportamento de uma fonte pontual do tipo pulso de Ricker em

um dominio circular.

A solug@o analitica para a pressdo devida a propagacdo de uma onda gerada por uma fonte
pontual f(t) (relativa a Eq.(3.1)) em um meio homogéneo acistico em 2D, sem amortecimento

viscoso, € conhecida [39], e dada pela seguinte convolucao:

t

p(r,t) = L Hlcs(t —t') —r] f(¢")at’ 4.3)

Cf
27 i K\/cfc(t—t’)Q—TQ

onde r € a distincia da fonte ao ponto de medida, H o operador de Heaviside e ¢’ a varidvel de
integragdo. Mantendo a notacdo prévia, c; € a velocidade de onda e /' € a compressibilidade do
fluido.

A fim de se observar o comportamento dos dominios fluido e sélido para uma confi-
guragdo de cristais sonicos, utiliza-se para a fonte pontual f(¢) o pulso de Ricker, também
denominado sombrero wavelet. Esse sinal excita uma ampla gama de frequéncias, e é ampla-
mente utilizado em andlises acusticas e sismicas. O pulso de Ricker com amplitude A é dado, no

dominio do tempo, por [57]:
d2 1 _ 2 2 _2
fr)=A—|-ze7 | =A(1-21%)e" (4.4)

onde o tempo corrigido 7 = 7(t) é dado por:
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t—t,
T:
to

4.5)

onde ¢, corresponde ao tempo ¢ em que o valor mdximo ocorre, € ¢, normaliza o pulso, sendo
discutido em detalhe adiante. Através de uma transformada de Fourier da Eq.(4.4), obtém-se o

sinal no dominio da frequéncia angular w:

Hw)=F{f(n)} = 2—w2 e 4 (4.6)

Ambeas as fungdes sdo ilustradas na Fig.(17) (no caso da frequéncia, somente para w > 0).

1.2 4 064
H*
0.8
0.4
< <
= 044 =
e 3
g I
0.2
0.0
-0.4
T T T T T T T T T 1 0.0 T T T T T 1
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 7
T w
(a) Dominio do tempo. (b) Dominio da frequéncia.

Figura 17: Pulso de Ricker.

Observa-se na Fig.(17b) que a frequéncia cuja transformada de Fourier H*(w*) é méxima

€ w* = 2. Pela Eq.(4.5), o valor de ¢ correspondente a w*, quando t; = 0, sera:

e 21
O—CL)*—Tl'f*

4.7)

sendo que na dltima igualdade utilizou-se a relagdo w = 27 f. A frequéncia f* corresponde a
frequéncia angular w* predominante. Uma vez que o pulso de Ricker € representado por uma
gama de frequéncias, como mostrado na Fig.(17b), deve-se escolher um valor para ¢, que defina
a excitagdo f(t). Utilizam-se aqui valores da mesma ordem de grandeza de ¢, ou de maneira

equivalente, frequéncias da ordem de grandeza de f*, a fim de se obter f* = f5.
A geometria simulada para a excitagdo de Ricker é mostrada na Fig.(18), em que 61
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tubos de aco, dispostos em trés colunas em um arranjo cristalografico denominado I'M (ou
[110]), sdo rodeados por dgua, e a fonte pontual encontra-se na posi¢do central O. As proprie-
dades do aco selecionado sdo E = 200 G Pa, p, = 7845 kg/m? e v = 0, 30, sendo portanto a
velocidade de onda longitudinal no sélido dada por ¢, = 5858 m/s. J4 as propriedades da dgua
sd0 p; = 1000 kg/m? e c; = 1466 m/s. Nota-se que a velocidade de onda no sélido € cerca
de 4 vezes superior a velocidade de onda no fluido. Para ambos os dominios o amortecimento
viscoso é considerado nulo. As dimensoes utilizadas foram D = 3,2m, d = 0,04 m,r = 1,0m
e a = 0,08 m. O intervalo de andlise € o suficiente para que a onda atinja a extremidade do

dominio, sendo nesse caso ;. = 0,0011 s.

0,0

520

030 d

°°o

ogo T

g2 O ©
()

000

000

@D

Figura 18: Geometria do problema de cristais sdnicos com fonte pontual.

As malhas utilizadas para ambos os dominios, denominadas aqui por CSFPf e CSFPs,
sdo mostradas na Fig.(19). J4 o nimero de n6s e elementos para as malhas é mostrado na Tab.(3).
Nota-se que o nimero de elementos e nds no dominio fluido é muito superior ao do dominio
solido, de maneira que o uso de uma marcha explicita para o fluido se mostra uma grande
vantagem quanto a reducdo de custo computacional. O nimero de elementos 1D nos contornos

comuns as malhas é 1525, de maneira que cada um dos 61 tubos tem 25 elementos na fronteira.
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Figura 19: Malhas para problema de cristais sonicos com fonte pontual.
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Tabela 3: Caracteristicas das malhas para problema de cristais sonicos com fonte pontual.

Malha Nos Elementos Az, (M)
CSFPf 246499 489793 0,0042
CSFPs 4819 7991 0,0033

A escolha do passo de tempo para a simulacdo € naturalmente feita de maneira a manter a
solu¢cdo numérica em ambos os dominios estdvel. Para o acoplamento pelo método de diferengas
centrais, deve-se obedecer a condicdo dada pela Eq.(3.23), tanto para o dominio fluido quanto
para o dominio sélido. Contudo, calcular a frequéncia natural (correspondendo ao célculo de
autovalores) maxima da malha tem um custo computacional alto, e muitas vezes o usudrio
prefere estimar um valor para o passo de tempo que seja inferior (por vezes excessivamente) a
At... Em geral, os materiais usuais s6lidos requerem passos de tempo cerca de 5 vezes inferiores
a fluidos como 4gua, e mais de 15 vezes inferiores a fluidos como ar, a fim de se manter o
nimero de C'F'L na mesma propor¢do. Portanto, o dominio s6lido determina o passo de tempo
critico no acoplamento por diferencas centrais, o qual acaba sendo reduzido em relacdo ao valor
critico para o dominio fluido, aumentando o custo computacional, especialmente para problemas

cuja malha do fluido tem tamanho muito superior a malha do sélido.

Ja para o acoplamento pelo método adaptativo, deve-se manter o passo de tempo inferior
ao valor critico para o dominio fluido, uma vez que esse € o dominio calculado de maneira
explicita. Como descrito anteriormente, € suficiente considerar como frequéncia critica para esse
cdlculo a frequéncia local we ,,q, mdxima dos elementos da malha. Quanto ao dominio sélido,
na configuracao implicita, ndo ha limite superior obrigatdrio para o passo de tempo, uma vez
que existe estabilidade incondicional, como descrito na subsecao 3.2.2; deve-se, mesmo assim,

manter o passo de tempo em valores razodveis para se garantir precisdo numérica.

Portanto, nessa se¢do foi escolhido para o acoplamento pelo método de diferencas centrais
um passo de tempo necessariamente inferior ao passo de tempo critico para o dominio sélido,
estimado por Aty pe ~ 1/2 mein(2 [Wemaz,s) < Ate s, onde a fungdo min refere-se a0 minimo
de todos os elementos da malha em questdo. Ja para o acoplamento p;lo método adaptativo,
escolheu-se o passo de tempo necessariamente inferior ao passo de tempo critico para o dominio

fluido, ou seja, At apap = Min(2/we maz.f) < Ater s
e

Cumpre lembrar que faz parte do método adaptativo o cdlculo de frequéncias naturais
locais dos elementos, cujo custo computacional é extremamente inferior ao cdlculo das frequén-
cias naturais da malha (ja que o nimero de operacdes necessario ao cédlculo de autovalores no
algoritmo utilizado é aproximadamente de ordem O(n?), para matrizes n x n). Portanto, calcular

um valor razoavelmente proximo ao limite de estabilidade a ser utilizado no método adaptativo
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ndo implica em nenhum custo computacional adicional. Para esse trabalho, o valor de Aty;pc
utilizado foi extraido dos célculos do método adaptativo, mas isso foi feito apenas para efeito de
comparacao, uma vez que, na pratica, o usudrio que opta por ndo calcular as frequéncias naturais
da malha ndo pode garantir a priori que haverd estabilidade na marcha de tempo por diferencas

centrais.

A fim de se ilustrar o comportamento transiente da solu¢do e comparar os métodos
de acoplamento, foram analisadas trés frequéncias diferentes para o pulso de Ricker, a saber:
fi=1f"=9164Hz, fo=2f*=18328 Hz e f3 = 3f* = 27492 Hz. A amplitude da fonte é
A = 1. Uma vez que a relagao entre a amplitude da onda e a pressao € linear, a ordem de grandeza
desse valor ndo € de grande importancia nessa anélise numérica, podendo ser reescalonada para

outras analises.

As Fig.(20) e (21) comparam os resultados dos dois tipos de acoplamento, para a frequén-
cia f3. Para o dominio fluido, a Fig.(20) mostra isolinhas de pressdo e os valores do parametro de

amortecimento «, (especifico do método adaptativo), para quatro passos de tempo especificados.

Comparando-se as duas metodologias, observam-se evidentes oscilagdes numéricas ndo-
fisicas para o acoplamento pelo MDC, particularmente a montante da frente de propagacao de
onda; o acoplamento pelo método adaptativo ndo apresenta esse comportamento, amortecendo de
maneira eficiente as oscilacdes espurias do problema, sem prejudicar as frequéncias de excitaciao
relacionadas a fonte pontual. Os contornos de pressdo que surgem apds o contato da frente de
onda com os tubos, gerando multiplas reflexdes, sdo caracteristicos do problema, e ndo sao
oscilacdes numéricas artificiais a serem amortecidas; de maneira geral, o método adaptativo

consegue atingir esse objetivo.

Observa-se também que o parametro de amortecimento assume valores entre o, = 1
(sem amortecimento numérico, no modo explicito), e a, = 3 (mdximo amortecimento numérico,
no modo explicito com a corre¢do de we nq.); €sse comportamento dindmico de ativagado local

do amortecimento ilustra o funcionamento do método adaptativo utilizado.
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(a) Pressdo para MDC.
Atpyrpo =0,185E-6 s

(b) Pressao para adaptativo

implicito-explicito.
Atapap =2,03E-6s.

(¢) a, para adaptativo
implicito-explicito.
Atapap = 2,03E-6 s.

Figura 20: Pressdes e pardmetro o, para dominio fluido com fonte pontual de Ricker,
para f3 = 27492 Hz. Tempos em s, da esquerda para a direita: 7, 1E-5; 2,8FE-4; 6,2FE-4; 1,0E-3.
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Ja a Fig.(21) mostra as tensdes de von Mises para o dominio sdlido para a mesma
frequéncia f3, logo apds o instante em que a frente de onda entra em contato com os tubos.
Nesse caso, a diferenca entre as solugdes numéricas pelo acoplamento por diferencas centrais e
adaptativo ndo € tdo expressiva quanto para o dominio fluido. Nao se mostram os valores de
a, pois ndo houve oscilacao numérica detectavel pelo algoritmo para o dominio sélido, nesse

problema.

Tensdo de
von Mises (Pa)

8e-17
I?e—1?
Ge-17

- be-17
- de-17
3e-17

2e-17
I1e—1?
0

000002000000 OOGGOSOOSSSTS
[ N N N N N N E-NoN~N NoNoN-J N N N N N N
0000000 CGOCOQODOCGBOGEOSOOPSOSESODS
000 0CODDPDOCODOO0OBOIOOOSOSS
[ N N N N N N N-HcN-I-N-Nel-I N N N N N N
90000000 C0COQOGBOGEOSNOSOEOSES®ODS

(a) Diferencas centrais. (b) Adaptativo implicito-explicito.
AtMDC = 0, 185FE-6 s. AtADAP = 2,03E—68.

Figura 21: Tensdo de von Mises para dominio sélido com fonte pontual de Ricker,
para f3 = 27492 Hzet = 4,3E-45s.

Em seguida sdo mostrados graficos da pressdo em funcdo do tempo para o ponto A
(relativo a Fig.(18)), para os dois tipos de acoplamento e a resposta analitica. A solugdo para esse
ponto ndo € afetada pela presenca dos tubos. As Fig.(22), (23) e (24) mostram respectivamente

as respostas para as frequéncias f;, fo e fs.
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Analitica
Adaptativo implicito-explicito
-------- Diferencas centrais

Pressdo (10™ Pa)

T T T T
0.0006 0.0008 0.0010

Tempo (S)

Figura 22: Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para f; = 9164 H 2.
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Figura 23: Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para f, = 18328 H z.
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Analitica
----- Adaptativo implicito-explicito
1.0+ . .
-------- Diferencas centrais
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Figura 24: Solugdes para ponto A da malha CSFPf, para f3 = 27492 H 2.

Tabela 4: Erro L? para ponto A da malha CSFPf, para dois tipos de acoplamento.

Frequéncia (H z) Diferencas centrais Adaptativo implicito-explicito
fi= 9164 1,066 0, 240
fo = 18328 1,629 0,323
fz = 27492 1,570 0,832

Nota-se uma maior precisdo do acoplamento adaptativo, quando comparado com o
acoplamento pelo MDC, o qual apresenta grande encurtamento de periodo e evidentes oscilacdes
nado-fisicas. Para ambos os acoplamentos, ocorre uma deterioracao das solu¢cdo numéricas
para as duas ultimas frequéncias principalmente devida a reducdo do nimero de elementos que
abrange o comprimento de onda de excitacdo, o qual € inversamente proporcional a frequéncia de
excitagdo. Contudo, os resultados para o acoplamento adaptativo ainda se mostram visivelmente

€ numericamente mais precisos que o acoplamento pelo MDC.

S6 é possivel comparar a solugdo numérica com a analitica para o ponto A nesse problema,
uma vez que o ponto B sofre influéncia das barreiras sélidas presentes no dominio, o que nio é
contemplado na solucdo dada pela Eq.(4.3). Apesar de ndo ser o foco desse trabalho a andlise
detalhada da eficécia de cristais sOnicos, mostram-se na Fig.(25) as solu¢des numéricas para os

pontos A, sem a presenga dos tubos sélidos, e B, com a presenca dos tubos, para a frequéncia
f1i=9164 H=.

62



24 e Adaptativo implicito-explicito, ponto A
Adaptativo implicito-explicito, ponto B
e Diferengas centrais, ponto A
g N == Diferengas centrais, ponto B
N '
TN
L L1 ‘.
—~ 14 ,'I ! .;“,\
g T
a HETH
~ (NI
o ] HETR T
— IR LTI
— TR R ~
Q RTINS
© ARSI W IR
% 0 R i.‘-i,_-qzsﬂ-‘.'--)\"';"‘"{"‘.‘f
() P S s T R N A
Dt VY ‘.‘, :i |‘ ¥ ,/ i ', s Y
[ SN AN v
Vali! R
i Vi i
WA !
lI 3 it Vi
v ! i
W \J
-1 4

o.oloos
Tempo (s)

Figura 25: Solugdes para pontos A e B da malha CSFPf, para f; = 9164 H z.

O comportamento oscilatdrio para o ponto 5B é devido majoritariamente a presenca dos
tubos soélidos, e ndo a excitacdao de oscilagdes espurias. Novamente, nota-se o encurtamento
de periodo para acoplamento pelo MDC. E importante lembrar, finalmente, que o efeito de
atenuacdo da fonte pontual ndo € tdo pronunciado quando comparado a atenuacdo de ondas

planas, que € amplamente discutida nos trabalho sobre cristais sonicos indicados nas referéncias.

Ilustra-se a seguir a corre¢@o dos valores de we ;4. proposta na Eq.(3.36), para a malha
CSFPf. Como descrito anteriormente, essa correcao na pratica impde um limite ao valor maximo
de o, para alguns elementos, particularmente aqueles com reduzidas frequéncias naturais, a fim
de reduzir um possivel amortecimento numérico excessivo nesses elementos. A Fig.(26) mostra
histogramas que relacionam o nimero de elementos da malha CSFPf (no eixo das ordenadas)
com 0s respectivos parametros de amortecimento . (no eixo das abscissas); o histograma
inferior mostra o nimero de elementos em escala logaritmica, para melhor visualizagdo relativa

dessa distribuicao.

63



x10° x10°

NUmero de elementos
w
NUmero de elementos

NUmero de elementos (log)

NUmero de elementos (log)

(a) ae originais. (b) a corrigidos.

Figura 26: Histogramas do parametro o, para malha CSFPf
antes e apds correcdo de frequéncias naturais.

Comparando-se os dois histogramas, observa-se que todos os elementos para os quais
o > 3 (a direita na figura Fig.(26a)) tiveram suas frequéncias naturais we ,,q, alteradas para se
obter a, = 3 (aumentando o nimero de incidéncias desse valor na Fig.(26b)), como ilustrado
pela linha pontilhada. O valor o, = 3 € obtido pelas Eq.(3.35) e (3.31), para 7. = 0 (uma vez

que o fluido é calculado de maneira explicita).

Quanto ao custo computacional, hd uma redu¢do no tempo de cdlculo com o uso do
acoplamento adaptativo. A fim de se comparar os dois tipos de acoplamento, a Tab.(5) mostra
o tempo de CPU empregado em algumas sub-rotinas selecionadas referente ao problema de

cristais sonicos simulado, em s e em porcentagem do tempo total.

64



Tabela 5: Tempo de execucdo de sub-rotinas selecionadas, em s (% total).

Tipo de acoplamento

Diferencas centrais

Adaptativo
implicito-explicito

Dominio FLUIDO SOLIDO FLUIDO SOLIDO
Calculo de frequéncias w, 0 0 1,62 0,09
para elementos (0%) (0%) (1,01%) (0,06%)
Calculo de matrizes M, C 0,63 0,08 0,65 0,11
e K (0,06%) (0,01%) (0, 40%) (0,07%)

Montagem de matriz de

acoplamento Q 0,03 (< 0,01%)

0,03 (0,02%)

Marcha no tempo 1020, 67 (99, 93%) 157,27 (98, 44%)

159,77 (100%)

Total 1021, 41 (100%)

Nota-se o reduzido custo computacional relativo da montagem da matriz de acopla-
mento Q, menor que 0,03 %, uma clara vantagem de se utilizar o acoplamento explicito (sem
procedimentos iterativos). Quanto a sub-rotina especifica do método adaptativo, ou seja, o
célculo de frequéncias w, para elementos, dedica-se cerca de 1 % do tempo computacional total,
confirmando o baixo custo desse procedimento. A leitura e escrita de dados na memoria nao €

realizada nesse caso, uma vez que o objetivo € comparar o desempenho dos métodos.

O acoplamento pelo MDC toma mais de 6 vezes o tempo total de cdlculo necessério ao
acoplamento adaptativo, além de produzir resultados com mais oscilacdes nao-fisicas, como
mostrado nas figuras anteriores. Ressalta-se que para o problema analisado, a onda se propaga
apenas uma vez ao longo do dominio, portanto, calculando-se relativamente poucos passos de
tempo. Para problemas que requerem um nimero de passos de tempo proporcionalmente maior,
a diferenca no tempo de computagdo torna-se ainda mais evidente. Portanto, o acoplamento
adaptativo proposto consiste em um procedimento preciso e de baixo custo computacional

quando comparado ao acoplamento cldssico por diferencas centrais.

65



5 Conclusoes

E proposto nesse trabalho um novo algoritmo para problemas de dominios acoplados,
especificamente acustico-elastodindmico. Essa técnica permite que cada dominio seja resolvido
separada e consecutivamente, nao havendo necessidade de se lidar com grandes sistemas de

equacgdes acopladas. Portanto, trata-se de uma metodologia altamente eficiente.

A técnica proposta faz uso de uma marcha no tempo adaptativa especialmente desen-
volvida para ser utilizada com o MEF, para a qual excelentes resultados ja haviam sido obtidos
na literatura. Essa marcha no tempo pode ser do tipo explicita ou implicita, sendo as duas
formas combinadas no algoritmo de acoplamento proposto, a fim de se utilizar a efici€éncia
computacional associada ao procedimento explicito com a estabilidade incondicional associada
ao procedimento implicito. Em ambas as formas, essa marcha no tempo apresenta um amorteci-
mento numérico seletivo, o qual € ativado somente para elementos que apresentem oscilacdes, e
apenas em determinados instantes de tempo. Além disso, é amortecida especialmente a maior
frequéncia natural local do elemento finito, de maneira a nao prejudicar a qualidade da solugao
advinda das baixas frequéncias naturais. Assim, amortecimento excessivo € evitado, e oscila-
coOes esptrias sao eficientemente eliminadas da andlise. Os resultados obtidos nesse trabalho

confirmam essas propriedades.

Ja para o acoplamento de dominios, tanto a configuracdo explicita-explicita (ambos os
dominios calculados de maneira explicita), e particularmente a configuracao implicita-explicita
(dominio fluido calculado de maneira explicita, e s6lido de maneira implicita), mostram-se
bem mais vantajosas que a técnica tradicionalmente conhecida na literatura, apresentada para
fins comparativos. Essa comparacao foi feita nesse trabalho levando-se em consideracao tanto
aspectos de precisdo quanto eficiéncia. Os resultados apresentados para o problema da barra
fluido-sdlido ilustram a notavel precisdo numérica obtida. Essa aplicacdo, apesar da simples geo-
metria, é¢ de grande valor representativo, especialmente pelo fato de a onda sofrer vérias reflexdes
que evidenciam potenciais instabilidades numéricas, amortecimento excessivo e amplificacdo
de erros quando se utilizam métodos numéricos. Em todos os casos aqui exibidos, a técnica
proposta se mostrou extremamente adequada para lidar com esses obstaculos. O problema de
cristais sonicos também apresentou resultados de maior acuricia (para a parte do dominio cuja
solu¢do analitica é conhecida), e particularmente ilustrou o imenso ganho de eficiéncia quando
comparado ao acoplamento pelo MDC, o qual tomou mais de 6 vezes o tempo necessario a nova

técnica, além de produzir resultados de pior qualidade.

Desse modo, a metodologia proposta apresenta alta precisio e eficiéncia computacional,
quando comparada a abordagens classicas. Ela pode ser resumida nas Eq.(3.27) a (3.33), para a

marcha no tempo, e nas Eq.(3.42) e (3.43), para o acoplamento de dominios. Salienta-se mais
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uma vez que € uma metodologia de simples implementacgdo, autoinicializavel e automatizada,
nao sendo necessario ao usudrio inexperiente nenhum parametro de entrada. E uma metodologia

adequada, portanto, tanto para andlises genéricas complexas como inclusive para uso em c6digos

comerciais.

Como sugestdes para trabalhos futuros pode-se indicar a comparagdo do erro produzido
pela técnica proposta com outras marchas no tempo que ndo o MDC. O calculo do fator de
oscila¢do ¢. também pode ser modificado, por exemplo, incluindo-se mais passos de tempo para
a ativagdo do amortecimento. Para além dos aspectos relativos ao método em si, pode-se aplicar
o algoritmo desenvolvido em muitos outros problemas actstico-elastodindmicos. E possivel
alterar a formulacdo do fluido ou do sélido para se incluirem, por exemplo, efeitos nao-lineares.
Finalmente, outras técnicas numéricas, como o MEC, o MVF ou formulacdes meshfree podem
ser conjugadas com a solugdo pelo MEF, aliando simultaneamente vantagens inerentes a cada

um dos métodos.
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