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Capitulo 0
Pré-requisitos

O objetivo desse capitulo é apresentar uma colecao de propriedades e resultados sobre ntimeros
reais e outros temas que serao utilizados ao longo do curso e devem ser relembrados por todos.
Vocé deve ler esse capitulo com calma, refazendo os exemplos apresentados e, em seguida,
os exercicios propostos. Vocé pode procurar seu professor, os monitores e os tutores para
tirar davidas e solicitar sugestoes de bibliografia para complementar algum tema que julgue
necessario. Bons estudos!

0.1 Notacao matematica

A matemaética é uma linguagem e, como tal, tem suas regras de escrita. Por exemplo, quando
escrevemos em portugués, sabemos que perguntas sao pontuadas com o simbolo de interrogacao
e que frases devem comegar com letra maitscula. Conhecer os significados dos simbolos utiliza-
dos e as regras de utilizacao é essencial nao s6 para compreender corretamente os textos, mas
também para escrever de forma que sejamos compreendidos pelos demais. O mesmo vale para
textos matematicos.

Ao longo dessa apostila, utilizaremos nogoes de l6gica matemadtica e simbolos logicos que va-
mos apresentar brevemente nessa secdo. Alguns simbolos vocé ja conhece bem, por exem-
plo o =, que é colocado entre duas expressoes matematicas exatamente para mostrar que
elas sao iguais. Mesmo que vocé esteja continuando um raciocinio, nao deve usar igualdade
quando duas expressoes nao sio iguais. Por exemplo, digamos que 222 — 2 = 0, sabemos que
0 =222 —2=2(z? — 1) e, como consequéncia, podemos dividir tudo por 2 e obter 0 = 2% — 1.
No entanto, ndo podemos escrever 2(z? — 1) = 22 — 1. Quando duas expressdes nio sio iguais,
podemos usar o simbolo #.

Lembre ainda que expressoes mateméticas nao devem ser lidas como frases de portugués, fa-
zendo o que aparecer primeiro, mas sim respeitando prioridades. Vocé ja sabe, mas nao custa
lembrar, a importancia também dos parénteses, que servem para isolar expressoes e indicando
prioridades ao leitor. O uso de parénteses, em geral, nao é opcional, pois muda a completamente
o siginificado da expressao. Por exemplo

4-344-2=124+8=20
é completamente diferente de

4-(344)-2=4-7-2=56
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Isso ocorre porque, em geral, na leitura de uma expressao, multiplicagoes tém prioridade em cima
de somas, mas, no segundo caso, utilizamos os parénteses para indicar que devemos priorizar a
soma 3 + 4. Outros exemplos desse tipo:

(=5)% = 25, mas — 5% = —25
2@+1)+1=2x+3, mas2zc+1+1=22+2

Vamos pensar agora em implicagoes do tipo se... entdo.... Essa estrutura é comumente usada
em matematica para apresentar uma nogao de consequéncia:

Se chover, entao o chao da rua ficard molhado.

Se o chao da rua nao estiver molhado, podemos concluir que nao choveu. Agora, se nao chover,
nao podemos concluir que o chao da rua estard seco. De fato, ele pode ser molhado de outra
forma. Ainda, se o chao da rua estiver molhado, ndo podemos concluir que choveu. Ja que,
novamente, ele pode ter sido molhado em outra situacao. Assim, é importante notar qual é a
hipdtese, isto é, condicao que deve acontecer, e qual é a tese, condicao implicada pela inicial.
Vamos passar a exemplos matemaéticos.

Se z = 5, entdo 22 = 25.

Se 222 — 2 =0, entdo z2 — 1 = 0.

Como vamos lembrar, se 22 = 25, ndo podemos afirmar que x = 5. De fato, (—=5)? também
é 25. Ainda, se  # 5, ndo podemos afirmar que z? # 25, porque, novamente, podemos usar
o exemplo do —5. Agora, se 22 # 25, certamente = # 5. Faca esse mesmo raciocinio para a
segunda afirmagcao apresentada.

Para representar a implicagao se... entdo..., usamos o simbolo =.
r=5=1>=25
20 —2=0=2"-1=0

Note que o simbolo é uma seta dupla e nao —. Essa seta simples tem uma nocao de aproximacao
que serd vista mais pra frente no curso, pode ser lida como tende a. Veja que isso significa que
nao podemos usar a seta simples apenas para indicar que estamos continuando um raciocinio,
ja que ela tem outro significado matematico.

Voltando a expressao se... entdo..., podemos pensar ainda nas cojuncoes e € ou.

Se chover ou alguém o regar, o jardim ficard molhado.

Se chover e o jardim for descoberto, ele ficard molhado.

Veja que na primeira frase, qualquer uma das hipdteses chover ou alguém o regar, o jardim
ficarda molhado. N&o é necessédrio que as duas ocorram, embora o jardim ainda fique molhado
caso isso aconteca. Ja na segunda frase, é necessario que as duas hipdteses acontecam, pois um
jardim coberto nao ficard molhado se chover. Podemos pensar assim também na matematica:

7

Se x é primo ou x = 2, entao x # 4.

Se x é par e x é primo, entao x = 2.
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A primeira expressdo é verdadeira mesmo que sé6 uma das hipiteses seja verdadeira, mas a
segunda pode ser falsa se apenas x é par for verdadeira, por exemplo.

Agora, vejamos o seguinte exemplo, onde usamos a nogao 1, que significa que estamos consi-
derando tanto 1 quanto —1:
r=+1=2=1

=1=z==+1

Na primeira, © = £1 é a hipétese e 22 = 1 é a tese. Na segunda, hipStese e tese trocam de papéis.
No entanto, ambas expressoes sao verdadeiras. Nesse caso, podemos usar uma implicacao dupla
& e escrever matematicamente:

r=x+le2?=1

Lemos isso como = = +1 se e somente se ©2> = 1 e entedemos exatamente que ha duas im-
plicagoes, uma em cada direcao.

Ao longo desse capitulo, outros simbolos matemaéticos serao relembrados, como C e <. Fique
atento as definigoes e ao uso dos varios simbolos apresentados.

0.2 Conjuntos Numéricos

Um conjunto é uma colecao de elementos. A relacao béasica entre um objeto e o conjunto é a
relacdo de pertinéncia: quando um objeto x é um dos elementos que compdem o conjunto A,
dizemos que z pertence a A e representamos como x € A. Caso x nao esteja no conjunto A,
dizemos que x nao pertence a A, isto é, x ¢ A. Um conjunto sem elementos é dito vazio e
representado por ().

Dados dois conjuntos A e B, podemos ter as seguintes relagoes:

e A C B (lé-se A estd contido em B), isto é, A é um subconjunto de B: nesse caso, todo
elemento de A é também um elemento de B, mas pode ser que B tenha elementos que
nao pertencam a A. Essa relagdo pode ser escrita ainda como B D A (1é-se B contém A).

e A = B, isto é, todo elemento de A é também um elemento de B e todo elemento de B é
também um elemento de A, ou usando o item anterior, A C B e B C A.

e AN B é o conjunto intersecao de A e B, isto é, o conjunto de todos os elementos que
pertencem tanto a A quanto a B. Observe que se A C B, entdo AN B = A. Também
observe que ANBCAe ANB CB.

e Se dois conjuntos A e B sao tais que AN B = (), entao dizemos que A e B sao disjuntos.

e AU B é o conjunto unido de A e B, isto é, o conjunto de todos os elementos que pertecem
a A e/ou a B. Observe que se A C B, entdo AU B = B. Ainda, observe que A C AU B
e BC AUB.

Alguns conjuntos sao bem conhecidos:

e Conjunto dos naturais: N={1,2,3,4,...}

e Conjunto dos inteiros: Z =1{...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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e Conjunto dos racionais: Q = {E ‘n,m € Z,m # 0}

Veja ainda que todo nuimero natural é um ntmero inteiro e todo niimero inteiro é um ntmero
racional (basta ver o nimero n como n/1), isto é, em linguagem de conjuntos: N C Z C Q.

Cada numero racional tem também uma representacao decimal finita ou como uma dizima
periédica. Por outro lado, todo nimero que tem uma representacao decimal finita e toda
dizima periédica sao nimeros racionais.

1 12 ) — 1 —
-=0,2 —=2,4 — =0,4166--- = 0,41 - = s =
1 0,25 5 , 5 0,4166 0, 6 3 0,33 0, 3

periodo periodo

. . , ~ n
Existem ainda niimeros que nao podem ser representados na forma —, onde n,m € Z e m # 0,

isto é, nimeros cuja expansao decimal nao é finita e nem periédica. Tais nuimeros sao ditos
irracionais e representados por Q¢. Por exemplo:

2,101001000100001... V2 2 1,41421... T2 3,1415927... e 22, 7182818....

Observe que, pela defini¢ao acima, os conjuntos dos racionais e dos irracionais nao tem elementos
em comum, isto é, sao disjuntos (Q N Q¢ = (). O conjunto dos niimeros reais é a uniao de Q e
Qs, isto é:

NCZcQcQuUQ°=R

Observagao 1. Algumas observagoes sobre operagoes com numeros inteiros, racionais e irraci-
onais:

1. Observe que o conjuntos Z dos numeros inteiros é fechado para a soma, subtracao e
produto, isto é, se a e b sao numeros inteiros, entdo a+b, a —b e a-b também sdo nimeros
inteiros. Observe ainda que a/b pode nao ser inteiro, mesmo a e b sendo. Por exemplo,
sea=4eb=2,entdo a/b =2 é um inteiro, mas b/a = 1/2 nao é um inteiro.

2. O conjunto dos racionais é fechado para a soma, isto é, a soma de dois nimeros racionais
ainda é um nuimero racional. De fato:

nyr_ ng +mp
m q mq
N~ —\—
cQ €Q €Q

3. O conjunto dos irracionais nao é fechado para a soma, isto é, existem nimeros irracionais
cuja soma nao é um numero irracional. Por exemplo, tanto m quanto —7 sdo nimeros
irracionais, mas

4. O conjunto dos racionais é fechado para o produto, isto é, o produto de dois nimeros
racionais ainda é um nudmero racional. De fato:

po_mw

n

m q mq
AVl A

€Q < €Q
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5.

O conjunto dos irracionais nao é fechado para o produto, isto é, existem nimeros irracio-
nais cujo produto nio é um niimero irracional. Por exemplo, v/2 é irracional, mas

2 . =
Y2 V=2
¢Q  ¢Q €Q

Lista de propriedades 1. Algumas propriedades das operagdes com nimeros reais:

. Se dois nimeros reais 7, s sao tais r = s ou r = —s, entao r

. Para qualquer ntimero real r, temos r - 0 = 0.

. Nao existem dois nimeros reais nao nulo cujo produto seja 0. Mais formalmente: para

quaisquer nimeros reais r, s, se r- s = 0, entao r = 0 ou s = 0. Ou, analogamente, se dois
nimeros reais 7, s nao sao nulos, entao r - s nao pode ser 0.

Para quaisquer niimeros reais r, s, t:

(a) Ser+s=1t+s, entdo r =t.
(b) Sers=tses#0,entao r =1t.

2 _ 2

2 _ 2

Por outro lado, se r s, entao r = s our = —s.

Exemplo 1. Por exemplo, a propriedade 2 acima significa que se (z — 1)(x + 1) = 0 entdo
r—1=0ouz+1=0istoéx=1ouzxz=—1.

Exemplo 2. Utilizando a tultima propriedade temos que se x

2 =4 =22 entdo r = —2 ou

xr = 2.

0.3

Desigualdades

Note que se 7 é um numero real, entao apenas uma das trés afirmacoes é correta r é negativo
ou zero ou positivo, isto é, r < 0 ou r = 0 ou r > 0. Isso significa que o conjunto dos ntmeros
reais pode ser dividido em trés conjuntos sem intersecao:

R= R u{0o} u RL
~—~ ~~

reais reais
negativos positivos

Lista de propriedades 2. Temos que:

Ser,s >0our,s<0,entdo rs > 0. Segue dai que se r # 0, entdo 72 > 0.

Ser>0es <0, entao rs < 0. Segue dai que se r > 0, entdao —r = —1-r < 0, e que se
r <0,entao —r =—1-r>0.

Se r,s > 0, entao r + s > 0.

Ser<ses<t,entao r <t.

Se r < s, entao r +t < s 4+t qualquer que seja t € R.
Ser<set>0,entao rt < st. Masse r < s et <0, entao rt > st.

Se0<r<sel<t<uentao rt < su.
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1
P8) Se r > 0 entao - > 0. Segue dai que se 7 > 0 e s > 0, entao g > 0.

1 1
P9) Se 0 < r < s, entdo — < —.
s

Observe que as propriedades P6 e P8 implicam na seguinte propriedade extra:

r T
P10) Ser,s >0our,s <0, entdo — > 0. Masser >0es<0Oour<0es>0,entdao — <0.
S S

. r .- ~ .-
Dessa forma, quando temos um quociente — positivo, entao devemos ter r, s ambos positivos ou
S

. r . ~ ..
ambos negativos. Por outro lado, se — for negativo, entao r, s tem sinais opostos.
s

Observagao 2. As propriedades valem também para > e < no lugar de > e <, respectivamente.

Observagao 3. Geometricamente, o conjunto dos niimeros reais pode ser visto como uma reta.
Um ponto arbitrario da reta, denominado origem, representa o 0 e convenciona-se que a < b
significa que a fica & esquerda de b. Assim, na semi-reta da direita representamos os ntumeros
reais positivos e, na semi-reta da esquerda, os niimeros reais negativos.

- D] W
— b3 | =T

-

Observagao 4. Podemos representar alguns subconjuntos de R com notagoes especiais. Sejam
r,s € R sendo r < s, os conjuntos abaixo definidos sao ditos intervalos:

Intervalos limitados Intervalos ilimitados
[r,s]={z e R|r <z <s} (—oo,s] ={z eR|z < s}
(r,s)={xreR|r<xz<s} (—o0,s) ={r e R|z < s}
[r,s) ={zx e R|r <z < s} [r,+00) ={x e R|z >r}
(r,s]={x eR|r <z <s} (r,4+o00) ={r eR|z>r}
Atencao: os simbolos —oo e +00 nao sao nimeros reais.
Vejamos esses intervalos representados na reta real:
R a b ¢ d e f 9 h
(avb) (C’ d} [cvf] [97 h)
R = a b
(—OO,(L] [bv +OO)
& a b
(700’0/) (b +OO)

Vamos ver como podemos usar algumas propriedades da lista 2 para resolver problemas com
desigualdades.
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r+1

Exemplo 3. Se > 2, entdo usando a propriedade P6, z+1 > 2:2 =4, donde z > 4—1 = 3,

z+1

isto é z > 3. Portanto, o conjunto solugao da inequagao >2¢8 ={x|z >3} = (3, +0).

2 2—2x—2
> 2, temos pela propriedade P5, —— — 2 > 0, isto é, T e >0
x+1 x+1

2
E lo 4. S
xemplo ex+1
—2x
r+1

ou

> 0. Portanto, pela propriedade P10, temos dois casos possiveis

a) Sex+1>0e —2x >0, entdo z > —1 e x < 0. Dessa forma, a solu¢ao nesse caso é

Se={z| —1<x<0}=(-1,0)

b) Sex+1<0e —2x <0, entdo x < —1 e x > 0. Porém, ndo existe nimero real positivo e
menor que —1 ao mesmo tempo. Logo, a solucao desse caso é Sy = (.

I3

> 2
1 ¢

Portanto, o conjunto solucao da inequagao
x

S=8,US=58={z] —1<x<0}=(-1,0)

x T —2x—2 —x — 2
> 2, entao ——— > 0, isto é, ———— > 0. Pela propriedade P10,
T+ r+1 z+1
temos novamente dois casos possiveis:

Exemplo 5. Se

a) Sex+1>0e—x—2>0,entdo x > —1e —z > 2 isto é, z > —1 e x < —2. Porém, nao
existe nimero real maior que —1 e menor que —2 ao mesmo tempo. Logo, a solugao desse
caso é S, = 0.

b) Sex+1<0e—-x—2<0,entdox < —le —x < 2,isto é, x < —1 e z > —2. Logo, a solugao
desse caso é Sp = {z| —2 <z < -1} =(-2,-1)

3

> 2é

. ~ . ~ €
Portanto, o conjunto solucao da inequacao 1
T

S=5,US%=5S%={z] -2<z<—-1}=(-2,-1)

x+3 . Tz+3—2x+4 . . —x+7
< 2, entao ——— < 0, isto é,
2 -2 T —2

Exemplo 6. Se < 0. Assim, pela

T —
propriedade P10, temos dois casos possiveis:

a) Sex—2>0e—x+7<0,entdox >2e —x < —7,isto é, x > 2 e x > 7. Logo, a solucdo
desse caso é S, = {z|x > 7} = (7,4+00).

b) Sex—2<0e—-x+7>0,entdo x <2e —x > —7,isto é, <2 e x < 7. Logo, a solugao
desse caso é Sp = {z |z < 2} = (—00,2)

3

3
<2
> €

. ~ . .z
Portanto, o conjunto solucao da inequacgao
T —
S=S,USy={z|z<2o0ux>T7}=(-00,2)U(7,+00)
No fundo, o que fizemos foi reduzir as desigualdades aquelas que podemos fazer usando estudo

de sinal. Isso sera bastante 1til quando, ao fim do curso, estivermos estudando esboco de graficos
de funcoes a partir de suas propriedades. No capitulo 1, voltaremos a esse assunto.
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0.4 Valor absoluto (médulo)

Definigao 1. O valor absoluto (ou médulo) de um nimero real r, denotado por |r|, é definido

como:
T, ser >0
r| =

—r, ser<0

Geometricamente, o valor absoluto de x representa a distancia entre z e 0 na reta real:

Exemplo 7. Alguns exemplos de valor absoluto.

a) [0l =0
b) [r|=]—n[=m
c) 2|=]-2=2

d) | —0,345609| = |0, 345609| = 0, 345609

e) Como e > 2,71, entao 2,71 —e < 0 e, assim, [2,71 —e| = —(2,71 —e) = e — 2,71.

z—1, ser—1>0 | ; x—1, sex >1
f) o —1] = , isto é |[x — 1| =
—(x—1), sex—1<0 —x+1, sex<l

2¢ 4+ 1, se2x+1>0
—(2x+1), se2x2+1<0

20+ 1, sex>—1/2

2z + 1] =
g) | | { —2r—1, sex<—1/2

, isto é |2z + 1] = {
Lista de propriedades 3. Algumas propriedades diretas da defini¢ao acima:

M1) Pela propriedade P2, temos que |r| > 0 para todo r € R.
M2) Se |r| =0, entao r =0, e se 7 = 0, claro que |r| = 0, assim: |r| = 0 se e somente se r = 0.

M3) Dado um r € R*, sabemos que r > 0 ou r < 0. Se r > 0, temos que r > —r e |[r| = r. Se
r < 0, temos —r > 0 e, entdo, r < —r e |r| = —r. Assim, |r| é sempre o maior entre r e
—r, isto é, |r| = max{—r,r}.

M4) Para qualquer r € R, temos |r| = | — 7| e |[r|> = r? (veja a propriedade P1).
M5) Dado r > 0, se |z| = r, entdo x = r ou x = —r. Em particular, se ¢, s € R s@o tais que
|t| = |s|, entdo t = s ou t = —s.
ri_ Ir]
M6) |rs| = |r|-|s| para todos r,s € R e ‘f‘ = 5l se s # 0.
S S

Vejamos alguns exemplos de equagoes modulares.
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Exemplo 8. |22+ 1| =4

Vamos usar a definigado de médulo. Temos (veja o item (f) do exemplo 7):
2 1 > —1/2
2 +1] = x+1, sex > —1/
—2r—1, sex<-—1/2

Assim:
Lo 2x +1, sex > —1/2
—2r—1, sex<-—1/2

Isto é, ha dois casos:
a) Se x > —1/2, temos 2x + 1 = 4, ou seja, x = 3/2. Como 3/2 > —1/2, a solucao ¢é vélida.

b) Se z < —1/2, temos 2z + 1 = —4, ou seja, = —5/2. Como —5/2 < —1/2, a solugao é
valida.

Portanto, a solucao da equagao |2z + 1| =4¢é S = {—5/2,3/2}.

Exemplo 9. |z + 1| = |2z
Pela propriedade M5, temos dois casos: +1=2zxe x + 1 = —2z.

a) x+1=2r = 1=2x—z==x.

b)z+1=-2r=2r+2r=-1=3r=-1=2=-1/3.

Portanto, a solugao da equacao |z + 1| = |2z é S = {—1/3,1}.
Lista de propriedades 4. Propriedades envolvendo valor absoluto e desigualdades:
D1) Dado r > 0:

lz| <re-—r<z<r

lz| <r<e -—r<z<r

D2) Dado r > 0:
lz| >rec>rour < —r

lz| >r<c>rous < —r
D3) Desigualdade triangular: |r + s| < |r| + |s| para todos r,s € R
D4) Para todos r,s,t € R, seguem da desigualdade triangular:
= s < |r[+s]

Ir—s| <|r—t|+]|t— s

Vejamos alguns exemplos de inequagoes modulares.

Exemplo 10. |z —2| < 5.
Vamos resolver essa inequagao de duas formas.

- - , T —2, sex > 2 . .
Primeiro, pela defini¢do de médulo. Temos |z — 2| = . Assim, temos dois
—x+2, sex <2
casos:
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a) Se x > 2, temos x — 2 < 5, isto é, x < 7. Assim, a solugao desse caso é S, = [2,7).

b) Se x < 2, temos —z + 2 < 5, isto é, x > —3. Assim, a solugao desse caso é S, = (—3,2).

Portanto, a solu¢ao da inequacao |z —2| <5é S =S5,US, = (=3,7).

Agora, vamos resolver usando a propriedade D1:

-2/ <5 L F<ar—2<h e —5+2<z-2+42<5+2 & -3<a<T

Portanto, novamente, a solu¢ao da inequacao |x —2| <5 é S = (=3,7).

Exemplo 11. [4z —2| > 3.
Vamos resolver essa inequagao de duas formas.

4 — 2, sex >1/2

. Assim, temos
—4dr+2, sex<1/2

Primeiro, pela defini¢do de médulo. Temos |4z — 2| = {

dois casos:

a) Se x > 1/2, temos 4x — 2 > 3, isto é, z > 5/4. Assim, a solugao desse caso é

Sa = [1/2, +00) N [5/4, +00) = [5/4, +00)

b) Se z < 1/2, temos —4x + 2 > 3, isto é, x < —1/4. Assim, a solucao desse caso é

Sy = (—00,1/2) N (00, —1/4] = (—c0, —1/4]

Portanto, a solucao da inequacao |4z —2| >3 ¢ S =S, U Sy = (—oo,—1/4] U [5/4, +00).

Agora, vamos resolver usando a propriedade D2:

Mz —2/>3 &5 4z -2>30udr—2< -3 < z>5/douz<—1/4
Portanto, novamente, a solugdo da inequagao |4z — 2| > 3 é

S'=8,USy = (—o00, ~1/4] U [5/4, +00)

Finalizamos essa secao com a raiz n-ésima de um nimero real.

Definigao 2. Dados um real r > 0 en € N, n > 1, a raiz n—ésima de r, representada por /r,
é o nimero real positivo s tal que s” = r. Agora, se r < 0 e n € N é um impar maior do que 1,
a raiz n—ésima de r, é o nimero real negativo s tal que s = r.

Exemplo 12. Por exemplo, v/9 = 3 pois 32 = 9 e /=27 = —3 pois (—3)% = —27.

Observagao 5. Note que ha uma diferenga entre obter a raiz n—ésima de r e obter as raizes
de 2" = r. Por exemplo, as solucdes de 22 = 36 sdo +6, pois tanto 62 quanto (—6)? valem 36.
Porém, a raiz quadrada de 36 é 6, pois, por definicao, a raiz de um ntimero positivo é positiva.

Observacao 6. Observe ainda que, por definigao, (/7)™ = r. Isso significa que, por exemplo,
(v/5)? = 5. Note ainda que V52 = /25 = 5, mas \/(—5)2 = v/25 = 5 # —5. Concluimos que

nao é correto afirmar que V72 = r. Na verdade, note que V12 = |r|.
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0.5 Polinémios

Um polinoémio é uma soma formal utilizando uma varidvel z do tipo
_ n 2
p(z) = anx"™ + apn—1 + - + agx” + a1z + agp,

onde os numeros reais ag, aj, az,. .., a,—1, 0y sa0 ditos coeficientes (note que alguns podem ser
nulos, mas consideramos a,, # 0) e n é dito o grau do polinémio. O coeficiente ag é dito
termo independente e a, é dito coeficiente lider. Um mondémio é um polindbmio de um termo
sé: em geral, polinémios sao somas de monémios. Um monémio formado apenas por um termo
independente é dito ter grau O.

Exemplo 13. O polinémio 42° — 722 + V22 + 3 tem grau 5, coeficiente lider 4 e termo
independente 3. Além disso, é formado pelos monémios 4z°, —wa?, 2z e 3.

Observacao 7. 22+ +/2z +1 ndo é um polindmio, pois nem todo x estd com expoente natural.

A soma e a diferenga de polinémios sao feitas termo a termo, como no seguinte exemplo:
Exemplo 14. Se p(z) =2 — z + 22 e q(z) = 3 — 222 — 323, entdo, por exemplo:
p(x)+q(x)=2+3)+ (—z) + (22 —22%) =323 =5 —x — 22 — 323
p(x)—q(z) = (2=3)+ (—z) + (22 +22%) + 323 = -1 — 2 + 322 + 32°
Ja o produto de dois polinémios é feito usando a regra distributiva da multiplicagdo. Por
exemplo:
Exemplo 15. Usando os polinémios do exemplo 17:
p(a)a(x) = (2 — 2+ 2%)(2 — 222 — 3a)

=4 —42® — 62° — 22 + 22° + 32 + 227 — 22 — 32°

=4 — 20 —2z% — 423 + 2t — 327
Por fim, a divisao de polindmios é feita analogamente a divisdo de nimeros inteiros. Na divisao
de f(x) por g(z), comegamos dividindo o monémio de maior grau de f(z) pelo de maior grau

de g(z) (se for possivel) e seguimos ate encontrar o resto: um polinémio de grau menor que o
de g(x). Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 16. Sejam f(z) = 222 + 42 + 3 e g(z) = 2® + 3z + 1. Comecamos dividindo o
monodmio de maior grau de f(z) pelo de maior grau de g(z), isto é, 222 dividido por 22, isto é,
¢(z) = 2. Temos:

202 +dx+3 |22 4+3zx+1
222 4 6 + 2 2
—2x+1

Como o grau de —2z 4 1 é menor que o grau de g(x) = 22 + 3z + 1, ndo podemos continuar.
Assim, temos r(z) = —2x 4+ 1 eq(x) = 2.

Exemplo 17. Vamos dividir f(z) = 22—1 por g(z) = 2—1. Comecamos dividindo os monémios
de maior grau de f(x) e g(z), obtendo ¢1(z) = x e ri(z) = f(x) — q1(z)g(x) = = — 1 isto é:

24+0r—1]z—-1

22— x r+1

r—1
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Agora, o resto x — 1 é igual ao g(z). Assim, ¢a(x) =1 e ra(z) = 0. Isto é:

2240 —1|z—-1
22— z+1
r—1
r—1

0

Assim, concluimos que z — 1 divide 22 — 1 e que 22 — 1 = (z — 1)(z + 1).

Definicao 3. Um nidmero real r tal que p(r) = 0 é dito uma raiz do polinémio p(z).
Exemplo 18. Seja f(z) = 2 —2%—z+1. Temos que 1 é uma raiz de pois f(1) = 1*—13—1+1 =
0, mas —1 ndo é raiz pois f(—-1)=1+1+1+1=4.

Encontrar raizes de um polindémio qualquer nem sempre é facil. Para polindmios quadraticos,
ou seja, de grau 2, conhecemos a férmula de Bhaskara, que diz que as rafzes de az? + bz + ¢

(com a # 0) sdo dadas por
_ —bx Vb —dac

T
2a
. . 2 . .
e também o teorema da soma e do produto das raizes (az® + bx + ¢ tem raizes r1,r2 tais que
r1+1r2 = —b/a e rire = ¢/a.) Para graus maiores, o resultado abaixo pode ajudar em alguns

Casos.
Teorema 1. Temos que a € R € uma raiz de f(x) se e somente se v — a divide f(z).

Note que o resultado do teorema 1 diz ainda que se a é raiz de f(x), entao existe um polinémio
g(x) tal que f(z) = (z —a)g(x).

Exemplo 19. Considere o polinomio f(z) = 2®+2. Temos que 0 é raiz de f(x), o que significa
que z divide f(x). Efetuando a divisdo, temos f(z) = z(2% + 1) e 22 + 1 ndo tem raizes reais.

Exemplo 20. Seja f(x) = 40 — 182z — 322 + 23. Por inspecdo, temos que 2 é uma raiz de f(z)
dividindo f(x) por z—2, temos f(z) = (z—2)(2? —x—20). U 22— —20 podem ser encontradas
pelo teorema da soma e produto: rirg = =20 e ry +ro =1, isto é, 11 = —4 e ro = 5. Logo, o
polindémio pode ser escrito como f(x) = (z — 2)(x + 4)(z — 5).

O processo feito nos exemplos 19 e 20 pode ser repetido para polinomios f(z) de qualquer grau,
obtendo uma escrita de f(x) como produto de fatores x — a ou quadraticos irredutiveis. Esse
processo € chamado fatoracao.

Exemplo 21. As raizes de 222 + 5z — 3 sdo 1/2 e —3 (verifique). Assim, a fatoracdo desse
polinémio é 222 + 52 — 3 = 2(z — 1/2)(x + 3) = (22 — 1)(x + 3)

Exemplo 22. A fatoracio de #9432° — 1324 —1323—382+60 é (22+2)(z—1)(z+2)(z—3)(z+5).

A fatoracao de polinomios pode ser facilitada, em certos casos, usando produtos notaveis como
por exemplo:

(a+b)? = a® + 2ab + b* a?—b* = (a+b)(a—b) a® —b® = (a—b)(a® + ab + b?)

Exemplo 23. Usando quadrado da soma, temos que 22 +42+4 = (z+2)2. J4 usando diferenca
de cubos, temos que 2% — 8 = (z — 2)(2? + 27 + 4).
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Em particular, a fatoracao de um polinémio pode ser 1til, por exemplo, para determinar para
quais valores de x certa funcao polinomial é positiva ou negativa.

Exemplo 24. Consideramos o polinémio p(z) = 22 — 2 — 20 = (z+4)(x — 5). Para determinar
os valores de z para os quais p(z) < 0, temos dois casos:

a) Sex+4>0ex—5<0,entdo x> —4ex <5b,isto éx e (—4,5).

b) Sex+4<0ex—5>0,entdo z < —4 e x > 5. Como nao existe x real nesses condigoes,
esse caso tem solucao vazia.

Esse processo pode ser resumido em uma tabela onde colecionamos as raizes dos fatores e os
sinais dos fatores em cada intervalo:

4 5
Tz 44 - g + 4+
z—5 . - % 44

(@+4)@—5) | +++ L - % p44

Assim, esse polinémio assume valores negativos quando x € (—4,5).

0.6 Plano cartesiano

Encerramos esse capitulo relembrando o plano cartesiano, que serd usado para representar gra-
ficamente fungoes.

Um sistema ortogonal de coordenadas em um plano é uma tripla (X,Y;0) em que X e
Y sao retas perpendiculares que se intersectam em um ponto O chamado origem do sistema.
A reta X, usualmente horizontal, é chamada eixo x ou das abscissas. A reta Y é chamada
eixo y ou das ordenadas. Cada ponto de X ou Y ¢ identificado com um niimero real e O é
identificado com o 0 em ambos 0s casos.

. ©9)

(9.0)

e

(—4,-2) . (3,-2)

Cada ponto P do plano é idenficado por um par ordenado (z,y) € R?> = R x R chamado
coordenadas cartesianas de P (como na figura acima). Escrevemos P = (x,y) para indicar
que P tem coordenadas (z,y) dizendo que z é primeira coordenada ou abscissa de P ey a
segunda coordenada ou ordenada de P.

O conjunto solucio de uma equacio nas varidveis = e y é o conjunto S dos pares (z,y) € R?
que satisfazem esta equagao. O conjunto dos pontos P do plano com coordenadas (z,y) € S é
o grafico da equacao. Vejamos alguns exemplos.
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2

1. O grafico da equacdo 2 + y? = @ é um circulo de centro na origem (0,0) e raio a.

2. O gréfico da equacao x = k, com k € R fixo, é uma reta vertical passando por (k,0)

3. O grafico da equagao y = k, com k € R fixo, é uma reta horizontal passando por (0, k).

ty=5

/‘\ r =7

,3x2+y2:4

O grafico de uma equagao do tipo y = ax + b, com a,b € R e a # 0, é uma reta nao vertical
r que passa pelos pontos (0,b) e (—570). O ndmero a é chamado de inclinagao da reta r e
corresponde a tangente do angulo entre a reta r e o eixo X.

Dados trés pontos quaisquer P; = (z1,y1) , P» = (x2,y2) e P3 = (z3,y3) de uma reta nao

vertical r, temos que a inclinagao a desta reta é dada por:

a:y2*y1 Y3 =y Ys— Y2

T2 — X T3 — I 3 — X2

Para encontrar a equagdo de uma reta nao vertical passando por dois pontos (zg,y0) e (z1,¥y1),

observamos primeiro que sua inclinagao é dada por a = M. Agora, qualquer outro ponto
T1 — Xo
(z,y) desta reta deve satisfazer o U — Portanto, devemos ter (y — yo) = a(z — x¢) donde
T — X0

y = ax — (axg + yo). Assim, a equacao da reta nao vertical passando por (xg,yo) e (x1,y1) é

Yr — Yo

b= —(azo + yo)-
Ir1 — X0

y=axr+b com a=

0.7 Exercicios

1. Sejam a e b nimeros reais positivos tais que a < b.

Determine se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:

(a) d—a<4—b a_b
1 1
(b) —3b < —3a (@) 3 <

2. Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmacgoes:

~ , . . o ~ a , .
(a) Se a e b s@o numeros inteiros positivos, entdo — é um ndimero racional.

b

~ . L ~ a, . .
(b) Se a e b sdo nimeros inteiros, entao 7 ¢ um ndmero racional.

S . - atb . :
(c) Se a e b sao nimeros inteiros e a — b # 0, entao ; ¢ um nimero racional.
a
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o, o . a+b , 3 .
(d) Se a e b sdo nimeros inteiros, entao Tra? é um numero racional.
a

¢ um numero racional.

Se a e b s&o numeros inteiros, entao

56

Se a é um numero inteiro, entao a°® é um ndmero racional.

~ , . . ~_a., , .
Se a e b s&o numeros racionails, entao — ¢ um numero racional.

b
Se 2 > 4, entdo x > £2.

||
Se z,y ¢ Q, entdo x +y ¢ Q.
Para todo = € R temos z < z2.

)
)
)
)

(i) Sei<1, entao x > 1.
)
)
) Sexzy=1,entaoxr=y=1louzx=y=—1.
)
)

. L . . a b c abc
4. O conjunto dos possiveis valores assumidos pela expressao — + quando

—t+ =t
o o |~ [b] e[ [abc]
a, b, c sao niimeros reais nao nulos é:

(a) {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} (d) {4}
(b) {—4,-2,0,2,4}
(c) {-4,0,4} (e) R

5. Classifique cada uma das sentencas abaixo como verdadeira ou falsa:

(a) |5 =5 () 1-v2[=1-V2 (g) [V9—V3|=0
(b) | —3/4| = —3/4 (e) |r—3,14| =0 (h) [v5—2,2| =5 —2,2
(c) |0 =0 (f) |[r—3,15|=3,15—7 (i) |¥/10—2,3| =2,3 — /10

6. Encontre os nimeros reais que satisfacam as desigualdades abaixo.

(a) 2+ 3z <bxr+38 (d)£>2 (g) 23 —2 <0
(b) 4<3x—-2<10 (e) (x+3)(x+4)>0 (h) 22+2-2>0
z

(c) 22 —4x <0 (f) $_3<4 (i) 22 -22+1>0
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7. Resolva as seguintes equacoes:

(a) |3z +2|=5 (e) |x| +2lz —2| =144z (i) 222 — 32| = |z — 2|
(b) |2z — 1| = |4z + 3| (f) 22 - 3|z| —4=0 (G) |z =2 =|z+ 3|

(c) |z||z—5[=6 (g) lz =1 =z -1 (k) |22 -z =2

(d) |5z +4|=— (h) |5z + 8| = |4z + 10| () /(z—3)2+ |z| =3z

8. Encontre as solucoes das seguintes inequagoes:

(a) |1:—5| <4 (d) 3z +5| <11 (g) 2% —3z| > 1
xZ
(c) 132+ 2| > 5 ® e =? (i) 2 — 32| > 22 — 12

9. Determine todas as raizes dos polinémios a seguir.

(a) 23 ++22% — 4z
(b) 23 — 2322 + 1192 + 143

(c) x* —b52® — 6322 + 137z — 70

10. Determine AN B e AU B nos casos a seguir utilizando intervalos.

(a) A={reR:2—4<0}eB={zeR:2-4>0}
b) A={rcR:2?°<4}eB={zcR:z> -1}

(c) A={zeR:z>2}eB={zxeR: z< -3}

Exercicios extras

11. Péagina A9 do livro Cdlculo - vol 1, 6a edi¢ao (James Stewart)

12. Péginas 10 e 11 do livro Cdlculo A (Diva Flemming e Mirian Gongalves).
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Exercicios de provas anteriores

13. (2016-2) Sejam a e b numeros reais. Considere as seguintes afirmativas:

I. Sea<b,entéol>%. III. Sea¢ Qebd¢ Q, entdao ab ¢ Q.
“ IV. V4 =42
II. Se a,b € Q, entao ab € Q. V. Se a < b, entao ca < cb, para todo ¢ € R.

Marque a alternatica CORRETA.

a) Nenhuma afirmativa é verdadeira. d) Apenas trés afirmativas sao verdadeiras.
b) Apenas uma afirmativa é verdadeira.

¢) Apenas duas afirmativas sdo verdadeira) Todas as afirmativas sao verdadeiras.

14. (2016-2) Sobre o conjunto solugao S da equagao |z + 1| + |z — 1| = 2, podemos afirmar

que:
(a) S =0. (d) S é infinito e é um intervalo.
(b) S tem apenas um elemento.
(c) S tem apenas dois elementos. (e) S é infinito, mas nao é um intervalo.

15. (2016-2 opcional) Sobre o conjunto solugao S da equagao |2z| + |x — 1] = 1 é correto

afirmar que:

(a) S é vazio. (d) S tem apenas dois elementos.
(b) S ¢ infinito. (e) S tem mais do que dois elementos, mas é
(c) S tem apenas um elemento. finito.

16. (2014-2) Marque a alternativa INCORRETA.

(a) Nenhum niimero racional é solucdo da equacio 22 = 2.

(b) A raiz quadrada de um nimero natural é um nimero natural ou um niimero irraci-
onal.

(c) Existe, pelo menos, um niimero real que é solucao da equacao z? = 2.
(d) Se p e g sdo ntimeros inteiros ndo nulos tais que g é um inteiro, entao d ¢ um inteiro.
(e) /13 é um niimero real menor do que 4.
17. (2014-2) Marque a alternativa CORRETA.
(a) |z]+1 < |z + 1| para todo = € R. (d) || —2 > |z — 2| para todo x € R.

(b) Va2 = (v/x)? para todo z € R.
c 1—z)2>1—xparatodoz € R. () |z|Va2 > z? para todo z € R.
(c) V(

1 1
>
| =5

18. (2014-2) Resolva a seguinte desigualdade: [ +1]]z -3

1
19. (2013-2) Determine os valores de x para os quais 1 < |2z + 5| < s
x
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Respostas dos exercicios

. (a) F () V (c) V (d) v

(a) V () V (e) F (g) F (@ F (k) F (m) F
(b) F (d) v (f) v (h) F (4) F 0 F (n) F
(a) V (b) F () V (d) F (e) F (f) v (&) V (h) V (Y
(a) (=3,+00) (d) (0,7/2) (8) (=00, —1)U(0,1)

() (2,4] (e) (—o0,—4)U (=3, +00) (h) (=00, —2] UL, +00)
(c) (0,4) () (—00,3) U (4,400) (i) R-—{o}

a) {-7/3,1} () {-4,4} () {-1/2}

b) {-2,-1/3} (g) {0,1,2}

(C) {_172 376} (h) {_2’2} (k) {0=2}

(d) @ L [1-v5 ) 1445

(e) {3/5} OV =2 b3 W {1}
(a) (1,9) (£) (=00, —4/3]U[1/3,+00)

(b) (—o0,—11/2]U[-5,6,+00) (3—V/13) B3-=v5 (3+V5 (3+13)
(€) (—o0,—7/3)U(1,+00) (8 (oo, BRI UIESE, ERRIU IR, +oo)
(d) [~16/3,2] (h) [1,+00)
(e) (~=1,2)U(4,7) (G) R
(a) —2v2,0,v2 (b) —1,11,13 (c) —7,1,10
(a) AUB=Re ANB={4} (¢) AUB=(—00,-3)U(2,400)e ANB=10

(b) AUB=(-2,2)e ANB=[-1,2)

. b) 14. d) 15. ¢) 16. d) 17. ¢

C(=2,-1)U(=1,3) U (3,4]

. (~2,-3/2]



Capitulo 1
Funcoes

Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma fungao com dominio A e contradominio B é uma
regra f que a cada elemento em A associa um tinico elemento em B. A notacao usual para
uma funcado f de dominio A e contradomino B é

fi A - B
z = f(z)

em que x — f(x) indica que f faz corresponder a x o valor f(x) também chamado imagem de
x por f. O dominio A é também denotado por D(f).

Os elementos do dominio sao representados por uma variavel, usualmente mas nao necessaria-
mente denotada por x, chamada variavel independente. Os elementos do contradominio sao
representados por uma variavel, usualmente mas nao necessariamente denotada por y, chamada
varidvel dependente.

O conjunto de todos os valores y € B para os quais existe algum = € A satisfazendo f(z) =y é
chamado conjunto imagem de f e é denotado por I'm(f). Formalmente

Im(f) ={f(x) € B:x € D(f)}

Exemplo 25. Sejam A = {1,2,3,4,5}, B = {1,2,3,4,5,6} e considere a regras que associam
elementos A com elementos de B ilustradas nos seguintes diagramas.

—
—
-
—
N
—
—
w
=
—
~
=

A B A B A B A B
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 9 w2 9 w2 9 w3
3.3 33 3 w3 3 3

Ny
A S s O R Y

Ny
5 5 5 N5 5 r\r
~_ 5 5 0\5 5—=95
6 6 T3 6

1. A regra em (1) define uma funcao f: A — B tal que Im(f) = {2,3,4,5,6}.

2. A regra em (2) nao define uma funcdo de A em B porque 5 € A nao estd associado a
nenhum elemento de B.

3. A regra em (3) nao define uma fungao de A em B porque 4 € A estd associado a mais de
um elemento de B.

4. A regra em (4) define uma funcao f : A — B tal que Im(f) = {2,3,4,5} & B. Observe
que neste caso 4 e 5 tem a mesma imagem, ou seja f(4) = f(5) = 5.

19
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Exemplo 26. A fungdo que associa cada x € R ao seu dobro 2x é definida por:

f: R — R
x — flx)=2z

Exemplo 27. A fungéo h que a cada t € R associa o quadrado de t somado ao dobrote a1 é
definida por:

h: R — R
t = ht)=t>+2t+1
Exemplo 28. A func¢@o que a cada z > 0 associa a raiz quadrada de x é definida por

f: [0,400) — R

x = VT
Observagao 8. Definimos uma funcao f explicitando seu dominio, contradominio e regra x —
f(x). No entanto, é comum falarmos de uma funcao f explicitando apenas sua regra. Neste

caso, convenciona-se que o contradominio é R e o dominio é o maior subconjunto de R ao qual
podemos aplicar a regra x — f(x). Este iltimo conjunto é chamado dominio da fungao.

Exemplo 29. O dominio de f(x) = 22 é R pois a regra x — 22 se aplica a todo = € R.
1

Exemplo 30. O dominio da funcao f(z) = — é R\{0} ja que ndo podemos dividir por 0.
x

Exemplo 31. A fungao f(z) = vz + 1 tem dominio [—1,+00) j& que vz + 1 estd definida
apenas para = + 1 > 0. Assim devemos ter z > —1 para calcular f(x). Logo, o dominio de f(x)
é o conjunto {r e R: z > —1} = [—1, +00).

Exemplo 32. A fungao f(z) = 5 tem dominio R\{—3,3}. Isso porque para efetuar a

2
x
divisdo de 1 por 22 — 9 é necessario que 22 — 9 # 0 o que acontece se e somente se = # +3.

Observagao 9. Seja f : A — R uma fungao, a restrigao de f a um subconjunto Ay do dominio
A é a funcao g : Ag — R definida por g(z) = f(x) para todo = € Ay. Por exemplo, a restri¢ao
de f : R — R, f(z) = 2% ao intervalo [2,9] é a funcdo g : [2,9] — R tal que g(z) = 22 para todo
x € 1[2,9].

Observagao 10. Duas fungoes sdo iguais quando tem o mesmo dominio, 0 mesmo contra-
dominio e a mesma regra. As fungoes f:[0,1] = R, f(z) =3x+5eg¢:[0,1] = R, g(t) =3t+5
sdo iguais pois tem mesmo dominio, contradominio e regra. J4 as funcdes f : R — R, f(x) = 22
eg:[510] = R, g(xr) = 22, embora 7 tenham a mesma regra, sdo diferentes pois seus dominios
sao diferentes.

1.1 Grafico de uma Funcao

Definigcao 4. O grafico de uma funcao f : A — B, é o conjunto

G(f)={(z,f(zr)) e Ax B:x € A}.

Esbogar o grafico de uma fungao f consiste em tragar todos os pontos de G(f) no plano
cartesiano. Quando o dominio da funcao é finito, este procedimento é bem simples (veja o
exemplo a seguir). Quando o dominio da fun¢do possui infinitos elementos, como um intervalo,
precisaremos usar conceitos mais sofisticados como, por exemplo, o conceito de derivada. Em
alguns casos, como nos exemplos mais a frente, podemos fazer um esbogo bem fiel através do
estudo da lei que define a funcao.
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Exemplo 33. Seja A = {1,2,3,4,5}, B = {2,3,4,5,6} eseja f: A - B, f(x) =xz+1. O
grafico de f é o conjunto G(f) = {(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),(5,6)}.

Para fazermos graficos com mais detalhes, vamos explorar algumas propriedades de fungoes que
serao definidas nas secoes seguintes.

1.2 Funcoes Limitadas

Definigao 5. Uma fungao f(z) é dita limitada superiormente se existe M € R tal que f(z) < M
para todo x € D(f). Por outro lado, é dita limitada inferiormente se existe N € R tal que
f(x) > N para todo = € D(f).

Se f(x) for limitada superiormente e inferiormente, dizemos apenas que f(x) é limitada. Nesse
caso, temos que Im(f) C [N, M] e, entao, tomando L = max{|N|, |M|} temos que |f(z)| < L.

1, sex <0

¢é limitada, pois Im(f) = {1,12}.
12, sez>0 p (f) ={1,12}

Exemplo 1. A funcdo f(z) = {

Exemplo 2. A funcao f : R — R definida pela regra f(z) = x+ 1 é ilimitada pois Im(f) = R.

Exemplo 3. A funcao f(z) = /= é limitada inferiormente, pois y/z > 0 por definigdo. No
entanto, quando x cresce arbitrariamente, vemos que /x também cresce arbitrariamente:

x v

100 10

10000 100

1000000 1000
100000000 10000
10000000000 100000
1000000000000 1000000

100000000000000 10000000
10000000000000000 100000000
1000000000000000000 | 1000000000

Dessa forma, /= nao é limitada superiormente.
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1
Exemplo 4. Vejamos a fungdo f(z) = —;. Sabemos que 2?2 > 0 para todo € R\ {0} = D(f).
x
1
Assim, f(r) = — > 0 para todo = € D(f), o que significa que f(z) é limitada inferiormente.
x

1
Porém, para qualquer valor M > 0, se escolhermos z € (— ) teremos f(x) = — > M,
x

1 1
VM’ VM
ou seja, f(x) torna-se arbitrariamente grande e, portanto, f(x) nao é limitada superiormente.
2

Exemplo 5. Seja x € R. Temos que 22 > 0 e, entdo, 2 +1 > 1. Isso significa que 711 > 0.
x
2
Além disso, 22 < 2% + 1 para todo z € R, o que significa que 2$+ 1 < 1. Assim, a fungao
x
2
f(z) = 2I+ 1 ¢ limitada pois sua imagem estd contida em [0, 1]
x

1.3 Crescimento e Decrescimento

/\

V4

Percorrendo o gréfico de uma fungdo y = f(z) da esquerda para a direita vemos que os valores
de y crescem ou decrescem dependendo da posicao de x. Este comportamento motiva a seguinte
definigao.

Definigao 6. Seja f uma funcao definida em um intervalo I.

e Dizemos que f é crescente em [ se f(x1) < f(z2) para todos z1 < z9 em I.
e Dizemos que f é decrescente em I se f(x1) > f(z2) para todos z1 < x2 em I.

e Dizemos que f é constante em [ de f(x1) = f(x2) para todos 1,22 em I.

Estudando a lei da funcao, podemos encontrar os intervalos onde ela cresce ou decresce. Vamos
ver um exemplo.

Exemplo 6. Considere f(x) = x2. Dados dois pontos 21 < x5 temos que
fxg) = f(21) = 23 — af = (g — @1) (w2 + 21)
Como z1 < xo temos xo — x1 > 0. Agora vejamos

entdo x2 + x1 > 0. Logo, f(z2) — f(x1) > 0, ou seja, f(x2) > f(x1) .
x) é crescente no intervalo [0, +00).

e se x1, 22 € [0,400)
Concluimos que f(

e se x1, 2 € (—00,0] entdo xa2 + x; < 0. Logo, f(z2) — f(x1) < 0, ou seja, f(xa) < f(z1).
Concluimos que f(z) é decrescente no intervalo (—oo, 0].

Se a lei de f nao é tao simples como no exemplo anterior, o trabalho de encontrar o intervalos de
crescimento e decrescimento pode ser complicado e serd feito posteriormente usando o conceito
de derivada.
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1.4 Maximos e Minimos de uma Funcao

Considere a funcao f cujo grafico é ilustrado na figura abaixo. Observe que a imagem do ponto
x1 é maior que a imagem de qualquer outro x préximo de x1. Quando isso acontece, dizemos
que f possui um maximo local em z1. Outros pontos onde f possui maximos locais sao z3 e 5.

Figura 1.1: Gréfico de f.

Observe agora que a imagem de x2 é menor que a imagem de qualquer outro ponto x préximo

de x9. Quando isso acontece, dizemos que ossui um ponto de minimo local em x9. Outros
)

pontos onde f possui minimo local sdo x4 e xg.

Definicao 7. Considere uma funcao f.

e Dizemos que f possui um méximo local (ou méximo relativo) em z( se existir um
intervalo (a,b) contendo xq tal que f(z) < f(xg) para todo x € (a,b) N D(f).

e Dizemos que f possui um minimo local (ou minimo relativo) em xy se existir um
intervalo (a,b) contendo xq tal que f(z) > f(xo) para todo = € (a,b) N D(f).

Os pontos de maximo ou minimo locais também sao chamados de pontos de extremos locais
da funcao.

Voltando ao grafico da figura 1.1, observamos que a imagem f(z1) é maior que imagem de
qualquer outro ponto no dominio de f, descrevemos isso dizendo que f possui um méximo
global em z1. Ja a imagem f(z¢) é menor que a imagem de qualquer outro ponto no dominio
de f, neste caso dizemos que f possui um minimo global em zg. Os pontos x; e xg desta fungao
sao ditos extremos globais. Vamos dar a defini¢ao formal.

Definigao 8. Considere uma funcao f.

e Dizemos que f possui um maximo global (ou maximo absoluto) em z( se f(z) < f(x0)
para todo x no dominio de f. Neste caso dizemos que f(zp) é o valor méximo absoluto
de f.

e Dizemos que f possui um minimo global (ou minimo absoluto) em x se f(x) > f(zg)
para todo x no dominimo de f. Neste caso dizemos que f(xg) é o valor minimo absoluto
de f.

Observagao 11. Todo extremo global é um extremo local. Mas reciproca nao vale, ou seja,
é possivel que f possua um extremo local em zg sem que f possua um extremo global neste
ponto. Por exemplo, os pontos xs,z3, x4 € x5 do grafico na figura 1.1 sdo exemplos de pontos
onde f possui extremos locais mas nao possui extremos globais.
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1.5 Exemplos de fungoes e seus graficos

Exemplo 34. Uma fungao constante é uma funcao f : R — R, f(z) = b, onde b € R. Neste
caso, G(f) = {(z,b); x € R} é uma reta horizontal e Im(f) = {b}.

A fungao constante f(z) = b é limitada poque |f(x)| < |b|, para todo z € R. Essa fungao
também tem valor maximo e minimo em todo x do seu dominio.

Graficos de fungoes constantes.

Exemplo 35. Uma funcao Afim é uma funcao f : R — R, f(x) = ax + b com a,b € R e
a # 0. O gréfico deste tipo de fungao, dado por G(f) = {(z,y)|y = az + b}, é uma reta com

coeficiente angular a intersectando o eixo y no ponto (0,b) e intersectando o eixo x no ponto
b
(_ aa 0)

a>0 a<0
Figura 1.2: Gréficos de funges afins f(z) = azx +b

Vamos mostrar que a imagem de uma fungao afim f(z) = ax + b é Im(f) = R, ou seja, vamos
mostrar que para todo yo € R existe g € R tal que f(zg) = yo. Para isso, observamos que

dado qualquer yg € R a equacao yg = ax + b tem solugao unica xy = L. Isso implica que
a

—-b
f % = gy donde yg € Im(f). Como o argumento vale para qualquer yy € R, temos que

Im(f) =R. Assim, uma fungao afim nao é limitada. Além disso, f(z) = ax + b é crescente se
a > 0 e decrescente se a < 0 pois, supondo a > 0, temos

Ty <y = ary < arg = f(r1) =ax; +b < axe+b= f(x2).
O caso a < 0 é mostrado de maneira andloga.

Exemplo 36. A fungao afim f(z) = 2z — 1 restrita ao intervalo fechado [—1,2] é limitada e
assume o valor maximo em z = 2 e o valor minimo em x = 2. Observe no grifico de f que

f(-1)==-3<f(z) <3=f(2).
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Figura 1.3: Gréfico da fungdo f(z)=2r—-1; -1 <z <2

Observagao 12. Podemos estudar a imagem Im(f) de uma fungao f analisando seu gréfico
G(f). Para fazer isso, observamos que yo € I'm(f) se, e somente se, a reta horizontal y = yo
intersecta G(f). Neste caso, existird xg no dominio de f tal que (zo,y0) € G(f), ou seja,

yo = f(zo) e portanto yo € Im(f).

Exemplo 37. Uma fungdo quadratica ¢ uma funcio f : R — R, f(z) = az? + bz + ¢, onde
a,b,c € Rea#0. O grafico deste tipo de fungao é uma parabola simétrica com respeito a

reta vertical S de equagao z = ;— (eixo de simetria). A concavidade da pardbola é voltada
a

para cima se a > 0 e para baixo de a < 0. O vértice da parabola é seu ponto de interse¢do com

-b —A
a reta S e tem coordenadas (=—, ——) onde A = b? — 4dac.
2a" 4a

T da

AN

b o b
T="3, T

Figura 1.4: Gréficos de fungdes quadréticas

Para descrever o grafico de f(x) = ax? 4 bx + ¢ observamos que, completando quadrado, temos:
b c b b? b2 c
2 2
frnd —_ —_ frnd 2— _— _—— —
f(z) a<a: +ax+a) a[(w + 2ax+4a2> 4a2+a}

b 2 (¥ —dac)|
T o 4q? -

=a

RANN-Y
T % 4a?

Portanto,

_ , b\> A
Temos entao que f(x) =0 se, e s6 se, | = + %) =12
a
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Assim, temos os seguintes casos:

—b _
1. Se A =0 entao f(z) = 0 tem solugao tinica z = % Neste caso, <2, 0) é 0 Unico ponto
a a

de intersecao entre G(f) e o eixo das abscissas.

b+ VA —b— VA
2. Se A > 0 entao f(x) = 0 tem duas solugoes, ' = —2’—7 e 2/ = — Neste
a

a
caso G(f) intersecta o eixo das abscissas nos pontos (z/,0) e (z”,0).

3. Se A < 0 entao f(z) = 0 ndo tem solugao. Neste caso, G(f) nao intersecta o eixo das
abscissas.

Para estudar a imagem de f(z), observemos que:

A RN Y S (LA
T % 4q? YT ~ 2\ " T o,

A 2
Vamos estudar dois casos. Primeiramente, se a > 0 entao y + TP (x + 2) tem solucgao
a a

y=f(z) & y=a

A . . ,
se e somente se y + Ta > 0, ou seja y > I Assim, concluimos que
a a

A
se a > 0 entao Im(f) = [—£,+oo)

A 2 A
Agora, se a < 0 entao entao y + o a <J; + 2> tem solugao se e somente se y + Ta <0, ou
a a a

seja y < I Assim, concluimos que

A
se a < 0 entao Im(f) = (—oo, —4—]
a
Vamos mostrar agora que o grafico de f(z) é simétrico com respeito a reta z = ~5 Isso
a
—b
equivale a dizer que se x; e x9 sdo equidistantes de x = — entao f(x1) = f(z2). Mas, se 21 e

. Assim, temos

a
b b
- (—2> 72 <_2>
b\? A b\2 A
(“m) ‘w]:“ <$2+2a> ‘W]:f@”

A tabela da Figura 1.5 resume as propriedades que provamos.

~ . —b .
9 sao equidistantes de x = %0 entao
a

f(z1) =a

Portanto f(x1) = f(x2).
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A =b* —dac A>0 A=0 A<O
L, —b=VA
r = 20
A
 hivE Im(f) = [~ - +00)
- 2a
b
S:{T:7271}
Im(f) = (—o0,— 2]

4a

Figura 1.5: Dependéncia do grafico de f(x) = ax? + bx + ¢ com respeito aos parametros a, b, c.

A tabela 1.5 nos diz que uma fungdo quadrética é limitada inferiormente se a > 0, pois
f(z) > —A/(4a), para todo = € R, mas nao é limitada superiormente. Se a < 0, f é limitada
superiormente, f(z) < —A/(4a), para todo x € R, mas nao é limitada inferiormente. Também
podemos observar que para a > 0, a funcao quadrética é crescente no intervalo [—b/2a, +00) e
decrecente no intervalo (—oo, —b/2a]. J& para a < 0, o comportamente da fungao inverte, isto
é, ela é crescente no intevalo (—oo, —b/2a] e decrescente no intervalo [—b/2a, +00).

Exemplo 38. A fungao mddulo é a funcao f : R — R, f(z) = |z|. Pela definigdo de ||
temos

z, sex>0
—x, sex <0

) = el = {

Se z < 0 entao f(x) = —x e o gréfico da restrigao de f a (—o0,0) é uma semireta de inclinacao
—1. Sex > 0 entao f(x) = x e o gréfico da restri¢ao de f a [0, +00) é uma semireta de inclinagao
1. A Tmagem de f é Im(f) = [0, +o0).

Assim, a func@o f(x) = |z| é limitada inferiormente, mas nao é limitada superirormente. Ela é
crescente no intervalo (0, +00) e decrescente no intervalo (—oo,0).

A funcdo médulo é um exemplo de fungao definida por partes, ou seja, uma funcao cuja
regra muda dependendo do conjunto ao qual pertence x. Outros exemplos de fungoes deste tipo
sao dados a seguir.

—x?2+2x+3, sex <2

Exemplo 39. Considere a fungdo f: R —-R f(z) = { sl sex>2
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/

Para z < 2 o gréafico de f coincide com a parabola dada pelo gréafico de « +— —x? + 2z + 3. Para
x > 2 o grafico de f coincide com a reta dada pelo grafico de x — x+1. A imagem desta funcao
é Im(f) = R, mostre isso! Analise se a fungao é limitada ou ndo e determine os intervalos de
crescimento/decrescimento de f.

Exemplo 40. Na figura a seguir temos o gréafico da funcao f : R — R dada por

1, sex<—1

fz) = 2, se —l<a<?2

1
—xr+5, sex>?2

/

Para x € (—o00,—1) temos f(z) = 1. Para z € (—1,2), f(x) = 2? e para x € [2,+00),
1
flz) = 5%+ 5. Esta fungao tem imagem Im(f) = [0,4) U [6, +00). Justifique isso! Analise se

a fungao ¢ limitada ou nao e determine os intervalos de crescimento/decrescimento de f.

Exemplo 41. Dado um inteiro positivo p consideremos a funcao f : R — R, f(z) = zP. As
caracteristicas dos gréaficos destas funcgoes mudam dependendo de p ser par ou fmpar como
vemos na figura abaixo.

fla)=a*
----- flz) = ! flx)=u
—f@=2 T fa)=a®

1. Se p é par entao a equagdo y = xP tem solugdo se e somente se y > 0. As solugoes sao
v =gyea =—gysey>0ex=0sey=0. Assim, y € Im(f) se, e somente se,
y > 0. Neste caso, Im(f) = [0, +00).

2. Se p é impar entao a equacao y = z¥ tem solugao tnica x = §/y para qualquer y € R.
Neste caso Im(f) = R.
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Exemplo 42. Dado um inteiro positivo p consideremos a funcao f : R\{0} - R, f(z) =27P =

1 . .

e Como no caso anterior, as caracteristicas do grafico mudam dependendo de p ser par ou
x

impar como vemos na figura abaixo.

1
1. Se p é par entao a equagao y = - tem solugao se e somente se y > 0. As solugdes sao
x

1 1
¥ =———ez” = —. Neste caso, Im(f) = (0, +00).

VY VY

1 1
2. Se p é impar entao a equacao y = - tem solugao tnica x = {7 para qualquer y # 0.
T Yy

Neste caso, Im(f) = R\{0}.

1.6 Soma, Diferenca, Produto e Quociente de Funcoes

Podemos construir fungoes a partir de outras definindo operacoes aritméticas entre fungoes.

Definigao 9. Dadas duas fungoes f: A - R e g: B — R tais que AN B # (), podemos definir:

i) Fungao Soma: (f+g¢)(z) = f(z)+g(x), para todo x € ANB. Entao, D(f+g) = ANB.

ii) Fungao Diferenca: (f — g)(z) = f(z) — g(x), para todo x € AN B. Entao, D(f —g) =
ANB.

iii) Funcao Produto: (fg)(z) = f(z)g(x), para todo z € AN B. Entao, D(fg) = AN B.

iv) Fungao Quociente: (f> (x) = fég, para todo x € AN B tal que g(z) # 0. Entao,
g g
/

D(%) = {x € AN Biglx) # 0}

Observagao 13. Se f for uma fungao constante, digamos f(z) = k, k € R, entao o produto
de f e g serd denotado por kg. Desta forma, multiplicar uma funcdo por uma constante é um
caso particular de multiplicagdo de duas fungoes.

Observagao 14. Seja n € N. A fungao g(x) = 2™ é a multiplicacdo da fungao afim f(x) = =
(chamada funcao identidade) n-vezes.

Exemplo 43. Sejam n € N e an,an_1, -+ ,a0 € R. A funcdo g(z) = ans"™ + ap_12" 1 + -+
a1z + ap (chamada funcgao polinomial) é a soma de fungoes do tipo do exemplo anterior
multiplicadas por constantes.

Exemplo 44. A funcio f : R — R, f(z) = 2* — 2% — 322 + 2 + 2 é um exemplo de funcao
polinomial.
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Exemplo 45. Uma funcao do tipo quociente de dois polindmios é chamada uma funcao ra-
cional. Fungobes racionais sao da forma:

p(x) ™ + ap_12" L+ a1 + ag

€Tr) = = s
/@) q(x)  bpar™ + amo ™+ bz + by

onde n,m € N e ap,an_1, " ,a0,bm,bm_1, - ,by sdo constantes reais. O dominio de uma
fungao racional f(z) = pgﬂfi ¢ o conjunto D(f) = {z € R: q(z) # 0}

q(z

-1
Exemplo 46. f: R\{—2,2} — R definida por f(x) = l; é um exemplo de fungao racional.
22—

v

(a) f($)=x4_$3—3$2+$+2 (b) f(z) = :;__14

Figura 1.6: Exemplos de fungoes polinomial (a) e racional (b).

1.7 Composicao de funcoes

Outro procedimento que nos permite obter fungbes a partir de outras é a composicao de
funcoes.

Definigao 10. Sejam f: A — R e g: B — R fungdes. Se Im(f) C B entao podemos calcular
g(f(z)) para todo x € A. A funcao composta de f e g é a funcdo go f: A — R definida por

go f(x) =g(f(x)).

Exemplo 47. Considere as funcoes f: R = R, f(z) =22 +1eg:[0,+00) = R, g(z) = /.
Observe que Im(f) = [1,400) estd contida em D(g) = [0, +00). Portanto, podemos definir a
composta go f : R — R que é dada por:

go f(@) = g(f(@) = Vi) = Va2 + 1

Por outro lado, também temos I'm(g) = [0, +00) contida em D(f) = R. Assim, podemos definir
a composta f o g:[0,4+00) — R dada por:

Fog(z)=f(9(x) = (Vo) +1=2+1

Observe que foge go f sdo funcoes diferentes.

Observagdo 15. E possivel definir ¢ o f, mesmo quando I m(f) nao estd contida em D(g).
Neste caso, definimos o dominio da composta (g o f) como sendo o conjunto dos x € D(f) tais
que f(z) € D(g), ou seja

D(go f) ={z € D(f); f(x) € D(g)}



1.7. COMPOSICAO DE FUNCOES 31

1
Exemplo 48. Considere as fungoes f : R — R, f(z) = 2z+4eg: R\{0} — R, g(z) = —. Temos
x

que Im(f) = R nao estd contida em D(g) = R\{0}. Assim, s6 podemos definir go f no conjunto
{z € D(f) : f(z) € D(g9)}. Observe que f(z) € D(g) se e somente se 2x +4 # 0 & x # —2.
Portanto,

D(go f) ={z e D(f): f(x) € D(9)} ={z e R: 2z # -2} = R\{-2}

Assim, definimos go f : R\{—2} — R por:

1 1

(90 1)) = 9/ ®) = F5 = 5574

Exemplo 49. Considere as fungoes f : R — R, f(z) = —2?> + 5z —6 e g : [0,+00) — R,
g(xz) = y/x. Observe que Im(f) = (—o0,1/4] ndo estd contida em D(g) = [0, +00). Assim, s6
podemos definir g o f no conjunto {z € D(f) : f(z) € D(g9)} = {x € D(f) : f(z) € [0,400)}.
Estudando o sinal de f vemos que f(z) € [0,400) se e somente se x € [2,3]. Assim, temos

D(go f)={x € D(f): f(x) € D(9)} = [2,3]

Definimos go f : [2,3] — R por

(9o f)() = g(f(x)) = V/f(z) = V—2® + 52— 6

Exemplo 50. Considere a fun¢ao quadrética h(z) = 42 + 42 + 1 = (22 + 1), cujo dominio é
R. Veja que podemos obter qualquer elemento da imagem de h pelo seguinte processo:

vl 2041+ (22 +1)* € Tm(h)
Isso significa que os elementos da imagem de h podem ser obtidos compondo duas fungoes f e g
dadas por f(z) =2z +1 e g(z) = 22, cujos dominios sdo R. Nesse caso, dizemos que h = go f.

Exemplo 7. Considere h : [-1,400) — R, h(z) = vz + 1. Vejamos que podemos obter os
elementos da imagem de h a partir de cada x € [—1,400) como:

e+l z 41 % Vzrlem(h)

Isso significa que os elementos da imagem de h podem ser obtidos compondo duas fungoes f e g
dadas por f(x) =z +1 e g(z) = v/z. Note que se x € [—1,+00), entdo z+1 € [0,400) = D(g).
Assim, considerando D(f) = D(h) = [—1,+00), temos Im(f) = [0,+00) = D(g) e Im(g) =
Im(h).

1.7.1 Composicoes com Translagoes

Vamos estudar as composigoes de uma funcao f com uma funcao do tipo g(x) = = + a com
a > 0. Temos duas possibilidades para a composi¢ao : fogou go f. Em cada caso a composicao
gera uma fungao cujo grafico é uma translagao do grafico de f na horizontal ou na vertical
dependendo da ordem da composicao. Vamos estudar os casos possiveis.

Translagoes Horizontais: Considere uma fungao f : A — R e uma fungdo g : R — R,
g(x) =z + a, com a > 0. Considere a composta h(z) = f o g(z) = f(x + a). O dominio de h é

D(h)={zeR:z+ac A}
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Para todo x¢ € A temos xg —a € D(h). Portanto, o dominio de h é uma translacao a esquerda
do dominio de f. Observe ainda que se yo = f(xg) entao temos

yo = f(zo) = f(xo —a+a) = h(zy — a)

Isso implica que (x0,y0) € G(f) se e somente se (xg — a,y0) € G(h). Observe que o ponto
(zo — a,y0) é uma translagao horizontal a esquerda do ponto (zg,yo). Assim, o gréfico de
h= f(x 4+ a) com a >0 é uma translacao horizontal 4 esquerda do grafico de f.

Consideremos agora a composigao de f: A — R com a fungdo g : R - R, g(x) =z —a, a > 0.
A composta h(z) = fog(z) = f(x — a) tem dominio
D(h)={zeR:z—ac A}

que é uma translacao a direita do domino de R. Fazendo uma anélise parecida com a que
fizemos acima podemos ver que o gréfico de h(z) = f(x —a) com a > 0 é uma translagao
horizontal a direita do grafico de f.

Exemplo 51. Consideremos a funcio f : [-2,2] = R, f(z) = 2? — 1 e seja h(z) = f(z +5). O
dominio de h é:

Dh)={zeR:z+5c[-22}={recR:—2<z+5<2}=[-7,-3]

Observe que [—7, —3] é obtido transladando o intervalo [—2,2] em 5 para a esquerda. O gréfico
de h(x) é uma translagdo horizontal & esquerda do gréfico de f(x) como ilustrado na figura a
seguir.

h(z) = flx+5)  fl@) =’ -1 p(z) = f(z —5)
Vejamos alguns pontos.
h(=6) =f(=6+5)= [f(-1)=0
h(=5) = f(=5+5)= f(0)=—1
h(—4) =f(-4+5)= f(1)=0
h=3) =f(=3+5)= [f(2)=3

Agora, considere a funcao e p(z) = f(z —5). O dominio de p(x) é:

Dp)={zeR:z—-5€[-22]}={xeR:-2<zx-5<2} =37

Observe que [3,7] é obtido transladando [—2,2] em 5 para a direita. O Grafico de p(x) é uma
translagao horizontal & direita do gréfico de f(z). Vejamos alguns pontos.

p(6) =f(06-5= f(1)=0
pB) =f(5-5= f(0)=-1
p4) =f(4-5= f(=1)=0
pB) =fB-5= f(-2)=3
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Observagao 16. Quando D(f) = R, o dominio de h = f(z £+ a) é também R pois para todo
kEeRtemos {z e R:z2+kecR} =R.

Translagoes verticais Considere uma fungao f : A — R e uma fungdo g : R — R, g(z) = x+a,
a > 0. Considere a composta h(z) = go f(z) = f(x)+ a. Observe que, neste caso, D(h) = A =
D(f). Dado x¢ € R tal que f(xg) = yo temos que h(zg) = f(z¢)+a. Isso implica que a imagem
de zg por h é uma translagao vertical para cima da imagem de xzy por f. Consequentemente, o
grafico de h(z) = f(z) + a com a > 0 é uma translagao vertical para cima do gréfico

de f(x).

Agora, consideremos g : R - R, g(z) =z —a, a > 0 e a composta h(x) = go f(x) = f(z) — a.
Novamente, D(h) = A = D(f). Para todo xg € A temos por h(xg) = f(xg) — a. Logo, a
imagem de zo por h é uma translacao para baixo da imagem de xg por f. Consequentemente, o
grafico de h(x) = f(x) —a com a > 0 é uma translacao vertical para baixo do gréfico

de f(x).

Exemplo 52. Considere a funcao f : [—4,4] — R ,f(x) = |z|. Na figura abaixo ilustramos os
graficos de h(z) = f(x) +3 e p(z) = f(z) — 3

p(r) = f(z) -3

1.7.2 Composigoes com a fungao Mddulo

Vamos estudar as composicées de uma funcao f : R — R com a funcdo médulo g : R — R,
g(z) = |z|. Como na segao anterior, consideraremos as duas possibilidades de composigao
estudando como, em cada caso, o grafico da composta se relaciona com o gréafico de f.

Consideremos primeiro a composta (g o f)(x) = |f(z)| que é dada por

f(x),  se f(z) =0

go f(z) = |f(x)| =

=) {—fm, se f(x) <0
Para descrever o gréfico de | f(z)], observemos que esta é uma fun¢ao definida por partes. Temos
dois casos a analisar.

1. Se f(z) > 0 entao (go f)(x) = f(z). Isso implica que o grafico de |f(x)| coincide com o
grafico de f(x) nos pontos onde f(z) > 0.

2. Agora, se f(z) < 0 entao |f(x)| = —f(z). Isso implica que se (z,y) € G(f) ey = f(x) <0
entdo (z,—y) € G(|f]). Ou seja, o gréfico de |f(x)| é uma reflexdo do grafico de f com
relagdo ao eixo das abiscissas nos pontos onde f(z) < 0.
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Figura 1.7

Vamos ilustrar o que discutimos acima com um exemplo. Nas graficos representados nas figu-
ras 1.7a e 1.7b, temos uma funcdo polinomial de 3° grau f(x) e a fungao |f(z)|, respectiva-
mente. Veja que f(z) > 0em [—1/2,1/2] U [2,400), assim |f(z)| = f(x) ai. J4 nos intervalos
(—o0,—1/2) e (1/2,2), temos f(z) < 0, donde |f(z)| = —f(z).

f(x), sex >0

Agora, consideremos a composta (f o g)(z) = f(|z|) = {f( ) .
—x), sexr <

Novamente, temos uma funcao definida por partes e dois casos a considerar

1. Se z > 0 entao f(|z|) = f(z). Isso implica que o gréfico de f(|z|) coincide com o gréafico
de f nos pontos onde z > 0.

2. Se © < 0 entao f(|z|) = f(—=). Isso implica que se x < 0 e (x,y) pertence ao gréfico
de f(|x|) entdao (—z,y) pertence ao grafico de f. Ou seja, a parte do gréafico de f(|x|)
correspondente aos pontos z < 0 é a reflexdo com respeito ao eixo das ordenadas da parte
do grafico de f(x) correspondente aos pontos x > 0.

Vamos ilustrar o que discutimos acima com um exemplo. Considere a fungao polinomial cujo
grafico estd representado na figura 1.8a. Entdo, o gréfico de f(|z|) é a figura 1.8b.

A A

(a) y = f(x) (b) y = f(l=))

Figura 1.8

1.8 Funcoes Inversas

Podemos pensar uma funcao f : A — B como sendo uma regra que transforma elementos r € A
em elementos y = f(z) € B. Nesta segao, veremos que, sob certas condigoes, essa transformagao
pode ser invertida. Precisamente, veremos que existem funcées f : A — B que admitem uma
funcao inversa f~!: B — A cuja regra inverte ou desfaz a transformacio definida pela regra
de f.
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Como exemplo, considere f : R — R que transforma cada x € R em seu dobro, ou seja,

f(x) = 2z. Esta funcdo pode ser invertiva e sua inversa é a funcdo f~! : R — R que a cada x
x

associa a metade de z, ou seja, f~!(x) = 5

Para que uma funcao seja invertivel, isto é, admita inversa, é necessario que ela satisfaca algumas
propriedades. Isso nos leva a estudar, primeiramente, duas classes de fungoes: as injetoras e as
sobrejetoras. As funcbes invertiveis sao aquelas que sao bijetoras, ou seja, as fungoes que sao
injetoras e também sobrejetoras.

1.8.1 Funcoes Injetoras

Definigao 11. Uma funcao f ¢é dita injetora se elementos diferentes do dominio tem imagens
diferentes. Mais precisamente, dizemos que f(x) é injetora se satisfaz a seguinte condigao

para todos z1,x2 € D(f), se x1# w2 entdo f(z1)# f(x2) (1.1)
ou, equivalentemente:

para todos z1,x2 € D(f), se f(x1)= f(r2) entdo z1=x9 (1.2)

Vejamos alguns exemplos de funcoes injetoras.

Exemplo 53. Considere a funcao f: R — R, f(z) = 2z + 1. Dados z1,z2 € R temos
T 75 o = 2z #2120 = 2x1+1 7& 200 +1 = f(l‘l) #* f(a:Q)
Logo, f: R = R, f(z) = 2z + 1 é injetora.

Exemplo 54. Também podemos verificar que a funcdo do exemplo acima é injetora usando a
condi¢ao (1.2) na definicao 11. De fato, dados z1,z2 € R temos

f(:El) = f(SUQ) = 2r1+1=2x2+1 = 2x1=2r0 = I =29
Portanto, se f(z1) = f(x2) entao x; = za. Logo, f(z) é injetora.

Observagao 17. Podemos fazer exatamente o mesmo raciocinio do exemplo anterior para
mostrar que qualquer funcao afim f(z) = ax + b com a # 0 é injetora.

Exemplo 55. Considere f : Rt — R, f(z) = /x. Observe que se z1,79 € RT satis-
fazem f(x1) = f(x2) entdo \/z1 = /T2, mas como xi,z2 sdo nao-negativos, devemos ter
z1 = (y1)? = (/22)* = 22. Logo, se f(z1) = f(x2) devemos ter x1 = x2, 0 que mostra que
f:RT =R, f(z) =/ é uma fungao injetora.

Observagao 18. Segue da defini¢ao de raiz n-ésima de um niimero real que as seguintes fungoes
sao injetoras

o f:RT = R, f(x) = {/z para todo n € N par.
e f:R—R, f(x) = /x para todo n € N fmpar.

Exemplo 56. Considere f : R — R, f(x) = 2° + 2. Observemos que dados z1, 22 € R temos
flx) = flze) = 23+2=25+2 = 2ai=25 = {abd=3/a) =z =

Portanto, f(x1) = f(x2) entdo z1 = z2. Logo, f: R — R, f(x) = 2° + 2 ¢ injetora.
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Nem toda fungao ¢ injetora! Para mostrar que uma fungdo f(z) nao é injetora, é suficiente
encontrarmos dois valores z1,x2 € D(f) tais que z1 # z2 e f(z1) = f(x2). Vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 57. A funcio g : R — R, g(z) = 22 — 1 ndo é injetora. De fato, g(2) =
Exemplo 58. A funcio f : R — R, f(x) = 2* — 2243 ndo é injetora pois f(1) =
Em algumas situacoes sera util restringir o dominio de uma funcao nao injetora a fim de obter
uma fungao injetora. Este procedimento é ilustrado nos exemplos a seguir.

Exemplo 59. Como vimos anteriormente, a funcio f : R — R, f(z) = 2 — 1 ndo é injetora,
no entanto a restricio g : Ry — R, g(z) = 22 — 1 é um funcdo injetora. De fato, se z1, 22 € R
sdo tais que g(r1) = g(w2) entdo 7 — 1 = 23 — 1, donde x? = x3, mas como z; e T2 $30 Nao
negativos, temos :c% = x% = T = x9.

1
Exemplo 60. A funcio f : R\{0} — R, f(z) = —; ndo é injetora (verifique isso!), mas a
x

restrigao g : (0, +00) — (0, +00) dada por g(z) = — é injetora. (verifique isso!)
x

1.8.2 Funcgoes Sobrejetoras

Definicao 12. Uma fungao f é dita sobrejetora se todo elemento do contradominio é imagem
de um elemento do dominio, ou seja, f : A — B é sobrejetora se Im(f) = B.

Vejamos alguns exemplos de funcoes sobrejetoras.

Exemplo 61. Toda funcao afim f: R — R, f(xz) = ax + b tem imagem Im(f) = R. Portanto,
toda funcao afim é sobrejetora.

Exemplo 62. A funcdo f : R — R, f(x) = 2 é sobrejetora. Para mostrar isso, observemos
que dado qualquer y € R temos

y= ()’ = ()
isto é, qualquer y € R é imagem de algum elemento em R. Isso mostraque f : R — R, f(z) =«
é uma fungao sobrejetora.

3

Exemplo 63. Considere a funcio f : R — R, f(x) = 2° + 2. Observe que para todo y € R

temos
y={y—-2°+2=f(y—2)

Assim, qualquer y € R é imagem de algum x € R. Logo, f é uma func¢ao sobrejetora.

Nem toda funcao é sobrejetora! Alguns exemplos de funcées nao sobrejetoras sdo dados a seguir.

Exemplo 64. A funcio f : R — R, f(z) = 22 — 4 ndo é sobrejetora, pois Im(f) = [—4, +00),
isto é, Im(f) # R.

Dada uma funcao f : A — B nao sobrejetora, é sempre possivel construir uma funcao sobrejetora
g com mesma regra e dominio de f, bastando, para isso, definir o contradominio de g como
sendo Im(f). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 65. A fungdo f : R — R dada por f(z) = 2% — 4 ndo é sobrejetora e tem imagem

Im(f) = [~4, +00). A funcio de mesma regra e mesmo dominio g : R — [—4, +00), g(z) = 22 —4

é sobrejetora.
1

Exemplo 66. A funcao f: R\{0} — R, f(z) = — nao é sobrejetora pois Im(f) = R\{0}. Mas,
x

1
a fungao de mesma regra e mesmo dominio g : R\{0} — R\ {0}, g(x) = — é sobrejetora.
x
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1.8.3 Funcoes bijetoras e suas inversas

Definicao 13. Quando f : A — B ¢ injetora e sobrejetora, dizemos que f é bijetora ou ainda
que f é uma bijecao entre A e B.

Exemplo 67. Toda fungao linear f(x) = ax+b, onde a # 0, é injetora e sobrejetora. Portanto,
toda fungao afim é bijetora.

Exemplo 68. A funcio f : R — R dada por f(z) = 2% + 2 ¢ bijetora. De fato, em exemplos
anteriores mostramos que esta funcao é injetora e sobrejetora.

Observemos que se f: A — B é bijetora e yy € B entao

1. f é sobrejetora e existe uma solucdo xg € A para a equagao f(z) = yo.

2. f é também injetora, a solucao de f(x) = yp é unica.

Assim, cada yg € B estd associado a um tnico zg € A. Este fato nos permite definir uma fungao
de dominio B e contradominio A que a cada yy € B associa o inico zg € A tal que f(xg) = yo.
Tal funcao é o que chamamos de inversa da funcao f.

Definicao 14. Seja f : A — B uma funcio bijetora. A inversa de f é a funcdo f~': B — A
definida pela regra

fYy) =z se, e somente se, f(x)=vy, VYye B.

Observagao 19. Algumas propriedades da relagao entre uma funcgao bijetora e sua inversa sao:

1. Cada fungao bijetora admite uma tinica fungao inversa.

2.S8eg:B— Aéainversade f: A— B,istoé g = f~!, entdo f é a inversa de g, isto é,
f=g"

3. A composicio de f : A — B com sua inversa f~!: B — A resulta na funcio identidade
em A ou B, dependendo da ordem da composicao. Mais exatamente, temos as seguinte
relagoes:

(f © f_l)(y) =y, para todoy € B
(f~Yo f)(z) = z, para todo z € A.

Vejamos alguns exemplos de funcoes bijetoras e suas respectivas inversas.

Exemplo 69. A funcao f: R — R, f(z) = 3z + 2 é bijetora, como toda fungao afim. Logo, f
admite uma inversa f~! : R — R. Para encontrar f~! observemos que, pela definicdo 14, temos

z=fy) & y=flr)=3c+2

Mas,
y=3z+2 & y—-2=3z & z=

wlw
Wl o

wIiN

Assim, a inversa de f é a funcio f~1 R = R, f~l(y) =% —
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Observagao 20. Como observamos acima, ao compor uma fungao f com sua inversa obtemos
fungoes identidades. Vamos verificar este fato considerando a fungao do exemplo anterior.
Observemos que para todo y € R temos (f o f~1)(y) = y, de fato:

2

(fof1)(y):f<g—3>:3<g—§>+2:3.g—3.§+2:y—2+2:y

Por outro lado, temos que para todo 2 € R temos (f~! o f)(z) = =, de fato:

3x+2 2_3756

3 33

wl N

(o)) =f"Bz+2)= +§_

Observagao 21. Sabemos que qualquer funcao afim f : R — R, f(z
Argumentando como no exemplo anterior podemos mostrar que a invers

b
fungio f1:R =R, fl(y) = % - (Mostre isso!)

= ax + b ¢é bijetora.
de f(r)=ax+béa

o ~—

Exemplo 70. A funcdo f : [0,+00) — [~1,+00), f(x) = 22 — 1 ¢ bijetora (verifique isso!).
Para encontrar, sua inversa devemos resolver a equagao y = f(x) considerando y > —1 e x > 0.
Observemos que

y=fz)oy=2>-1ay+1=2’
Mas, para z > 0 temos
P=1+yer=y+1
Logo, a inversa de f é a funcio f=1:[~1,+00) — [0, +0c0), f~1(y) = Vy + L.

Compondo f com sua inversa obtemos fungoes identidade, de fato:

(fOf_l)(y)zf(\/erl)=(\/y+1)2—1=y+1—1=y Vy € [-1,+00)
(fflof)(ac):f (ac —1) Vaz —141=V22 = |z| =z Vz €]0,+00)

n e h
G

Figura 1.9: Gréficos de f : [0, +00) — [~1,4+00), f(x) = 2% — 1 e sua inversa.

Um fato interessante sobre fungdes bijetoras é que o grafico de f, G(f), e o gréfico da sua
inversa f~1, G(f~!), sdo simétricos com relacdo & reta y = z. Isto acontece porque x = f(y)
se, e somente se, y = f~!(z) o que implica em

(z,y) € G(f) & (y,2) € G(f 7).

A simetria do grafico de uma funcgao bijetora f e o grifico de sua inversa é ilustrado na Figura
1.9, para a funcao estudada no Exemplo 70.
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2
Exemplo 71. Considere f : R\{0} — R\{1}, f(x) = - + 1. Vamos mostrar que f é bijetora e

encontrar sua inversa. Primeiramente, observemos que se z1, s € R\{0} entao

2 2 2 2
f)=f(z) e —+1l=—+1e —=— o5 =1
1 Z2 T )

Portanto, f é uma funcao injetora. Agora, observemos que dado y € R\{1} temos que

2 2
y=fr)ey=-+leoy-l=-r=—+
T T y—1

Logo, cada y € R\{1} esta associado a algum = € R\{0}. Assim, f é sobrejetora. Sendo injetora
e sobrejetora, f é bijetora e, por ser bijetora, admite uma inversa f~!: R\{1} — R\{0}, Como
vimos acima, temos

1.9 Funcao Par e Funcao fmpar

Definicao 15. Considere uma func¢ao f: A — R tal que todo = € A tem-se —x € A
1- Dizemos que f é uma fungao par se f(—z) = f(z) para todo x € A

2- Dizemos que f é uma fungao impar se f(—z) = — f(x) para todo = € A
Exemplo 72. A funcio f: R — R, f(z) = 22 é par, pois
VeeR f(-z)=(-2)’=2* = f(z)

Generalizando, toda fungao f : R — R, f(x) = 2P com p par , isto é p € {2,4,6...}, é uma
funcao par. Mostre isso!

Exemplo 73. A funcio f: R — R, f(z) = 2® é impar por
VeeR f(-z)=(-2)’= -2’ = —f(z)

Generalizando, toda funcao f : R — R, f(x) = 2P com p {mpar, isto é p € {1,3,5...}, é uma
funcdo impar. Mostre isso!
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Observagao 22. Se f(z) é uma funcao par e (xg,yo) é um ponto do seu grafico entdo como
yo = f(x0) = f(—mo) temos que (—xg, f(xp)) também é um ponto de G(f). Consequentemente,
o grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo y.

Observagao 23. Se f(z) é uma funcao impar e (x,yo) é um ponto do seu grafico entdo como
—yo = —f(zo) = f(—x0) temos que (—xo, —f(zp)) também é um ponto de G(f). Consequente-
mente, o grafico de uma funcao impar é simétrico em relagao a origem.

Exemplo 74. A funcdo f: R — R definida por f(z) = 2* — 422 é um funcdo par, pois
Ve eR f(—z) = (—z)! = 4(—2)? = 2* — 42% = f(2).
Exemplo 75. A funcdo f: R — R definida por f(z) = 2° — 323 é um fun¢do fmpar, pois

Ve € R f(—x) = (—2)° - 3(—x)® = —2° + 32% = — f(x).

Exemplo 76. A funcio f(x) = 22 — 1 é par, pois f(z) = 2> — 1 = (—2)? — 1 = f(—2).

Nem toda fungao é par ou impar. Para mostrar que uma funcao f(z) nao é par é suficiente
exibir um z¢ tal que f(—z9) # f(z¢). Para mostrar que uma fungao f(x) ndo é fmpar é
suficiente exibir zg tal que f(—zg) # —f(xo).

Exemplo 77. A funcio f : R — R, f(x) = 2% + 22 4+ 2 nao é par. Para mostrar isso basta ver

que f(—1)=1e f(1) = 5. Portanto f(1) # f(—1).

Exemplo 78. A funcio f: R — R, f(x) = 22 + = ndo ¢é impar. Para mostrar isso basta ver
que f(2) =6 e f(—2) = 2. Portanto f(2) # —f(-2).

1.10 Funcoes trigonométricas e suas inversas

Nessa secao, discutiremos as fungoes trigonométricas, comecando por suas defini¢oes no triangulo
retangulo. Em seguida, veremos as fungoes trigonométricas inversas e finalizaremos com alguns
limites trigonométricos.

1.10.1 Medidas de angulos

A partir desse ponto, trabalharemos com angulos medidos em radianos. Veremos como definir 1
radiano. Em geral, um angulo é medido a partir de uma reta horizontal em sentido antihorario.
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270°
120°
: 30° 45°

Figura 1.10: Alguns dngulos medidos em graus.

O valor do angulo total é definido como 360°. Considerando um circulo de raio 1 centrado na
origem, se partimos do ponto (1,0) (no sentido antihorério), definimos 1 radiano como a medida
do angulo formado quando percorremos o arco de medida 1:

(12
N

Figura 1.11: Definigao de 1 radiano.

Dessa forma, 360° correspondem ao comprimento da circunferéncia, isto é, 27, o que nos dé um
parametro para converter 0, graus em 0, radianos e vice-versa:

6, 360 180

9,«_%_ T

Exemplo 8. Por exemplo, para um angulo de 120°, temos:

120 180 2
= — = 120= 2

o 130 3

1.10.2 O circulo trigonométrico

Vamos comegar trabalhando com um triangulo ABC retangulo em B.

Conhecidas as medidas dos lados a,b, ¢, podemos relaciond-las com o angulo 6 € (0,7/2) a

partir das fungoes

a senf
tgl:=— =
¢ cosf

senf := % cosf =

Exemplo 9. Vamos calcular sen (7/3), cos(m/3) e tg (w/3). Para isso, vamos comegar com um
triangulo equildtero de lado 1 dividido em dois triangulos retangulos.

SO

Usando o Teorema de Pitdgoras, temos que a altura mede v/3/2. Assim, olhando para o tridangulo
do lado esquerdo, temos:
3 1 3/2
V3 v3/2 _

sen (7/3) = > cos(m/3) = 5 tg (m/3) = 2 =
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1/2 1/2

Usando esse mesmo triangulo, podemos calcular ainda (faca isso!):

sen (7/6) = % cos(r/6) = ‘f tg (7/6) = ‘f

Exemplo 10. Considerando um triangulo retagulo iséceles de base 1, pode-se provar que

2 2
sen (m/4) = \Qf cos(r/4) = \Qf tg (r/4) = 1
Observamos que, pelo Teorema de Pitdgoras, a® + ¢? = b?, assim, usando as definicoes acima
temos a relacao fundamental entre seno e cosseno:

b%sen 260 + b? cos® 0 = b? = sen 20 + cos? 0 = 1
Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 7 e o triangulo ABC ja tem um angulo
reto, temos que o valor de 6 estd limitado. Assim, vamos generalizar as fungoes seno, cosseno
e tangente para que possam estar definidas para mais valores. Para isso, usaremos um circulo

orientado de raio 1, no qual identificaremos o ponto O’ = (1,0) com o angulo de medida 0
radianos.

~

2° quadrante | 1° quadrante

o o

3" quadrante | 4° quadrante

Dado um angulo 6, definido por um ponto P = (z,y) sobre o circulo orientado, como na figura
1.12, definimos
senf =y cosf =x tgd =O'P’

Figura 1.12: Fungoes trigonométricas definidas para um angulo 6 nos 1°, 2° e 3° quadrantes.

Como um exercicio, faca o desenho do caso em que 6 esta no 4° quadrante.
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Exemplo 11. E imediato que
sen (0) = sen (7) =sen (27) =0 cos(0) = cos(2m) =1 cos(m) = —1
sen (7/2) =1 sen (37/2) = —1 cos(m/2) = cos(3m/2) =0

Exemplo 12. J4 calculamos cos(7/6) e sen(7w/6) (veja exemplo 9). Na figura 1.13, vemos
representados os angulos de medidas 7/6 e 27 /3 no circulo trigonométrico.

Figura 1.13: Senos e cossenos de 27/3 e 7/6.

Temos que
OPB=n—-7/6—n/2=7/3

B'OP =7 —2n/3=1/3
OP'B' =7 —n/2—n/3=n/6
Dessa forma, os dois triangulos na figura 1.13 sao congruentes, isto ¢é
B'PP=0B e OB =BP
Agora, devido ao sinal do cosseno de 27/3 ser negativo, concluimos entao que

sen (27/3) = cos(m/6) = V/3/2 cos(2m/3) = —sen (7/6) = —1/2

O exemplo acima pode ser generalizado como

sen(n/2460) =cosf e  cos(n/2+0) = —send

Outras propriedades andlogas sao:

cos(m — 60) = —cos @ sen (m — 6) = sené cos(m/2 —0) =senf

cos(m + 6) = —cos sen (m + ) = —sen 0 sen (7/2 — ) = cos b

Apesar do maior angulo que conseguimos representar em uma figura como em 1.12 ser 27, as
fungoes seno e cosseno estao definidas para angulos de qualquer medida real, considerando varias
voltas no circulo trigonométrico. Por exemplo, para um angulo de medida 57/2 = 27 + 7/2,
temos uma volta completa no circulo e mais um angulo de medida /2. Assim, sen (57/2) =
sen (7/2) =1 e cos(m/2) = 0.

Além disso, podemos calcular seno e cosseno de angulos negativos, usando a orientagdo oposta
do circulo trigonométrico.



44 CAPITULO 1. FUNCOES

Nesse caso, nao é dificil notar que (prove!):

cos(—0) =cosf) e sen(—0)= —senf

Por fim, voltando a figura 1.12, notamos ainda que como P pertence ao circulo de raio 1 e suas
coordenadas sao exatamente (x,y) = (cos#,senf), segue que

1=2%+9y?=sen?0 + cos®0

como tinhamos no triangulo retangulo.

Encerramos essa secao com mais algumas identidades trigonométricas:

sen (o + ) = sen« cos  + sen 3 cos « sen (o — f3) = sena cos f — sen 3 cos «
cos(a + ) = cosa cos B — senasen 3 cos(aw — 3) = cosa cos 3 + senasen 3
tga+tgf tga —tg S
t = V— t — -2 @2
gla+5) 1—tgatgp gla=5) 1+tgatg s

1.10.3 Funcoes Trigonométricas

Vamos considerar as fungoes seno e cosseno definidas na secao anterior. Temos que ambas tem
R como dominio e [—1, 1] como imagem (pois o circulo trigonométrico tem raio 1). Os graficos
dessas funcgoes estao nas figuras 1.14 e 1.15.

Figura 1.15: Gréfico da fungéo cosseno.

Observamos que:
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1. O grafico do seno é simétrico em relagdao a origem, o que reflete o fato do seno ser uma
funcao fmpar. Ja o grafico do cosseno é simétrico em relagao ao eixo ¥y, o que reflete o
fato dessa ser uma funcao par.

2. Para todo 0 € R:

sen (0 +27) =senf e  cos(0 4 2m) = cosf

Isto é, tanto o seno quanto o cosseno sao exempos de funcées periddicas, de periodo 2.

3. O gréfico da funcao cosseno pode ser obtido do grafico da funcao seno por uma translagao
horizontal de 7/2 unidades.

Figura 1.16: Comparagao dos graficos das fungoes seno e cosseno.

sen 6
Considerando tgfd = ——, temos que
¢

os 6

D(tg):{eeRycose¢0}:{ee]@|9¢g+kw,kez}

Mas Im(tg) = R. O gréfico da tangente estd a seguir:

Figura 1.17: Gréfico da funcdo tangente.

Observamos que
_sen(—0) —senf

to (—0) = =
g(=0) cos(—0) cos 0
o que significa que a tangente é uma fungao impar, o que esta refletido no grafico, que é simétrico

em relacdo a origem. Além disso, a tangente também é uma funcio periddica, mas de periodo
7. Por fim, vemos que o grafico da tangente tem assintotas verticais x = m/2 + km, onde k € Z.

Podemos ainda definir a secante, a cossecante e a cotangente como:

1 1 1 cos
cossec ) = cotgf = — =
cos 6 sen tghd  senf

secf =

Pelas definicGes, devemos ter:
T
D(sec) = {0 € R| cosf # 0} = {96R[97$§+k7r, kEZ}

D(cossec) = {0 € R|senf #0} = {0 € R|0 # km, k € Z}
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D(cotg) = {0 € R|senf #0} = {0 € R|0 # km, k € Z}

Ja as imagens sao:
Im(sec) = (—oo0, —1] U [1, +00)

Im(cossec ) = (—oo0, —1] U [1, +00)
Im(cotg) =R

Por fim, os graficos das fungoes secante, cossecante e cotangente estao a seguir:

AN

Figura 1.18: Gréfico da funcdo secante.

Figura 1.19: Grafico da fungéo cossecante.

Figura 1.20: Gréfico da fungao cotangente.

1.10.4 Funcoes Trigonométricas Inversas

Vimos na se¢@o anterior que seno e cosseno nao sao fungoes injetivas. Por exemplo, sen (k7) = 0
e cos(m/2 + kr) = 0 para todo k € Z. Assim, a fim de ser possivel definir fungdes inversas,
devemos restringir o dominio. Trabalharemos entao com:

T

sen : [—7, f] —[-1,1] e cos:[0,7] = [-1,1]

272
Dessa forma, tanto o seno quanto o cosseno sao fungoes bijetores e, portanto, admitem inversas.
A funcao inversa do seno é chamada arcoseno e, por ser inversa, temos
T W}

arcsen : [—1,1] — [—5, 5
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Y = Sen T & T = arcseny

Além disso, para todos x € [—g, g] ey € [—1,1], temos
arcsen(senz) =x e  sen(arcseny) =y

Ainda, podemos obter o grafico do arcoseno a partir de uma reflexdao do grafico do seno em
relagao a reta y = x, como na figura a seguir.

y=sen(x)

y=arcsen(x)

Figura 1.21: Gréficos das fungdes seno e arcoseno.

Analogamente, chamamos a inversa do cosseno de arcocosseno, obtendo
arccos : [—1,1] — [0, 7]
Y = COSX < T = arccosy

E para todos = € [0, 7] e y € [—1, 1] temos

arccos(cosz) =x e  cos(arccosy) =y

y=arccos(x]

Figura 1.22: Gréaficos das fungdes cosseno e arcocosseno.

J& para inverter a fungao tangente, devemos ter cuidado com os pontos —7/2 e 7/2, ja que a
funcdo nao estd definida nesses pontos. Assim, faremos a restricao

T T
tg : (——, 7> —R
& \7272
que ¢ bijetora e, portanto, adimite funcao inversa, chamada arcotangente. Como nos casos do
seno e do cosseno, temos
T
arctg : R — (——, —)
272
e para todos x € (—g, %) eyeR

arctg(tgz) =x e  tg(arctgy) =y



CAPITULO 1. FUNCOES

y=arctg(x) A

y=tg(x

Figura 1.23: Gréficos das fungdes tangente e arcotangente.

O gréfico da fungao arcotangente pode ser, como antes, obtido pela reflexdo do grafico da

tangente em relacao a reta y = x:
Sobre o grafico de arcotangente, observamos ainda

1. Tem assintotas horizontais y = —7/2 e y = 7/2.
2. E simétrico em relagao a origem, isto é, arcotangente é uma funcao fmpar.

Por fim, restrigimos as fungoes secante, cossecante e cotangente a fim de que sejam bijetoras e,

entao, admitam inversas:
f) U (gw} 5 (—o00, ~1] U [L, +00)

cossec : [—%,O) U (O, g} — (=00, —1] U [1,400)

cotg : (0,m) - R

Vocé deve fazer os graficos das funcoes arcosecante, arcocossecante e arcocotangente. Utilize os
graficos da secante, cossecante e cotangente (figuras 1.18, 1.19 e 1.20) e a reta y = x para isso.

1.11 Funcoes exponencial e logaritmica

Nos interessa definir uma funcao do tipo a”, onde a é uma constante real positiva fixada e x é
um numero real qualquer. Facamos primeiro uma revisao de potenciagao.

Seja a um numero real. Para todo nimero natural n € N, definimos:

Em particular, a' = a. Temos que para todo m,n € N:
ata™ = an+m
Y
(1.4)

(an)m — anm.
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Se b for outro nimero real, entao

a™b" = (ab)", (1.5)

Nosso objetivo é estender, passo a passo, a definicdo de a™ para n € Z,QQ e IR de modo que as
propriedades (1.3), (1.4) e (1.5) continuem validas. Entao, definimos:

1
a"i=—, sea#0en€N,

Paraa > 0enPAR definimos b= {/a < b* =aeb>0 eparanIMPARea € R, b= {/a < 0" = a.
Dai, definimos poténcias racionais de nimeros reais positivos da seguinte forma:

sea>0, nmeZ em#0, entdo a™™ = a".

Mas como definir a” se x for um ndmero irracional? Procederemos por aproximacao, usando

que qualquer real x pode ser aproximado por nimeros racionais r1,72,73,74, ..., isto é, dado
um nimero real x existem racionais rq,ro,r3, 4, ... tais que
r1,72,73,T4,... — & ouainda lim r, = x.
n—oo

Como a™ j4 foi definido para cada r, da sequéncia, e os valores de a” se aproximam de um
valor real, definimos a® como sendo esse valor, ou seja:

a® = lim a™.
n—oo

Exemplo 79. Por exemplo, v/2 é irracional e é possivel obter aproximacoes pegando sequéncias
de ntmeros do tipo:

3 17 577 665857 886731088897

'8 10) Ano’ ) yeeey I, T PR
27 127 408" 470832 627013566048 i
, . , . . Tn 1
onde o ntmero racional r,; é obtido recurssivamente por r,41 = 5 + —.
rn
De fato, temos que
. . Tn 1 b 1
b == 1 = 1 —_ JE— — —
n—1>I—|I—1c>o 'n+1 n—l)I—&r—loo ( 2 + ’r‘n> 2 + b
isto é,
b2+ 2
i N S NG -
2b
Como 7, > 0 para todo n, segue que b > 0 e, entdao b = /2.
Dessa forma, dado a > 0,
alad, oo o RS 4 a2

Assim, conseguimos definir a fungao exponencial com base a > 0.

Definicao 16. Seja ¢ um ntmero real, 0 < a # 1. Chamamos de fungao exponencial com
base a a funcao f: R — R definida por f(z) = a”.

Observagao 24. Dentre todas as base possiveis para a fungao exponencial, ha uma que é
mais conveniente para os propdsitos do cédlculo. Essa base foi escolhida pelo matemaético suigo
Leonhard Euler em 1727 e é denotada por e. Tal constante é um ntmero irracional, 2 < e < 3,
e e ~ 2 71828. Uma das defini¢oes possiveis para a constante de Euler é o niimero para o

qual tende o valor de (1 + %)m quando z cresce ilimitadamente.
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Do modo como foi construida a funcao exponencial, temos que se a,b > 0 e x,y € R, as seguintes
propriedades sao satisfeitas:

a*a¥ = a*Y, (1.6)
(a®)? = a™, (1.7)
a®b* = (ab)” (1.8)

Os graficos das fungoes exponenciais sempre passam pelo ponto (0,1) e estao sempre acima do
eixo x, pois a® > 0, para todo =z € R, sempre que a > 0.

Veremos mais adiante, usando a derivada como ferramenta para construgao de gréficos, que a
funcao exponencial f(x) = a®, com a > 1, é estritamente crescente, isto é,

dados z1,22 € R, 11 < 29 & a™ < a™.

Para 0 < a < 1, temos que a func¢ao exponencial f(z) = a” é estritamente decrescente, isto é,

dados z1,72 € R, 71 < 29 & a' > a™2.

Como fungoes estritamente crescentes ou estritamente decrescentes sao injetoras (verifique isso!),
temos que as funcbes exponenciais sao sempre injetoras.

Soa=3/2 a=2/3 -,

(a) f(z) =a", a>1 (b) f(z) =a”, 0<a<1
Figura 1.24: Gréficos de fungoes exponenciais
Vimos que se a > 0 e a # 1, a fun¢ao exponencial f(z) = a® é sempre injetora. Também é
possivel mostrar que qualquer que seja o valor a > 0 e ¢ # 1 o conjunto imagem da fungao
exponencial f(z) = a”, com z € R, é o intervalo (0, +00). Assim, a f: R — (0,+00) dada por

f(z) = @® admite uma inversa f~!, chamada fungao logaritmica com base a e denotada
por log,. Segue da definigao de funcao inversa que log, : (0,4+00) — R e que

log,y =2 < a® =y.

Além disso,
log,(a”) = x, para todo x € R
a'%8a¥ =y para todo y > 0.

Usando a simetria dos gréficos de f(z) = a® e f~!(x) = log,x em relacdo & origem, pois uma é
inversa da outra, temos as seguintes possibilidades para os graficos de log, : (0, +00) — R.
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(a) y =logax, a>1 (b) y =logaz, 0<a<1

Figura 1.25: Gréficos de fungoes logaritmicas

(a) f(z) =log,z, a>1 (b) f(z) =log,z, 0<a<1

Figura 1.26: Mais gréficos de fungoes logaritmicas

O logaritmo satisfaz as seguinte identidades (supondo z1,z2 > 0 e r € R):

log,(x122) = log,z1 + log,x2. (1.9)
T

log, (:v) = log,z1 — log,z2. (1.10)
2

log,(z") = rlog,x. (1.11)

Para provar a primeira, chamemos z = log,(z122), 0 que significa que a* = xjx3. Escrevendo
r1 = al%8a®1 x5 = al°8a2 ¢ usando a propriedade (1.6) da exponencial, temos

a? = alogaxlaloga:cz — alogax1+log,1x2

Assim, como a fun¢do exponencial é sempre injetora, temos que z = log,x1 + log,x2, 0 que
prova (1.9). Verifique as identidades (1.10) e (1.11)!

Suponha agora que o log,z, para x > 0, seja conhecido. Como calcular log,z numa outra base

b > 0? Chamando z = logyz, temos b*> = z. Mas b pode ser escrito como b = a8, assim

temos a?'°%a® = x. Portanto, zlog,b = log,z. Obtemos assim a férmula de mudanga de base:
1 log,x
ogyT = .
Zb log, b

O logaritmo na base e é denotado por Inz (em vez de log,x) e é chamado logaritmo neperiano
(devido a Napier) ou logaritmo natural.
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1.12 Funcoes Hiperbdlicas

A funcao exponencial na base e nos permite definir fungoes fundamentais chamadas fungoes
hiperbdlicas.

xT

Fungao Seno Hiperbdélico: é a funcao f : R — R dada por f(z) = senhz = ¢ _267
AY
’//y= senh x
y=1e. .- "
Ly et X

Figura 1.27: Gréfico da funcdo seno hiperbdlico. Observe que Im(senhz) = R

et +e*

Fungao Cosseno Hiperbdlico: é a fungao f: R — R dada por f(z) = coshxz = 5

Figura 1.28: Grafico da fungao cosseno hiperbdlico. Observe que Im(coshz) = [1, +00)

Observagao 25. A figura abaixo representa um fio de telefone ou de luz. Observamos que a
curva representada pelo fio aparenta a forma de uma parabola; no entanto, é possivel mostrar

~ , X , ~
que a equacgao correspondente é y = cosh (—), onde a é uma constante real nao nula. Esta
a

curva recebe o nome de catenaria.

AY

XV

Figura 1.29: Catenéria

Podemos ainda definir as funcoes, tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas.
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tghz = = ; D(tghz) =R e Im(tghx) = (—-1,1)

cotgha = = ; D(cotghz) =R — {0} e Im(cotghz) = (—o0, —1) U (1, +00)

1 2
sechz = cosh(z) = o D(sechz) =R e Im(sechz) = [0, 1)

1 2
cossech x = senh(2) = D(tghz) =R — {0} e Im(cossechz) =R — {0}

xXv
xXv
xXv

-1
,,,,,,,,,,,,,,, o s
y = tgh x y = cotgh x

y = sech x y = cosech x

Vocé pode provar que as fungoes hiperbodlicas satisfazem as seguintes identidades:

cosh? z — senh?z = 1 (1.12)

1
tghox = — 1.13
cotghx b x (1.13)
sech?z =1 —tgh?z (1.14)
—cossech? z = 1 — cotgh? (1.15)

Observagao 26. Usando a identidade (1.12) temos que os pontos do plano (R?) da forma
(cosh z,senh ), para = € R, descrevem os pontos da hipérbole de equacio x? — 42 = 1. Por isso
o nome de fungoes hiperbodlicas.

Figura 1.30: A hipérbole 22 — y% = 1.

Analisando o gréfico da fungao f(x) = senh z, definida de R em R (veja figura 1.27), vemos que
é bijetora; logo admite inversa. A funcao inversa do seno hiperbdlico, chamada argumento do
seno hiperbdlico e denotada por argsenh, é definida por:

argsenhy = x < senhxz = y; D(argsenh) =R e Im(argsenh) = R.
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A funcgao f(z) = coshz, definida de R em R, nao ¢ injetora ja que é uma fungao par. Porém, a
fungao f(z) = cosh z, definida de [0, +00) em [1, +00) é bijetora e portanto admite uma inversa.
A sua inversa, chamada argumento cosseno hiperbdlico é denotada por argcosh. Entao,

argcoshz =y < coshy = z; D(argsenh) = [1,400) e Im(argsenh) = [0, +00).

%
! sh X
o )
- A= ¥z 22
N

XV

De maneira analoga definimos:
argtgh: (—1,1) - R; argtgha =y < tghy = z;

arg cotgh : (—oo, —1) U (1,400) = R — {0}; argcotghx =y < cotghy = x;
argsech : (0,1] — [0,400); argsechax =y < sechy = z;

argcossech : R — {0} — R — {0}; argcossechz =y < cossechy = z;

AY LAY ITY ! AY

: g > >
X X X X
y=arc tgh x y=arg cotgh x y=arg sechx y=arg cossech x
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1.13 Exercicios

1.

2.

10.

. Determine o dominio da fungao f(x) =

Dizemos que uma relagao entre dois conjuntos nao vazios A e B é uma funcao de A em
B quando:

(a) todo elemento de B é imagem de algum elemento de A.

(b) todo elemento de B é imagem de um unico elemento de A.

(c) todo elemento de A possui somente uma imagem em B.

(d) todo elemento de A possui, no minimo, uma imagem em B.

(e) todo elemento de A possui somente uma imagem em B e vice-versa.

Sobre o conjunto de pontos de intersecao do grafico de uma funcao f com uma reta vertical,
podemos afirmar que:

(a) possui exatamente dois elementos.

(b) ¢

(c) é infinito.

(d) possui, pelo menos, dois elementos.
)

(e) possui no maximo um elemento.

. Seja f : R — R uma funcao tal que f(3z) = 3 f(z) para todo x € R. Se f(9) = 45,

determine f(1).

. Seja f uma func¢ao definida para todo n inteiro satisfazendo as seguintes condigoes f(2) = 2

e f(p+4q) = f(p)f(q). Determine f(0) e f(—2).

. Seja f(x) = ax + b, onde a,b sdo reais fixos. Se f(—1) =3 e f(1) =1, determine f(3).

. A funcdo quadrética y = (m? — 4)z% — (m + 2)z — 1 est4 definida quando:

(a) m#4 (¢c) m# -2 (e) m # £2
(b) m #2 (d) m=—-2oum=2

. Determine a imagem da funcio f : (—4,3] — R dada por f(z) = 3z% — 12.

. Considere as funcoes f,g : R — R definidas por f(z) = 2z + b e g(z) = 22, onde b € R.

Conhecendo a composta (g o f)(z) = 422 — 122 + 9, determine b.
Sejam f(x) = vz — 4, g(2) = (f(2))? e h(y) = y — 4. Considere as seguintes afirmativas:

I)
1)
I11)
)

IV) Qualquer que seja z real, g(z) = z — 4.

Os dominios de g e h coincidem.
O dominio de g contém estritamente o dominio de h.

A intersecdo dos dominios de f e g é vazia.

Marque a alternativa correta:

(a) Todas as afirmativas sao verdadeiras.

(b) Todas as afirmativas sao falsas.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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(c) Apenas uma afirmativa é verdadeira.
(d) Apenas duas afirmativas sao verdadeiras.

(e) Apenas trés alternativas sao verdadeiras.

Dada f(z) =

. Determine h(z) = [f o (f o f)](x) e seu dominio.

1—z

Encontre o dominio das seguintes funcoes .

() f(2) = — (@) f(@) = Va? +1

21 )
(b) fl@)=va+1 () f#) = m—5,—7
(c) f(z) =a%+5 () f@)=va?—a,a>0

Se f(x) =+/z e g(x) = /2 — x, encontre e determine o dominio das fungoes:
(a) fog (b) gof (c) fof (d) gog

Classifique as seguintes fung¢oes em par, impar ou nem par nem impar.

() f(@) = — (@) f(2) = Va?+1

2 —1 1
(b) f(z) = vz +1 () fla) = 35— —7
(c) f(z)=a®+5 (f) flx) =2’ —2yx

Um fabricante de refrigerante quer produzir latas cilindricas para seu produto. A lata
dever ter um volume de 360 ml. Expresse a drea superficial total da lata em funcao do
seu raio e dé o dominio da funcao.

Considere a funcdo quadratica f(z) = ax? + bx + 1. Determine a soma das raizes de f de

forma que sua imagem seja (—o0, 3] e o eixo de simetria do grafico de f seja z = —1.
: _ . - _ f(=@)
Sejam f(x) uma fungao par e g(r) uma fungdo impar. Entdo, sobre h(x) = o) e
g(x

r(z) = f(x)g(z), podemos afirmar que:

Ambas pares.

Ambas impares.

() f(z) = o(a? - 9)
(b) flw) = —

(©) f() =t ~1
(@) f@) = #5
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19. Considere a funcao f : R — R representada a seguir.

O gréfico da fungao g(z) = f(z + 1) é:

a) t b) t D]

d) : e)

2
ﬂ
ER 5

1—z
1+

20. (2012-1) Considere a funcao f(x) = . Sobre a composta h(zx) = (f o f)(z) e seu

dominio, podemos afirmar:

(a) h(z) =z e D(A) =R — {~1}
(b) h(z) =z e D(h) =R

(¢) h(x) = — e D(h) =&~ {0}
(d) h(z)=x e D(h) =R — {1}
(¢) h(x) = = e D(h) =R~ {0}

21. (2016-1) Considere a funcao f : R — R dada por f(z) = ax?® + 2z 4+ 1. O valor de a para
que a imagem de f seja (—oo, 3] pertence ao intervalo:

(a) (=1,0)
(b) (0,1)
(¢) [=1,-1/2)
(d) [1,2)

) |
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22. (2016-1) Considere a funcdo f : R — R dada por f(z) = ax® + bz + 1, onde a,b sdo
constantes reais nao-nulas e @ > 0. Se o eixo de simetria do grafico de é x = 2, podemos
afirmar que o conjunto imagem de f é:

(a) [-b—1,400) (c) [b,+00) (e) [b+1,+00)
(b) [-b+1,+00) (d) [b—1,+00)

23. (2012-1) Considere os gréficos da funcao quadrética f e da funcao afim g representados
na figura abaixo.

Marque a alternativa INCORRETA®:

(a) f(x)g(x) <0, para todo x € (—o0, —1).
(b) f(z)g(z) > 0, para todo z € (2, +00).
(©) f(2) # gla),se x4 —T e £2.

(d) g(x) > f(x), para todo x € (1,2].

(e) g(x) > 0> f(x), para todo z € (—1,2).

24. (2016-2) Considere as fungoes f, g : [0,3] — R representadas graficamente abaixo.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

A solugao da equagao (f o g)(z) =2 é:

(a) [%,1] U {0,3). (d) {0,1,2,3}.
(b) 10,5100, 2.3). © [.1U0,2,3).

() {0,1,2,;3}.

25. (2017-1) Considere a funcdo dada por f(z) = ax? + 2z + a. O valor de a para que a
imagem de f seja (—oo, 2] pertence ao intervalo:



1.13. EXERCICIOS

26.

27.

28.

29.
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(a) (0,1] (c) (1,2] (e) (2,3]

(b) (=1,0) (d) (=2,-1]

(2017-1) Considere a funcao f : R — {2} — R representada graficamente a seguir:

O dominio da fungao g(x) = /f(x) — 4 é:

(a) [1,3] (¢) [4,+00) (e) [1,2)U(2,3]

(b) {1,3} (d) (1,2)U(2,3)
Determine quais das seguintes fungoes sao injetoras.
(a) f:R\{0} = R\{0}, f(z) = ;7

1 [1/2,400) = R, f(x) = |2z —1].

R—R, f(z )—\/x2+6x+9.
:R\{-5} = R, f(z) = 315

20,57\ = R, f(z) = |z —3].

f R=R, f(z) =28 +22 0.

Determine quais das seguintes fungoes sao sobrejetoras.
(a) f:R\{0} = R\{0}, f(z) = 35

f:R—=[0,400), f(z) =|z+9

fR=R, flz)=2"+9

fR\{3} = R\{0}, f(z) = ;35.

[ R—=R, f(z) =2

fR=R, f(z) =2 +22-9.

Em cada item, mostre que f é bijetora, encontre a inversa f~!

e f7L.
(a) f:]0, ]—>[3,8],f(x):5x+3.
(b) f:[1,+00) = [1,+00), f(z) =1+ (z — 1)*.
) f:
)

R\{-2} = R\{0}, f(z) = ——

(c T+ 2

(d) f:R—=R, f(x) = (z —2)3.

e esboce os graficos de f
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30. Considere a fungao invertivel f : R — R:

O intervalo onde 2 < f~1(z) < 4 é
(a) (2,6) (b) (=3,0] (c) [0,2) (d) [-2,0] (e) (0,6]

31. Considere a funcao invertivel f : R — R representada por:

Sabendo que f~'(x) = a/x + b, é correto afirmar que:
(a) ab=1 (b) a=1b (c) a>b (d) ab> —1 (e) |abl > 2

32. Considere a fungao f : R — R, dada por f(x) = 3z — 18. Determine o valor de b € R tal
que f~(b) = f(b).

33. A figura a seguir representa parte do grafico de uma fungao inversivel f : R — R.

Marque a alternativa INCORRETA

(a) O gréfico da funcao inversa de f intersecta o eixo das abscissas em um ponto (z,0)
com z < 0.

(b) O grafico da funcao inversa de f intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, 2).
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(c) Existe a € R tal que f~1(a) = f(a).
(d) A funcao inversa de f possui uma raiz negativa.

(e) fH(-2)=-1.

34. A figura abaixo representa parte do gréafico de uma funcao inversivel f : [0, +00) — R.

Marque a alternativa INCORRETA

(a) f71(1) =2. (d) Paratodo x € [1,2], tem-se 2 < f~1(z) <
(b) f~1(x) <0 para todo 0 < x < 1. 3.

-
(¢c) O ponto (—1,0) pertence ao grafico de
L (e) Existe a € (—1,0) tal que f~1(a) =1/2.

35. Determine o dominio das fungoes f(z) = tg(z — 7) e g(x) = arctg(z — 1).

36. (2011-1) Sobre o dominio da fungdo f(x) = arccosz — =, podemos afirmar que:
x

V1— 22
(a) O dominio de f é um intervalo fechado.
(b) O dominio de f é um intervalo aberto.
(¢) O dominio de f é um intervalo fechado & esquerda e aberto & direita.
(d) O dominio de f é um intervalo aberto & esquerda e fechado a direita.
(e) O dominio de f néo é um intervalo.
37. (2015-1) Considere as fungoes f e g definidas por f(z) = [senz| e g(x) = sen |z| . Marque
a alternativa INCORRETA.

(a) Os dominios das fungoes f e g coincidem.
(b) As imagens das funcoes f e g nao coincidem.
(c) As fungoes f e g s@o pares.
(d) As fungoes f e g sao nao negativas.
(e) f(z)=g(x),se —m <z <.
38. (2012-2) Sejam f : [0,4+00) = R e g: [0,27] — R as fungdes f(z) = /= e g(x) = senz.
Sobre a fungao composta f o g e seu dominio D(f o g) é correto afirmar que:
(a) (fog)(x)=+senzeD(fog)=I[0,7]
(b) (fog)(z) = vsenz e D(foyg)=[0,7/2]U [37/2,27]
(c) (fog)(x)=+/senz e D(fog)=[0,+00)
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(d) (fog)(x) =sen (V) eD(fog)=[0,+00)
(e) (fog)(x) =sen(yx)eD(fog)=I0,27]
39. |cos(arcsenx)| = V1 — a2 para todo z € [—1,1]. Verdadeiro ou falso?

40. (2013-2) Considerando a fungao arccos : [0,7] — R, podemos afirmar que o valor de

tg (2arccos(v/3/2)) é:
(a) V3 (b) v2/2 (c) v3/3 (d) v3/2 (e) 1/2

41. (2014-2) Considere a funcao f: R — R dada por f(z) = |[sen x| e as seguintes afirmativas
sobre f.

L f(1,7) > f(2,5) III. f(27/3) > f(—57/3) V. A funcao é par.
II. f(r/2)= f(37/2) IV. A fungao admite inversa.

Marque a alternativa CORRETA:

(a) Todas as afirmativas sdo verdadeiras.

(b) Todas as afirmativas sao falsas.

(c) Apenas a afirmativa II é verdadeira.

(d) Apenas as afirmativas I e II sdo verdadeiras.
)

(e) Apenas as afirmativas I, I e V sao verdadeiras.

. - In(x —3) ,
42. (2016-1) O dominio da funcao f(x) = N é
(a) (=00,0)  (b) (6,400)  (¢) (3,6) (d) (0,6) (e) (0,3)

43. (2017-1) Considere a funcao dada por f(x) = —4e® — b. O valor de b para que a imagem
de f seja (—oo,—1) pertence ao intervalo:

(a) [=1,0) (b) (0,1] (c) (1,2] (d) (=2,-1)  (¢) (2,3]

44. (2017-1) Considere f : R — R representada no gréfico a seguir.

O dominio da fungao g(z) = ———— é:

(a) (17 2) (d) (_37 _2) U (_27 0) U (O, 1)
(b) [=3,1]
() [-3,-2)U(-2,1) (e) (—=3,0)U(0,1)
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45. (2017-1) Considere a funcdo f : (—2,400) — R representada graficamente a seguir:

,,,,,,,,,,,,,

fffffffffffff

fffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,

I |
”””””””””””

fffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,

X

O dominio da fun¢ao g(x) = o5, — @) é:

(a) (=2,2) (¢) (=1,+00) (e) [0,+00)

(b) [0,2) (d) (=2,0)U(0,2)

O conjunto solucio da equacio /() —1 =0 é:

(a) {0} (b) {0,1} (c) {-1} (d) {1,-1}y  (e) {0,1, -1}

Exercicios extras

46. “Calculo - Vol 17, James Stewart
Paginas 33 e 34: exercicios 1 a 7

Pagina 35: exercicios 29 a 32, 37 a 39, 41 a 44, 50 a 54
47. Faca os seguintes exercicios dos livro Cdlculo A.
(a) Paginas 74, nimero 16;
48. Faga os seguintes exercicios (sobre fungoes hiperbélicas) do livro Cadlculo A.

(a) Péaginas 53, 54, 55, 56, 57, 58 e 59.

1.14 Respostas dos exercicios

1. () 3.5 5. —1 7. [~12,36) 9. -3
2. (e) 4. 1e1/2 6. (e) 8. [-2,1)U(1,2] 10. (b)
11. (fofo f)(x) ==z e D(h)=R\{0,1}.
12.  (a) R\ {-1,1} (c) R (e) R\ {1 —-+2,1++2}
(b) [-1,+00) (d) R () (o0, —va] U [Va, +o0).
13. (a) foglx)=vV2—xzeD(fog)=(—00,2]
(b) gof(z)=+v2—+vzeD(gof)=I0,4]
(¢) fof(x)=VxeD(fof)=][0,+0c0)
(d) gog(z)=vV2—-+vV2—zeD(gog) =[-2,2]
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14.

15.

18.

19.

27.

28.

29.

30.

35.

36.

42.

(a) Par
b) Nem par nem impar
(b) P p

(c) Par

720
A(r) = 271'7"2 + —, D(A) = Ri 16. -2
T

(a) [-3,0)U[3,+00)
(b) (—o0,0] U (1,400)

(a) 20. (a) 21. (a) 22. (e)

S&o injetoras as funcdes das letras (a), (b) e (d).

Sao sobrejetoras as fungdes das letras (b), (d) e (e).

r—3

@ F @)=

(d) 31. (e)

b) fFia)=ve—1+1 (o) f_l(x):§72

32. b=9

CAPITULO 1. FUNCOES

(d) Par
(e) Nem par nem fmpar

(f) Impar
17. (b)

(¢) (—o0,—1]U[1,400)
(d) (—o0,—2) U (2,400)

. (o) 24. (e) 25. (b) 2. (e)

() f7l ()= Yz +2

33. (e) 34. (b)

Dtg(z—m) ={zeR:x ;ég+k7r,k€Z}eD(arctg(z—1)):R

(b) 37. (d) 38. (a)

(©) 43. (b)

() 45.

.V 40. (a) 41. (e)



Capitulo 2

Limite de uma funcao

Podemos afirmar que o conceito de limite é uma das ideias fundamentais do Céalculo Diferencial.
Seu processo de construgao surge historicamente a partir de problemas geométricos como, por
exemplo, no cédlculo da drea de regides planas e na determinacao retas tangentes a uma curva.
Apresentaremos rapidamente esses dois problemas que motivaram a definicdo de limite, como
no livro Cdlculo com Geometria Analitica - Vol.1 de George Simmons (Editora Makron Brooks).

2.1 O problema das areas - método de exaustao

A drea de um retangulo é o produto das medidas de sua base e sua altura. Ja a drea de um
triangulo é a metade do produto das medidas de sua base e altura. Como um poligono pode
ser sempre decomposto em tridngulos, sua area é a soma das areas desses triangulos.

A=ab

Figura 2.1: Areas.

O circulo é uma figura mais complicada. Os gregos resolveram o problema de achar a sua area
de uma maneira natural.

n=4 n=8 n=16

Figura 2.2: Método para aproximar a area do circulo.

Primeiro eles aproximaram essa area, inscrevendo um quadrado. Depois eles melhoram a apro-
ximagao, passo a passo, dobrando o nimero de lados, isto é, inscrevendo um octégono regular,
depois um poligono regular de 16 lados e assim por diante. As dreas desses poligonos inscritos

65
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aproximam a area exata do circulo com uma precisao cada vez melhor. Vamos ver que esse
processo chega & férmula A = 772 para a drea do circulo de raio 7.

Suponha que o circulo tenha inscrito nele um poligono com um nimero grande n de lados, como
na Figura 2.3.

b

Figura 2.3: Circulo com poligono de n lados.
. . : (. bh
Cada um dos tridngulos is6celes mostrados na figura anterior tem area igual a — e a soma

dessas areas é igual a drea do poligono, que é uma aproximacao da area do circulo. Se p denota
o perimetro do poligono, entao temos que

11 11 1
Apoligono = 50+ 5bh+ ...+ 5bh = Sh(b+b+ ... +b) = Shp.

Como o nimero de lados cresce, h “tende” ar (em simbolos h — r) e p “tende” ao comprimento
do circulo ¢ = 27r (em simbolos p — ¢). Portanto,

1 1 1
ihp — —re= —r(2mr) = 72

A
2 2

poligono —

Esse processo é conhecido por método de exaustao porque a drea do circulo foi exaurida pelas
areas dos poligonos inscritos.

2.2 Reta tangente a uma curva

Um problema béasico do Céalculo Diferencial é o problema das tangentes: determinar o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de uma funcdo em um ponto P dado.

Figura 2.4: Reta tangente & uma curva.

Antes de tentar calcular o coeficiente angular da reta tangente, devemos decidir primeiro o que
é uma reta tangente. No caso de uma circunferéncia nao ha dificuldade. Uma reta tangente
a uma circunferéncia é uma reta que intercepta a circunferéncia em um tnico ponto, chamado
ponto de tangéncia. As retas nao tangentes ou nao interceptam a circunferéncia ou interceptam
em dois pontos.
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7

Figura 2.5: Relagoes entre circulo e retas e entre curvas e retas.

Essa situacao reflete a ideia intuitiva que a maioria das pessoas tem de tangente a uma curva
num dado ponto como sendo a reta que “toca” a curva naquele ponto. Ela sugere também a
possibilidade de definir uma tangente a uma curva como uma reta que intercepta a curva em
apenas um ponto, mas em geral essa ideia é insatisfatoria, como vemos na Figura 2.5.

O conceito moderno de reta tangente originou-se com Fermat, em torno de 1630. Considere
uma curva, grafico da fungao y = f(z), e P um ponto nessa curva. Considere ) um segundo
ponto proximo de P sobre essa curva e desenhe a reta secante PQ). A reta tangente em P pode
ser definida como a posicao limite da secante variavel quando ) desliza ao longo da curva na
direcao de P.

Figura 2.6: Posicéo limite da secante.

Mas como calcular o coeficiente angular da reta tangente? Seja P = (x0,yo) um ponto na curva
y = f(x). Para comegar o processo escolha um segundo ponto Q) = (x1,y1) sobre a curva. O
coeficiente angular da secante P(Q) é

Y1 — Yo

Mmsec = coeficiente angular da reta PQ = - o
1— 20

Figura 2.7: Célculo do coeficiente angular.

Em seguida, facamos 1 se aproximar de xy, de modo que o ponto variavel ) se aproxime do
ponto P, ao longo da curva. Quando acontece isso, a secante muda de posicao e se aproxima
da tangente em P como sua posicao limite. E também intuitivo que o coeficiente angular m
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da tangente é o valor limite aproximado pelo coeficiente angular mg.. da secante. Se usarmos
o simbolo — para indicar “se aproxima” (ou “tende”), entdao dizemos que quando z; tende a
0, Mgee tende a m e escrevemos:

. . Yt — Yo
m = lim Mmge, = lim ———.
P—Q T1—=To T1 — X

A formalizagao do conceito de limite de uma fungao visto através do método da exaustao e do
célculo do coeficiente angular de uma reta tangente serd nosso objeto de estudo ao longo do
capitulo.

2.3 Definicao de limite

Intuitivamente dizemos que uma funcao f tem limite L quando x tende para a, se é possivel
tomar f(z) arbitrariamente préximo de L, desde que tomemos valores de =, x # a , suficiente-
mente préximos de a.

Inicialmente, vamos desenvolver essa ideia intuitiva, estudando o comportamento de uma funcao
y = f(z) préximo a um ponto que ndo pertence, necessariamente, ao seu dominio.

Consideramos, por exemplo, a fungao a seguir, cujo dominio é R\ {1}.
224z —2
r—1

fz) =

Vamos construir uma tabela de valores de f(z) quando z se aproxima de 1, pela esquerda (isto
é, quando x < 1) e pela direita (isto é, quando = > 1):

r<l1 x—1 f(x) z>1 x—1 f(zx)
0 -1 2 2 1 4
0,5 0,5 2.5 1,5 0,5 3.5
0,7 -0,3 2,7 1,3 0,3 3,3
0,9 20,1 2.9 1,1 0,1 3.1
0,99 -0,01 2,99 1,09 0,01 3,09
0,999 20,001 2,999 1,009 0,001 3,009
0,9999 -0,0001 2,9999 1,0009 0,0001 3,0009
0,99999 -0,00001 2,99999 1,00009 0,00001 3,00009
0,999999 -0,000001 2,999999 1,000009 0,000001 3,000009
0,9999999 | -0,0000001 | 2,9999999 1,0000009 | 0,0000001 | 3,0000009
0,99999999 | -0,00000001 | 2,99999999 1,00000009 | 0,00000001 | 3,00000009

Observando as tabelas, concluimos que: quando = se aproxima de 1, os valores de f(x) se
aproximam de 3. A nogao de proximidade fica mais precisa se utilizarmos o valor absoluto: no
caso, o que observamos ¢é que quando |z — 1| fica pequeno |f(z) — 3| fica pequeno também. Veja
que essa relagao de implicagao vem da prépria fungao, pois quando = # 1, isto é, x € Dom f,
entao:

w2+ —2

3l =|z+2-3=lz—1
— 2 +2-3] =z 1]

f(x) = 3| =

Assim, a distancia entre f(z) e 3 depende da distancia entre = e 1.

T
Para outro exemplo, vamos considerar f(z) = 5 + 1. Aqui, o dominio de f é todo o conjunto

dos reais. Vamos analisar o comportamento de f(z) quando = se aproxima de 1. Para isso,
vamos assumir que |z — 1| estd ficando pequeno, como no exemplo anterior.
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x <1 x—1 f(x)
0 -1 1
0,5 -0,5 1,25
0,7 20,3 1,35
0,9 -0,1 1,45
0,99 20,01 1,495
0,999 -0,001 1,4995
0,9999 20,0001 1,49995
0,99999 -0,00001 1,499995
0,999999 -0,000001 1,4999995
0,9999999 | -0,0000001 | 1,49999995
0,99999999 | -0,00000001 | 1,499999995

x>1 x—1 f(x)
2 1 2
1,5 0,5 1,75
1,3 0,3 1,65
1,1 0,1 1,55
1,09 0,01 1,545
1,009 0,001 1,5045
1,0009 0,0001 1,50045
1,00009 0,00001 1,500045
1,000009 0,000001 1,5000045
1,0000009 | 0,0000001 | 1,50000045
1,00000009 | 0,00000001 | 1,500000045
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3
Pelas tabelas, vemos que quando x se aproxima de 1, f(z) se aproxima de 5 Na verdade, como

fizemos no exemplo anterior, podemos notar que

3 1
: - -1

fa)-3 -3

Z41-=
5 +

2 2

2 2

xl‘

A 3 A A
Isto é, a distancia entre f(z) e 3 depende da distancia entre x e 1. Por exemplo, se a distancia

3
entre x e 1 for menor do que 0,0001, isto é, |z — 1| < 0,0001, entdo a distancia entre f(z) e B
sera
3 1
f(z) = 5| = 5= = 1/ < 000005

Vemos que o tamanho 0,0001 foi apenas um exemplo, pois podemos escolher qualquer niimero
positivo, o0 menor que seja, e fazer o mesmo raciocinio.

Estamos prontos para a defini¢ao formal de limite. Compare-a com os exemplos anteriores.

Definigao 17. Sejam a um ntimero real e [ um intervalo aberto contendo a. Seja f uma funcao
definida em I, exceto, talvez, no préprio a. Dizemos que o limite de f(x), quando z tende a a,
é L e escrevemos

lim f(z) =L,

Tr—a

se para todo € > 0 existir um § > 0, tal que

O0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.

y=f(z) y=f(z) y=f(x)
| LA € R S
? L L
______ L—¢lo- I — ¢ bemme-
— Q- a ‘ a ‘
a—0 a+46

Observagao 27. Como vimos no primeiro exemplo dessa segao, para a definicao de lim f(x)
r—a

nao é necessario que a funcao f esteja definda em a. Nos interessa o comportamento de f(x)
quando z esta préximo de a.
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Teorema 2. Se existe limite de uma func¢do f(x), quando x tende a a, entdo ele € inico.

Exemplo 13. Sejam k um numero real e f(z) = k a fungado constante. Entao para qualquer
a € R, temos liin f(z) = k. Primeiro, notamos que |f(z) — k| = |k — k| = 0, que é menor do
que qualquer I:ifu%ero positivo. Entdo, fixando qualquer € > 0 e escolhendo § = € temos que
independentemente de 0 < |z — a| < § = ¢ sempre teremos |f(x) — k| =k —k|=0<e.

Exemplo 14. Sejam a um nimero real e f(z) = = a funcdo identidade. Entao lim x = a. De
T—a

fato, fixando qualquer € > 0, entao escolhendo § = ¢ temos:
O<|zr—a|<d=e=|f(z)—a|=|r—al<d=c.

Exemplo 15. Vamos mostrar que lir% (22 —3) = 1. Para isso, devemos mostrar que dado ¢ > 0,
z—
existe um d > 0 tal que
O<|z—2/<d=|2x—-3)—1|<e.
Observe que |(2z — 3) — 1| = |22 — 4| = |2(z — 2)| = 2|z — 2|. Logo: se 0 < |z — 2| < 4, entdo
|(2z — 3) — 1| = 2|z — 2] < 2§. Assim, para qualquer € > 0 fixado, escolhendo § = % teremos

que

2
0<|x—2|<%:>|(2$—3)—1\:|2(1‘—2)|:2|$—2]<25:§:5.

Exemplo 16. O exemplo anterior pode ser generalizado para qualquer funcao afim f(x) = ax+b
quando z tende a ¢, onde a,b,c € R, a # 0. De fato, para mostrar que lim(ax + b) = ac + b,
Tr—rc

vemos primeiro que |ax +b— (ac+b)| = |ax — ac| = a|r — ¢|. Assim, fixando € > 0 e escolhendo

€
6 = — temos que
a

O<|:E—c|<E:>\ax+b—(ac+b)|:|ax—ac|:a|x—c|<a5:%:z—:.
a a

2.4 Propriedades do limite de uma funcao

Teorema 3. Sejam f e g fungoes definidas em um intervalo I contendo a, exceto, possivelmente,
em a. Se lim f(z) =L e lim g(x) = M, entdo:
Tr—a Tr—a

L1) lim (f(x)+g(x)) =L+ M;

12) lim (f(z)g(a)) = LM;
i 1) _ L .
L3) ilgz o@) ~ se M #0;

L) li_r)n Vf(x)=VL, se L>0eneN ouL <0 enecN impar.
xr a
Uma consequéncia imediada das propriedades L1 e L2 é o exemplo dado a seguir.

n
Exemplo 17. Se p(z) = byz™ + bp_12" '+ ...+ bz + by := Z biz' é uma funcio polinomial,

=0
entao para qualquer a € R:

iy o)~ i (S 73, () £ 3 e =t
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Pelo exemplo anterior, uma fungao polinomial é nosso primeiro exemplo de func¢do continua,
isto é, uma funcao tal que liin f(x) = f(a) para todo a € D(f). Voltaremos a isso mais a frente.
X a

Exemplo 18. Pelo exemplo 17, temos: limQ(xQ +3245)=224+6+5=15.
T
Exemplo 19. Pela propriedade L3 e o exemplo 17, como 3 ndo é raiz de 23 — 7, temos
I x—5 3—-5 1
im = =——.
e—3 \ a3 — 7 33 -7 10

Exemplo 20. Pela propriedade 1.4 e o Exemplo 17,

1im2\/x3—4x+1:\/(—2)3+8+1:ﬁ:1.
T—>—

. . 222~z 41
Exemplo 21. Como, pelo exemplo 17 e a propriedade L3, lim ——— = 2, segue da

z—=1  3xr—2
2x2—w+1>2

propriedade L2 que lim = 4.
rz—1 3 — 2

Observagao 28. Os seguintes limites que envolvem as fungoes trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas nao serao demonstrados aqui.

1. lim senx =sena, para todoa € R. 2. lim cosx = cosa, paratodoa € R.
T—a T—a

SeaceRelO<a#1,

3. lima®” = 1. 5. lim log,x =0
z—0 z—1

4. lim a® = a®. 6. lim log,z = log,b (para b > 0).
z—b z—b

Além disso, temos que se lim f(x) = L, entao:
T—a

7. lim sen (f(z)) = sen (lim f(z)) =senL 9. lim a/® = a*.

r—a T—a x—b

8. lim cos(f(x)) = cos(lim f(z)) =cosL  10. liir%)logaf(a:) =log,L, se L > 0.

0
2.5 Forma indeterminada do tipo 0

f(z)
g(z)

pode ou nao existir e, portanto, é denominado forma indeterminada do tipo o’ ja que o limite

Se f e g sao fungoes tais que lim f(z) = 0 = lim g(x), o limite de , quando z tende a a,
r—a r—a

pode ou nao existir, como mostram os exemplos a seguir.

3
-1 3
Exemplo 22. lim <m2 ) = —.
z—1 \ 2z —1 2

x—1 22

Exemplo 23. lim (
z—1

\/ﬁ—\/ﬂc+1> _ 1

-1
Exemplo 24. Nao existe lim < . Esse tipo de problema sera tratado mais a
sl \x3 — 22—z +1

frente.
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Nesse momento, para resolvermos limites com a forma indeterminada 0/0, devemos trabalhar a
expressao do quociente f(z)/g(z) a fim de nao mais ter uma indeterminagao. Vamos comegar
calculando os limites dos exemplos 22 e 23.

No primeiro, temos que 1 é raiz do numerador e do denominador, entao vamos fatora-los, o que
é feito através de divisao de polinémios.

) -1 ) (x— 1) (2?2 +2+1) ) 2?4+r4+1 3
lim { — = lim =lim(|—F ) ==
z—1\ 22 —1 T a—1 (x+1)(z—1) z—1 x+1 T 2

L3

fatorando z3 — 1 e 22 — 1 comoz —1#0

No segundo, novamente 1 é raiz do numerador e do denominador, mas a fun¢do nao é racional.
Nesse caso, vamos racionalizar o quociente, isto é, multiplicar por 1 como uma fracao de nume-
rador e denominador iguais a v/2z++/z + 1. Usaremos ainda o fato de que a®>—b% = (a—b)(a+b)
para todos a,b € R.

= lim
rz—1

lim
x—1

(m-¢m>

r—1

\/ﬁ—\/:v—l—l‘\/ﬂ+\/x+1
r-1 Vit vitl

racionalizando

r—1 1 1
71 ((33—1)(\/2304-\/:64—1)) THI (\/233—1—\/36—1—1) 22
comozxz—1%#0
Vamos fazer mais exemplos:

Exemplo 25. Mais um exemplo com fatoracao.

lim <3a;3 — 42 —:c—|—2> i <Ea;— 1) (322 —x—2)>

z—1 223 — 32 +1

colocando = — 1 em evidéncia

—gﬂﬁiiDTmGiﬁiﬁD

comoz—1#0 continuamos com 0/0, dividimos por z — 1 de novo

i (B2) 20
T a1 \2x+1) 3

comoz—1%#0

Note que se tivéssemos fatorado o numerador e o denominador, teriamos poupado trabalho:

. (32 — 42 —x 42 . ((z =123z +2) . (3x 42 5
hm = hm — hm - —
a—1\ 223 — 322+ 1 a—1 \ (x —1)2(2z + 1) e—1\ 2z + 1 3

fatorando comoxz—1%#0
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Exemplo 26. Mais uma exemplo com racionalizagao.

. Vit —2 . Vi+tr—2 J14+x+2
Iim [ ——— | = lim .
z—3 z—3 z—3 r—3 Vi+xr+2

racionalizando

g <<a:—3><x\/_13ﬂ+2>> Tlins <¢1T1x+z> -

comoz —3#0

Para alguns limites do tipo 0/0, pode ser til fazer uma mudanca de varidveis, como veremos a
seguir.

Exemplo 27. Vamos calcular lim
r—2

(5

) fazendo uma troca de varidveis do tipo y = v/4z.
x [e—

3
Como z — 2, temos que y — /8 = 2. Ainda, como y = /4x, temos que 4z = y>, donde z = yz

Assim:

[ VAz—2 [ y—2 . y—2
lim | ——— | =lim | 5 =lim (4 -
T2 x—2 Ty%2 v 9 y—2 Y3 —8

fazendo y = ¥4z

=lim (4 - =lm|(———)=—=-
T y—2 (y —2)(y?2 +2y+4) y—2 \y2 + 2y + 4 16 4

fatorando 33 — 8 como y # 2

r—1
Exemplo 28. Vamos calcular lim <ﬁ ) fazendo a seguinte troca de varidveis y = Jx.
z—1 \/5 —1

y=Vr=y' =Vrey’ =z

Além disso, como = — 1, temos que y — v/1 = 1. Dessa forma:

Yr —1 21 —1 1 1 2
lim <\/5 ) = lim (y ) = lim =D+ = lim <yjL ) ==
z—1 \/5—1 ’I*y—>1 y3—1 y—1 (y—l)(y2+y+1) y—1 y2+y+1 3

fazendo y = ¥/ fatorando comoy—1#0

Temos que

2.5.1 Limites Fundamentais

O limite da fun¢ao senz/x quando x — 0 é um exemplo de indeterminagao do tipo 0/0, porém
vamos provar o seguinte:

sen x
=1

Limite Trigonométrico Fundamental. lim
z—0 X

Para isso, vamos precisar do seguinte resultado:
Teorema do Confronto. Sejam f, g e h fungoes que satisfazem g(z) < f(x) < h(zx) para todo
x) =

x numa vizinhanga de a. Suponha ainda que lim g(x) = lim h(z) = L. Entdo lim f( L.
Tr—a T—a Tr—a

Antes de provar o limite trigonométrico fundamental, vamos ver um exemplo de uso do Teorema
do Confronto.
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Exemplo 29. Supondo que para todo x # 1 temos

x?—1
x—1"

—2% 43z < f(z) <
podemos inferir que lim1 f(x) = 2. De fato,
T—r
lim —2% + 32 = 2
z—1

$2—

1
lim =lmz+1=2

z—=1 x—1 rz—1

Entao, pelo Teorema do Confronto lim1 flz)=2.
T—r

.. .. senx
Sobre o limite lim
x—0 X

o raio do circulo é 1, entdo a medida do arco O’'P (denotada por arcO’'P) é exatamente x, a
medida do angulo POD (veja figura 2.8). Isso s6 é verdade para angulos medidos em radianos,
nao em graus.

= 1, vamos comegcar com uma ideia que depende do fato de que quando

sen x
=1.

Figura 2.8: Ideia da prova de lim
x—0 €T

SIE
I
3
)

Além disso, notamos que OP = 1 (o raio do circulo), o que implica em senz =

Dessa forma
sen x DP

x  arcO'P

Dessa forma, quando z tende a 0, D se aproxima de O’ e DP se aproxima de arcO’P.

Um argumento mais formal sera visto a seguir.

Se x € (0,7/2), consideremos a figura:
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Temos que

Area do APOO’ < Area do setor POO’ < Area do A P'OO’
;7D _arcPO’ PO
T2 -2 B
onde usamos o fato de que OO’ é o raio do circulo e, portanto, 1. Segue entdo que

PD < arcPO’ < PO/
—~ == =~

=senx =z =tgx

Dividindo por sen x, temos:

T 1
<
senr  Ccosx

sen
1<

ouseja 1>

>CcosT

Como seno e a identidade sao fungoes impares e cosseno é uma funcao par, vale também

cosz = cos(—z) < sen (~2) = X2 1,
(=) x

para x € (—7/2,0). Como lin}) cosx = 1, segue do Teorema do Confronto que
z—

. senx
lim
z—0 X

=1.

Os exemplos a seguir mostram como usar o limite fundamental trigonométrico para calcular
outros limites envolvendo fungoes trigonométricas.

Exemplo 30.
. tgx . senx 1
lim — = lim =1
z—0 X z—0 X COS T
limite fundamental e 11310 cosx =1
Exemplo 31.
sen (4x) sen (4z)
4 4
i U e ey gy SonUn) sy
z—0 xT z—0 Il z—0 /4 x—0 4x y—=>0 Yy
4x

usando y=4x limite fundamental

sen (4
Exemplo 32. Para calcular lim sen (4z)

notamos que
2—0 sen (5x)’

150 (4x) sen (4x)
sen(da) AT 4 g
sen (5x) £, 50 (5z) 5 sen (5x)

%4 %4
Argumentando como no exemplo anterior, temos que
i SO0 (4x) T (5x)
z—0 4x z—0 5%
Portanto concluimos que
sen (4x) 4
lim ———= = —
a—0sen (bz) 5
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. l—cosz , . . _ .
Exemplo 33. Vamos calcular hn% ———, que é uma indeterminacao do tipo 0/0.
Tr—r X

. 1—coszx . 1—cosx 1+cosx . 1—cos?x . sen 2x . osenx sen x

lim —— = lim =lim —=lim ——— = lim =

z—0 x 2—0 x l+cosz a2=0x(l+cosz) 7 2=0x(l+cosx) 2—0_ x 1+cosz
\-\,1-/ N—_——

— —0

usando que sen 2z + cos?z =1

Outro resultado interessante sobre limites que pode ser aplicado para alguns limites envolvendo
fungoes trigonométricas é o seguinte:

Teorema 4. Se li_r)n f(x) =0 e g(x) é limitada I — {a} (onde I € um intervalo contendo a),
entao
lim f(z)g(z) =0.

Tr—a

A ideia de prova desse teorema vem também do Teorema do Confronto: se g(z) é limitada,
entao existe n > 0 tal que —n < g(z) < n. Se f(x) > 0 préximo a a, entao

—n f(z) < f(x)g(x) < f(x)n.

Entao, pelo Teorema do Confronto, segue o resultado. Poderiamos fazer parecido para o caso
em que f(x) <0.

Exemplo 34. No grifico a esquerda na figura 2.9, vemos que hII[l) sen (1/x) néo existe.
Tr—r

Figura 2.9: Graficos de f(z) = sen (1/x) e g(z) = x2sen (1/x)
Porém, lim,_,o 2% sen (1/x) = 0 j4 que lin})mQ =0e|sen(l/z)| < 1.
T—

O préximo limite também tem inicialmente a forma inderterminada 0/0. Ele serd enunciado
sem demonstracao, mas no fim deste capitulo daremos uma demonstragao usando o limite que
define a constante de Euler.

a®*—1
Limite Exponencial Fundamental. lim =Ina.
z—0 X
Observagao 29. Quando a base da funcao exponencial for a constante de Euler teremos
r—1
lim &= = 1.
z—0 X

2.6 Limites Laterais

Ao considerarmos lim f(z), estamos interessados no comportamento da funcao y = f(x) para
T—a

valores de z préximos de a, podendo ser x maior ou menor que a. Entretanto, algumas fungoes
tem um comportamento diferente a direita e a esquerda de a.
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]

Exemplo 35. Considere a fungao f(z) = —, entao
x

1, sex>0

f(x):{ -1, sex<0

Logo, se x estd proximo de 0 e a direita de 0, entao os valores de f(x) sdo sempre iguais a 1.
Por outro lado, se x estd préximo de 0 e & esquerda de 0, entao os valores de f(x) sao sempre
iguais a —1.

Representamos essa situacao da seguinte maneira:

. € . X
hmuzlehmu:—l.
z—0t T z—0- T
O sfmbolo z — 07 indica que estamos considerando somente valores de x maiores que 0 e o

simbolo x — 07 indica que estamos considerando somente valores de x menores que 0.

Definigao 18. (Limite lateral & direita) Seja f uma fungao definida no intervalo aberto (a,b).
Escrevemos

lim f(x)=1L

z—at
e dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a pela direita é L, se os valores de f(x)
ficam arbitrariamente préximos de L bastando para isso tomarmos valores de x suficientemente
préximos de a e a direita de a. Isto é, se para todo € > 0 existir um 6 > 0, tal que

0<z—a<d=|f(x)-L|<e.

Analogamente definimos limite lateral a esquerda.

Definigao 19. (Limite lateral a esquerda) Seja f uma funcao definida no intervalo aberto (¢, a).
Escrevemos

lim f(z)=1L

r—a~

e dizemos que o limite de f(x) quando z tende a a pela esquerda é L, se os valores de f(x)
ficam arbitrariamente préximos de L bastando para isso tomarmos valores de x suficientemente
préximos de a e a esquerda de a. Isto é, se para todo € > 0 existir um d > 0, tal que

—0<zx—a<0=|f(x)—L|<e.

Observacgao 30. As propriedades L1, L2, L3 e L4 do Teorema 3 continuam validas para limites
laterais, ou seja, se trocarmos r — a por x — a~ ou x — a*.

Exemplo 36. Seja f(z) = v/ — 2. Como x — 2T quer dizer que x > 2, temos que lim+ flx) =
r—2

V2 —2 = 0. Por outro lado, se x — 27, temos que z < 2, donde x — 2 < 0 e a func¢ao nao esta
definida para valores negativos. Assim, ndo podemos calcular o limite a esquerda lim f(x).
T2~

Exemplo 37. Considere a funcio f(x) = v/1 — 22. Temos que D(f) = {x € R]1 — 2% > 0} =
[—1,1]. Assim, nos pontos x = —1 e x = 1, nfo estao definidos os limites laterais & esquerda e
a direita, respectivamente. No entanto

lim f(z)=0 e lim f(z)=0

z——11 T—1—

Limites laterais sao especialmente importantes no calculo de limites de fungoes definidas por
partes, j& que a existéncia do limite de f(z) quando x tende a a estd condicionada a existéncia
dos limites laterais da seguinte formas:
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Teorema 5. Se f estd definida em um intervalo aberto I contendo a, entdo lim f(x) = L se e
r—a

somente se lim f(x) =L e lim f(x)= L.
T—a~ x—at

22 —4, sex <1,
Exemplo 38. Vamos calcular, se possivel, o lim1 f(z) onde f(z) = -1, sex=1
o —2—z, sex>1

Quando z < 1, a funcéo é z? — 4, donde
G

lim f(z) = lim (2% —4) = 3.

r—1— r—1—

J& quando x > 1, temos f(x) = —2 — z, donde

lim f(z) = lim (-2—2z) = —-3.

z—1t z—1t
Entao, pelo teorema 5, lim f(z) = —3.
r—1
Note que nao usamos o fato de f(1) = —1, j4 que no cédlculo do limite estamos interessados no

comportamento da funcdo quando x se aproxima de 1, mas é diferente de 1. Ainda, note que
lim f(x) = =3 # —1 = £(1)
r—1

isso quer dizer que a fungao f(z) ndo € continua em x = 1. Esse serd o assunto da préxima
secao.

Note ainda que poderiamos calcular facilmente outros limites. Por exemplo,

lim f(z) = lima? —4=—4 e lim f(z) = lim -2 — 2 = -5
z—0 z—0 z—3 z—3

pois a lei da fungao na proximidade de 0 ou de 3 ndo muda.

372 — br — 2
Exemplo 39. Vamos calcular, se possivel, lim2 f(x) onde f(z) = W, x # 2. Pri-
T—r Tr —
meiro, notamos que essa é uma funcao por partes:
372 — 5x — 2
P — < -1/3
o sex < —1/
—322 + 5z + 2
f(z) = e e e , se —1/3<x<?2
T —2
322 — br — 2
_— sex > 2
\ xr — 2
Entao
—32% + 5x + 2 —(Br+1)(x -2
lm f(z) = lim o F0r+2 o TG D@=2) ey — 7
T2~ T T2~ xr—2 T T2~ xr—2 T r—2~

como —1/3 <z <2 fatorando —3z2 + 5x + 2 comox —2#0

Por outro lado:

3z —br —2 . Br+1)(z—2)

lim f(z)= lim ——— im = lim 3z+1=7
z—2F T z—2F T —2 T z—2F x—2 T z—2+1
como z > 2 fatorando 322 — 5z — 2 como z —2#0

Portanto, pelo Teorema 5, nao existe lin% f(x) .
T—



2.7. FUNCAO CONTINUA 79

2
x4 — 3|z
Exemplo 40. (Questao da 1 prova de 2017-1) Vamos calcular, se existir, lirr%) 7|| Temos
xT— X
x, sex >0 . - . o :
que |z| = , assim, é necessario analisar os limites laterais. Temos que:
—x, sex <0
. 2% — 3] . 2% -3z . xz(x—3) . r—3 =3
Im ——— = lim —— = S - _°
z—0t 2x T z—0t 2x T z—0t 2x z—0t 2 2
r—=0T=2>0 fatorando z2 — 3z como z # 0
. 2% = 3|z . 22+ 3x . x(x+3) . r+3 3
Ilm —— = lim —— = lim ———~ = lim =3

z—0~ 2z T z—0~ 2z T z—0~ 2x T z—0~ 2

=0 =<0 fatorando z2 — 3z como z # 0

Como os limites laterais sao distintos, segue que nao existe lim 5
z—0 T

2.7 Funcao continua

Definicao 20. Seja f uma fungédo definida no intervalo aberto I e seja a € I. Dizemos que f
é continua em a se lim f(x) = f(a).
r—a

Observagao 31. Note que estamos exigindo, na verdade, 3 condigdes para que f seja continua
em a:

1. existe f(a), 2. existe lim f(x) e 3. lim f(z) = f(a)

r—a Tr—a
Exemplo 41. Para todo a € (0,400), a fungdo y = y/z é continua em a.

Exemplo 42. (veja o exemplo 17) A funcdo polinomial p(z) = a,z" +a,—12" " +.. .+ a1z +ag
é continua em a, para todo a € R, ja que

lim p(z) = apa” + ap_1a" '+ .. +aja+ag = p(a).
Tr—a

Nesse caso, como é continua em todo a € D(p), dizemos apenas que p(z) é continua.

Definicao 21. Dizemos que uma fungao é continua se for continua em todos os pontos do seu
dominio.

Definicao 22. Seja f uma fungéo definida no intervalo aberto I e seja a € I. Dizemos que f
¢é descontinua em a se f nao for continua em a, isto é, se:

nao existe lim f(x) ou :llilé f(x) # f(a).

r—a

Exemplo 43. A fungao do exemplo 38 é descontinua em 1 pois lim1 flz) = -3 # —1= f(1).
T—r

Porém, nos demais a € R, a func¢ao é continua (pois é polinomial). De fato, D(f) =R e

lim —2—-—2x=-2—-a= f(a), sea>1
hmf(x): a:'—>a 9 2
z—a limz®—4=0a"-4= f(a), sea<1
r—a
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2 +1 sex#1,

¢é descontinua em 1. De fato,
4 sexr=1

Exemplo 44. A funcgao f(z) = {

ii_}nllf(x):iEQx—l—I:B#éL:f(l)

Porém, para os demais a € R\ {1}, f é continua (pois é polinomial).
Exemplo 45. Vamos determinar a,b € R para que a funcao f : R — R definida por

xz—a, sex < —1

fl)=<b, sex=—1
—r+1, sex>—1

seja continua em R. Para x < —1 e x > —1, a func@o é polinomial e, portanto, continua. Para
x = —1, devemos ter

lim f(z)= lm f(z)=f(-1)=0b

z——1— z——171
Temos que
lim f(z)= lim 2°—-a=—a+1 e lim f(zr)= lim —x+1=2
z——1" z——1— z——17+ z——17F
Assim, para que exista lim1 f(z), devemos ter a = —1. Por fim,
T——

b=F(-1) = Jim f(r) =2
Exemplo 46. (Questao da 1% prova de 2017-1) Consideramos a fungao f : R — R a fungao
definida por

2t =422 -3 sex<a
f(x)_{x2—7 se x> a

Vamos determinar os valores de a para os quais f é continua em R. Primeiro, para = # a a
funcao f é polinomial e portanto continua. Temos que

lim f(z)= lim 2% —42® — 3 =a" — 4a®> - 3
T—a~ r—a~

lim f(z) = lim 2 —-7=a% 7.
z—at T—a~

Logo, para que exista lim f(x) é necessario que
r—a

at—4a®> -3=d>-7Tea==+1oua=+2

Além disso, como
fla)=a?—-7= lim f(x)
r—at
0 que fizemos anteriormente ja basta. Portanto, temos que f é continua se e somente se a =
+1 ou a = £2.

Teorema 6. Sejam f e g funcdes continuas em a, entdo sao continuas em a as fungoes f+ g,
fg e f/g, se, neste ultimo caso, g(a) # 0.

Exemplo 47. Toda funcao racional é continua em seu dominio, o que ja sabiamos pela propri-
edade L3 de limites (ver Teorema 3).
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Exemplo 48. (Questao da 1% prova de 2016-2) Sejam a e b constantes reais ndo nulas e
f:R — R a funcao dada por:

22 —ar—+2
_— 1
fz) = x—1 T7
b, r=1

Vamos determinar a e b de forma que f seja continua em R. Para x # 1, a fungao é racional,
donde é continua. Para x = 1, temos que f(1) = b, donde devemos ter

ot —ar+2
1lm7:
r—1 x—1

b

Para o limite existir, devemos ter 1 como raiz de z? — az + 2, isto é,
l1-a+2=0&a=3

2
-3 2
Portanto, b = lim Tosrh s limz —2=-1.
z—1 r—1 z—1

Teorema 7. Sejam f e g fungoes tais que lim f(z) =b e g continua em b,
Tr—a

lim (g o f)(x) = g(b), ou seja, lim g(f(x)) = g(lim f(x).

r—a r—ra

Em particular, a composicao de funcgoes continuas é continua.

Exemplo 49. Se f(x) é uma fungdo polinomial e g(x) = v/, entao go f(z) = \/f(x) é continua
em a se f(a) > 0 (veja propriedade L4 no Teorema 3).

Como a continuidade depende da existéncia do limite lim f(x), faz sentido estudar também
r—ra

continuidade lateral, analogamente ao que fizemos com limites laterais:

Definicao 23. Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b) com a < b. Dizemos que f é
continua a direita de a se lim+ f(x) = f(a).
r—a

Seja f uma fungao definida no intervalo (¢, a] com ¢ < a. Dizemos que f é continua & esquerda
de ase lim f(z)= f(a).
Tr—a~

Em particular, se f for uma fun¢do definida no intervalo aberto I com a € I, f é continua em
a se e somente se for continua a esquerda e a direita de a.

Definigao 24. Dizemos que uma fungao f é continua em um intervalo fechado [a,b] se f for
continua em (a,b), continua a direita de a e continua a esquerda de b.

Exemplo 50. Voltando a funcao f(z) = v/1 — 22 do exemplo 37. Sabemos que D(f) = [—1,1]
e

lim f(z) =0=f(-1)

r——171

lim f(z) = 0= f(1)

1"
lim f(z) = f(a) se a € (—1,1)
r—a
Portanto, f é continua em seu dominio [—1, 1].

Teorema 8. (Teorema do Valor Intermedidrio) Se f for continua no intervalo fechado [a,b] e
L for um nidmero real tal que f(a) < L < f(b) ou f(b) < L < f(a), entao existe pelo menos um
c € la,b] tal que f(c) = L.
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Observagao 32. Como consequéncia desse teorema temos que:

1. o grafico de uma funcgao continua num intervalo pode ser tracado sem tirar o lapis do
papel.

2. se f for continua em [a,b] e f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo existe pelo menos um
¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Exemplo 51. Seja f(z) = #* — 52 + 3. Temos que f(0) =3 e f(1) =1—5+3 = —1, assim,

pelo Teorema 8, existe pelo menos um a € [0, 1] tal que f(a) = 0. Ainda, f(2) =2*-10+3 =09,
entao existe pelo menos mais uma raiz de f(z) em [1,2].

2.8 Limites infinitos

Vamos comegar analisando o comportamento de algumas fungdes ilimitadas.

1
Exemplo 52. A fung¢ao f(z) = — nao é limitada: quando z se aproxima de 0 pela direita ou
T

esquerda, temos:

I I
<0 — x>0 -
x x
-0,1 -10 0,1 10
-0,01 -100 0,01 100
-0,001 -1000 0,001 1000
-0,0001 -10000 0,0001 10000
-0,00001 | -100000 0,00001 | 100000
-0,000001 | -1000000 0,000001 | 1000000

Isto é, a medida que = > 0 se aproxima de zero, f(x) atinge valores positivos arbitrariamente
grandes. Por outro lado, quando x < 0 se aproxima de zero, f(x) atinge valores negativos com

médulos arbitrariamente grandes. Por isso, temos que os limites laterais lim — e lim — nao
—0t T =0T

existem. O comportamento observado, na verdade, é que o médulo de — cresce indefinidamente
x

quando z se aproxima de 0.

Mais formalmente, temos que dados M > 0 e N < 0, existe 6 > 0 tal que sempre z € (0,9),

1 1
tem-se que f(z) = - > M e se x € (—6,0), entdo f(z) = — < N.
x x
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Na notacao de limite, escrevemos:
1 1

Iim — =400 e lim — = -0
z—0t T z—0— T

Em geral, fazendo uma andlise como a do exemplo 52, temos que para n € N:

— =400 e lim — =
z—0t 2™ z—0— ™

1 . 1 {—i—oo, se n é par

—00, se n é impar

Em qualquer um desses casos, dizemos que a reta © = 0 (ou seja, o eixo y) é uma assintota

1
vertical do gréfico de f(x) = =

A defini¢ao formal de um limite infinito é dada a seguir:

Definigao 25. Dizemos que lim f(z) = 400 se dado M > 0 existe § > 0 tal que sempre que
0 < |z —al <9 entao f(x) > f\Za

Dizemos que lim f(z) = —oo se dado N < 0 existe § > 0 tal que sempre que 0 < |z —a| < §
entao f(z) < a]:\?‘a

Observacao 33. Os limites infinitos com # — a™ ou 2 — a~ sdo andlogos, trocando 0 <
|z —a| < d por z € (0,9) ou z € (—9,0), respectivamente.

Definicao 26. Em qualquer um dos casos da defini¢do 25 ou da observagao 33, dizemos que a
reta de equagao x = a é uma assintota vertical do grafico da funcao f(x).

Vamos modificar um pouco os exemplos vistos, considerando o comportamento das fungoes

f(z) = a:i—i-2 eg(x)= a;xi—i—2 definidas em R \ {—2} nas proximidades de =z = —2.

9

A |

T x

f(a?)=aC+2 g($)=x+2

Vemos que ambas fungoes sao ilimitadas, pois quando x se aproxima de —2, tanto |f(x)| quanto
|g(x)| crescem arbitrariamente. Vemos ainda que o denominador é o mesmo e se aproxima de
0 quando z se aproxima de —2, sendo negativo quando z — —2~ e positivo quando x — —27.
Além disso, ambos os numeradores sao diferentes e nao se aproximam de de 0 quando z se
aproxima de —2, porém, nessa vizinhanca, tém sinais opostos. A questao do sinal do numerador
e do denominador é, entao, determinante para dizermos que a funcao tende a —oo ou +o0.

Teorema 9. Sejam f, g fungoes tais que lim f(z) = L # 0 e lim g(z) = 0. Entao:
Tr—a T—a

1. lim @ = +00 se @ > 0 prozimo de a.
v~a g(z) g(x)
2. lim M = —00 se @ < 0 proximo de a.

a—a g(x) g(x)
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Observagao 34. O teorema 9 continua véalido para x — a™ ou # — a~ no lugar de = — a.

Observagao 35. Em qualquer um dos casos do Teorema 9 ou da observacao 34, temos que
x
x = a é uma assintota vertical do grafico da funcao h(z) = fE;
gz

Exemplo 53. Seja f(x) = JULH Temos que Ilir%x =-2#0e xllnjzx + 2 = 0. Fazendo o

estudo de sinal de f(z), temos:

-2
@ —_ 0 44y
42 - g + 4+
_ 7t 0
fo)=— | +++ +++
Dessa forma, f(x) = xL—i-Q >0sex— —2" e f(z) = . f_ 5 < 0 se x — —2T. Portanto, segue
do Teorema 9 que
lim =400 e lim T —00
z——2- T + 2 z——2+ T + 2

2

Exemplo 54. Seja g(x) = *
x

. Temos que lim 22 =4#0e lim x+2=0. Como 22 >0
+2 T——2

T——2
2

x
quando z — —2, temos que o sinal de g(x) = n depende apenas do sinal de = + 2, que é
x

negativo se x — —2~ e posivito se x — —2T. Tudo isso pode ser visto no seguinte estudo de
sinal:

-2
z? + 4+ + +++ 9 14+
42 - P h4g + 4+
Fla) = = +++ 0 444
xT) = —-—=
z+2
x? x?
Dessa forma, g(x) = 3 <0sex — —2"eg(x) = P > 0sex — —2%. Segue do Teorema
9 que
. z? . 2
lim =—-0 e lim =+
z——2— T + 2 z——2+ T + 2
z—1
E lo 55. tao da 1¢ de 2016-2) 1 ————— = —00.
xemplo (Questao da 1% prova de ) JC_gr_n% 2@ 12) 00
Primeiro, temos que lim z—1=-3<0e lim 2 (x+2) = 0. Assim, o numerador é negativo
T——2 z——2+

em uma vizinhanca de —2 e o sinal do quociente depende do sinal do denominador z2(x + 2).
Como 22 > 0 quando z # 0, segue que o sinal do denominador 2%(z + 2) depende apenas do
sinal de =+ 2. Agora, como x — —27, temos que > —2, donde z+2 > 0. Logo, 2?(x +2) > 0
quando z — —27T. Essa discussao pode ser resumida na seguinte tabela:
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-2
x—1 - —- - —- --- +++
z? + + + ++ + ++ + ++ +
z+2 - % 44 + 4+ + 4+
vl + 4+ --- --- + 4+
2%(z +2)
. rx—1
Portanto, segue do Teorema 9 que lim — = —00
e—s—2+ T2(T + 2)
23 -1

Exemplo 56. (Questao da 1% prova de 2017-1) Vamos estudar o lim 5
r—2+ 4 —x

85

Temos que

lim 2> —1=7>0 e ainda que lim 4 — z? = 0. Como o numerador é positivo na vizinhanca

r—2+ z—21
de 2, o sinal do quociente depende apenas do sinal do denominador. Temos

ro2t—=a1r>2=—=2’>4— —22< -4=—4-2%<0

3
z°—1
Portanto, lim = —00

z—2+ 4 — 22 -

Exemplo 57.
. COST
lim = —00,
z—0~- T
- 3 cos x
pois lim,_,g- cosz = cos0 = 1 e, para x € (—x/2,0), cosx > 0 donde concluimos que <0
nesse intervalo. Portanto, do Teorema 9 o resultado segue.
Exemplo 58. Seja a = 7/2 + k7 com k € Z. Entao,
lim tgxr =—0c0 e lim tgx = +oo.
z—ra™t x—a~
Para ver isso, observe que limsenz = sena e que limcosz = cosa = 0. Além disso, se
T—a T—a

x € (m/2+ km,m+ kn), entao tgx < 0 e se x € (km,7/2 + km) entdo tgx > 0. Portanto, segue

do Teorema 9 o resultado.

Exemplo 59. Sejaa € R. Sea > 1, lim log,z=—-c0ese ) <a <1, lim+ log,x = 4o0.
z—0

z—07F

2.9 Limites no infinito

J4& investigamos comportamentos de fungées quando z se aproxima de um valor fixado. Agora,
gostariamos de estudar os casos em que x cresce ou descresce ilimitadamente. Isto é, os casos

em que r — 400 ou T — —0o0.

- 1 :
Como um primeiro exemplo, consideremos a funcao f(x) =1 — —. Nas tabelas abaixo, temos
x

os valores de f(x) para alguns valores de médulo grande de . Em ambos os casos, vemos que

1
f(z) =1 — — se aproxima de 1, o que é fécil de entender, pois em — estamos dividindo 1 por
x

x
um numero de médulo muito grande, obtendo um ntimero de médulo muito pequeno.
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I I
T — —00 1-—— T — +00 1—-—
x i
-10 1,1 10 0,9
-100 1,01 100 0,99
-1000 1,001 1000 0,999
-10000 1,0001 10000 0,9999
-100000 1,00001 100000 0,99999
-1000000 1,000001 1000000 0,999999
-10000000 | 1,0000001 10000000 | 0,9999999
-100000000 | 1,00000001 100000000 | 0,99999999

Tentando ser um pouco mais precisos no caso em que x cresce indefinidamente, vamos conside-

. . 1 o
rar o seguinte: podemos tormar x grande o suficiente de forma a tornar 1 — — arbitrariamente
x
perto de 1. Vamos comecar escolhendo uma “tolerdncia” para essa distancia, isto é, um niimero
positivo arbitrario pequeno. Consideremos, por exemplo, 0,000001. Quao grande devemos es-

1
colher x para termos 0,999999 <1 — — < 17
x

Temos que

1 1 1
0,999999 < 1-- <14 —0,000001 < —— <0« 0 < — <0,000001 < = > = 1000000
T T T

1
0, 000001

Isto é, tomando x > 1000000, temos que 1 — f(x) < 0,000001.

Esse argumento funcionara para qualquer tolerancia € > 0 escolhida: existira M > 0 tal que
sempre que z > M, teremos 0 < 1 — f(z) < e. Dessa forma, dizemos que quando x — +o0,

f(x) = 1 e escrevemos
1

lim 1——-=1
r— 400 xX
Fazendo o mesmo tipo de raciocinio quando x decresce ilimitadamente, obtemos

lim l—lzl

T——00 T

No gréfico da funcao, vemos esses comportamentos:

Sy =12

A reta y = 1 é chamada, nesse caso, assintota horizontal do grafico da funcao.

As definicoes a seguir generalizam os comportamentos apresentados:
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Definigao 27. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto (a,+00). Dizemos que,
quando z cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos

lim f(z)=1L

T—+00
se, para qualquer nidmero € > 0, existir M > 0 tal que sempre que x > M entéo |f(z) — L| < e.

Definicao 28. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (—oo,a). Dizemos que,
quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos

lim f(z)=1L

T—r—00
se, para qualquer ntimero € > 0, existir N < 0 tal que sempre que x < N entao |f(z) — L| < e.
Definicao 29. Em qualquer um dos casos da defini¢coes 27 e 28, dizemos que y = L é uma

assintota horizontal para o grafico de f(x).

1 1 1
Exemplo 60. Seja f(z) = —. Seja € > 0. Sempre que x > — > 0, temos que 0 < — < €. Por
x € x

outro lado, sempre que x < —— < 0, temos que —e < — < 0. Isso significa que dado ¢ > 0,
€ x

1 1 .
sempre que || > —, temos que |—| < e. Dessa forma, concluimos que
€ T

lim 1 =0 e lim — =0
r——+oco I T——00 I

Decorrem das definigoes 27 e 28, mas nao mostraremos, que:

Teorema 10. Se duas funcdes f, g possuem limites quando x tende a +00, digamos lirf flz) =
T—r+00

Li eRe lim g(z) = Ls € R, entao
r—r—+00

lim f(x)+g(x)=L1+Ls €R

r—+00
Jm  f(z)g(x) = Lilz € R
flz) Ly

xETmm—fQER, S@LQ#O

Observacgao 36. O Teorema 10 continua vélido trocando x — +oc por £ — —00

1 1
Exemplo 61. Seja n um inteiro positivo, como lim — =0e lim — = 0, entdo segue do

T—+00 T T——00 I
Teorema 10: )
lim — =0 e lim — =0
r—+oo ™ r——o0 "

Algumas funcgoes tém comportamento ainda diferente. Por exemplo, o grafico a seguir mostra
as fungbes y = 2" para n € {2,4,6}. O que observamos é que quando = cresce ou decresce
ilimitamente, a funcao y = =", nesses casos, cresce ilimitadamente.
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De fato, poténcias pares de niimeros reais nao-nulos sao sempre positivas e crescem ilimitada-
mente. Ja para poténcias fmpares, quando z descresce ilimitadamente, z" também decresce

ilimitadamente.

LI
—~
s
=
]
8
@

Teorema 11. Seja n € Z' . Entao

lim 2" = +o00 e lim 2" =
r——+00 Tr——00

400, sen € par
—00, sen € impar

Vejamos a defini¢ao formal do caso em que f(z) cresce ilimitadamente quando z cresce ilimita-
damente.
Defini¢ao 30. liI_’I_l f(z) = 400 se e somente se fixado M > 0, existe N > 0 tal que sempre
T—r+00
que x > N, entao f(z) > M
Observagao 37. Os limites lim f(x) = 400, lim f(z) = —c0 e lim f(z) = —o0 s@o
T——00 T—>+00 T——00

definidos de forma andloga. Faca isso.

Podemos usar o Teorema 11 para estudar o comportamento de polinémios e func¢oes racionais
quando x — +00 ou * — —00, como veremos nos exemplos a seguir:

Exemplo 62. Vamos ver alguns exemplos de limites de polinémios usando o exemplo 61 e o

Teorema 11.

0 0
a) lim 22 +42% -3z +1= lim 2* |2+ + - 4 + = +00
T—+00 T—+00 3 4 T

como lim 2z*=+4oo
r—+4o0

0 0
b) lim 2z'+42® —-3z4+1= lim 2% |24 1 - 4 + = 400
T——00 T——00 3 4 T

como lim 2z* = 400

0 0
c) lim —3— 2?4222 —-1= lim —23 1"‘]?_%"'% = —00
T—+00 T—+00 T
como lim —2%=—c0

r—+00
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0 0
d) lim —2%—2°4+2r—1= lim —2%|14++— 4+ = 400
T——00 T——00 2 3 T
3

como lim —z° =400
Tr—r— 00

Esses exemplos nos mostram que o comportamento da fungao polinomial quando x — 400
depende apenas do comportamento do monoémio de maior grau.

Exemplo 63. Vamos ver alguns exemplos de limites de fungoes racionais novamente usando o
exemplo 61 e o Teorema 11.

lm —— = lim —F————% == lim

z——o0 T+ 3 T——00 $<1+3> T r——00 T
i 1+

como x # 0

c) lim —— = = lim = lim =0
Tx——00 214 — 2T xTx— OOQ:L’Q (1_> Tz—> 0023,’%(1—) T——00 T
mo z # 0 ! o % lim —
r——o0 21

Pelo que aconteceu no exemplo anterior, dizemos que os limites de fungbes racionais quando
~ . . ~ . oo e e fe , , ~
x — £00 sao indeterminagoes do tipo —: podem existir (isto é, resultar em um niimero) ou nao.
00

Vamos ver agora exemplos de limites quando x — 400 envolvendo polinémios e raizes.

Exemplo 64.
3 2 3 2
lim 222 —3x+2= lim \/x2<2—+2>: lim Va2 (2——}—2)
Tr—+00 Tr—+400 X €T Tr—400

0 0

= lim =z 2 — g—l— % = 400

T T—+00

como V2 = |z| = z pois z > 0 como lim V?2z = 400

x—+oo



90 CAPITULO 2. LIMITE DE UMA FUNCAO

Exemplo 65.

2
lim 202 — 3z 4+ 2= lim \/x2<2—3+>
x

T—r—00 T——00 x2
. 3 2
= lim Va? (2 - =+
T——00 x T
0 0
= lim —=x 2 — g—i— % = —00
T T—r—00 T
como Vz? = |z| = —z pois z < 0 como lm 2z =—o0

Tr—r—00

V312 +5
Exemplo 66. (Questao da 1% prova de 2017-1) Vamos calcular, se existir, lim ;7—1_
T——00 —x

X
= lim = lim
T——00 3 T——00 3
T r|(——1 T z|——1
T x
como Vz2 = |z r<0=|z|=-=

Tx;oo ”(i”) L g_l -

como = # 0

Exemplo 67. (2016-2) Vamos calcular lim sen

T—r—00

2x3 — 22 4+ 20

<\/16:c6 . 1)

Temos que

. V1628 —x +1
lim

= 5  an — fqan|
r——oc0 23 — 12 +20 2 (prove 1550,)

Dessa forma, segue que

lim
T——00

lim sen
T—r—00

223 — 22 420 223 — 22 4+ 20

<\/16m6—$+1> e ( <\/161:6—3:+1>>  son(—2)

Exemplo 68. O limite abaixo tem uma indeterminacao do tipo oo — oo entre parénteses:

lim z(vVz?—-1-1x)

T—>+00

Vamos comegar multiplicando e dividindo por va2 — 1 + x:



2.9. LIMITES NO INFINITO

lim z(vVz?2—-1-—x)
T—+00

Exemplo 69. Sea € R, a > 1:

T

. (Va2 —1—-z)(Va? —1+2)

i
250 Vi -1+

. 22— 1 — 22 —x

lim =z = 1i
zt+oo (2 -1+ ot /2 —142

) —x

lim
T—r—+00 1

x? <1 — 2) +x
T

liIJP —r

r—r—+00
Va2 [1—— +ux
lim S

Tr—r—+00
T 1———1—33

vV :x|—xp01s:t>0

SeaceR, 0<a<1:

lim a* =0,
T—+00

: xr
lim a* = +o0,
T—r—00

lim log x = —o0.
T——+00 ga

lim
:c—)—i—oo

lim a® =+
T—r—+00

lim o® =0,
Tr—r—00

:cgrf log,x = +oo0.

91
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Mais exemplos de uso do Teorema do Confronto.

sen x 1
. Como —1 < senz < 1, segue que — <
x

Exemplo 70. Vamos calcular o limite lim
Tr—+00 X

1 , : .= .1
senz < — se x > 0 (0 que é o caso, pois ¢ — +00). Como lim — =0= lim —, segue do
x rx——+oo I r—+00 I
senr _ o

Teorema do Confronto que lim
Tr—+00 €T

2 —cosx
Exemplo 71. Vamos provar que lim ———— = (0. Primeiro, notamos que —1 < cosx < 1,
z—+oc0 T+ 3

donde —1 < —cosz < 1. Somando 2 em cada termo, temos 1 < 2 — cosx < 3. Agora, como

x — +0o0, temos que = + 3 > 0, donde
1 2 —cosx 3
< <
z+3~ z+3 T z+3

Usando o fato de que lim 0= e o Teorema do Confronto, encerramos a

im
prova z—+oo x + 3 Tz—+oo T +

—2
Exemplo 72. (2016-2) Vamos calcular lim #(3z — 2c0s2)

. T
o emos que

lim
x—+00 522 +1

r(3z — 2cosr) 322 _ 2zcosw
~aotoo \Bz24+1 522 +1
Temos que
. 372 . 223+ 1/2?) . 3+1/2% 3
lim ———— = lim —————~ =
z—+o0 5r2 +1  ao+oo 22(5 + 1/22)

T oSHeob+1/22 b
Temos ainda que

. 2z cosx . 2x
lim ————= lim ————— coszx
a—+oo Br2+1 zotoo Ha?+1
e . 2x
Como cos z € limitado e limg 10 52l = 0, temos que
. 2x cosx
lim —— =
z>+oo Bx2 41
Portanto:
. x(3x —2cosz) 3
lm ————% = =
T—+00 522+ 1 5

2.9.1 Mais Limites Exponenciais
Uma das definigbes possiveis para a constante de Fuler é:
1 x
e= lim <1 + ) .
Tr——+00 T
Essa caracterizacao de e nos permite calcular varios limites importantes.
1 X
Exemplo 80. lim <1 + > =e.
T——00 T

De fato, fazendo a mudanca de variavel ¢ = —z temos que  — —oo implica t — 400 e

x —t —t t
lim <1+1) — lim (1—1) — lim (H> — lim (t> .
T——00 T t—+4o0 t t——+o00 t t—4oo \ t— 1

Agora faga y =t — 1. Entéo, quando ¢t — +o0o temos que y — 400 e

t\! 1\v*! 1\Y 1
lim <> = lim <1 + ) = lim (1 + > <1 + ) =e.l=c¢.
t—+oo \ t — 1 y—r+oo Y y—+00 Yy Yy
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Exemplo 81. lim (1 —i—a:)% =ee lim (1 +x)% =e.

z—0t z—0~

Fazendo a mudanga de varidvel ¢ = 1/x temos que x — 01 implica t — +oco e

z—0t t—+o00

1 t
lim (1+2)s = lim <1+t> =e.

Quando x - 07, t — —oc0 e

8=

1\ ¢
lim (1+x)* = lim <1+> =e.

h—0— t——o0

1 1+h 1
Exemplo 82. lim M = —.
h—0+ h Ina

De fato, fazendo a mudancga de variavel ¢t = 1/h temos que h — 0T implica t — +o0 e

g1+ h) g (4D) L N
hli}&  h I N t£+moot10g“(l+¥) = IOg“(1+¥) = logee = Ina’
In(1+ h) 1

Exemplo 83. lim =— =1
h—0— h Ine

Podemos agora mostrar o Limite Exponencial Fundamental usando o limite que define a cons-
tante de Euler.

. a* —1
Exemplo 84. lim =Ina.

z—0t x

Para esse limite, facamos z = a®. Entao, quando z — 0", z — 17 e

Cooat -1 . z—1 . 1
lim = lim ———— = lim —7—.
=0+ T 21t log,(2) a1t Oga(f)
o

Agora fazemos t = z — 1. Entao, quando z — 17 temos que t — 0" e

I at —1 I z—1 I 1 i 1 1 |
11m = 11m ——— = 11lIn —— = 11In = = 1ma.
=0t X 21+ log,(2) 21t % t—0+ w 1/Ina

P

Observagao 38. Os limites dados nos exemplos anteriores valem ainda para x — 0.

2.10 Exercicios

1. Calcule os limites, se existirem.

: 2 2 _
(a) limy (2% + 32 +5) () lim 2 7
/2 3T
z—5)\" 2
z—=3 \x° — 7 (f) &1?1_>H11 r—1
(¢) lim Vaz*—4z+1 . 6224+ 11x+3
T——2 (g)

es3 2 222 — By — 12

3 422 2
(d) lim \/‘” Ty m YEF1=2

T——2 2 +4x + 3 (h) :lgg r—23
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(k) lim Vz-38
z—64 \3/>—4
) 1+ 3z 3
M) iﬂ(l+4m2+3w4>
(m) i 2+ 5
m) lim ————
z—+00 /222 — 5
vV —2x 42

r—+00 x+1

. VT +2—+22
(p) lim ———F——
T2 T4 —2x

2?49
(a) :lﬂlgi:cQ—l

2. Calcule os limites, se existirem.
5—A4x
im
z——00 20 — 3
4r —1

lim ——m——
z——o00 3x2 + bx — 2

(©) I 2x+5
R S R

(d) lim Va2 —2zx+2

(a)
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x—4
)
() Sm o=

(5) 1 dr — 3+ |z — 1|
S xﬁnfnoo x+2
34+ 1
im ——
a—=l a2 +4x + 3
. (3+h)?%*-9
lim 2>~ — 7
(W) Jfim =,

(v) lim VE+9-3

t—0 t2

. 24+ 3x—1
(w) lim ————
z—=4o00 222+ +1

(x) lim 23— 322 +1
Tr——00 1-— 21’2

W i 2% — 1322 4+ 51z — 63
1m
z—3 13 —4x?2 — 3 + 18

V2 +9r+9-3
xr

'
o)

) 1 -2+ 20 -2
n) lim
z—1 13 4+ 322 — 4z

(o) lim

t
t—0 /4 —1t—2
. Vxr+9-3
(p) lim ———

z—0 x

(q) 1 3 =32+ +2

im

4 r—2 {B?’—JJ—G

(r) lim 23 — a2 — 8x 4 12
z—2 13 — 1022 + 28z — 24
. Vat—r4+4-2

(s) lim

z—0 z2 + 32

422 —5x+3

t) 1

()asl—>mlx3—4x2+5x—2

(W) lim \/z(vVz+3—Vr—2)
T—+00

. T—x+22% - 32% - 5z*
(v) lim
z—+oo 4+ 3z — x? + 23 + 224
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m (22* — 137)° (y) lim (\/ 24+ x— x)
T—+00 (1:2 + 429)10 L0

Crar L
* e Seo (1 —226)5 (z) lim (\/x—i—f— a:—ﬁ)

(w)

T—00

3. Seja f: (0,400) — R uma fun¢ao continua tal que

lim f(z)=—oc0, limf(z)=2 e lim f(z)=0

r—0t rz—1 r—r400

Marque a alternativa incorreta:

) =

(a
(b) A fungao nao possui raizes reais.
(c
(d

(e

4. Sobre a fungao

)

)

) A reta x = 0 é assintota vertical do gréfico de f.

) A reta y = 0 é assintota horizontal do grafico de f.
) O

grafico de f intercepta y = x em pelo menos 2 pontos.

fz) = 1, sexr <3
V-3, sex >3
pode-se afirmar que

E definida e continua para todo = € R.

(a
(b

)
) E definida e continua somente para z > 3.
(¢) E definida para todo z € R e descontinua apenas em x = 3.
)
)

(d E definida e continua somente para = < 3.

(e E definida e continua somente para z # 3.

5. Determine, se existir, o limite da funcao a seguir quando x tende a 1

A funcgao é continua em R?
6. Considere as seguintes afirmativas:
I. Se lim f(x) = L entdo lim |f(z)| = |L|.
r—a r—a
II. Se existe lim |f(x)| entao existe lim f(x).
Tr—a T—a

III. Se f é uma fungao definida em [a, b] e f(a) < 0 < f(b), entdo existe ¢ € [a, b] tal que

f(x) =0.
Temos que
(a) Todas as afirmativas sdo verdadeiras. (d) Apenas a afirmativa II é falsa.

(b) Todas as afirmativas sao falsas.

(c) Apenas a afirmativa I é verdadeira.  (e) Apenas a afirmativa III é falsa.
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Sejam a,b € R. Considere a funcdo continua y = f(x) definida no intervalo [—4, 8] dada

por
T + 6, se —4<z<0
ax + b, se0<z<4
20 — 10, sed4d <x <8

Podemos afirmar que a + b vale

(a) -12 (b) -2 (c) 0 (d) 4 () 6

. Marque a alternativa correta:

(a) Se lim f(z) =0 e lim g(z) = —o0, entdo lim f(x)g(x) =0

r—a Tr—a Tr—a
(b) Se ;llgé flx)y=0e il_r)r(llg(a:) =0, entao ill}(ll géfc)) =1
(c) Se il_r)ré f(z)=—c0e Jljlg(lzg(x) = 400, entao }}1_%552 =-1
(d) Se lim f(x) = 400 e lim g(x) = 0, entdao lim /@) = 400
T—a T—a z—a g(,fc)
(e) Se ilg}l flz)=—oc0e ill)I(lzg(ﬂf) = +o00, entao 21}1}1(11 f(z) —g(z) = —o0

. Mostre que z® — 4z + 8 = 0 tem pelo menos uma solucio real.

Existe um ntmero que é exatamente um a mais que seu cubo?

) : : 202 +1 . .
Ache as assintotas horizontais de f(x) = BT Existem assintotas verticais?
x

Determine, se existirem as assintotas verticais e horizontais das funcoes a seguir.

(a) fla)= - 2 - (©) f(z) = ”j__;
r—1 x
(b) f(x) = Ix, = (@) fr) = 5o

Calcule os limites laterais nos pontos de descontinuidade das fungoes a seguir.

2¢ — 1, ifx <2 [ 5x—3, ifz<l;

(a) f(x){ 22 +1, ifz>2. (c) f(x){ x2, if x> 1.
|z — 1| | 3x+2, it < -2
(b) flz)="—" (d) flz) = 22 +3r—1, ifz>—2.

(2016-2) Sejam a e b constantes reais nao nulas e f: R — {0} — R a funcao dada por:

r—a+ —

f@) = o A

rz—1
b, r#1

Sabendo que f é continua, podemos afirmar que:
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(a) ab>0

15. (2016-2) Seja f : R — R uma funcdo tal que lim

(b) ab é impar

(c) a+b=0

z—0

(d) a+b<0 (e) a<bd
fia:) = 0. Podemos afirmar que
(d) 2 (e) 400

16. (2016-2) Considere a funcao f : R — R representada pelo grafico abaixo.

Marque a afirmacao CORRETA.

o x+1
@) 0 Ty~

. z+1
(b) Jfim, 7y =0

17. Calcule

(a) (2016-1) lim

z—7/3

(b) (2017-1) Tim &

T tgm

SQHQ.Z'

(c) (2017-1) lim

z—0 T
(d) Tim cos(z) — 1
z—0 x
sen (3z)
1
() 250 sen (4x)

. cos(z)—1
0t
. sen (2x)
|
(g) zli{(l) sen T

18. Existe k € R tal que f(z) = {

fﬂ-)

r+1
() JMim oy =1
W i 1@

(seng —cosx + tg x)

1 _
(h) lim — 2%

-0 TSen T
1 —send

0 i

O dim — s
2
(k) lim —— 2
z—01 — cosx
sen (22)
D1
() $1£>% z?

(m) Tim Z=C057)
z—0 tg 3
sen (1/x) sex #0
k sex =0

223 4+ 322 cosz

(n) lim s )

z—01 — coszx
(0)

(p) lim (z— §)tgx

z—7/2 COST

rY—3
x—m/2

(@ 1 CoS T
4 xlig)x?-i-g

sen T

i
(r) lim ——

senx

(s) lim ————
z—0 T + senx
(t) lim 2T

r—0o0 I

seja continua em R?
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z?cos(1/x) sex #0

seja continua em R?
k sex =0

19. Existe k € R tal que f(z) = {

20. Use o Teorema do Confronto para calcular:

. cos?(2x) (¢) lim z?sen (1/x?)
(a) xilrinoo m o 2
(b) Jim *cos(2/2) (@)t 2525

21. (2016-2) O grafico que melhor representa a fungao f(x) = sen|z| + 1 é:

a)

22. Calcule os seguintes limites.

1\ % , x—3\" 31
oo (45) @ (GR) @ mes
r _ 2
o\ s Y a? (h) lim =<
(b)  lim <1 + ) (€ lm (L1 e
=00 T -0 \ 72 — 3 .. In(1+2x)
(i) lim ——
5 z—0 x
- 2\ 23 _ 1 In(1 + 3z)
C lim 1—— 1 l - 1 T E—
(@ tm_(1-2) (6) lim = () (2016-2) Jim =

23. Faga os seguintes exercicios dos livro Cdlculo A.
(a) Péagina 75, ntimeros 35 e 37;
(b) Péagina 94, nimero 14;
(c) Paginas 103, 104 e 105.
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2.11 Respostas dos exercicios

1. (a) 15 @ 22-1 ) 1/ ) 1/8
(b) -1/1000 3 G) v2/4  (m) V2
(c) 5 ) 2 () 1 () 1
(d) 2 (g) 7/11 (k) 3 (0) -9

2. (a) -2 (e) 400 (i) —oo (m) 3/2
(b) 0 (f) —oo (j) +oo (n) 3/5
(c) —V2 (8) +oo (k) 400 (0) -4
(d) +oo (h) —o0 1 -4/5 (p) 1/6

3. (b) 4. (c) 5. ﬁ;igqlf(z) 6. (c)

(p)
(@)
(r)
(s)

(a)
(r)
(s)
(t)

-1/8 (t)
5/3 (w)
-1 )
3 (w)
1/11 (u)
-5/4 (v)
-1/12 (w)
-4 (%)
7. (d)

1/4

1/6
“+o00

+oo
-5/2

32
-125/32

99

(x) +o0
() 1/2

(#) +oo

() 1/2
(z) 1

8. (e)

9. f(z) = 2% — 4x + 8 é continua em R, f(—3) = —7 e f(1) = 5. Logo, pelo TVI, existe ¢ € (—3,1) tal que f(c) = 0.

10. Sim, existe z € [—2,0].
11. Assintota vertical:x = —5/3. Assintotas horizontais: y = £1/2/3.
12.  (a) Assintota vertical: x = 5. Assintota horizontal: y = 0
(b) Assintota vertical: £ = —1. Assintota horizontal: y = 1
(c) Assintota vertical: z =3
(d) Assintota vertical: £ =9. Assintota horizontal: y = 0
13. (a) lim f(z)=3e lim f(z)=5
T—27 z—21
(b) lim f(z)=-1le lim f(z)=1
1~ z—1+
(¢) lim f(z)=2e lim f(z)=1
z—1— z—1t
(d) lim f(z)=—-4e lim f(z)=-3
T——2" z——271
14. (b) 15. (b) 16. (b)
7. (a) V3 (e) 3/4 @i o (m) 1/2
(b) 1 (f) -1/2 (@ 2 (n) 2
(c) O (g) 2 (k) 2 (0) -1
(d) o (h) 1/2 M1 (p) -1
18. Nao 19. k=0
20. (a) O (b) 0 (¢) O
21. (a)
2In3
29. 2 —6 4
(@) e (@) ¢ (@) e @ 25
(b) € (d) e® (f) In8 (h) €2

d 5

1/9

1/2

3/4
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Capitulo 3

Derivadas

Este capitulo é sobre derivada, um conceito fundamental do Calculo que é muito util em pro-
blemas aplicados. Este conceito relaciona-se com o problema de determinar a reta tangente a
um ponto do grafico de uma funcao que foi visto no capitulo 3. Iniciaremos nossa discussao
tratando deste problema.

3.1 O problema da reta tangente

Seja P(xq, f(xop)) um ponto sobre o grafico de uma funcao continua f(x). Dado um ponto
Q = (x1, f(x1)) do gréfico, distinto de P, seja s a reta passando por P e ). Esta reta é dita
secante ao grafico pois o secciona nos pontos P e . O coeficiente angular desta reta é dado
por

_ f(@1) = f(=@o)

s =
Tr1 — X0

Considerando ) como um ponto movel, quando 1 — xg temos  — P. Consequentemente, a
reta s varia de posigao (ver figura). A reta tangente ao gréfico de f(x) no ponto P é definida
como sendo a posicdo limite de s quando x1 — g e seu coeficiente angular, denotado por m, é
dado pelo limite do coeficiente angular das retas secantes s quando xy — xg, ou seja

f(z1) — f(wo)

m= lim IO (3.1)
T1—%0 1 — X0

Se o limite acima existe, entao existe a reta tangente ao gréafico de f(x) no ponto P e esta reta
tem equacao

(y — f(z0)) = m(z — x0).
Mas, pode ocorrer deste limite nao existir e neste caso temos duas possibilidades: ou a reta

tangente nao pode ser definida, ou a reta tangente é uma reta vertical. Este dltimo caso ocorre
quando o limite é +00. Nos exemplos a seguir vamos ilustrar todas estas possibilidades.

101



102 CAPITULO 3. DERIVADAS

Exemplo 73. Para verificar se existe reta tangente ao grafico de f(x) = % no ponto P =

(1, f(1)) = (1,1) calculamos o limite

1
|
— 1— 1
GO el A R PO A el S T
rx—1 x—1 z—1 ¢ —1 r—1 .’E(CC — 1) r—1 X

Como o limite existe e vale —1, existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto P e sua
equacao é
y—-1)=-1lz—-1) & y=-c+2

(veja figura 3.1).

~

Figura 3.1: Reta tangente ao grafico de f(z) = < no ponto P = (1,1).

Exemplo 74. Para verifcar se existe uma reta tangente ao grafico de f(z) = /= no ponto
P = (0,0) calculamos o limite
_ 3 _ 3 1
limM = limf O:lim\/f:hmiz—i-oo
z—0 xr—0 z—0 £ —0 z—0 T r—0 12/3

Como o limite é +o00, a posicao limite das retas secantes é a reta vertical x = 0, isto é, a reta
tangente passando por P é a reta vertical x = 0 (veja figura 3.2).

Figura 3.2: A reta tangente ao gréfico de f(x) = ¢/« no ponto P = (0,0) é uma reta vertical.

Exemplo 75. Considere a funcio f(x) = 4. ser sl to P = (1,1)d
Xemplo . onsidere a runcao xr) = € O ponto = s o
P ¢ 22 —4dx+4, sex>1 P

seu grafico. Temos que

f@-f0) _ e

1
= limz+1=2

lim &2V
z—1— r—1 z—1— T — z—1—
—f(1 2 _4r4+4-1 24
TGO R A€ B el O ks S TN S
z—1+ r—1 =1+ r—1 r—1+ r—1 z—1+
fx) — f(1)

Como os limites laterais sao distintos, nao existe o limite lim1 1
T— T —

posicao limite das retas secantes. Logo nao existe a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto
P=(1,1).

. Ainda, nao existe a
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Figura 3.3: Nao existe reta tangente ao grafico da fungao f(z) do Exemplo 75 em P = (1,1).

3.2 Derivada de uma funcao em um ponto

Definicao 31. Uma funcao f(x) é derivavel ou diferencidvel em um ponto xy € D(f) se
existe o limite

Flao) = lim 180, (3.2)

T1—%0 Ir1 — X0

Se este limite f’(x) existe ele é chamado de derivada de f(z) no ponto xy. Se o limite
f'(z0) nao existe, dizemos que f(x) é nao derivavel ou nao diferenciavel em z.

Observagao 39. Pela discussao da segao anterior, dizer que f(x) é derivavel em xy é o mesmo
que dizer que existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto (zg, f(x¢)) e que esta reta nao
é vertical, sendo o seu coeficiente angular igual a f'(zo).

Exemplo 76. Considere a funcdo f: R — R, f(z) = 22

f(2) = hmw: lim LZ_LL = limW

z—2 r—2 z—=2 T — 2 z—2 r—2

= lim(z +2) =4.
T—2
Portanto f(x) é derivdvel em = =2 e f/(2) = 4.

Exemplo 77. Considere a funcio f : R — R, f(z) = 23, temos

oy e f@) = f0) o2t —0 o,
f(o)_ig% z—0 _;113(1) z—0 _:1"13%)1: =0

Portanto f(x) é derivdvel em = =0 e f'(0) = 0.
Observagao 40. Fazendo a mudanca de coordenadas h = x1 — x¢ vemos que x1 — T implica

em h — 0, logo a derivada de uma fungao f(z) em um ponto zp pode também ser expressa pelo
limite

/ — 1 : .
f(wo) = lim o (3.3)
Exemplo 78. Considere a funcao f: R — R, f(z) = 3z. Observe que
iy e JAHR) —f(4) L 344 h)—12 3k L
S = fim h = I = T = s =3

Portanto f(x) é derivdvel em z =4 e f'(4) = 3.

3.3 Derivada como Funcao

Defini¢ao 32. Considere uma funcao f(z). A funcao f’ definida pela férmula

Fle) — g L) = @)

h—0 h

¢ chamada derivada da fungao f com relagao a x. O dominio da derivada f’ é o conjunto
dos pontos z € D(f) para os quais existe o limite f’(x).
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d
Observagao 41. A derivada de uma fungao f(z) com relagao a = também é denotada por .
x

(notagdo de Leibniz).

Definigao 33. Quando f(z) é definida em um intervalo aberto e possui derivada em todos os
pontos deste intervalo, dizemos que f(z) é uma fungao diferencidvel ou derivavel.

Exemplo 79. Considere f : R — R, f(x) = 2. Dado qualquer = € R temos

v fla+h)—fx) . a?+2xh+h—a?
Fo=m™ %~ h
2x.h — h?
= limu:limQxfh:%c.

h—0 h h—0

2

Portanto, f(z) é derivavel em todo ponto x € R, ou seja, f(x) = = é uma fungao diferencidvel.

A derivada de f(x) é a funcao f': R — R, f'(x) = 2.

Exemplo 80. Considere a funcao f : R — R, f(z) = 3z + 1. Para qualquer ponto x € R temos

lim fz+h) — f(x) = lim Bath)+1-3z—1 = lim—h = lim 3 = 3.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Como f’(x) existe para todo x € R = D(f), temos que f(x) é um fungao diferencidvel e sua
derivada é a fungao constante f': R — R, f/(z) = 3.

Vejamos um exemplo de uma funcao cuja derivada nao existe em algum ponto do dominio.

Exemplo 81. Considere a funcao f: R — R, f(z) = </z. Vimos no exemplo 74 que

_ 3
hmwzhm@:Jroo
r—0 x—0 z—0 X

Portanto, f(z) é nao derivavel no ponto 0. Agora, para todo xy # 0 temos

1) = flen) _y VE YA

T—xo T — X z—=0 T — X

considerando y = ¢/z e recordando que y> — (¥/79)® = (y — ¥/@0)(y* + y&/To + {/x3) obtemos
Flag) = lim VEZVTO o YT VE0 g v — ¥/z0)
oo w—z0 oy ym vt — (Y200 vV (y — Y30) (W2 +y e + /)
1 1
= lim

1
=V Y2+ yYTo + Vad Y+ YT Yro + Yk 3Y/a3

Portanto, f(z) é derivavel em todo ponto = # 0 e a derivada desta funcao é a funcao f’ :

RV(0} + R, () = s
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3.4 Derivadas laterais

Em algumas situagoes, é ttil considerar os limites laterais associados ao limite f/(z). Estes
limites laterais sao:
f(zo +h) — f(zo)

/ T f(x0+h)_f(x0> / s .
J=(@o) = il h fi(wo) = e h

Defini¢ao 34. O limite f’ (z¢), quando existe, é chamado de derivada a esquerda de f(x)
no ponto zg e o limite f’ (xg), quando existe, é chamado de derivada & direita de f(z) no
ponto xg.

Observagao 42. Note que a derivada f/(xg) existe se, e somente se, as derivadas laterais f) (zo)
e [’ (zo) existem e sdo iguais.
O conceito de derivada lateral é 1til, por exemplo, quando estudamos fungoes definidas por
partes. Vejamos um exemplo.
Exemplo 82. A fungao f : R — R definida por:

2

x“, sex <1

-

20 —1, sex>1

é continua em todo ponto z € R e derivavel em todo ponto x # 1 (verifique!). Para ver se ela é
derivavel em x = 1 precisaremos considerar as derivadas laterais em 1, ja que a regra da fungao
¢é diferente para = < 1 e x > 1. Estas derivadas sao:

_ 2 _ 2 2
(1) = lim fA+n) - fQ1) _ hmw: oy LT2hER2—1 2kt h _o
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—
_ 1+h)—f(1) . 2(1+h)—1-1 . 2+4+2h—2 . 2h
(1) = 1 f< =1 =1 — =1 — = 2.
fi(1) = lim, 7 i, m —— A

Como os limite laterais f’ (1) = f/ (1) = 2 temos que existe f'(1) e f'(1) = 2.

Exemplo 83. Vamos estudar a diferenciabilidade de f : R — R, f(z) = |z| tratando alguns
casos. Observemos, primeiramente, que se z > 0 entdo |x| = x e para h pequeno o suficiente,
temos x + h > 0 donde |z + h| = = + h. Assim,

. +h)—f(x) .. |zr+h|—|x|] . x+h—-x . h
' = 1 J = lm = M i e Y — lim— = lim 1 = 1.
fly == T
Agora, se x < 0 entdo |x| = —z e para h pequeno o suficiente, temos x + h < 0 donde
|z + h| = —x — h. Assim,

, +h)—f(x) .. |lx+hl—|z| . —z—-h+x . —-h
2) = fim 1 — lim = T gy TR i = lim -1 = — 1.
A MR AR T R AR A

Finalmente, se x = 0 entao devemos tratar os limites laterais ou seja, as derivadas laterais que
sao

|0+ k| —|0] |h —h

"(0) = 1i = lim — = lim — = lim —1= —1,
£2(0) = lim —— R
£1(0) = lim M =100 _ py P iy B2 iy 121

h—0t h h—0+ h h—0t+ h h—0t
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Como f7(0) # f7.(0), a derivada f’(0) nao existe. Assim, f(x) = |z| é derivavel apenas nos
pontos z # 0, com f'(z) = 1 parax > 0 e f'(z) = —1 para z < 0. A derivada de f(z) é a
fungao f’: R\{0} — R definida por

() = {—1, sex <0

1, se x > 0-

As derivadas laterais também sao usadas para estudar funcoes definidas em intervalos que
tenham extremos fechados como veremos nos exemplos a seguir.

Definigao 35. Dizemos que uma funcao f(x) é diferenciavel (ou derivavel) em intervalos da
forma [a,b], [a,+00), (—00,b], (a,b] ou [a,b) se f'(x) existe para todo ponto z no interior do
intervalo e se existem as derivadas laterais adequadas nos extremos destes intervalos.

Exemplo 84. Considere a funcao f : [0,+00) — R, f(z) = /z. Para todo z > 0 temos

h—0 h h—>0

~ lm (Vz +h—z).(Vor+h+7) ~ lim (x+h—x)
h=0 h.(Va +h + /x) TS0 h(Va + B+ )

h 1 1 1
li = li — _ )
o0 (VT Fh+T) vz th+ve vitvz  2Vz

Portanto, f(x) é deriviavel em todo ponto = > 0 e f'(z) = 2f Agora, nao podemos calcular
o limite f/(z) para x = 0, j4 que f estd definida apenas em um intervalo & direita de 0. Mas,
podemos considerar a derivada lateral & direita f’, (0) que é

fO+h) - FO) _ . \/0+ -0 Vo1

lim = lim lim — = lim — = +oo.
hl>0+ h hl>0+ hi>0+ h hi>0+ Vh

Portanto nao existe a derivada lateral & direita no ponto x = 0. Concluimos que f(z) = /x
nao é derivédvel no intervalo [0, 4+00) embora seja derivavel no intervalo (0, +00).

Exemplo 85. Considere a fungdo f : [1,2] — R, f(x) = 322. Para todo z € (1,2) temos
_ 2 _q.2
flx+h)— f(x) — lim 3(x+h)* -3z

! — 1
(@) hli% h h—0 h
~ lim 322 4 6zh + 3h2 — 322 ~ lim 6xh + 3h?
=0 h b0 h

= lim 6x + 3h = 6.
h—0

Nos extremos do dominio, x = 1 e x = 2, devemos considerar as derivadas laterais que sao:

. 3(1+h)?*-3 . 3+6h+3n2—3  6h+3Rh2 ,
"(1)= lim =2 — ] = lim ——— = lim 6+3h =6
f+( ) hi>r{)1+ h hiﬁ()le h hi>r(r)1+ h hg(r)l+ +
(]
24 h)2—12 12 4+ 12h + 3h2 — 12 12h + 3h2
f(2) = lim %z lim + +3 = lim ;Szlm 12+ 3h = 12.
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—

Portanto, f(x) é diferencidvel no intervalo [1, 2].
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3.5 Continuidade e Diferenciabilidade

Uma relagao entre o conceito de continuidade e diferenciabilidade é dada no seguinte teorema:

Teorema 12. Se f(z) é uma fungdo derivdavel em xo € D(f) entao f € continua em xg.

Prova: Para provar este teorema devemos mostrar que se f'(xg) existe entao

lim f(x) = /(o).

Tr—xTQ

Mas, este tltimo limite equivale ao limite

lim f(x) — f(zo) = 0.

Tr—xQ

Assim, provamos o teorema mostrando que

L= S, ) -

T — To T = (o) lim (z — x0) = f'(0).0 = 0.

T—rT0 €T — xo Tr—x0

lim [£(2) — f(20)] = lim

T—T0 T—T0

Observacao 43. Este teorema nos diz que se f(x) é descontinua em xg, entdo f(x) nao é
diferenciavel em x.

Exemplo 86. A funcéo f: R — R definida por

fa) = {3:E+1, sex <1

x2, sex > 1

é descontinua em = = 1 (verifique!). Portanto, pelo teorema 12, f(z) nao é diferencidvel no
ponto z = 1.

Observagao 44. Continuidade nao implica em diferenciabilidade, ou seja, se f(x) é continua
em zp nao necessariamente f(x) é derivavel em zy. Um bom exemplo para ilustrar esse fato é
a funcdo f(z) = |z| que é continua em x = 0 mas nao é diferenciavel neste ponto.

Exemplo 87. Dada a funcao f : R — R a seguir, queremos determinar valores de a,b € R de
forma que a funcao seja diferencidvel em x = 0.

fz) =

ar + b, sex <0
2 +x—2, sex>0.

Primeiramente, pelo Teorema 12, devemos ter f continua em & = 0. Temos que

lim f(z)= lim 2?4+ 2—2= -2,

x—0t z—0t
lim f(z) = lim az+b=0b= f(0).
z—0— z—0~
Assim, devemos ter b = —2.
-2, <0
Temos entao: f(z) = a;: s
zc+x—2, sex>0.

Agora, devemos ter as derivadas laterais em x = 0 iguais:

: 0+ h) — f(0) . f(h+2 . R*+h—-2+42  h*4h
"0)= 1 A = lim -~~~ — lim ——— =~ — 1 =1
BO= B T T A Rt

f(0)=-2 h—0t=h>0= f(h)=h?+h—2
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f2(0) = lim 1O+1) =~ f(0) = lim f(h) +2 = lim ah=2+2 = lim ah =a.
h—0— h T h—0~ h T h—0+ h h—0+ h
f(0) =-2 h—0"=h<0= f(h)=ah—2

T — 2, sex <0

Portanto, devemos ter a = 1 e, assim, f(z) = )
z“+x—2, sex>0.

3.6 Regras de Derivacao

Nesta secao estudaremos regras para derivar fun¢ées sem o uso do limite que define a derivada.

3.6.1 Derivadas de funcoes constantes

d
Se f(z) = c entao f'(x) =0 ou d—f = 0. De fato,
T

o) = tim LEEN =T emc

h—0 h h—0 h h—0

Exemplo 88. Se f(z) =5 entao f/(z) = 0.

3.6.2 Derivada do produto de uma funcao por uma constante

Se f é derivavel em = e g(z) = cf(x) para alguma constante ¢ entao g(x) é derivavel em x e

g (x)=cf'(z) ou Z—z =c %
De fato,
() = Jim g(x + h}i —g(x) _ lim cf (x + h})b —cf(x) _ i fla+ h,z ~ (@) _ o

Exemplo 89. Sabemos que f(x) = 22 tem derivada f’(z) = 2x para todo x € R, pela regra
acima temos que g(z) = 5f(x) = 522 é derivdvel em todo ponto * € R e sua derivada é
g (x) =5.f'(x) = 5.22 = 10z.

3.6.3 Derivadas de poténcias

Se n é um numero inteiro positivo e f(x) = 2™ entao f(z) é derivavel em todo ponto z € R e

temos
d

f/(w) = (xn)/ =nz" ! ou . ”] n—1

[z"] = nx

Para provar esta regra, recordemos que

n __ . n kin—-k _ _n n—1 n(n_l) n—212 n—1 n
(x+h) —kzo(k>xh =a" +nw .h—i—Tx h*+ ...+ nxh" " +h
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Assim,
h—0 h h—0
—1
2" +na" L h+ n(n2')x"2h2 + ...+ nzh" L+ B —
= 1' ’
hli% h
-1
nz" 1 h + ”(”7|)x"—2h2 R St I
= lim 2!
h—0 h
-1
= limnz" !+ Mm”_Qh + . nzh" 2+ pt
h—0 2!

= nz" "4 04+0+..+0=na""".

Exemplo 90. Segue da regra acima que a funcio f : R — R, f(x) = 23 é derivivel em todo
z€eERe
fl(x) = () = 32! = 322

A regra acima pode ser generalizada para expoentes reais quaisquer. Mais precisamente, se
a€Re f(x) =z% entao
! / —
f'@) = (@) = aa*.
Daremos a prova deste fato mais a frente. Por agora, vamos explorar esta regra em alguns
exemplos.

1
Exemplo 91. Considere f : R\{0} — R, f(z) = -5. Observe que — =z~ 2. Considerando a
x

regra geral da derivagao de poténcias, temos que f(z) é derivavel para todo x € R\{0} e

Ple)= (@) = 2021 = _9p3 = _ 2.

6
5

Exemplo 92. Considere a funcio f : R — R, f(z) = v/26. Observando que f(z) = Va6 =z
e considerando a regra de derivacao acima, temos

6=
5

6.1 6 1
€T5 = —I5 =
5

Exemplo 93. Seja f(x) = 2% Como (z%) = az®~! para a € Re (cf(r)) = cf'(x) para c € R

constante, temos

(cx®) = cax® ! para a,ceR,

por exemplo,
(623)" = 3.6.2°" ! = 1822
3.6.4 Regra da soma

Se f e g sdo derivaveis em x entdo a soma (f + g) é derivavel em x e

(f+9)(z) = f(@)+g(z) ou %[Hg]:% Z?g:
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De fato, temos:

(f+9)(@+h)—(f+9)()

(f+9)(z) = lim )
_ oy @) 4 gzt )] - [f (@) + g(@)]
h—0 h
_ iy U@t h) — f@)] + g+ D) — g(o)
h—0 h
- %%U@+W»_ﬂ@]+%$M@HJg_“@]=f@0+¢@»

Exemplo 94. A funcao f : (0,4+00) — R, dada por
1
flx) =V + 7

1
é a soma das fungoes g(x) = /= e h(x) = —. Sabemos que g(x) é derivavel para todo z €
x

1 1
(0,+00) com ¢'(z) = NG Também sabemos que h(x) = — é derivavel para todo x # 0 sendo
x x
W(x) = ;—21 Considerando entao a regra da soma temos
f@) =g @)+ K@) = 5= = —
2x  x?

para todo z € (0, +00).

3.6.5 Derivadas de polinémios

Funcoes polinomiais sao somas de fungoes do tipo a.z™, onde a € R e n € N como consideradas
no exemplo 93. Segue da regra da soma que toda fung¢ao polinomial f: R — R

f(z) = apz™ + 12"V 4 ...+ a1z + ag
¢ derivavel em qualquer x € R e sua derivada ¢ a func¢ao polinomial f' : R — R
fl(z) = napz™ + (n—1).ap_ 12" 2+ ...+ ay.
Exemplo 95. A funcao f: R — R dada por
f(z) =52 +32° — 223 + 227 4 1

é derivdvel em todo ponto x € R e a sua derivada é

fl(x) = (52°%+32° — 223 + 222 4+ 1)

(525) + (32°) 4 (—223)" + (222) + (1)
5(z8) + 3(2%) — 2(23) + 2(2)" + (1)
5.62° + 3.52% — 2.32% +2.22 + 0
= 30z + 152* — 622 + 4z.
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3.6.6 Regra do Produto

Se f e g sdo derivaveis em x entao o produto (f.g) é derivavel em z e temos

(f-9)(x) = f'(z).9(x) + f(z).¢d'(x) ou %[fg] = %,g+ f%

flx+h).g(z+h) - f(z).g9(x)
h—0 h

o J@+h)g@+h) — flz+h).g()+ fle+h).g() - f(z).9(2)
h—0 h

i F@ D) Lo+ 1) — g(@)] + 9(@)f (@ + ) ~ £ (@)
h—0 h

~ lim f(:c+h).[g(a;l+ h) — g(=)] +lim g(z)[f(z +hh) — f()] @) (@) + F(@) - ¢ (@),

=f(z)g'(z) =f"(z)g(z)

Exemplo 96. Vamos usar a regra do produto para derivar f : (0, +00) — R dada por

f(z) = Va.(z® + 4z - 5)

note que f(z) = g(z).h(x) sendo g(z) = \/z e h(x) = 2> + 4z — 5. Sabemos que g(x) = /T é

derivéavel em todo ponto z > 0 e que ¢'(z) = F Sabemos também que a fungao polinomial
x

h(z) = 23 + 42 — 5 é derivavel em todo ponto z € R e h/(x) = 3z + 4. Assim, pela regra do
produto, f(x) é derivdavel em todo = > 0 e

fl@) = ¢ (@).h(z)+ g(z).N (x)
= (V) (2% + 4z —5) + V. (23 + 4o — 5)
1
= m(a::g + 42 — 5) 4 /z.(32 + 4)
723 + 122 -5
2V

3.6.7 Regra do Quociente

Se f e g sao derivdveis em um ponto z e g(z) # 0 entao a fungdo quociente S é derivavel em x
e
daf dg
(f)’(m) _ F@)g(x) — f(z).g'(x) d H &t
lg()]? dz g 9*
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De fato,

| [ @
<f> (r) — lm g(x+h;l 9(z)

h—0

1 fle+h).g(x) = flz)g(x+h)

- flg% h’ g(x + h).g(x)
i LS D))~ (@) gla) + I)9(w) — S gl )
h—0 h' g(z +h).g(x)

[f(m+h})b— f(fv)} o(z) — f(z) [g(w+h]1—g(w)]

=% 9@+ h)g(@)
liny [f(w + h}i - f(w)] | | Ty, o [g(w + h})L - g(w)}
B limp, 0 g(z + h).g(x) }Illir%)g(a:) a ilzlg%f(m) limp, 0 g(z + h).g(x)
_ J@)g(x) - fz).9'(x)
[9()]?

Exemplo 97. Vamos usar a regra do quociente para encontrar a derivada de f : R\{1} — R
dada por
23 + 222

r—1

fz) =

Observe que f(z) = pE:E; sendo p(x) = 234222 e q(x) =  — 1 derivaveis em todo ponto = € R.
q(x

Segue da regra do quociente que f(z) é derivavel em todo ponto x € R\{1} e

f’(x) _ p’($)Q(l") —p(x)q’(x) _ (333 + 2332)/(33 _ 1) _ (333 + 2x2)'($ _ 1)/
[q()]? (x—1)2
(32 +4a)(z - 1) — (2% + 22%)(1)
- (w—1)?

a3 + 4x? — 322 — 4o — 2% — 222
2 —2x+1

223 — 2 — 4
2 -2z +1

3.6.8 Regra da Cadeia (Derivada de Fungao Composta)

Sejam y = f(u) e u = g(x) funcoes derivaveis tais que Im(g) C D(f). Entdo, a fungdo composta
y = f(g(zx)) é derivavel e vale a

df _df dg,

Regra da Cadeia. (f(s(x)))' = f/(o())g'(x) on =57 5

Vamos fazer uma prova supondo que g(x + h) — g(x) # 0 para todo h suficientemente pequeno.
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Fixemos z. Usando a definicao de derivada, temos que

(f(g(z))) = lim flg(x+h)) — f(g(x))

h—0 h

=0  g(x+h)—g(x) h
—g'(z)
Além disso:
Flol+0) = flo@) _ . f@) = f@)
O G ) —gr) 1em T y—a f'(a) = f'(g(x)).
Sejam a = g(z) e y = g(x + h). Se h — 0, entdao y — a.
Portanto,
(Flata))y = Jim T2 LI= S0@) SR 20 g (o)
= f(9(x)) —9'(@)

Exemplo 98. Seja h(z) = (z? + 1)'°. Essa funcio pode ser vista como uma composicio:
)

fla)=2" e g(x) = 2® + 1= h(z) = f(g(2)).
Temos
f'(z) =102° e ¢' () = 2z.
Portanto
W(z) = f'(g(2))g' (z) = 10(g(x))” - (22) = 10(2” + 1)” - (22) = 20z(a* + 1)°.
Exemplo 99. Seja h(z) = va3 + 222. Essa funcio pode ser vista como uma composicio:

J(2) = Va e gla) = & + 2% = h(z) = f(g(x)).

Temos .

f'(z) = NG e ¢'(x) = 32* + 4a.
Portanto

1 1 322 + 4z

R (z) = f(g(x))g () = ——— - (32% +42) = ——oo - (32?2 +42) = —~—_.
Note que a derivada nao existe nos pontos = —2 e z = 0.
Exemplo 100. Seja h(z) = P Essa funcao pode ser vista como uma composigao:
x
1
fl) = eglz)= 2+ 1= h(z) = f(g(x)).
Temos 1
J(@) =~ e g(x) = 22
Portanto
1 1 2z
W(z) = f(g9(z))g'(z) = - 2
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3.7 Derivadas das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Seja 1 # a > 0. Vamos determinar a derivada da fungao f(z) = a” usando a definicao de
derivada.

z+h _ .z x(ah_l) ah—l ah_
(@) hli% h hlg}) h h—0 h h—0 h T

Portanto
Derivada da Fungao Exponencial. f(z) =a* = f'(z) = a® Ina.
Exemplo 101. Se f(z) = 2%, entdo f/'(z) = 2% In2.

Exemplo 102. Se f(z) = e”, entdo f'(x) = e* Ine = €.

Ine=1
Exemplo 103. Se h(z) = 5°°+!, entdo h(x) = f(g(x)), onde f(z) = 5% e g(z) = 2% + 1. Como
f'(z) =5% Inb e ¢'(x) = 2z, segue da regra da cadeia que
W(x)= f(g(z)) ¢ (z) =5 . In5 -2z = 2z - 571 . In5 = 10z - 5° - In.

Exemplo 104. Se h(z) = e'/*, entdao h(z) = f(g(x)), onde f(z) = €* e g(z) = 1/z. Como
f'(z) =e® e g'(x) = —1/22%, segue da regra da cadeia que

1/x

W () = f'(g(x)) - g () = @ - (~1/a%) = —

2
Exemplo 105. Se h(z) = 3V, entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = 3% e g(z) = \/z. Como

f(x)=3"In3ed(z)= N segue da regra da cadeia que

1 3213

() = (@) o) =30 3 5o = 2

Vamos usar a regra da cadeia para obter a derivada de g(x) = log, x. Para isso, lembremos
que, como g(x) =log, = e f(x) = a® sao fungodes inversas, entao
f(g(z)) =z, isto é, al®%a® = .
Assim, derivando em ambos os lados da igualdade, temos
f(g(x) - ¢ (x) =1, isto é, a®%a® Ina - (log, x) = 1.

Segue entao que

1 1 11 1
/ — l / — — = — — = — 1 .
g («73) (Oga x) alog.® In ¢ T z lna z Ina T ©8a ©
=log, a
aloga T — o

Portanto
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1
Derivada da Fungao Logaritmica. f(z) =log,z = f'(z) = - -log,, e.

1
Exemplo 106. Se f(z) = logs z, entao f'(x) = — -logse.
x

Exemplo 108. Se h(z) = log;(z3 + 22), entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = log; = e g(z) =

23+ 22, Como f'(x) = = -log; e e ¢'(x) = 322 + 27, segue da regra da cadeia que
x

1 372 + 2z 3z +2
W(z) = f'(9(x)) - ¢'(z) = @) logr e - (327 + 2) = P logz e = PR logy e.
Exemplo 109. A derivada de f(z) = In < ¢ > é
r+1
() 1 e\ z+1 e\ 4+l [(z+1)(e) — (z+1)(e)
e’ r+1 er r+1 er (x+1)2
r+1
o+l [(z+1)ef—e"\ x+1 re®  x
et (x+1)2 et (z4+1)2 z+1

Exemplo 110. A derivada de f(z) = e® % ¢
1
fl(z) =e*™m%(z Inz) = "M%z’ Inz + z(lnz)’) = 10 <lnx +z > =71 4 Inx).
x

Exemplo 111. Vamos calcular a,b € R para que a funcao a seguir seja derivavel em todo R.

@) = {ae_”c2 sexr <1

blnx+1 sex>1.
Para = # 1, temos que f é continua (verifique!) e derivavel, sendo

—2aze™ sex <1

— sex > 1.

Agora, para x = 1, devemos, primeiramente, pelo Teorema 12, ter f continua. Temos:

lim f(z)= lim bln(l) +1=0bInl+1=1= f(1),

r—1t z—1t

2
lim f(z) = lim ae™® =ae !
r—1- T—1-

—z241

e sex <1

Assim, devemos ter ae~! =1, isto é, a =e e f(x) =
blnx+1 sex>1.

Agora, verifique que f’ (1) = —2e fi (1) =b.

—z241

e sex <1

Portanto, devemos ter b = —2 e f(x) =
—2Inz+1 sex>1.
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Inz® _ ea:lna:

Exemplo 112. Para a derivada de f(x) = 2%, escrevemos z¥ = e
regra da cadeia:

e aplicamos a
/
(xz)/ _ (exlnx) — o7 lnw(l 4 ll’l.T) — J;x(l —+ lnx)

exemplo 110 % — etlnz

Podemos usar a Regra da Cadeia para generalizar o exemplo anterior, isto é, calcular a derivada
de uma funcio na forma f(z)9*) onde f e g sdo derivaveis e f(z) > 0. Escrevemos

F(2)9@) = I @7 gg(@)nf()
Pela regra da cadeia, segue que

<f($)g(r)>/ — (eg(m) lnf(x)>l — 9()In f(z) (g(z) In(f(z)))

e portanto,

(#@1) = 1@ (g @ (s + o £ )

f(z)

Por exemplo:

Exemplo 113. Para a derivada de h(z) = (z+1)?**3, chamemos f(z) = x+1 e g(x) = 22+ 3.
Entao, f'(x) =1 e ¢'(x) = 2. Dessa forma:

f'(=)
f(z)

Observagao 45. Em particular, temos a regra da poténcia para poténcias reais: se h(z) = z",
onde 7 € R, temos que h'(x) = rz"~1. De fato, escrevendo

B (z) = f(:c)g(‘”) <g/(az) In(f(z)) + g(z) > = (224 3)(z+ 1)** 2 4 2(z + 1) In(z + 1).

r_ eln(:c") _ rinz

T e

Temos que

(")’

Il
/7~
q]

3
5
8
N—
|
Q]
S
5
8
—~
=3
—
=}

8
~
Il
Q]

5
=
8
/
<
—
<
8
Il
<
S
i
—_

3.8 Derivada da Fungao Inversa

O argumento usado para calcular a derivada da funcao logaritmica pode ser generalizado para
calcular a derivada da inversa de uma funcao.

Sejam y = f(x) uma funcao invertivel e z = g(y) sua inversa, temos que

fl9(y)) =y, Yy € D(g).
Entao, derivando os dois lados em relagao a y, temos

1 —
f'(9(y))

Derivada da Funcao Inversa. Seja y = f(z) uma funcao derivédvel e invertivel em (a,b) tal
que f'(z) # 0 em (a,b). Seja x = g(y) a funcao inversa de f(x). Entao, z = g(y) é derivdvel e

flaw)dy) =1=4¢'(y) =

,()_1_ 1
TV =) ~ Flely)

se f'(g(y)) # 0.
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1
Exemplo 114. Sejay = f(x) = 8z3. A inversa dessa funcio é z = g(y) = 5\/,1] Pelo resultado

anterior, a derivada de x = g(y) é

TP B S 11
T =gy ~ 240(w)? o (%)2 - 6y2/3
2

que também pode ser encontrada usando a regra da poténcia.

Exemplo 115. A questdo a seguir estava na prova opcional de 2017-1.

Considere a funcdo bijetora f : [0, 3] — [~ 21, 5] dada por

f(z) = 2° — 323 — 522 + 5.
Se f(1) = —2 e g é a inversa de f, entdao ¢’'(—2) vale:

-1 -1

2 o b) & o) Q)

N
wl o
—_
W

Vamos resolver essa questdo. Sejam y = f(z) = 2° — 323 — 522 + 5 e z = g(y) sua inversa.
Entao, usando a derivada da inversa, temos que

/ _ 1 e — — .
90 = Fgy =92 P2 ] 7O

Assim, basta calcular f/(1). Temos que
fl(x) =52 =922 — 10z = f/(1) =5—-9—10 = —14.

Portanto

11
@ 14

Exemplo 116. (2016-2) A figura abaixo representa o grafico da derivada f’ de uma fungao
bijetora f.

9'(-2)

Sabendo que o grifico de f passa pelo ponto (5,2), a derivada da inversa de f no ponto 2 é
igual a:
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d) 3 ) =t

a) — b) 3

c)

N
W=

Vamos resolver essa questao. Seja x = ¢g(y) a inversa de y = f(x). Entao

I
f'(9(2)) T 1'(5)

(5,2) no gréficode f = f(5) =2=g(2) =5

/ _ 1 / _
9 = oy 7 2) =

Pelo gréfico, temos que f'(5) = 4, donde ¢'(2) = 1/4.

Vamos ver nas proximas secoes mais exemplos de uso da derivada da funcao inversa.

3.9 Derivadas das Fungoes Trigonométricas

Vamos comegar obtendo a derivada da fungao seno a partir da definigao de derivada, lembrando
que sen (x + h) = senx cos h + senh cos z. Entao, se f(x) = senz,

sen(z + h) —senx

/
z) = lim
f(z) h—0 h
. senxz cosh+senh cosxz —senx
= lim
h—0 h
senh cosx + senz(cosh — 1)
= lim
h—0 h
. sen cosh—1
= lim | cosz seny ———— | = cosx.
h—0 h
—— ———
—1 —0
Portanto
(senz)’ = cosz.
No capitulo anterior, vimos que sen (z + 7/2) = cosz e cos(x +m/2) = —senz para todo x € R.
Assim:

cosx = sen (z + 7/2) = (cosz) = (sen (z + 7/2))".
Para derivar, sen (x + 7/2) usamos a regra da cadeia:
(sen (z + 7/2)) = cos(z + 7/2) - (x + 7/2) = cos(x + 7/2) = —sen z.
Portanto
(cosz) = —senx.

Vocé também pode fazer essa derivada usando a definicao, como um exercicio. Usando essas
derivadas e a regra da cadeia, podemos derivar varias fungoes:

Exemplo 117. A derivada de f(z) = sen (z? + 22) é f/(z) = cos(z? + 2?) - (42® + 27).

Exemplo 118. A derivada de f(x)

cos(e®) é f'(x) = —sen (&%) - €.

Exemplo 119. A derivada de f(x) = sen (cos(Inx)) é

f'(z) = cos(cos(Inz)) - (=sen(Inz)) - (1/z) = — cos(cos(Inz)) - (sen (Inz))

T
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As derivadas das demais fungoes trigonométricas podem ser obtidas usando as regras de de-
rivagao, por exemplo:

sen x (senz) cosz — (cosx)'senx  cos?x + sen %z 9
tgxr = tga: = 3 = 5 = pp =sec” r,
COS T T COS“ T COS“ X T COS
usando a regra do quociente s2 x + sen 2x=1

_9 , senzx senz 1
(cosz) " (cosx) = —5— = =tgx secx.
cos?T  COST COST

= (secr)’ = ((cosz)~

COS ™ T
a

usando a regra da cadeia

secxr —

Como um exercicio, vocé deve provar que
/
(cotg )’ = —cossec %z,
/
(cossec x)’ = —cossec x cotg .

Exemplo 120. A derivada de f(z) = tg (z® 4+ 2%) é f/(z) = (32% + 2% In2) - sec?(z® + 27).

1
Exemplo 121. A derivada de f(z) = cotg <a:+> é

r—1
1 ' 1 ) (x—1) — (z — 1) 1
o) = e (1) (221) T_cosse@(z;).w CEVEENTES)
regra da cadeia regra do quociente

2 cossec LH
o cossec? r+1 r—1l—2z—-1Y\ r—1
B r—1 (x —1)2 B (x —1)2
Agora, para as derivadas das funcoes trigonométricas inversas, vamos usar a derivada da funcao
inversa vista na secao anterior.
Temos que y = arcsen z, para todo = € (—1,1) se e somente se z = seny. Assim,
1 1
(arcsen )’ = = :
(seny)  cosy

Devemos entao determinar cosy em funcao de x. Temos que:

sen2y+c082y:1:>(3052y:1—sen2y:>cosy: \/1—sen2y:\/1—:n2.

y = arcsenx = cosy > 0 T =seny

Portanto: )

)
V1—2a2
Observagao 46. Observe que nao existem as derivadas de arcsen x nos pontos x = £1 e, como
pode ser visto no gréfico, as retas tangentes nesses pontos sao verticais.

(arcsenz)’ = para —1 <z <1.

Analogamente, pode-se provar, para —1 < x < 1, que
-1
Para a derivada de y = arctgx, repetimos o processo:
1 1
sec2y T 1+tg2y T 1422

(arccosz) =

(arctgz)’ =

sec?y —tgly =1
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2
Exemplo 122. A derivada de f(z) = arcsen (22 + 1) é f/'(z) =

T /1-(@rr12
Exemplo 123. A derivada de f(x) = arctg (Inx) é

1 1

, 1
:m-(lnm): =

' 1
Fz) 1+ (nz)? =z 2(1+ (nz)?)

regra da cadeia

Como exercicio, vocé deve provar as derivadas das demais fungoes trigonométricas inversas:

1
I_
(arcsecx)’ = 7133\@7 |x| > 1,

-1

/_

(arccossec x)’ = ﬁlm, |z| > 1,
-1
t = .
(arccotg x) 2

3.10 Derivadas das Funcoes Hiperbdlicas

As derivadas do seno e do cosseno hiperbdlicos seguem facilmente da derivada da fungdo expo-
nencial de base e:

T _ -z 6% 4 =T
senhz = = (senhz) = = coshz,
(e7%) = —e™* pela regra da cadeia
X —X x x
e te et —e
coshz = 5 = (coshz)’ T = senh .
(e7*) = —e~7 pela regra da cadeia

J4 as derivadas das demais fungoes seguem das regras de derivagdo, por exemplo:

_ (senhz)" coshz — senh x (cosh z)’
T cosh? 2

(tghz)’

usando a regra do quociente

2 2 2
cosh” x — senh “x senh “x
= 5 :1—72:1—tgh2a::sech2:c.
cosh” x cosh” x

Vocé pode fazer o mesmo para as demais funcoes hiperbdlicas

(cotgh )’ = —cossech 2z,

(cossech z)" = —cotgh x cossech

(sechz) = —tgh zsech .

Exemplo 124. A derivada de f(x) = senh (2 + 3) ¢, usando a regra da cadeia,

f'(z) = 32* - cosh(z® + 3).
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Exemplo 125. A derivada de f(x) = sech (2x) é, usando a regra da cadeia,
f'(x) = —2tgh (2x)sech (2z).
Exemplo 126. A derivada de f(x) = In(tgh (3x)) é, usando a regra da cadeia duas vezes,

2sech 2(2x)

- 9sech 2(2z) = 20 12T
sech “(2x) tah (32)

, _ 1
F) = e G

Exemplo 127. A derivada de f(x) = cotgh (1 — 2?) é, usando a regra da cadeia,

f'(x) = —cossech ?(1 — 23) - (=3z?%) = 322 - cossech (1 — z%).

Para as fungoes hiperbodlicas inversas, usaremos novamente a derivada da funcao inversa, além
das identidades hiperbdlicas.

Por exemplo, dado y = argsenh z, temos que x = senhy e

, 1 1 1
(argsenhz) = = =
(senhy)  coshy T 1+ :c2
sh

y —senh 2y = 1 = cosh?y = 1 + z?

Para o cosseno hiperbdlico podemos fazer analogamente, tomando apenas cuidado com o dominio,
que é D(coshx) = [1,400):
1 1 1
(argcosh z)" = = = se x > 1.

(coshy)’  senhy T N

cosh?y —senh?y =1 = senh?y = 1 — 2

As demais derivadas das fungbes hiperbdlicas inversas podem ser obtidas analogamente:

1
tghz) = ——
(argtgha)’ = 7—s

(argsechz) = ———, 0 < z < 1,

(argcossech z)" =

70,
Mvﬂ

(argcotghz)’ = |z| > 1.

1—a2’
Exemplo 128. A derivada de f(x) = 22 - argcosh (22) é

f'(x) = (z*)" argcosh (2?) 4 2% (argcosh (z2))’

regra do produto

2 2 3
= 2z - argcosh (2°) + 2% - 2 9. argcosh (z%) + .
at—1 xt—1

regra da cadeia em (argcosh (z2))’

Exemplo 129. A derivada de f(z) = argtgh (sen (3z)), usando a regra da cadeia, é
1 , 1 3
1 —sen?(3z) (sen (32)) T cos?(3z) 3 cos(3z) = cos(3z)

sen 2(3z) + cos?(3z) = 1

() =
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3.11 Tabela de Derivadas

A seguir, apresentamos um resumo do que foi discutido nas seg¢oes anteriores em forma de uma

tabela de derivadas.
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Funcao Derivada Funcao Derivada
f(x) +g(x) f'(x) +9'(x) flg(x)) f'(g(x))  g'(z)
f(z) f(@)g(x) — f(2)g'(x)
f(@)-g(x) | f(2)g(x) + f(x)g'(x) =
9(x) %g(ﬂf))2
a” a® Ina log, = — log, e
X
T
sen x cos T arcsen x —
\V/ 1 —1 5132
cos —senx arccos —
\ 1 1— fEQ
t 2 t
g sec” x arctg x 11+x2
sec tgx secx arcsec —, 7| > 1
g PN |z|
—1
cossec —cotg x cossec arccossec —, 7| > 1
g PN |z|
—1
t — 2 t -
cotg cossec “x arccotg x 7 +1x2
senh x cosh x argsenh x —_—
& \1/ 1+ 22
cosh x senh x argcosh —x>1
o=t
tehx sech 2z argtgh — |zl <1
1 I $2
sech x —tghxsechx argsech x _7,0<x<1
g g =2 %2
cossech x —cotgh x cossech x argcossech x S ,r#0
i i lz|va? +1 4
T
cotgh x —cossech 2z argcotgh x T2 lz| > 1

3.12 Derivadas Sucessivas

Vimos que dada uma funcao f(z) diferencidvel, podemos definir a fungao derivada f’(x).

Se essa funcao f’(z) for também diferencidvel, definimos a derivada seqgunda de f(zx) (ou derivada
2

dz?’

Se a derivada segunda f”(z) for diferencidvel, podemos definir a derivada terceira de f(x) (ou
ou F
dx3’

Em geral, se a n—ésima derivada de f(z) existe e é derivavel, podemos definir a (n + 1)—ésima
n+1

d$n+1’

de ordem 2), denotada por f”(x) ou como sendo a derivada de f'(z).

derivada de ordem 3), denotada por f"”(z) como sendo a derivada de f"(z).

(ou derivada de ordem n+1) de f(z), denotada por f(*+1)(z) ou como sendo a derivada

de f((z).
Exemplo 130. Seja f(z) = x°. Temos:

f'(z) = 5a*
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f"(x) = 2023
f//l(x) — 60562
FD(z) = 1202

O (z) =120

M (z) =0, se n > 6.

Nao necessariamente existe ng € N tal que f () () = 0 sempre que n > ng, COMO Veremos a

seguir.
Exemplo 131. Seja f(x) = senz. Temos que
f'(z) = cosx
f"(z) = —senx
f"(x) = —cosx

f@(z) =senx

x

Exemplo 132. Seja f(z) = ¢®. Temos que f™ (x) = e para todo n > 1. Agora, se f(z) = a
paraa >0, a # 1, a # e, temos que

f(x) =a" -Ina

f'(z) = a® - (Ina)?

f”’(x) = q* . (ln a)3

f™(z) = a® - (Ina)™, para todo n > 1.
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3.13 Derivacao Implicita

As fungoes que trabalhamos até agora foram dadas explicitamente, isto é, eram funcoes cujas
expressoes y = f(x) eram conhecidas e podiam ser usadas para calcular f(z) para cada x do
dominio. Além disso, era possivel calcular f’(z) usando as regras vistas.

Porém, algumas fungoes podem ser apresentadas de forma implicita, o que veremos a seguir.
Exemplo 133. Consideremos a fungao y = f(z) dada pelas solugoes da equagao
y3 +x=2.

Vemos que para cada x € R, existe um tnico y € R tal que o par (z,y) satisfaz a equagao dada.
Esse y pode ser conhecido facilmente:

Prr=2<+= y’=2—2 = y=v2—2z.
Isso significa que a funcdo dada implicitamente por y> + = = 2 pode ser dada explicitamente

por y = /2 — x, bastando isolar o y.

Em geral, dizemos que y = f(x) é uma fungao definida implicitamente por uma equacao em x
e y quando o par (z, f(x)) satisfaz essa equacao.

Porém, nem sempre conseguimos explicitar uma funcao dada implicitamente.

Exemplo 134. Consideremos a equacio =2 + 3% = 1.

Sabemos que as solucoes dessa equagao representam um circulo de raio 1 centrado na origem,
o que nao é uma fungao, pois cada x € (—1,1) se relaciona com dois valores de y € [—1,1].
Podemos, no entanto, encontrar véarias fungoes que satisfazem essa equacao, como por exemplo:

fo(x) = —/1— 22,
V1—22, se0<2<1
—V1—-22%2 se —1<x2<0,

(@) —V1—122se1/2<z<1
€Tr) =
! V1i—a2,se —1<z<1/2.

N
&
I
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Vamos determinar a derivada no ponto de abscissa = 1/2 em cada caso. Por exemplo, usando
— ~1/2 -1
x) ou f3(z), a derivada em (1/2,v/3/2) é dada por ———, = —. Ja
com as fungdes fa(x) ou fi(z), o ponto de coordenada z = 1/2 é (1/2,—+/3/2). A derivada de
x 1/2 1
V1— 22’ \/3/2 N V3

derivada em z = 1/2 pois nao é continua nesse ponto. Isso nos dé a ideia de que a derivada no
ponto de abscissa 1/2 depende da expressao explicita da fungao.

isto é, vale

f2(x) nesse ponto é dada por isto é, vale . J& a funcado f4(z) nao possui

Porém, quando a funcao é derivavel, podemos calcular essa derivada sem explicitar a funcao.
De fato, voltemos & equagdo 2% + y? = 1 representando implicitamente uma fungao y = f(x),
isto é:
2 2_q
z”+ (f(x))” = 1.

Podemos derivar essa expressao em ambos os lados:
P4 (F@) =1 = 20+ 2/ (@) (2) =0 = f(@)f () = 2 = /(@) = = = —

regra da cadeia em (f(z))?

Vamos usar essa expressao para calcular novamente as derivadas no ponto de abscissa z = 1/2
nos casos de f(z) igual a cada uma das fungoes derivéaveis fi(z), fa(z) e f3(x) vistas acima.
Para f(z) = fi(x) ou f(z) = f3(x) o ponto correspondente é (z,y) = (1/2,1/3/2) e dai:

gy~ _ Y2 -1
M= =Ap=

Para f(x) = fo(x) o ponto correspondente é (z,y) = (1/2, —/3/2) e dai:

—x  -1/2 1
fla) = =% = _—
vy  —V3/2 V3
Note que foram os mesmos valores obtidos anteriormente quando derivamos as expressoes
explicitas das fungdes. Isso significa que podemos obter a derivada de f(z) (quando f(x) # 0)
sem conhecer explicitamente f(z).

Esse processo, chamado derivacdo implicita, pode ser feito para qualquer funcao derivavel dada
implicitamente por uma equagao. No que segue, quando dissermos que uma funcao é dada
implicitamente por uma equagao, iremos admitir que essa funcao é derivavel em todos os pontos
onde essa derivada puder ser definida. Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 135. Seja y = f(x) dada implicitamente pela equagao

In(y) +y* = 2.

Nao é dificil ver que nao conseguimos uma expressao explicita para y = f(z). No entanto,
podemos derivar ambos os lados da igualdade:

In(/()) + (f(2))® = () + 20 (2) f (&) = 20 = '(x) (1 n 2f(w)> —

22—
T f(z) f(x)

regra da cadeia em (f(x))? e em In(f(x))

2z f(x)

=IO = 5Gwe
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Exemplo 136. Vamos determinar a reta tangente ao grafico da funcao y = f(z) dada implici-
tamente pela expressao

eV +ry =z
no ponto (1,0). Como y = f(x), temos

e 4z f(x) = V.
Notamos que g(z) = ef (#) 6 uma funcéo composta cuja derivada, usando a regra da cadeia, é
g'(x) =/ f'(x).

Assim:

IOt f(2) = Vo = SO (@) + f(z) + 2 f(x) = ENG

derivando ambos os lados

Quando x = 1, temos:

SO F() + F(1) 4+ /(1) = 5 = W)+ F(1) = 1/2 = 27(1) = 1/2 = f'(1) = 1/4:

NN

f=o
Logo, o coeficiente angular da reta tangente a curva em (1,0) é 1/4 e, entdo, a reta tangente é:
—x+4y = —1.
Exemplo 137. A questao abaixo estava em uma prova de 2016-1.

O coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da fungao definida implicitamente por arctg (y)+
Y
x
a

= x — 1 no ponto de ordenada y = 0 é:
-1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

~—

Vamos resolvé-la notando que y = f(x) satisfaz

arctg (f(x)) + ff) =z—1.
Notamos que, pela regra da cadeia:

(et () = s
Assim: , )

derivando ambos os lados

Queremos determinar a derivada quando f(z) = 0, assim, podemos simplificar a expressao
0

anterior:
o) af@ -l o, I@
L () . ’

Ainda, voltando & expressao inicial, quando f(z) = 0, temos que z = 1 (usando que arctg (0) =
0). Portanto, obtemos

=1.

!
1
ro+ T o= =1
Exemplo 138. A questao abaixo estava em uma prova de 2015-2.

= 1/2. Se f(1) = 1, entdo a

A funcao diferenciavel y = f(x) satisfaz a equagao cos(n:_—y)

derivada da funcao f em x =1 é:
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Vamos resolvé-la. Para isso, notamos que y = f(z) satisfaz:
cos(z — f(x))
z + f(x)

Derivando ambos os lados da igualdade, temos:

(cos(x — f(x)))"(x + f(x)) — (x + f(x))’ cos(x — f(x))
(x4 f(2))?

=1/2.

_, —sen(e— f())(1 ~ f@))(@ + f(z)) = (1 + f'(x)) cos(z — f(x)) _

=0

(z + f(x))?

regra da cadeia

Queremos determinar a derivada em x = 1, isto é, f'(1). Temos:

—sen (1 — f(1))(1 - f(1))(A + f(1)) — (A + f'(1)) cos(1 = f(1)) _

(14 f(1))?

127

Pode parecer uma expressao horrivel, mas voltemos ao enunciado, que diz que f(1) = 1, isto

é,1— f(1) =0. Assim:

0
—sen =) (1~ £+ F(1) = (4 F) eosE—TT)_ 1= () _,

1+ f(1))?

Portanto, f/(1) = —1.

3.14 Exercicios

1. Determine a derivada das fungoes a seguir.

1 21100
(a) f(z) = 0 fl@)=(1—a%)
T (m) flx)= Va3
() f(z) =va+ - +a° (n) f(z) =22 - Va2 —3
(c) f(z) = 12220 + 142* + 132 (o) flx)=vVa?4+z+1
(@) f() = (p) f(z) = VP +a+ o +1
5;1 (a) f(z) = (2® +Va+ 1"
(e) f(z)= e (r) f(z) =27+
() f(z) = 510z (s) flz) = 10§(w5 +a*)
®) 1= " W pw = e
L (w) f(x) = 27"
() fr) = Vi @4 at$8042) () f(a) = In(sena)
() fa) =" (w) f(r) =273
' Jz (x) f(z) =Inz-senx
(G) f(z)= B2l (y) f(z)=eV®
k) f(x)=vVor+1-Jz -1 (z) f(z)=4x2e”
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2. Determine a derivada das fungoes a seguir.

(2) fla) = —— (n) flz)=ve-1-Vr+1
(b) f(x) = e*(\/z + secx) (0) f(z) = (Inz+ x)’

nc Inx
(© f@)= 5 () fla) = —
(d) f(z) = cos(Vx) (a) f(z) = sen(a*+ 32)
(e) f(z) =1In(4x — 2) (r) f(x) = cos(In(z?))
() f@) = (o" =325 + D (5) flx) = g (2>~ 2)
(g) f(x)=sen (Cols(ez)) (t) f(z)= 9(In(cos x))
(h) f(z) = V2t o1 (u) f(z)=2a"

4 1 T

0 @ = (555) () fix) = 5108 (12 (3))
() fla) =85 (%) £0) = 5oz

_ 1 —cosx
 1+cosz

3. Verifique se a funcao f(x) = 3x|z| é derivdvel no ponto x = 0.

4. Considere a fungao f(x

rsen (%) sex #0

. Encontre f'(z) para x # 0 e mostre
0 ser =0

-|

que f(z) é nao derivavel em x = 0.

5. Mostre que se f(z) é uma fungio par (fmpar) entao f’(x) é impar (par).

: _ gt . :
6. Considere a funcao f(z) = n em que a é uma constante real. Determine os valores
x+a
1
de a para que f/'(1) = 5

7. Encontre a derivada da

8. Sabendo que f(2)

(a) ¢'(2), onde g(z)
(b) h'(2), onde h(z)

(c) ¢'(2), onde q(z) =

3x + 2
r+1

3
funcao f(x) = ( ) nos pontos 0, —2 e 2.

1, f(8) =5, f'(2) =T e f(8) = —3 encontre

[f ()]
fa®).
9(z)

h(z)

sendo h(z) e g(x) como acima.

9. Seja f(x) = sen (2z). Ache todos os valores de x € [0, 27| tais que f’(z) = 0.

10. Determine a reta tangente ao grafico da fungao no ponto de abscissa xg indicado.

e&C

@v=1re

-1 (c) y=B—2®)*/br—4, x0=1.

14+
(b) y =" o =m7/2. (d) y=1n< ) x = 0.

1—=x
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Calcule as derivadas até 3* ordem das fungoes y = f(z) a seguir.

(a) y=3z% 22 +5 (c) y =log(z +2) () y= 2296
. ; a1 w2—1
(b) y=- @D y=773 () y = e

Sejam f : R — R derivavel e g(z) = f(tgz). Calcule ¢ <%) supondo que f’ (1) = 2.

Determine os pontos em que a funcao a seguir é derivavel e calcule a derivada nesses
pontos.

(z + 3)? se x < —2,

22 -3 se =2 <z < -1,

0 se —1 <z <0,
flx) = q 22 se 0 <z <1,

COS<$i1> se l <x <2,

20 — 3 se r > 2.

\

Determine os valores de x € R para os quais a funcio f(z) = 2z + |22 — 2| é derivével.
Determine a derivada nesses pontos.

E possivel determinar a,b € R de forma a ter a funcao a seguir derivavel em R?
1
ar +— sex < —1,

x
f(z) = 22 +br se—-1<ax<l,
log(z?) se z > 1.

Determine a, b, ¢ € R tais que a funcao a seguir seja derivavel em todo seu dominio.

sen 2x se x <0,

fl)=Rar’+b se0<z<c,

Inz se c <.
Calcular a, b, c,d € R para que a fungao seja derivavel em todo R.
axr® +br, sex < —m;
f(x) =< cosz, se —m < x <,
cx® +dz, sex > .
Exercicios de provas anteriores
(2017-1) Sejam a,b € Re f: R — R a fungao definida por

fz) =

ebz sexr <a
r—a+1 sex>a.

O valor de a + b para que f seja derivavel em R é:
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20.

21.

22.
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c) 2 d) -1 e) -2

a) 0 b) 1
(2017-1) Sobre a funcao f(z) = €“** + x, podemos afirmar que:

c) f/(0) < f(0) < f"(0) ) f7(0) < f'(0) < f(0)
d) f7(0) < f(0) < f'(0)

a) f'(0) < f"(0) < f(0)
b) f£(0) < f"(0) < f'(0)

3
1
2014-2 erivada da funcao f(zr) = ——— em x = 2 é:
(2014-2) A derivada da funcio f(z) ‘”+$f :
x‘ —
a) 0 b) 1 c) 2 d) 7 e) 11
2014-2) Considere a funcao f : —E, T definida por
272

se z € (0,7/2)

_Jtgw,
fa) = {a$+ b, sex € (—m/2,0],

sendo a e b constantes reais. Podemos afirmar que o valor da soma a+ b para que a fungao
f seja derivavel em x =0 é:

a) -2 b) -1 c) 0 d) 1 e) 2

(2015-2) Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = ax? + bz , sendo a e b constantes

reais. Sabendo que a tangente a curva y = f(x) no ponto (1,5) tem inclinagao m = 8,
podemos afirmar que o produto ab é:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

23. (2015-1) Na figura abaixo estao representados parte dos graficos de uma fungao derivavel

f:R — R e da reta tangente g a curva y = f(z) no ponto de abscissa 0.

A equagao da reta normal a curva y = f(x) no ponto de abscissa 0 é:

c)r—y—3=0 e) +3y+3=0

d) z4+y—-3=0

a) t+y+3=0
b) z—y+3=0

24. (2016-2) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao y = f(x) definida

implicitamente por (1 + cos(x?y?))? + 2 +y = 5, no ponto de ordenada y = 0, é igual a:
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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a) -1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

(2016-2) A derivada da funcio f(x) = arctg (222 + 1) em x = 1 é igual a:
a) 1 b) 0 ¢) -1/2 d) 1/10 e) 2/5

(2016-2) Considere a funcao f(z)

224+1 se >0
e ® se x<0.

E CORRETO afirmar que:

a) f1(0) = f.(0) =0. c) fi(0)=f(0)=1. e) f1(0)=0e f (0)=—1.

b) fL(0)=Te f(0)=—1.d) f,(0)=0c f (0)=1

(z—1) <
(2017-1) Considere a funcao f(z) = { ¢ se r <1,

Se f'.(1) =a e f| (1) = b podemos 