Capitulo 3

Derivadas

Este capitulo é sobre derivada, um conceito fundamental do Calculo que é muito util em pro-
blemas aplicados. Este conceito relaciona-se com o problema de determinar a reta tangente a
um ponto do grafico de uma funcao que foi visto no capitulo 3. Iniciaremos nossa discussao
tratando deste problema.

3.1 O problema da reta tangente

Seja P(xq, f(xop)) um ponto sobre o grafico de uma funcao continua f(x). Dado um ponto
Q = (x1, f(x1)) do gréfico, distinto de P, seja s a reta passando por P e ). Esta reta é dita
secante ao grafico pois o secciona nos pontos P e . O coeficiente angular desta reta é dado
por

_ f(@1) = f(=@o)

s =
Tr1 — X0

Considerando ) como um ponto movel, quando 1 — xg temos  — P. Consequentemente, a
reta s varia de posigao (ver figura). A reta tangente ao gréfico de f(x) no ponto P é definida
como sendo a posicdo limite de s quando x1 — g e seu coeficiente angular, denotado por m, é
dado pelo limite do coeficiente angular das retas secantes s quando xy — xg, ou seja

f(z1) — f(wo)

m= lim IO (3.1)
T1—%0 1 — X0

Se o limite acima existe, entao existe a reta tangente ao gréafico de f(x) no ponto P e esta reta
tem equacao

(y — f(z0)) = m(z — x0).
Mas, pode ocorrer deste limite nao existir e neste caso temos duas possibilidades: ou a reta

tangente nao pode ser definida, ou a reta tangente é uma reta vertical. Este dltimo caso ocorre
quando o limite é +00. Nos exemplos a seguir vamos ilustrar todas estas possibilidades.
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102 CAPITULO 3. DERIVADAS

Exemplo 73. Para verificar se existe reta tangente ao grafico de f(x) = % no ponto P =

(1, f(1)) = (1,1) calculamos o limite

1
|
— 1— 1
GO el A R PO A el S T
rx—1 x—1 z—1 ¢ —1 r—1 .’E(CC — 1) r—1 X

Como o limite existe e vale —1, existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto P e sua
equacao é
y—-1)=-1lz—-1) & y=-c+2

(veja figura 3.1).

~

Figura 3.1: Reta tangente ao grafico de f(z) = < no ponto P = (1,1).

Exemplo 74. Para verifcar se existe uma reta tangente ao grafico de f(z) = /= no ponto
P = (0,0) calculamos o limite
_ 3 _ 3 1
limM = limf O:lim\/f:hmiz—i-oo
z—0 xr—0 z—0 £ —0 z—0 T r—0 12/3

Como o limite é +o00, a posicao limite das retas secantes é a reta vertical x = 0, isto é, a reta
tangente passando por P é a reta vertical x = 0 (veja figura 3.2).

Figura 3.2: A reta tangente ao gréfico de f(x) = ¢/« no ponto P = (0,0) é uma reta vertical.

Exemplo 75. Considere a funcio f(x) = 4. ser sl to P = (1,1)d
Xemplo . onsidere a runcao xr) = € O ponto = s o
P ¢ 22 —4dx+4, sex>1 P

seu grafico. Temos que

f@-f0) _ e

1
= limz+1=2

lim &2V
z—1— r—1 z—1— T — z—1—
—f(1 2 _4r4+4-1 24
TGO R A€ B el O ks S TN S
z—1+ r—1 =1+ r—1 r—1+ r—1 z—1+
fx) — f(1)

Como os limites laterais sao distintos, nao existe o limite lim1 1
T— T —

posicao limite das retas secantes. Logo nao existe a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto
P=(1,1).

. Ainda, nao existe a
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Figura 3.3: Nao existe reta tangente ao grafico da fungao f(z) do Exemplo 75 em P = (1,1).

3.2 Derivada de uma funcao em um ponto

Definicao 31. Uma funcao f(x) é derivavel ou diferencidvel em um ponto xy € D(f) se
existe o limite

Flao) = lim 180, (3.2)

T1—%0 Ir1 — X0

Se este limite f’(x) existe ele é chamado de derivada de f(z) no ponto xy. Se o limite
f'(z0) nao existe, dizemos que f(x) é nao derivavel ou nao diferenciavel em z.

Observagao 39. Pela discussao da segao anterior, dizer que f(x) é derivavel em xy é o mesmo
que dizer que existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto (zg, f(x¢)) e que esta reta nao
é vertical, sendo o seu coeficiente angular igual a f'(zo).

Exemplo 76. Considere a funcdo f: R — R, f(z) = 22

f(2) = hmw: lim LZ_LL = limW

z—2 r—2 z—=2 T — 2 z—2 r—2

= lim(z +2) =4.
T—2
Portanto f(x) é derivdvel em = =2 e f/(2) = 4.

Exemplo 77. Considere a funcio f : R — R, f(z) = 23, temos

oy e f@) = f0) o2t —0 o,
f(o)_ig% z—0 _;113(1) z—0 _:1"13%)1: =0

Portanto f(x) é derivdvel em = =0 e f'(0) = 0.
Observagao 40. Fazendo a mudanca de coordenadas h = x1 — x¢ vemos que x1 — T implica

em h — 0, logo a derivada de uma fungao f(z) em um ponto zp pode também ser expressa pelo
limite

/ — 1 : .
f(wo) = lim o (3.3)
Exemplo 78. Considere a funcao f: R — R, f(z) = 3z. Observe que
iy e JAHR) —f(4) L 344 h)—12 3k L
S = fim h = I = T = s =3

Portanto f(x) é derivdvel em z =4 e f'(4) = 3.

3.3 Derivada como Funcao

Defini¢ao 32. Considere uma funcao f(z). A funcao f’ definida pela férmula

Fle) — g L) = @)

h—0 h

¢ chamada derivada da fungao f com relagao a x. O dominio da derivada f’ é o conjunto
dos pontos z € D(f) para os quais existe o limite f’(x).
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d
Observagao 41. A derivada de uma fungao f(z) com relagao a = também é denotada por .
x

(notagdo de Leibniz).

Definigao 33. Quando f(z) é definida em um intervalo aberto e possui derivada em todos os
pontos deste intervalo, dizemos que f(z) é uma fungao diferencidvel ou derivavel.

Exemplo 79. Considere f : R — R, f(x) = 2. Dado qualquer = € R temos

v fla+h)—fx) . a?+2xh+h—a?
Fo=m™ %~ h
2x.h — h?
= limu:limQxfh:%c.

h—0 h h—0

2

Portanto, f(z) é derivavel em todo ponto x € R, ou seja, f(x) = = é uma fungao diferencidvel.

A derivada de f(x) é a funcao f': R — R, f'(x) = 2.

Exemplo 80. Considere a funcao f : R — R, f(z) = 3z + 1. Para qualquer ponto x € R temos

lim fz+h) — f(x) = lim Bath)+1-3z—1 = lim—h = lim 3 = 3.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Como f’(x) existe para todo x € R = D(f), temos que f(x) é um fungao diferencidvel e sua
derivada é a fungao constante f': R — R, f/(z) = 3.

Vejamos um exemplo de uma funcao cuja derivada nao existe em algum ponto do dominio.

Exemplo 81. Considere a funcao f: R — R, f(z) = </z. Vimos no exemplo 74 que

_ 3
hmwzhm@:Jroo
r—0 x—0 z—0 X

Portanto, f(z) é nao derivavel no ponto 0. Agora, para todo xy # 0 temos

1) = flen) _y VE YA

T—xo T — X z—=0 T — X

considerando y = ¢/z e recordando que y> — (¥/79)® = (y — ¥/@0)(y* + y&/To + {/x3) obtemos
Flag) = lim VEZVTO o YT VE0 g v — ¥/z0)
oo w—z0 oy ym vt — (Y200 vV (y — Y30) (W2 +y e + /)
1 1
= lim

1
=V Y2+ yYTo + Vad Y+ YT Yro + Yk 3Y/a3

Portanto, f(z) é derivavel em todo ponto = # 0 e a derivada desta funcao é a funcao f’ :

RV(0} + R, () = s
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3.4 Derivadas laterais

Em algumas situagoes, é ttil considerar os limites laterais associados ao limite f/(z). Estes
limites laterais sao:
f(zo +h) — f(zo)

/ T f(x0+h)_f(x0> / s .
J=(@o) = il h fi(wo) = e h

Defini¢ao 34. O limite f’ (z¢), quando existe, é chamado de derivada a esquerda de f(x)
no ponto zg e o limite f’ (xg), quando existe, é chamado de derivada & direita de f(z) no
ponto xg.

Observagao 42. Note que a derivada f/(xg) existe se, e somente se, as derivadas laterais f) (zo)
e [’ (zo) existem e sdo iguais.
O conceito de derivada lateral é 1til, por exemplo, quando estudamos fungoes definidas por
partes. Vejamos um exemplo.
Exemplo 82. A fungao f : R — R definida por:

2

x“, sex <1

-

20 —1, sex>1

é continua em todo ponto z € R e derivavel em todo ponto x # 1 (verifique!). Para ver se ela é
derivavel em x = 1 precisaremos considerar as derivadas laterais em 1, ja que a regra da fungao
¢é diferente para = < 1 e x > 1. Estas derivadas sao:

_ 2 _ 2 2
(1) = lim fA+n) - fQ1) _ hmw: oy LT2hER2—1 2kt h _o
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—
_ 1+h)—f(1) . 2(1+h)—1-1 . 2+4+2h—2 . 2h
(1) = 1 f< =1 =1 — =1 — = 2.
fi(1) = lim, 7 i, m —— A

Como os limite laterais f’ (1) = f/ (1) = 2 temos que existe f'(1) e f'(1) = 2.

Exemplo 83. Vamos estudar a diferenciabilidade de f : R — R, f(z) = |z| tratando alguns
casos. Observemos, primeiramente, que se z > 0 entdo |x| = x e para h pequeno o suficiente,
temos x + h > 0 donde |z + h| = = + h. Assim,

. +h)—f(x) .. |zr+h|—|x|] . x+h—-x . h
' = 1 J = lm = M i e Y — lim— = lim 1 = 1.
fly == T
Agora, se x < 0 entdo |x| = —z e para h pequeno o suficiente, temos x + h < 0 donde
|z + h| = —x — h. Assim,

, +h)—f(x) .. |lx+hl—|z| . —z—-h+x . —-h
2) = fim 1 — lim = T gy TR i = lim -1 = — 1.
A MR AR T R AR A

Finalmente, se x = 0 entao devemos tratar os limites laterais ou seja, as derivadas laterais que
sao

|0+ k| —|0] |h —h

"(0) = 1i = lim — = lim — = lim —1= —1,
£2(0) = lim —— R
£1(0) = lim M =100 _ py P iy B2 iy 121

h—0t h h—0+ h h—0t+ h h—0t
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Como f7(0) # f7.(0), a derivada f’(0) nao existe. Assim, f(x) = |z| é derivavel apenas nos
pontos z # 0, com f'(z) = 1 parax > 0 e f'(z) = —1 para z < 0. A derivada de f(z) é a
fungao f’: R\{0} — R definida por

() = {—1, sex <0

1, se x > 0-

As derivadas laterais também sao usadas para estudar funcoes definidas em intervalos que
tenham extremos fechados como veremos nos exemplos a seguir.

Definigao 35. Dizemos que uma funcao f(x) é diferenciavel (ou derivavel) em intervalos da
forma [a,b], [a,+00), (—00,b], (a,b] ou [a,b) se f'(x) existe para todo ponto z no interior do
intervalo e se existem as derivadas laterais adequadas nos extremos destes intervalos.

Exemplo 84. Considere a funcao f : [0,+00) — R, f(z) = /z. Para todo z > 0 temos

h—0 h h—>0

~ lm (Vz +h—z).(Vor+h+7) ~ lim (x+h—x)
h=0 h.(Va +h + /x) TS0 h(Va + B+ )

h 1 1 1
li = li — _ )
o0 (VT Fh+T) vz th+ve vitvz  2Vz

Portanto, f(x) é deriviavel em todo ponto = > 0 e f'(z) = 2f Agora, nao podemos calcular
o limite f/(z) para x = 0, j4 que f estd definida apenas em um intervalo & direita de 0. Mas,
podemos considerar a derivada lateral & direita f’, (0) que é

fO+h) - FO) _ . \/0+ -0 Vo1

lim = lim lim — = lim — = +oo.
hl>0+ h hl>0+ hi>0+ h hi>0+ Vh

Portanto nao existe a derivada lateral & direita no ponto x = 0. Concluimos que f(z) = /x
nao é derivédvel no intervalo [0, 4+00) embora seja derivavel no intervalo (0, +00).

Exemplo 85. Considere a fungdo f : [1,2] — R, f(x) = 322. Para todo z € (1,2) temos
_ 2 _q.2
flx+h)— f(x) — lim 3(x+h)* -3z

! — 1
(@) hli% h h—0 h
~ lim 322 4 6zh + 3h2 — 322 ~ lim 6xh + 3h?
=0 h b0 h

= lim 6x + 3h = 6.
h—0

Nos extremos do dominio, x = 1 e x = 2, devemos considerar as derivadas laterais que sao:

. 3(1+h)?*-3 . 3+6h+3n2—3  6h+3Rh2 ,
"(1)= lim =2 — ] = lim ——— = lim 6+3h =6
f+( ) hi>r{)1+ h hiﬁ()le h hi>r(r)1+ h hg(r)l+ +
(]
24 h)2—12 12 4+ 12h + 3h2 — 12 12h + 3h2
f(2) = lim %z lim + +3 = lim ;Szlm 12+ 3h = 12.
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—

Portanto, f(x) é diferencidvel no intervalo [1, 2].
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3.5 Continuidade e Diferenciabilidade

Uma relagao entre o conceito de continuidade e diferenciabilidade é dada no seguinte teorema:

Teorema 12. Se f(z) é uma fungdo derivdavel em xo € D(f) entao f € continua em xg.

Prova: Para provar este teorema devemos mostrar que se f'(xg) existe entao

lim f(x) = /(o).

Tr—xTQ

Mas, este tltimo limite equivale ao limite

lim f(x) — f(zo) = 0.

Tr—xQ

Assim, provamos o teorema mostrando que

L= S, ) -

T — To T = (o) lim (z — x0) = f'(0).0 = 0.

T—rT0 €T — xo Tr—x0

lim [£(2) — f(20)] = lim

T—T0 T—T0

Observacao 43. Este teorema nos diz que se f(x) é descontinua em xg, entdo f(x) nao é
diferenciavel em x.

Exemplo 86. A funcéo f: R — R definida por

fa) = {3:E+1, sex <1

x2, sex > 1

é descontinua em = = 1 (verifique!). Portanto, pelo teorema 12, f(z) nao é diferencidvel no
ponto z = 1.

Observagao 44. Continuidade nao implica em diferenciabilidade, ou seja, se f(x) é continua
em zp nao necessariamente f(x) é derivavel em zy. Um bom exemplo para ilustrar esse fato é
a funcdo f(z) = |z| que é continua em x = 0 mas nao é diferenciavel neste ponto.

Exemplo 87. Dada a funcao f : R — R a seguir, queremos determinar valores de a,b € R de
forma que a funcao seja diferencidvel em x = 0.

fz) =

ar + b, sex <0
2 +x—2, sex>0.

Primeiramente, pelo Teorema 12, devemos ter f continua em & = 0. Temos que

lim f(z)= lim 2?4+ 2—2= -2,

x—0t z—0t
lim f(z) = lim az+b=0b= f(0).
z—0— z—0~
Assim, devemos ter b = —2.
-2, <0
Temos entao: f(z) = a;: s
zc+x—2, sex>0.

Agora, devemos ter as derivadas laterais em x = 0 iguais:

: 0+ h) — f(0) . f(h+2 . R*+h—-2+42  h*4h
"0)= 1 A = lim -~~~ — lim ——— =~ — 1 =1
BO= B T T A Rt

f(0)=-2 h—0t=h>0= f(h)=h?+h—2
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f2(0) = lim 1O+1) =~ f(0) = lim f(h) +2 = lim ah=2+2 = lim ah =a.
h—0— h T h—0~ h T h—0+ h h—0+ h
f(0) =-2 h—0"=h<0= f(h)=ah—2

T — 2, sex <0

Portanto, devemos ter a = 1 e, assim, f(z) = )
z“+x—2, sex>0.

3.6 Regras de Derivacao

Nesta secao estudaremos regras para derivar fun¢ées sem o uso do limite que define a derivada.

3.6.1 Derivadas de funcoes constantes

d
Se f(z) = c entao f'(x) =0 ou d—f = 0. De fato,
T

o) = tim LEEN =T emc

h—0 h h—0 h h—0

Exemplo 88. Se f(z) =5 entao f/(z) = 0.

3.6.2 Derivada do produto de uma funcao por uma constante

Se f é derivavel em = e g(z) = cf(x) para alguma constante ¢ entao g(x) é derivavel em x e

g (x)=cf'(z) ou Z—z =c %
De fato,
() = Jim g(x + h}i —g(x) _ lim cf (x + h})b —cf(x) _ i fla+ h,z ~ (@) _ o

Exemplo 89. Sabemos que f(x) = 22 tem derivada f’(z) = 2x para todo x € R, pela regra
acima temos que g(z) = 5f(x) = 522 é derivdvel em todo ponto * € R e sua derivada é
g (x) =5.f'(x) = 5.22 = 10z.

3.6.3 Derivadas de poténcias

Se n é um numero inteiro positivo e f(x) = 2™ entao f(z) é derivavel em todo ponto z € R e

temos
d

f/(w) = (xn)/ =nz" ! ou . ”] n—1

[z"] = nx

Para provar esta regra, recordemos que

n __ . n kin—-k _ _n n—1 n(n_l) n—212 n—1 n
(x+h) —kzo(k>xh =a" +nw .h—i—Tx h*+ ...+ nxh" " +h
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Assim,
h—0 h h—0
—1
2" +na" L h+ n(n2')x"2h2 + ...+ nzh" L+ B —
= 1' ’
hli% h
-1
nz" 1 h + ”(”7|)x"—2h2 R St I
= lim 2!
h—0 h
-1
= limnz" !+ Mm”_Qh + . nzh" 2+ pt
h—0 2!

= nz" "4 04+0+..+0=na""".

Exemplo 90. Segue da regra acima que a funcio f : R — R, f(x) = 23 é derivivel em todo
z€eERe
fl(x) = () = 32! = 322

A regra acima pode ser generalizada para expoentes reais quaisquer. Mais precisamente, se
a€Re f(x) =z% entao
! / —
f'@) = (@) = aa*.
Daremos a prova deste fato mais a frente. Por agora, vamos explorar esta regra em alguns
exemplos.

1
Exemplo 91. Considere f : R\{0} — R, f(z) = -5. Observe que — =z~ 2. Considerando a
x

regra geral da derivagao de poténcias, temos que f(z) é derivavel para todo x € R\{0} e

Ple)= (@) = 2021 = _9p3 = _ 2.

6
5

Exemplo 92. Considere a funcio f : R — R, f(z) = v/26. Observando que f(z) = Va6 =z
e considerando a regra de derivacao acima, temos

6=
5

6.1 6 1
€T5 = —I5 =
5

Exemplo 93. Seja f(x) = 2% Como (z%) = az®~! para a € Re (cf(r)) = cf'(x) para c € R

constante, temos

(cx®) = cax® ! para a,ceR,

por exemplo,
(623)" = 3.6.2°" ! = 1822
3.6.4 Regra da soma

Se f e g sdo derivaveis em x entdo a soma (f + g) é derivavel em x e

(f+9)(z) = f(@)+g(z) ou %[Hg]:% Z?g:
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De fato, temos:

(f+9)(@+h)—(f+9)()

(f+9)(z) = lim )
_ oy @) 4 gzt )] - [f (@) + g(@)]
h—0 h
_ iy U@t h) — f@)] + g+ D) — g(o)
h—0 h
- %%U@+W»_ﬂ@]+%$M@HJg_“@]=f@0+¢@»

Exemplo 94. A funcao f : (0,4+00) — R, dada por
1
flx) =V + 7

1
é a soma das fungoes g(x) = /= e h(x) = —. Sabemos que g(x) é derivavel para todo z €
x

1 1
(0,+00) com ¢'(z) = NG Também sabemos que h(x) = — é derivavel para todo x # 0 sendo
x x
W(x) = ;—21 Considerando entao a regra da soma temos
f@) =g @)+ K@) = 5= = —
2x  x?

para todo z € (0, +00).

3.6.5 Derivadas de polinémios

Funcoes polinomiais sao somas de fungoes do tipo a.z™, onde a € R e n € N como consideradas
no exemplo 93. Segue da regra da soma que toda fung¢ao polinomial f: R — R

f(z) = apz™ + 12"V 4 ...+ a1z + ag
¢ derivavel em qualquer x € R e sua derivada ¢ a func¢ao polinomial f' : R — R
fl(z) = napz™ + (n—1).ap_ 12" 2+ ...+ ay.
Exemplo 95. A funcao f: R — R dada por
f(z) =52 +32° — 223 + 227 4 1

é derivdvel em todo ponto x € R e a sua derivada é

fl(x) = (52°%+32° — 223 + 222 4+ 1)

(525) + (32°) 4 (—223)" + (222) + (1)
5(z8) + 3(2%) — 2(23) + 2(2)" + (1)
5.62° + 3.52% — 2.32% +2.22 + 0
= 30z + 152* — 622 + 4z.
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3.6.6 Regra do Produto

Se f e g sdo derivaveis em x entao o produto (f.g) é derivavel em z e temos

(f-9)(x) = f'(z).9(x) + f(z).¢d'(x) ou %[fg] = %,g+ f%

flx+h).g(z+h) - f(z).g9(x)
h—0 h

o J@+h)g@+h) — flz+h).g()+ fle+h).g() - f(z).9(2)
h—0 h

i F@ D) Lo+ 1) — g(@)] + 9(@)f (@ + ) ~ £ (@)
h—0 h

~ lim f(:c+h).[g(a;l+ h) — g(=)] +lim g(z)[f(z +hh) — f()] @) (@) + F(@) - ¢ (@),

=f(z)g'(z) =f"(z)g(z)

Exemplo 96. Vamos usar a regra do produto para derivar f : (0, +00) — R dada por

f(z) = Va.(z® + 4z - 5)

note que f(z) = g(z).h(x) sendo g(z) = \/z e h(x) = 2> + 4z — 5. Sabemos que g(x) = /T é

derivéavel em todo ponto z > 0 e que ¢'(z) = F Sabemos também que a fungao polinomial
x

h(z) = 23 + 42 — 5 é derivavel em todo ponto z € R e h/(x) = 3z + 4. Assim, pela regra do
produto, f(x) é derivdavel em todo = > 0 e

fl@) = ¢ (@).h(z)+ g(z).N (x)
= (V) (2% + 4z —5) + V. (23 + 4o — 5)
1
= m(a::g + 42 — 5) 4 /z.(32 + 4)
723 + 122 -5
2V

3.6.7 Regra do Quociente

Se f e g sao derivdveis em um ponto z e g(z) # 0 entao a fungdo quociente S é derivavel em x
e
daf dg
(f)’(m) _ F@)g(x) — f(z).g'(x) d H &t
lg()]? dz g 9*
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De fato,

| [ @
<f> (r) — lm g(x+h;l 9(z)

h—0

1 fle+h).g(x) = flz)g(x+h)

- flg% h’ g(x + h).g(x)
i LS D))~ (@) gla) + I)9(w) — S gl )
h—0 h' g(z +h).g(x)

[f(m+h})b— f(fv)} o(z) — f(z) [g(w+h]1—g(w)]

=% 9@+ h)g(@)
liny [f(w + h}i - f(w)] | | Ty, o [g(w + h})L - g(w)}
B limp, 0 g(z + h).g(x) }Illir%)g(a:) a ilzlg%f(m) limp, 0 g(z + h).g(x)
_ J@)g(x) - fz).9'(x)
[9()]?

Exemplo 97. Vamos usar a regra do quociente para encontrar a derivada de f : R\{1} — R
dada por
23 + 222

r—1

fz) =

Observe que f(z) = pE:E; sendo p(x) = 234222 e q(x) =  — 1 derivaveis em todo ponto = € R.
q(x

Segue da regra do quociente que f(z) é derivavel em todo ponto x € R\{1} e

f’(x) _ p’($)Q(l") —p(x)q’(x) _ (333 + 2332)/(33 _ 1) _ (333 + 2x2)'($ _ 1)/
[q()]? (x—1)2
(32 +4a)(z - 1) — (2% + 22%)(1)
- (w—1)?

a3 + 4x? — 322 — 4o — 2% — 222
2 —2x+1

223 — 2 — 4
2 -2z +1

3.6.8 Regra da Cadeia (Derivada de Fungao Composta)

Sejam y = f(u) e u = g(x) funcoes derivaveis tais que Im(g) C D(f). Entdo, a fungdo composta
y = f(g(zx)) é derivavel e vale a

df _df dg,

Regra da Cadeia. (f(s(x)))' = f/(o())g'(x) on =57 5

Vamos fazer uma prova supondo que g(x + h) — g(x) # 0 para todo h suficientemente pequeno.
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Fixemos z. Usando a definicao de derivada, temos que

(f(g(z))) = lim flg(x+h)) — f(g(x))

h—0 h

=0  g(x+h)—g(x) h
—g'(z)
Além disso:
Flol+0) = flo@) _ . f@) = f@)
O G ) —gr) 1em T y—a f'(a) = f'(g(x)).
Sejam a = g(z) e y = g(x + h). Se h — 0, entdao y — a.
Portanto,
(Flata))y = Jim T2 LI= S0@) SR 20 g (o)
= f(9(x)) —9'(@)

Exemplo 98. Seja h(z) = (z? + 1)'°. Essa funcio pode ser vista como uma composicio:
)

fla)=2" e g(x) = 2® + 1= h(z) = f(g(2)).
Temos
f'(z) =102° e ¢' () = 2z.
Portanto
W(z) = f'(g(2))g' (z) = 10(g(x))” - (22) = 10(2” + 1)” - (22) = 20z(a* + 1)°.
Exemplo 99. Seja h(z) = va3 + 222. Essa funcio pode ser vista como uma composicio:

J(2) = Va e gla) = & + 2% = h(z) = f(g(x)).

Temos .

f'(z) = NG e ¢'(x) = 32* + 4a.
Portanto

1 1 322 + 4z

R (z) = f(g(x))g () = ——— - (32% +42) = ——oo - (32?2 +42) = —~—_.
Note que a derivada nao existe nos pontos = —2 e z = 0.
Exemplo 100. Seja h(z) = P Essa funcao pode ser vista como uma composigao:
x
1
fl) = eglz)= 2+ 1= h(z) = f(g(x)).
Temos 1
J(@) =~ e g(x) = 22
Portanto
1 1 2z
W(z) = f(g9(z))g'(z) = - 2
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3.7 Derivadas das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Seja 1 # a > 0. Vamos determinar a derivada da fungao f(z) = a” usando a definicao de
derivada.

z+h _ .z x(ah_l) ah—l ah_
(@) hli% h hlg}) h h—0 h h—0 h T

Portanto
Derivada da Fungao Exponencial. f(z) =a* = f'(z) = a® Ina.
Exemplo 101. Se f(z) = 2%, entdo f/'(z) = 2% In2.

Exemplo 102. Se f(z) = e”, entdo f'(x) = e* Ine = €.

Ine=1
Exemplo 103. Se h(z) = 5°°+!, entdo h(x) = f(g(x)), onde f(z) = 5% e g(z) = 2% + 1. Como
f'(z) =5% Inb e ¢'(x) = 2z, segue da regra da cadeia que
W(x)= f(g(z)) ¢ (z) =5 . In5 -2z = 2z - 571 . In5 = 10z - 5° - In.

Exemplo 104. Se h(z) = e'/*, entdao h(z) = f(g(x)), onde f(z) = €* e g(z) = 1/z. Como
f'(z) =e® e g'(x) = —1/22%, segue da regra da cadeia que

1/x

W () = f'(g(x)) - g () = @ - (~1/a%) = —

2
Exemplo 105. Se h(z) = 3V, entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = 3% e g(z) = \/z. Como

f(x)=3"In3ed(z)= N segue da regra da cadeia que

1 3213

() = (@) o) =30 3 5o = 2

Vamos usar a regra da cadeia para obter a derivada de g(x) = log, x. Para isso, lembremos
que, como g(x) =log, = e f(x) = a® sao fungodes inversas, entao
f(g(z)) =z, isto é, al®%a® = .
Assim, derivando em ambos os lados da igualdade, temos
f(g(x) - ¢ (x) =1, isto é, a®%a® Ina - (log, x) = 1.

Segue entao que

1 1 11 1
/ — l / — — = — — = — 1 .
g («73) (Oga x) alog.® In ¢ T z lna z Ina T ©8a ©
=log, a
aloga T — o

Portanto
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1
Derivada da Fungao Logaritmica. f(z) =log,z = f'(z) = - -log,, e.

1
Exemplo 106. Se f(z) = logs z, entao f'(x) = — -logse.
x

Exemplo 108. Se h(z) = log;(z3 + 22), entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = log; = e g(z) =

23+ 22, Como f'(x) = = -log; e e ¢'(x) = 322 + 27, segue da regra da cadeia que
x

1 372 + 2z 3z +2
W(z) = f'(9(x)) - ¢'(z) = @) logr e - (327 + 2) = P logz e = PR logy e.
Exemplo 109. A derivada de f(z) = In < ¢ > é
r+1
() 1 e\ z+1 e\ 4+l [(z+1)(e) — (z+1)(e)
e’ r+1 er r+1 er (x+1)2
r+1
o+l [(z+1)ef—e"\ x+1 re®  x
et (x+1)2 et (z4+1)2 z+1

Exemplo 110. A derivada de f(z) = e® % ¢
1
fl(z) =e*™m%(z Inz) = "M%z’ Inz + z(lnz)’) = 10 <lnx +z > =71 4 Inx).
x

Exemplo 111. Vamos calcular a,b € R para que a funcao a seguir seja derivavel em todo R.

@) = {ae_”c2 sexr <1

blnx+1 sex>1.
Para = # 1, temos que f é continua (verifique!) e derivavel, sendo

—2aze™ sex <1

— sex > 1.

Agora, para x = 1, devemos, primeiramente, pelo Teorema 12, ter f continua. Temos:

lim f(z)= lim bln(l) +1=0bInl+1=1= f(1),

r—1t z—1t

2
lim f(z) = lim ae™® =ae !
r—1- T—1-

—z241

e sex <1

Assim, devemos ter ae~! =1, isto é, a =e e f(x) =
blnx+1 sex>1.

Agora, verifique que f’ (1) = —2e fi (1) =b.

—z241

e sex <1

Portanto, devemos ter b = —2 e f(x) =
—2Inz+1 sex>1.
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Inz® _ ea:lna:

Exemplo 112. Para a derivada de f(x) = 2%, escrevemos z¥ = e
regra da cadeia:

e aplicamos a
/
(xz)/ _ (exlnx) — o7 lnw(l 4 ll’l.T) — J;x(l —+ lnx)

exemplo 110 % — etlnz

Podemos usar a Regra da Cadeia para generalizar o exemplo anterior, isto é, calcular a derivada
de uma funcio na forma f(z)9*) onde f e g sdo derivaveis e f(z) > 0. Escrevemos

F(2)9@) = I @7 gg(@)nf()
Pela regra da cadeia, segue que

<f($)g(r)>/ — (eg(m) lnf(x)>l — 9()In f(z) (g(z) In(f(z)))

e portanto,

(#@1) = 1@ (g @ (s + o £ )

f(z)

Por exemplo:

Exemplo 113. Para a derivada de h(z) = (z+1)?**3, chamemos f(z) = x+1 e g(x) = 22+ 3.
Entao, f'(x) =1 e ¢'(x) = 2. Dessa forma:

f'(=)
f(z)

Observagao 45. Em particular, temos a regra da poténcia para poténcias reais: se h(z) = z",
onde 7 € R, temos que h'(x) = rz"~1. De fato, escrevendo

B (z) = f(:c)g(‘”) <g/(az) In(f(z)) + g(z) > = (224 3)(z+ 1)** 2 4 2(z + 1) In(z + 1).

r_ eln(:c") _ rinz

T e

Temos que

(")’

Il
/7~
q]

3
5
8
N—
|
Q]
S
5
8
—~
=3
—
=}

8
~
Il
Q]

5
=
8
/
<
—
<
8
Il
<
S
i
—_

3.8 Derivada da Fungao Inversa

O argumento usado para calcular a derivada da funcao logaritmica pode ser generalizado para
calcular a derivada da inversa de uma funcao.

Sejam y = f(x) uma funcao invertivel e z = g(y) sua inversa, temos que

fl9(y)) =y, Yy € D(g).
Entao, derivando os dois lados em relagao a y, temos

1 —
f'(9(y))

Derivada da Funcao Inversa. Seja y = f(z) uma funcao derivédvel e invertivel em (a,b) tal
que f'(z) # 0 em (a,b). Seja x = g(y) a funcao inversa de f(x). Entao, z = g(y) é derivdvel e

flaw)dy) =1=4¢'(y) =

,()_1_ 1
TV =) ~ Flely)

se f'(g(y)) # 0.
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1
Exemplo 114. Sejay = f(x) = 8z3. A inversa dessa funcio é z = g(y) = 5\/,1] Pelo resultado

anterior, a derivada de x = g(y) é

TP B S 11
T =gy ~ 240(w)? o (%)2 - 6y2/3
2

que também pode ser encontrada usando a regra da poténcia.

Exemplo 115. A questdo a seguir estava na prova opcional de 2017-1.

Considere a funcdo bijetora f : [0, 3] — [~ 21, 5] dada por

f(z) = 2° — 323 — 522 + 5.
Se f(1) = —2 e g é a inversa de f, entdao ¢’'(—2) vale:

-1 -1

2 o b) & o) Q)

N
wl o
—_
W

Vamos resolver essa questdo. Sejam y = f(z) = 2° — 323 — 522 + 5 e z = g(y) sua inversa.
Entao, usando a derivada da inversa, temos que

/ _ 1 e — — .
90 = Fgy =92 P2 ] 7O

Assim, basta calcular f/(1). Temos que
fl(x) =52 =922 — 10z = f/(1) =5—-9—10 = —14.

Portanto

11
@ 14

Exemplo 116. (2016-2) A figura abaixo representa o grafico da derivada f’ de uma fungao
bijetora f.

9'(-2)

Sabendo que o grifico de f passa pelo ponto (5,2), a derivada da inversa de f no ponto 2 é
igual a:
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d) 3 ) =t

a) — b) 3

c)

N
W=

Vamos resolver essa questao. Seja x = ¢g(y) a inversa de y = f(x). Entao

I
f'(9(2)) T 1'(5)

(5,2) no gréficode f = f(5) =2=g(2) =5

/ _ 1 / _
9 = oy 7 2) =

Pelo gréfico, temos que f'(5) = 4, donde ¢'(2) = 1/4.

Vamos ver nas proximas secoes mais exemplos de uso da derivada da funcao inversa.

3.9 Derivadas das Fungoes Trigonométricas

Vamos comegar obtendo a derivada da fungao seno a partir da definigao de derivada, lembrando
que sen (x + h) = senx cos h + senh cos z. Entao, se f(x) = senz,

sen(z + h) —senx

/
z) = lim
f(z) h—0 h
. senxz cosh+senh cosxz —senx
= lim
h—0 h
senh cosx + senz(cosh — 1)
= lim
h—0 h
. sen cosh—1
= lim | cosz seny ———— | = cosx.
h—0 h
—— ———
—1 —0
Portanto
(senz)’ = cosz.
No capitulo anterior, vimos que sen (z + 7/2) = cosz e cos(x +m/2) = —senz para todo x € R.
Assim:

cosx = sen (z + 7/2) = (cosz) = (sen (z + 7/2))".
Para derivar, sen (x + 7/2) usamos a regra da cadeia:
(sen (z + 7/2)) = cos(z + 7/2) - (x + 7/2) = cos(x + 7/2) = —sen z.
Portanto
(cosz) = —senx.

Vocé também pode fazer essa derivada usando a definicao, como um exercicio. Usando essas
derivadas e a regra da cadeia, podemos derivar varias fungoes:

Exemplo 117. A derivada de f(z) = sen (z? + 22) é f/(z) = cos(z? + 2?) - (42® + 27).

Exemplo 118. A derivada de f(x)

cos(e®) é f'(x) = —sen (&%) - €.

Exemplo 119. A derivada de f(x) = sen (cos(Inx)) é

f'(z) = cos(cos(Inz)) - (=sen(Inz)) - (1/z) = — cos(cos(Inz)) - (sen (Inz))

T




3.9. DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS 119

As derivadas das demais fungoes trigonométricas podem ser obtidas usando as regras de de-
rivagao, por exemplo:

sen x (senz) cosz — (cosx)'senx  cos?x + sen %z 9
tgxr = tga: = 3 = 5 = pp =sec” r,
COS T T COS“ T COS“ X T COS
usando a regra do quociente s2 x + sen 2x=1

_9 , senzx senz 1
(cosz) " (cosx) = —5— = =tgx secx.
cos?T  COST COST

= (secr)’ = ((cosz)~

COS ™ T
a

usando a regra da cadeia

secxr —

Como um exercicio, vocé deve provar que
/
(cotg )’ = —cossec %z,
/
(cossec x)’ = —cossec x cotg .

Exemplo 120. A derivada de f(z) = tg (z® 4+ 2%) é f/(z) = (32% + 2% In2) - sec?(z® + 27).

1
Exemplo 121. A derivada de f(z) = cotg <a:+> é

r—1
1 ' 1 ) (x—1) — (z — 1) 1
o) = e (1) (221) T_cosse@(z;).w CEVEENTES)
regra da cadeia regra do quociente

2 cossec LH
o cossec? r+1 r—1l—2z—-1Y\ r—1
B r—1 (x —1)2 B (x —1)2
Agora, para as derivadas das funcoes trigonométricas inversas, vamos usar a derivada da funcao
inversa vista na secao anterior.
Temos que y = arcsen z, para todo = € (—1,1) se e somente se z = seny. Assim,
1 1
(arcsen )’ = = :
(seny)  cosy

Devemos entao determinar cosy em funcao de x. Temos que:

sen2y+c082y:1:>(3052y:1—sen2y:>cosy: \/1—sen2y:\/1—:n2.

y = arcsenx = cosy > 0 T =seny

Portanto: )

)
V1—2a2
Observagao 46. Observe que nao existem as derivadas de arcsen x nos pontos x = £1 e, como
pode ser visto no gréfico, as retas tangentes nesses pontos sao verticais.

(arcsenz)’ = para —1 <z <1.

Analogamente, pode-se provar, para —1 < x < 1, que
-1
Para a derivada de y = arctgx, repetimos o processo:
1 1
sec2y T 1+tg2y T 1422

(arccosz) =

(arctgz)’ =

sec?y —tgly =1
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2
Exemplo 122. A derivada de f(z) = arcsen (22 + 1) é f/'(z) =

T /1-(@rr12
Exemplo 123. A derivada de f(x) = arctg (Inx) é

1 1

, 1
:m-(lnm): =

' 1
Fz) 1+ (nz)? =z 2(1+ (nz)?)

regra da cadeia

Como exercicio, vocé deve provar as derivadas das demais fungoes trigonométricas inversas:

1
I_
(arcsecx)’ = 7133\@7 |x| > 1,

-1

/_

(arccossec x)’ = ﬁlm, |z| > 1,
-1
t = .
(arccotg x) 2

3.10 Derivadas das Funcoes Hiperbdlicas

As derivadas do seno e do cosseno hiperbdlicos seguem facilmente da derivada da fungdo expo-
nencial de base e:

T _ -z 6% 4 =T
senhz = = (senhz) = = coshz,
(e7%) = —e™* pela regra da cadeia
X —X x x
e te et —e
coshz = 5 = (coshz)’ T = senh .
(e7*) = —e~7 pela regra da cadeia

J4 as derivadas das demais fungoes seguem das regras de derivagdo, por exemplo:

_ (senhz)" coshz — senh x (cosh z)’
T cosh? 2

(tghz)’

usando a regra do quociente

2 2 2
cosh” x — senh “x senh “x
= 5 :1—72:1—tgh2a::sech2:c.
cosh” x cosh” x

Vocé pode fazer o mesmo para as demais funcoes hiperbdlicas

(cotgh )’ = —cossech 2z,

(cossech z)" = —cotgh x cossech

(sechz) = —tgh zsech .

Exemplo 124. A derivada de f(x) = senh (2 + 3) ¢, usando a regra da cadeia,

f'(z) = 32* - cosh(z® + 3).
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Exemplo 125. A derivada de f(x) = sech (2x) é, usando a regra da cadeia,
f'(x) = —2tgh (2x)sech (2z).
Exemplo 126. A derivada de f(x) = In(tgh (3x)) é, usando a regra da cadeia duas vezes,

2sech 2(2x)

- 9sech 2(2z) = 20 12T
sech “(2x) tah (32)

, _ 1
F) = e G

Exemplo 127. A derivada de f(x) = cotgh (1 — 2?) é, usando a regra da cadeia,

f'(x) = —cossech ?(1 — 23) - (=3z?%) = 322 - cossech (1 — z%).

Para as fungoes hiperbodlicas inversas, usaremos novamente a derivada da funcao inversa, além
das identidades hiperbdlicas.

Por exemplo, dado y = argsenh z, temos que x = senhy e

, 1 1 1
(argsenhz) = = =
(senhy)  coshy T 1+ :c2
sh

y —senh 2y = 1 = cosh?y = 1 + z?

Para o cosseno hiperbdlico podemos fazer analogamente, tomando apenas cuidado com o dominio,
que é D(coshx) = [1,400):
1 1 1
(argcosh z)" = = = se x > 1.

(coshy)’  senhy T N

cosh?y —senh?y =1 = senh?y = 1 — 2

As demais derivadas das fungbes hiperbdlicas inversas podem ser obtidas analogamente:

1
tghz) = ——
(argtgha)’ = 7—s

(argsechz) = ———, 0 < z < 1,

(argcossech z)" =

70,
Mvﬂ

(argcotghz)’ = |z| > 1.

1—a2’
Exemplo 128. A derivada de f(x) = 22 - argcosh (22) é

f'(x) = (z*)" argcosh (2?) 4 2% (argcosh (z2))’

regra do produto

2 2 3
= 2z - argcosh (2°) + 2% - 2 9. argcosh (z%) + .
at—1 xt—1

regra da cadeia em (argcosh (z2))’

Exemplo 129. A derivada de f(z) = argtgh (sen (3z)), usando a regra da cadeia, é
1 , 1 3
1 —sen?(3z) (sen (32)) T cos?(3z) 3 cos(3z) = cos(3z)

sen 2(3z) + cos?(3z) = 1

() =
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3.11 Tabela de Derivadas

A seguir, apresentamos um resumo do que foi discutido nas seg¢oes anteriores em forma de uma

tabela de derivadas.
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Funcao Derivada Funcao Derivada
f(x) +g(x) f'(x) +9'(x) flg(x)) f'(g(x))  g'(z)
f(z) f(@)g(x) — f(2)g'(x)
f(@)-g(x) | f(2)g(x) + f(x)g'(x) =
9(x) %g(ﬂf))2
a” a® Ina log, = — log, e
X
T
sen x cos T arcsen x —
\V/ 1 —1 5132
cos —senx arccos —
\ 1 1— fEQ
t 2 t
g sec” x arctg x 11+x2
sec tgx secx arcsec —, 7| > 1
g PN |z|
—1
cossec —cotg x cossec arccossec —, 7| > 1
g PN |z|
—1
t — 2 t -
cotg cossec “x arccotg x 7 +1x2
senh x cosh x argsenh x —_—
& \1/ 1+ 22
cosh x senh x argcosh —x>1
o=t
tehx sech 2z argtgh — |zl <1
1 I $2
sech x —tghxsechx argsech x _7,0<x<1
g g =2 %2
cossech x —cotgh x cossech x argcossech x S ,r#0
i i lz|va? +1 4
T
cotgh x —cossech 2z argcotgh x T2 lz| > 1

3.12 Derivadas Sucessivas

Vimos que dada uma funcao f(z) diferencidvel, podemos definir a fungao derivada f’(x).

Se essa funcao f’(z) for também diferencidvel, definimos a derivada seqgunda de f(zx) (ou derivada
2

dz?’

Se a derivada segunda f”(z) for diferencidvel, podemos definir a derivada terceira de f(x) (ou
ou F
dx3’

Em geral, se a n—ésima derivada de f(z) existe e é derivavel, podemos definir a (n + 1)—ésima
n+1

d$n+1’

de ordem 2), denotada por f”(x) ou como sendo a derivada de f'(z).

derivada de ordem 3), denotada por f"”(z) como sendo a derivada de f"(z).

(ou derivada de ordem n+1) de f(z), denotada por f(*+1)(z) ou como sendo a derivada

de f((z).
Exemplo 130. Seja f(z) = x°. Temos:

f'(z) = 5a*
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f"(x) = 2023
f//l(x) — 60562
FD(z) = 1202

O (z) =120

M (z) =0, se n > 6.

Nao necessariamente existe ng € N tal que f () () = 0 sempre que n > ng, COMO Veremos a

seguir.
Exemplo 131. Seja f(x) = senz. Temos que
f'(z) = cosx
f"(z) = —senx
f"(x) = —cosx

f@(z) =senx

x

Exemplo 132. Seja f(z) = ¢®. Temos que f™ (x) = e para todo n > 1. Agora, se f(z) = a
paraa >0, a # 1, a # e, temos que

f(x) =a" -Ina

f'(z) = a® - (Ina)?

f”’(x) = q* . (ln a)3

f™(z) = a® - (Ina)™, para todo n > 1.
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3.13 Derivacao Implicita

As fungoes que trabalhamos até agora foram dadas explicitamente, isto é, eram funcoes cujas
expressoes y = f(x) eram conhecidas e podiam ser usadas para calcular f(z) para cada x do
dominio. Além disso, era possivel calcular f’(z) usando as regras vistas.

Porém, algumas fungoes podem ser apresentadas de forma implicita, o que veremos a seguir.
Exemplo 133. Consideremos a fungao y = f(z) dada pelas solugoes da equagao
y3 +x=2.

Vemos que para cada x € R, existe um tnico y € R tal que o par (z,y) satisfaz a equagao dada.
Esse y pode ser conhecido facilmente:

Prr=2<+= y’=2—2 = y=v2—2z.
Isso significa que a funcdo dada implicitamente por y> + = = 2 pode ser dada explicitamente

por y = /2 — x, bastando isolar o y.

Em geral, dizemos que y = f(x) é uma fungao definida implicitamente por uma equacao em x
e y quando o par (z, f(x)) satisfaz essa equacao.

Porém, nem sempre conseguimos explicitar uma funcao dada implicitamente.

Exemplo 134. Consideremos a equacio =2 + 3% = 1.

Sabemos que as solucoes dessa equagao representam um circulo de raio 1 centrado na origem,
o que nao é uma fungao, pois cada x € (—1,1) se relaciona com dois valores de y € [—1,1].
Podemos, no entanto, encontrar véarias fungoes que satisfazem essa equacao, como por exemplo:

fo(x) = —/1— 22,
V1—22, se0<2<1
—V1—-22%2 se —1<x2<0,

(@) —V1—122se1/2<z<1
€Tr) =
! V1i—a2,se —1<z<1/2.

N
&
I
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Vamos determinar a derivada no ponto de abscissa = 1/2 em cada caso. Por exemplo, usando
— ~1/2 -1
x) ou f3(z), a derivada em (1/2,v/3/2) é dada por ———, = —. Ja
com as fungdes fa(x) ou fi(z), o ponto de coordenada z = 1/2 é (1/2,—+/3/2). A derivada de
x 1/2 1
V1— 22’ \/3/2 N V3

derivada em z = 1/2 pois nao é continua nesse ponto. Isso nos dé a ideia de que a derivada no
ponto de abscissa 1/2 depende da expressao explicita da fungao.

isto é, vale

f2(x) nesse ponto é dada por isto é, vale . J& a funcado f4(z) nao possui

Porém, quando a funcao é derivavel, podemos calcular essa derivada sem explicitar a funcao.
De fato, voltemos & equagdo 2% + y? = 1 representando implicitamente uma fungao y = f(x),
isto é:
2 2_q
z”+ (f(x))” = 1.

Podemos derivar essa expressao em ambos os lados:
P4 (F@) =1 = 20+ 2/ (@) (2) =0 = f(@)f () = 2 = /(@) = = = —

regra da cadeia em (f(z))?

Vamos usar essa expressao para calcular novamente as derivadas no ponto de abscissa z = 1/2
nos casos de f(z) igual a cada uma das fungoes derivéaveis fi(z), fa(z) e f3(x) vistas acima.
Para f(z) = fi(x) ou f(z) = f3(x) o ponto correspondente é (z,y) = (1/2,1/3/2) e dai:

gy~ _ Y2 -1
M= =Ap=

Para f(x) = fo(x) o ponto correspondente é (z,y) = (1/2, —/3/2) e dai:

—x  -1/2 1
fla) = =% = _—
vy  —V3/2 V3
Note que foram os mesmos valores obtidos anteriormente quando derivamos as expressoes
explicitas das fungdes. Isso significa que podemos obter a derivada de f(z) (quando f(x) # 0)
sem conhecer explicitamente f(z).

Esse processo, chamado derivacdo implicita, pode ser feito para qualquer funcao derivavel dada
implicitamente por uma equagao. No que segue, quando dissermos que uma funcao é dada
implicitamente por uma equagao, iremos admitir que essa funcao é derivavel em todos os pontos
onde essa derivada puder ser definida. Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 135. Seja y = f(x) dada implicitamente pela equagao

In(y) +y* = 2.

Nao é dificil ver que nao conseguimos uma expressao explicita para y = f(z). No entanto,
podemos derivar ambos os lados da igualdade:

In(/()) + (f(2))® = () + 20 (2) f (&) = 20 = '(x) (1 n 2f(w)> —

22—
T f(z) f(x)

regra da cadeia em (f(x))? e em In(f(x))

2z f(x)

=IO = 5Gwe
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Exemplo 136. Vamos determinar a reta tangente ao grafico da funcao y = f(z) dada implici-
tamente pela expressao

eV +ry =z
no ponto (1,0). Como y = f(x), temos

e 4z f(x) = V.
Notamos que g(z) = ef (#) 6 uma funcéo composta cuja derivada, usando a regra da cadeia, é
g'(x) =/ f'(x).

Assim:

IOt f(2) = Vo = SO (@) + f(z) + 2 f(x) = ENG

derivando ambos os lados

Quando x = 1, temos:

SO F() + F(1) 4+ /(1) = 5 = W)+ F(1) = 1/2 = 27(1) = 1/2 = f'(1) = 1/4:

NN

f=o
Logo, o coeficiente angular da reta tangente a curva em (1,0) é 1/4 e, entdo, a reta tangente é:
—x+4y = —1.
Exemplo 137. A questao abaixo estava em uma prova de 2016-1.

O coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da fungao definida implicitamente por arctg (y)+
Y
x
a

= x — 1 no ponto de ordenada y = 0 é:
-1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

~—

Vamos resolvé-la notando que y = f(x) satisfaz

arctg (f(x)) + ff) =z—1.
Notamos que, pela regra da cadeia:

(et () = s
Assim: , )

derivando ambos os lados

Queremos determinar a derivada quando f(z) = 0, assim, podemos simplificar a expressao
0

anterior:
o) af@ -l o, I@
L () . ’

Ainda, voltando & expressao inicial, quando f(z) = 0, temos que z = 1 (usando que arctg (0) =
0). Portanto, obtemos

=1.

!
1
ro+ T o= =1
Exemplo 138. A questao abaixo estava em uma prova de 2015-2.

= 1/2. Se f(1) = 1, entdo a

A funcao diferenciavel y = f(x) satisfaz a equagao cos(n:_—y)

derivada da funcao f em x =1 é:
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a) -1 b) 0 c) 1 d) -1/2

Vamos resolvé-la. Para isso, notamos que y = f(z) satisfaz:
cos(z — f(x))
z + f(x)

Derivando ambos os lados da igualdade, temos:

(cos(x — f(x)))"(x + f(x)) — (x + f(x))’ cos(x — f(x))
(x4 f(2))?

=1/2.

_, —sen(e— f())(1 ~ f@))(@ + f(z)) = (1 + f'(x)) cos(z — f(x)) _

=0

(z + f(x))?

regra da cadeia

Queremos determinar a derivada em x = 1, isto é, f'(1). Temos:

—sen (1 — f(1))(1 - f(1))(A + f(1)) — (A + f'(1)) cos(1 = f(1)) _

(14 f(1))?

127

Pode parecer uma expressao horrivel, mas voltemos ao enunciado, que diz que f(1) = 1, isto

é,1— f(1) =0. Assim:

0
—sen =) (1~ £+ F(1) = (4 F) eosE—TT)_ 1= () _,

1+ f(1))?

Portanto, f/(1) = —1.

3.14 Exercicios

1. Determine a derivada das fungoes a seguir.

1 21100
(a) f(z) = 0 fl@)=(1—a%)
T (m) flx)= Va3
() f(z) =va+ - +a° (n) f(z) =22 - Va2 —3
(c) f(z) = 12220 + 142* + 132 (o) flx)=vVa?4+z+1
(@) f() = (p) f(z) = VP +a+ o +1
5;1 (a) f(z) = (2® +Va+ 1"
(e) f(z)= e (r) f(z) =27+
() f(z) = 510z (s) flz) = 10§(w5 +a*)
®) 1= " W pw = e
L (w) f(x) = 27"
() fr) = Vi @4 at$8042) () f(a) = In(sena)
() fa) =" (w) f(r) =273
' Jz (x) f(z) =Inz-senx
(G) f(z)= B2l (y) f(z)=eV®
k) f(x)=vVor+1-Jz -1 (z) f(z)=4x2e”
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2. Determine a derivada das fungoes a seguir.

(2) fla) = —— (n) flz)=ve-1-Vr+1
(b) f(x) = e*(\/z + secx) (0) f(z) = (Inz+ x)’

nc Inx
(© f@)= 5 () fla) = —
(d) f(z) = cos(Vx) (a) f(z) = sen(a*+ 32)
(e) f(z) =1In(4x — 2) (r) f(x) = cos(In(z?))
() f@) = (o" =325 + D (5) flx) = g (2>~ 2)
(g) f(x)=sen (Cols(ez)) (t) f(z)= 9(In(cos x))
(h) f(z) = V2t o1 (u) f(z)=2a"

4 1 T

0 @ = (555) () fix) = 5108 (12 (3))
() fla) =85 (%) £0) = 5oz

_ 1 —cosx
 1+cosz

3. Verifique se a funcao f(x) = 3x|z| é derivdvel no ponto x = 0.

4. Considere a fungao f(x

rsen (%) sex #0

. Encontre f'(z) para x # 0 e mostre
0 ser =0

-|

que f(z) é nao derivavel em x = 0.

5. Mostre que se f(z) é uma fungio par (fmpar) entao f’(x) é impar (par).

: _ gt . :
6. Considere a funcao f(z) = n em que a é uma constante real. Determine os valores
x+a
1
de a para que f/'(1) = 5

7. Encontre a derivada da

8. Sabendo que f(2)

(a) ¢'(2), onde g(z)
(b) h'(2), onde h(z)

(c) ¢'(2), onde q(z) =

3x + 2
r+1

3
funcao f(x) = ( ) nos pontos 0, —2 e 2.

1, f(8) =5, f'(2) =T e f(8) = —3 encontre

[f ()]
fa®).
9(z)

h(z)

sendo h(z) e g(x) como acima.

9. Seja f(x) = sen (2z). Ache todos os valores de x € [0, 27| tais que f’(z) = 0.

10. Determine a reta tangente ao grafico da fungao no ponto de abscissa xg indicado.

e&C

@v=1re

-1 (c) y=B—2®)*/br—4, x0=1.

14+
(b) y =" o =m7/2. (d) y=1n< ) x = 0.

1—=x
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Calcule as derivadas até 3* ordem das fungoes y = f(z) a seguir.

(a) y=3z% 22 +5 (c) y =log(z +2) () y= 2296
. ; a1 w2—1
(b) y=- @D y=773 () y = e

Sejam f : R — R derivavel e g(z) = f(tgz). Calcule ¢ <%) supondo que f’ (1) = 2.

Determine os pontos em que a funcao a seguir é derivavel e calcule a derivada nesses
pontos.

(z + 3)? se x < —2,

22 -3 se =2 <z < -1,

0 se —1 <z <0,
flx) = q 22 se 0 <z <1,

COS<$i1> se l <x <2,

20 — 3 se r > 2.

\

Determine os valores de x € R para os quais a funcio f(z) = 2z + |22 — 2| é derivével.
Determine a derivada nesses pontos.

E possivel determinar a,b € R de forma a ter a funcao a seguir derivavel em R?
1
ar +— sex < —1,

x
f(z) = 22 +br se—-1<ax<l,
log(z?) se z > 1.

Determine a, b, ¢ € R tais que a funcao a seguir seja derivavel em todo seu dominio.

sen 2x se x <0,

fl)=Rar’+b se0<z<c,

Inz se c <.
Calcular a, b, c,d € R para que a fungao seja derivavel em todo R.
axr® +br, sex < —m;
f(x) =< cosz, se —m < x <,
cx® +dz, sex > .
Exercicios de provas anteriores
(2017-1) Sejam a,b € Re f: R — R a fungao definida por

fz) =

ebz sexr <a
r—a+1 sex>a.

O valor de a + b para que f seja derivavel em R é:
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20.

21.
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c) 2 d) -1 e) -2

a) 0 b) 1
(2017-1) Sobre a funcao f(z) = €“** + x, podemos afirmar que:

c) f/(0) < f(0) < f"(0) ) f7(0) < f'(0) < f(0)
d) f7(0) < f(0) < f'(0)

a) f'(0) < f"(0) < f(0)
b) f£(0) < f"(0) < f'(0)

3
1
2014-2 erivada da funcao f(zr) = ——— em x = 2 é:
(2014-2) A derivada da funcio f(z) ‘”+$f :
x‘ —
a) 0 b) 1 c) 2 d) 7 e) 11
2014-2) Considere a funcao f : —E, T definida por
272

se z € (0,7/2)

_Jtgw,
fa) = {a$+ b, sex € (—m/2,0],

sendo a e b constantes reais. Podemos afirmar que o valor da soma a+ b para que a fungao
f seja derivavel em x =0 é:

a) -2 b) -1 c) 0 d) 1 e) 2

(2015-2) Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = ax? + bz , sendo a e b constantes

reais. Sabendo que a tangente a curva y = f(x) no ponto (1,5) tem inclinagao m = 8,
podemos afirmar que o produto ab é:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

23. (2015-1) Na figura abaixo estao representados parte dos graficos de uma fungao derivavel

f:R — R e da reta tangente g a curva y = f(z) no ponto de abscissa 0.

A equagao da reta normal a curva y = f(x) no ponto de abscissa 0 é:

c)r—y—3=0 e) +3y+3=0

d) z4+y—-3=0

a) t+y+3=0
b) z—y+3=0

24. (2016-2) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao y = f(x) definida

implicitamente por (1 + cos(x?y?))? + 2 +y = 5, no ponto de ordenada y = 0, é igual a:
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a) -1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

(2016-2) A derivada da funcio f(x) = arctg (222 + 1) em x = 1 é igual a:
a) 1 b) 0 ¢) -1/2 d) 1/10 e) 2/5

(2016-2) Considere a funcao f(z)

224+1 se >0
e ® se x<0.

E CORRETO afirmar que:

a) f1(0) = f.(0) =0. c) fi(0)=f(0)=1. e) f1(0)=0e f (0)=—1.

b) fL(0)=Te f(0)=—1.d) f,(0)=0c f (0)=1

(z—1) <
(2017-1) Considere a funcao f(z) = { ¢ se r <1,

Se f'.(1) =a e f| (1) = b podemos afirmar que:

a) a>b b) ab>1 c) |a| =10 d) ab”t <0 e) 2a="0
(2017-1) A derivada da fungdo f(x) = sen (In(2z)) em z =1/2 é:
a) 1 b) 2 c) 1/4 d) —1 e) 1/2

(2017-1) Seja a uma constante real positiva e seja f uma funcdo derivavel em z = a.

O limite ili\l}t “W é igual a:
/ / 1, 1, a .,
) 2af@ D) Va@ g ) a) @) { £(a)

(2016-1) A derivada da funcio f(z) = In(z? 4+ 1) em z = 1 é igual a:

a) 1 b) 0 c) 1/2 d) In2 e) 2
(2015-2) A derivada segunda da funcao f(z) = x - arctg (3z) em z =0 é:

a) 6 b) 3 c) 0 d) -3 e) -6

(2010-1) A inclinacdo da tangente & curva definida pela equacio y® + y? — 5y — 22 = —4
no ponto (2,0) é:

a) —2/5 b) 2/5 ¢) —4/5 d) 4/5 e) 0

(2010-1) A derivada segunda da fungao f(z) = In (1 i e$> é

1 -1 e’ —e® e) 0

Yite  Pive  Yarer Y arer

3

(2010-1) Sejam f(x) = arctgz e g(z) = senz. A derivada da funcao composta (f o g)(z)
é:
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CoS T senx sen x Ccos T cosx
b) 2 C) 2 d) 2 e) 2
sen<x + 1 cos*xr+1 sen‘x + 1 cos*xr+ 1

a)

senz + 1

Inx
35. (2013-1) A equacgao da reta tangente & curva y = — no ponto de abscissa 1 ¢ dada por:
e

(z +1) d) y=—e(z—1)
1

=e(x—1) e)y:g(az—l)

W) y=—(z-1) b) v
Yy

36. (2013-2) A soma das constantes a e b para que o grafico da fungao f(z) = a +bsen?(z/2)
e a curva definida implicitamente pela equagao y cosx + zy = bmx tenham a mesma reta
tangente no ponto (7/2,5m) é:

a) 10 + 57 b) 10 — 57 c) bm — 10 d) 20 e) bm
37. (2013-2) Sabendo que f é uma fungao derivével com f(0) =0 e que
g(z) = 2(x = 1)* + (f(z) + 1)

é a fungao constante igual a 5, entao f/(0) é igual a:

a) -2 b) 2 c) -1 d) 1 e) 0

38. (2013-2) A derivada de f(z) = arctg (g(g(z))) em x = —1, sabendo que g(—1) = —1 e
J(-1)=4,é
a) 0 b) 2 ¢) 4 d) 6 c) 8

3.15 Respostas dos Exercicios

1.

(a) =1/(z+1)? (o) (2z+1)/2Vz2 +z+1)
(b) (/2 4 62% — 4)/(223) (p) (32 +2z+1)/(3(z® + 22 + z 4 1)2/3)
(c) 24019 + 5623 + 13 (@) 10322 4+1/(2vVz F 1)) (=® + vz +1)°
() _4;16%/4 (r) 207 +251n 2
(e) (352°/2)/2 (s) loge (bz +4)/(x% + )
() (5(2/3)%/%) /223 (t) (267 (@2In(e2) + 1))/
(g) (1 _552)/(902+1)2 (u) 2%°"% cosz1n2
(h) (11z® +92* + 9z + 2)/(2v/7) (v) cotg
(i) (@*—2z—2)/(x—1)? (w) 6°In6
0] (_5903 — 322 + 1)/(2\/5(353 +z? + 1)2) sen x
&) (5z —1)/(6(z — D2/3/T 1) (x) s Inz cosz
(1) 200z(x? —1)%9 ev®
(m) 1/2(/7=3) SUENE
(n) z(2—-1/v22-3) (z) 4e*z(z + 2)
SR © 55
1 (f) 20x(2z2 — 3)(z* — 322 4+ 7)°
(b) e"(Va +secz) +e” (ﬁ +tgw sec x) (g) —e®sen (e*) cos(cos(e®))
22 — 222w+ 1 (h) —(2z+1)/(3(2z2 + = +1)%/3)
(c) T @ 1E ) Az + 1)3 (22 +22 —1)

sen (y/x (x2 +1)5
C 2\(/\5[) (j) 832" ~1(6z)ln8 =3 29"~27 In8
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2
x2 -1

(k)

)

1
Vo) /@ + (@ +1)?
2¢2* (zIn(2?) + 1)
x

(m)

1 1 1
() 5 (x/:v— 1 B \/a:—|—1>
3(Va +2)(v/ + Ina)?
(0) o

() e *(1 ; zlnx)

(@) (2z 4+ 3) cos(z(x + 3))

Sim.

f'(z) =sen(1/x) — w se

x #0.
flx) = f(-z) = f'(z) =
a=-14++v2

F1(0) = 12, £/(2) = 64/27, f'(—2) = 48

—f'(=z) e —f(z) =

(r) -

(s)
(t)
(w)

(w) -

(%)
()

f(=2) = —f'(z) = —f

133

2sen (In(z?))
z
2 sec?(z2 — 2)
—In(2)tg (z)2m(cos ©)
z*(Inz + 1)
loge
2

cossec

(1 + cos? x)
2sen 3z

32

4 —z6

sen €©5(*) (cos x cotg & — sen z In(sen z))
2sen
(cosz + 1)2

(=)

(a) 14 (b) -36 (c) 106/25
w/4,3w/4 e b /4.
(a) y=-e/2 b) y== (¢) 3y =—1122+ 160 (d) y==
(a) f'(x) =6z —2, f"(x) =6, f"(z) =0
(b) f'(z) = —1/a?, f"(z) =2/a%, f"(z) = —6/a*
(c) f'(z) = (loge)/(x+2), f"(z) = —(loge)/(z +2)%, f"'(z) = (2loge)/(z + 2)°
(d) f'(z) =4/(x+3)% f"(z) = =8/(x +3)%, f"(x) = 24/(z + 3)*
(e) f'(z) =—(2(z® +1))/(2? = 1)?, f"(z) = (da(a? +3))/(z* = 1)3, f"(2) = —(12(a* + 62% +1))/(z* — 1)*
(f) f'(x) = =22 %senzx, f"(x) = —2e2°°5%(cosz + cos(2x) — 1)
' (z) = 862 cosTgen 3 4 22 %S Tgen ¢ + 12e2 %5 sen x cos
4
2(z + 3) se x < —2,
2z se =2 <z < —1,
0 se —1 <z <0,
() =9 22 sed <<,
sen (mil) (z—1)"2 sel<z<?2,
2 se x > 2.
Fla) = 2x + 2, se z € (—00, —v/2) U (v/2, +00)
T l-22+2, seze€ (—v2,v/2)
Nao
a= 1 ,b=0,c= el/?
2¢’
1 2 1 -2
a:ﬂ—27 :;,c:;ed:7
b) 21. d) 24. a) 27. a) 30. a) 33. d) 36. a)
e) 22. e) 25. e) 28. b) 31. a) 34. d) 37. b)
c) 23. ¢) 26. e) 29. a) 32. ¢) 35. e) 38. e)



