Capitulo 3
Derivadas

Este capitulo é sobre derivada, um conceito fundamental do Célculo que é muito 1til em problemas aplicados. Este conceito
relaciona-se com o problema de determinar a reta tangente a um ponto do grafico de uma fungéo que foi visto no capitulo
3. Iniciaremos nossa discussao tratando deste problema.

3.1 O problema da reta tangente

Seja P(xo, f(xzo)) um ponto sobre o grifico de uma funcdo continua f(z). Dado um ponto Q = (z1, f(z1)) do gréfico,
distinto de P, seja s a reta passando por P e Q. Esta reta é dita secante ao grafico pois o secciona nos pontos P e Q. O
coeficiente angular desta reta é dado por

_ f(@) = f(zo)

1 — o

Considerando @ como um ponto mével, quando 1 — z¢ temos @ — P. Consequentemente, a reta s varia de posigao (ver
figura). A reta tangente ao grafico de f(z) no ponto P é definida como sendo a posi¢do limite de s quando x1 — xg e seu
coeficiente angular, denotado por m, é dado pelo limite do coeficiente angular das retas secantes s quando x; — zo, ou
seja
z1) — f(z
m= lim fx1) = f(wo) (3.1)

T1—T0 Tr1 — X

Se o limite acima existe, entdo existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto P e esta reta tem equagao
(y = f(zo)) = m(z — z0).

Mas, pode ocorrer deste limite ndo existir e neste caso temos duas possibilidades: ou a reta tangente ndo pode ser definida,
ou a reta tangente é uma reta vertical. Este dltimo caso ocorre quando o limite é +0o. Nos exemplos a seguir vamos
ilustrar todas estas possibilidades.

Exemplo 73. Para verificar se existe reta tangente ao gréfico de f(z) = i no ponto P = (1, f(1)) = (1,1) calculamos o

limite

1
- -1
— f(1 1-— —1
A GO Rl A0 RS MO VS el SO e
z—1 rx—1 z—1 ¢ —1 z—1 g:(m—l) z—1

Como o limite existe e vale —1, existe a reta tangente ao gréfico de f(x) no ponto P e sua equagdo é

(y—1)=-1(z—-1) & y=—-z+2

(veja figura 3.1).
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~

Figura 3.1: Reta tangente ao grafico de f(x)

= - no ponto P = (1,1).

Exemplo 74. Para verifcar se existe uma reta tangente ao grafico de f(z) = ¥/z no ponto P = (0, 0) calculamos o limite

Cj@ -0 . Ya-o0 . Ym -
lim —————~ = im = lim — = lim —~ = +o0
z—0 z—0 z—0 x—0 z—=0 z—0 z2/3

Como o limite é 400, a posigao limite das retas secantes é a reta vertical x = 0, isto é, a reta tangente passando por P é a
reta vertical z = 0 (veja figura 3.2).

Figura 3.2: A reta tangente ao gréfico de f(z) = /2 no ponto P = (0,0) é uma reta vertical.

2 <1
Exemplo 75. Considere a funcdo f(z) = x2, T 60 ponto P = (1,1) do seu grafico. Temos que
z¢—4dr+4, sex>1
— f(1 2 _
L @)~ f) -

= lim
r—1— r—1

z—1— x—1
i {@ = D)
z—1t z—1

= lim z+1=2

rz—1—

2 _dr4+4-1 2 _4zx+3
fim oA Am L T AR s 3= 2
1+ x—1 z—1+t r—1 z—1t

z) — f(1
Como os limites laterais sdo distintos, ndo existe o limite lim f@) = (1)

Ainda, ndo existe a posigdo limite das retas
z—1 x—1
secantes. Logo ndo existe a reta tangente ao grafico de f(z) no ponto P = (1,1).

Figura 3.3: Nao existe reta tangente ao grafico da fungao f(x) do Exemplo 75 em P = (1,1).

3.2 Derivada de uma funcao em um ponto

Definigdo 31. Uma fungao f(z) é derivavel ou diferencidvel em um ponto zg € D(f) se existe o limite

ooy = Jim, HELZIE0).

(3.2)

Se este limite f/(xo) existe ele é chamado de derivada de f(z) no ponto zg. Se o limite f/(z¢) nao existe, dizemos que
f(x) é ndo derivavel ou nao diferencidvel em zg.
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Observagdo 39. Pela discussio da secdo anterior, dizer que f(x) é derivdvel em xg é o mesmo que dizer que existe a
reta tangente ao gréfico de f(x) no ponto (zo, f(zo)) e que esta reta ndo é vertical, sendo o seu coeficiente angular igual a

f'(wo)-

Exemplo 76. Considere a fungio f: R — R, f(z) = x2

_ 2_ _
FR) = tim 1@ @) 2t @2 DEHD) g
T—2 r— 2 r—2 ¢ — 2 r—2 r— 2 r—2

Portanto f(z) é derivdvel em z =2 e f/(2) = 4.

Exemplo 77. Considere a fungio f : R — R, f(z) = x3, temos

_ 3 _
f/(0) = lim f@) = £0) = lim 2 0 = lim 22 = 0.
z—0 xz—0 z—0 x —0 r—0

Portanto f(z) é derivdvel em z =0 e f/(0) = 0.

Observagao 40. Fazendo a mudanga de coordenadas h = x1 — o vemos que 1 — xo implica em h — 0, logo a derivada
de uma funcdo f(x) em um ponto xg pode também ser expressa pelo limite

f/(xo) = i{iglo M (3.3)

Exemplo 78. Considere a fungdo f: R — R, f(z) = 3z. Observe que

44+ h)— f(4 3(4+h) —12 3h
f'(4) = lim fa+n) = f4 = lim (4+h) = lim — = lim 3=3.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Portanto f(z) é derivdvel em x =4 e f/(4) = 3.

3.3 Derivada como Funcao

Definigao 32. Considere uma fungdo f(z). A fungdo f’ definida pela férmula

flx+h) = f(=)

/ — 1
(=) Jim, h

é chamada derivada da fungido f com relagdo a z. O dominio da derivada f’ é o conjunto dos pontos =z € D(f) para
os quais existe o limite f/(x).

d
Observagdo 41. A derivada de uma fungdo f(z) com relagdo a x também é denotada por d—f (notagdo de Leibniz).
i

Defini¢gao 33. Quando f(z) é definida em um intervalo aberto e possui derivada em todos os pontos deste intervalo,
dizemos que f(z) é uma fungao diferencidvel ou derivavel.

Exemplo 79. Considere f: R — R, f(z) = 22. Dado qualquer = € R temos

h) — 2 1 2. h+ h2 — 22
f'(z) = lim ferh) =@ o, TH2mhth e
—0 h h—0 h
2x.h — h?
TNl L TN S A
h—0 h h—0

2

Portanto, f(x) é derivdvel em todo ponto x € R, ou seja, f(x) = x* é uma fungdo diferencidvel. A derivada de f(z) é a

funcdo f': R — R, f'(z) = 2.

Exemplo 80. Considere a funcéo f: R — R, f(z) = 3z 4+ 1. Para qualquer ponto z € R temos

. fl@+h)— f(x) . 3(x+h)+1—-3z-1 .3 .
lim ————~ = lim = lim — = lim 3 = 3.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Como f/(x) existe para todo x € R = D(f), temos que f(z) é um funcao diferencidvel e sua derivada é a fungdo constante
f:R—=>R, f'(z) =3.

Vejamos um exemplo de uma funcéo cuja derivada nao existe em algum ponto do dominio.
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Exemplo 81. Considere a fungao f : R — R, f(xz) = ¢/z. Vimos no exemplo 74 que
_ 3
lim f(2) - £(0) — lim Ve

x—0 z—0 z—0

Portanto, f(z) é ndo derivdvel no ponto 0. Agora, para todo zg # 0 temos

Flao) = tim LB ZI@0) oy VB Y50

T—xo T — X x—0 T — To

considerando y = ¢/z e recordando que y3 — (¥z0)3 = (y — ¥z0)(y? +y¥zo + {/x2) obtemos

3 — 3 — 3 — 3
Ve Ym0 oy Y=V (y = o)

(o) = lim S - =
Tz T — X0 y— Yo Y 7(‘3/20) ya%(y_ %)(yQ_,'_y%_,’_ S/xg)

1 1
= lim

1
VYR 2 4y mo + {23 Y23+ Yo Yo + Yl 3{/=3

Portanto, f(z) é derivdvel em todo ponto z # 0 e a derivada desta fungdo é a funcao f' : R\{0} = R, f'(z) =

3.4 Derivadas laterais

Em algumas situagoes, é ttil considerar os limites laterais associados ao limite f/(x). Estes limites laterais sao:

fL(wo) = Tim_ M fi(wo) = lim, M

Definigao 34. O limite f’ (z¢), quando existe, é chamado de derivada & esquerda de f(z) no ponto z( e o limite
f4 (%0), quando existe, é chamado de derivada a direita de f(z) no ponto zo.

Observacao 42. Note que a derivada f’(zo) existe se, e somente se, as derivadas laterais f' (zo) e f’ (20) existem e sio
iguais.

O conceito de derivada lateral é 1til, por exemplo, quando estudamos fungoes definidas por partes. Vejamos um exemplo.
Exemplo 82. A funcdo f: R — R definida por:

2
x“, sex <1
xT) =
@) {29:1, sex > 1

é continua em todo ponto x € R e derivdvel em todo ponto x # 1 (verifique!). Para ver se ela é derivdvel em =z = 1
precisaremos considerar as derivadas laterais em 1, j& que a regra da funcao é diferente para x < 1 e x > 1. Estas derivadas
sao:

1+h)—f(1 1+h)2—-1 1+2nh+h? -1 2h + h?
fL(1)= lim PAC ) e €3 R R € e N LU U L o =2,
h—0— h h—0— h h—0— h h—0— h

1+h)—f(1 2(1+h)—1-1 2+4+2h—2 2h
i) = lim fa+h-f1) — lim 20+h)—-1-1 — lim 2+2h-2 lim == — 9.
h—0+ h h—0+ h h—0— h h—0— h

Como os limite laterais f’ (1) = f/ (1) = 2 temos que existe f'(1) e f'(1) = 2.

Exemplo 83. Vamos estudar a diferenciabilidade de f : R — R, f(z) = |z| tratando alguns casos. Observemos, primeira-
mente, que se z > 0 entdo |x| = x e para h pequeno o suficiente, temos x + h > 0 donde |z + h| = z + h. Assim,

h) — h| — h — h
o) = tm fEENZS@ oy ledhlzel o ethor o
h—0 h h—0 h h—0 h h—0h  h—0
Agora, se z < 0 entdo |z| = —x e para h pequeno o suficiente, temos z + h < 0 donde |z + h| = —z — h. Assim,
h) — h| — —x—h
(@) = lim feth) = f@ = lim o+ b = |e] = lim —rohtr lim — = lim —1 = —1
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Finalmente, se x = 0 entdo devemos tratar os limites laterais ou seja, as derivadas laterais que sao

0+h|—|0 h —h
f.(0) = lim P+A=10F s P iy 2P i —1=-1,
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—
0+h|—|0 h h
fi(0) = lim P+A=100 _ yy TAL g B g 121
h—0+ h h—0t+ h h—0t+ h h—0t

Como f’ (0) # f', (0), a derivada f'(0) nio existe. Assim, f(z) = |z| é derivdvel apenas nos pontos = # 0, com f'(z) =1
para z > 0 e f'(z) = —1 para z < 0. A derivada de f(z) é a fungao f’ : R\{0} — R definida por

—1 sex <0
/ . El
f(x){l, se x > 0-
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As derivadas laterais também sdo usadas para estudar funcoes definidas em intervalos que tenham extremos fechados como
veremos nos exemplos a seguir.

Defini¢do 35. Dizemos que uma fungéo f(z) é diferencidvel (ou derivdvel) em intervalos da forma [a, b], [a, +00), (—00, b],
(a,b] ou [a,b) se f'(z) existe para todo ponto z no interior do intervalo e se existem as derivadas laterais adequadas nos
extremos destes intervalos.

Exemplo 84. Considere a funcdo f : [0, +00) — R, f(z) = /z. Para todo z > 0 temos

i L@ 0~ (@) Vath- e

= lim

flla) =

h—0 h h—0 h
Wz +h—z).(Vx+h+T) . (x+h—21)

= lim =

h—0 h.(Vz+h + T) T 50 h(Va F R+ VT

h 1 1 1
lim = lim = [ —
W0 h(Va R+ T) o0 vTFhtve vEtvE  2vE

Portanto, f(z) é derivavel em todo ponto z > 0 e f/(z) = ﬁ Agora, nao podemos calcular o limite f/(z) para z = 0, ja

que f estd definida apenas em um intervalo a direita de 0. Mas, podemos considerar a derivada lateral & direita f’+ (0) que

é
. f(0+h)— f(0) . VJ0+h-0 . Vh ) 1
lim ——————~ = lim ——— = lim — = lim — = +o0.
h—0+ h h—0+ h h—0t+ h  h—sot VA

Portanto nao existe a derivada lateral & direita no ponto x = 0. Concluimos que f(z) = y/z nao é derivéavel no intervalo
[0, +00) embora seja derivdvel no intervalo (0, +00).

Exemplo 85. Considere a fungdo f : [1,2] — R, f(x) = 322. Para todo z € (1,2) temos

. flx+h) = f(x) . 3(x 4+ h)2 - 322
lim ——————= = lim ————
h—0 h h—0 h

f'(@)

. 3xz2 4 6xh + 3h% — 322 . 6xzh + 3h2
lim lim ———

h—0 h h—0 h
= lim 6x + 3h = 6z.
h—0

Nos extremos do dominio, x = 1 e x = 2, devemos considerar as derivadas laterais que sao:

3(1+h)2-3 34+ 6h+3n%2—-3 6h + 3h2
fi(1) = lim SU+h7 =8y, 3FEChESRT=8 o RS o 6ish=6
h—0t h h—0t h h—0t h h—0+
e
24 h)2 —12 12 + 12h + 3h2 — 12 12h + 3h?
(2 = lim 3@+ 12, 12412k 43 — lim 2RI 124312
h—0— h h—0— h h—0— h h—0—

Portanto, f(x) é diferencidvel no intervalo [1,2].

3.5 Continuidade e Diferenciabilidade

Uma relagdo entre o conceito de continuidade e diferenciabilidade é dada no seguinte teoremas:

Teorema 12. Se f(z) é uma funcdo derivdvel em xzo € D(f) entdo f é continua em zg.

Prova: Para provar este teorema devemos mostrar que se f/(z¢) existe entdo

lim f(2) = f(zo)-

r—xg

Mas, este ultimo limite equivale ao limite
lim f(z) — f(z0) = 0.
T—xQ

Assim, provamos o teorema mostrando que

[F() — fzo)] = tim [LE =T o = i L@ =F@) ) = P a0 =0,

lim
T—xQ T—xTQ T — o T—TQ T — X0 T—xTQ

Observagdo 43. Este teorema nos diz que se f(z) é descontinua em zo, entdo f(z) ndo é diferencidvel em xzg.
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Exemplo 86. A funcdo f: R — R definida por

3z+1, sex<1
xr) =
@) {127 sex >1

é descontinua em x = 1 (verifique!). Portanto, pelo teorema 12, f(z) ndo é diferencidvel no ponto x = 1.

Observagdo 44. Continuidade ndo implica em diferenciabilidade, ou seja, se f(z) é continua em zp ndo necessariamente
f(z) é derivdvel em zp. Um bom exemplo para ilustrar esse fato é a fungdo f(z) = |z| que é continua em z = 0 mas néo é
diferencidvel neste ponto.

Exemplo 87. Dada a funcdo f : R — R a seguir, queremos determinar valores de a,b € R de forma que a funcio seja

diferencidvel em z = 0.
ar + b, sex <0
f(x)_{x2+:62, se x > 0.

Primeiramente, pelo Teorema 12, devemos ter f continua em z = 0. Temos que
lim f(z)= lim 2> +z—2=-2,
z—0+ z—0t

lim f(ac) = lim az+b=0b= f(O)
x—0— z—0—
Assim, devemos ter b = —2.
) <0
Temos entao: f(z) = ai ) se r =
¢ +xz—2, sex>0.

Agora, devemos ter as derivadas laterais em xz = 0 iguais:

F(0+h) — £(0) f(h)+2 i h2+h—2+2: lim h2+h:

fi(0)= lim == = lim ———— = lim 1,
h—0+ h h—0+ h T h—0+ h h—0t h
£(0) = -2 h—0t=>h>0= f(h)=h?24+h -2
0+h)— h)+2 h—2+2 h
f(0) 1 fO+h) ~ f(0) — lim fh)+2 — lim Gh—2+2 lim 2% —
h—0— h h—0— h T h—0+ h h—0t h
f(0) = -2 h—0" = h<0= f(h)=ah —2
T — 2, sex <0

Portanto, devemos ter a = 1 e, assim, f(z) = ¢ ,
¢ +x—2, sex>0.

3.6 Regras de Derivacao

Nesta seg@o estudaremos regras para derivar fungoes sem o uso do limite que define a derivada.

3.6.1 Derivadas de fungoes constantes

Se f(z) = c entéo f'(z) =0 ou ;l—f = 0. De fato,
x
Fla) = tim LEFRN =@y eme g0
h—0 h h—0 h h—0

Exemplo 88. Se f(z) =5 entdo f/(z) =0.

3.6.2 Derivada do produto de uma funcao por uma constante

Se f é derivavel em z e g(z) = cf(z) para alguma constante ¢ entdo g(z) é derivdvel em z e

) = off dg _ 4
g'(x) =cf'(x) ou =%z
De fato,
g/(x) = JSHOWL}W = }}E})M}w = C%@ow = cf/(x).

Exemplo 89. Sabemos que f(z) = 22 tem derivada f/(x) = 2z para todo = € R, pela regra acima temos que g(z) =
5f(z) = 522 é derivdvel em todo ponto = € R e sua derivada é ¢'(z) = 5.f'(z) = 5.2z = 10z.
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3.6.3 Derivadas de poténcias
Se m é um numero inteiro positivo e f(z) = 2™ entdo f(z) é derivdvel em todo ponto z € R e temos

fl(z) = (") =nz""! ou i[ax"} =na" L.
dx

Para provar esta regra, recordemos que

=~ -1
(z+h)" = Z ( n ) 2FRP R = 2™ 4 na" L h+ 771(” ' )x"72h2 + ...+ nzh" L+ p"

=\ k 2!
Assim,
/ o fleth)—f=) . (+h)"—a”
f(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
-1
[m” +na™"Lh+ %x"‘th + ...+ nzh~ 1 4+ h"} —z"
= lim :
h—0 h
-1 nn—1) . 9.5 -1
nx™ .h+7'w" h*+ ..+ nzh”* +h"
= lim 2!
h—0 h
n(n —1)

= lim nz" '+ " 2h+ ...+ nzh" 2 4 pnt

h—0 2!
= nz" 14 0404...+0=na""L.
Exemplo 90. Segue da regra acima que a funcio f : R — R, f(z) = 23 é derivdvel em todo = € R e

(@) = (z3) = 32371 = 322

A regra acima pode ser generalizada para expoentes reais quaisquer. Mais precisamente, se & € R e f(z) = % entdo
(@) = (@) = aa®".
Daremos a prova deste fato mais a frente. Por agora, vamos explorar esta regra em alguns exemplos.

1
Exemplo 91. Considere f: R\{0} = R, f(z) = z% Observe que — = 2~2. Considerando a regra geral da derivacio de

poténcias, temos que f(z) é derivével para todo z € R\{0} e
@)= %) =—22"21=—22"3=—-".

Exemplo 92. Considere a fungio f : R — R, f(z) = v/z5. Observando que f(z) = Vb = 2% e considerando a regra de
derivagao acima, temos

6z
T 5

= caz®~ para a,c €R,
por exemplo,

(623) =3.6.2371 = 18x2.
3.6.4 Regra da soma
Se f e g s@o derivdveis em z entdo a soma (f + g) é derivdvel em z e

F+o/@=F@+d@ o Lifrg=T 49
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De fato, temos:

i FHD@+h) = ( +9)(@)
h—0 h

(f +9) ()

_ o @R + 9@+ )~ [£(@) + g(@)]
h—0 h

_ i M@ — f@)] + o+ h) — g(@)]
h—0 h

_ o et = f@) (9@t h) —g(@)] _ /
= T i @@
Exemplo 94. A fungdo f: (0,+00) — R, dada por
1
f@) =vEt s
. - 1 , . 1
é a soma das fungdes g(z) = /x e h(z) = —. Sabemos que g(x) é derivdvel para todo =z € (0,+00) com ¢'(z) = 2\7
z z
1
Também sabemos que h(z) = — é derivdvel para todo = # 0 sendo h/(z) = ;—21 Considerando entao a regra da soma temos
x
1 1
’ — X _ -
f@) =g/ @+ 0 @) = o -

para todo z € (0, +00).

3.6.5 Derivadas de polinéomios

Fungoes polinomiais sdo somas de fungdes do tipo a.z™, onde a € R e n € N como consideradas no exemplo 93. Segue da
regra da soma que toda fungdo polinomial f: R — R

f(x) = anz™ + An1z™ '+ ...+ a1z + ag

é derivavel em qualquer z € R e sua derivada é a fungao polinomial f' : R — R

@) =nanz '+ (n—1).an_12"" 2 + ...+ a1.
Exemplo 95. A fungdo f: R — R dada por

flx) =525 +32° — 223 + 222 +1
é derivavel em todo ponto = € R e a sua derivada é
flx) = (52%+32® — 223 + 222 + 1)’

(52°%)" + (32°)' + (=22%)" + (22%) + (1)
= 5(2% +3(2°) - 2(a®) +2(«*) + (1)
5.625 + 3.52% — 2.3z +2.22 +0
= 30z° 4 152 — 622 + 4a.

3.6.6 Regra do Produto

Se f e g s@o derivdveis em z entdo o produto (f.g) é derivdvel em x e temos

(f9) @) = '@ o) + 1@ @ ou g =T gy 9
(f9) (@) = Jim fl@+h).g(x +hh) — f(2)-9(z)
o SR gl k) St h) o) + S+ ) gla) — [@) o)
h—0 h
i JEE R o+ h) — @) + g@i @ + B~ J(@)
h—0 h
o H D@t 1) —g@)] | @@ = S@]

h—0 h h—0 h
=f(z)g’(x) =f'(z)g(x)
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Exemplo 96. Vamos usar a regra do produto para derivar f : (0, +00) — R dada por
f(x) = Va.(z3 + 4z — 5)

note que f(x) = g(x).h(z) sendo g(z) = /x e h(z) = 23 + 42 — 5. Sabemos que g(z) = /= é derivavel em todo ponto
z>0equeg'(z) = F Sabemos também que a fungdo polinomial h(z) = x3 + 42 — 5 é derivdvel em todo ponto = € R
T
e h'(z) = 322 + 4. Assim, pela regra do produto, f(z) é derivével em todo z > 0 e
fl@) = g¢'(z).h(z)+g(z).h (z)
= (Vo) .(2® + 42— 5) + Vz.(a® + 42 — 5)’
1

= ﬁ.(aﬁ + 42— 5) + z.(32% +4)

723 + 12z — 5
2V

3.6.7 Regra do Quociente

Se f e g s@o derivdveis em um ponto z e g(z) # 0 entdo a fungdo quociente ! é derivavel em z e
g

(gy@ﬁ:ﬂ@nm&;§m4m> éﬂz]zazg*fa;

De fato,

i L SR o) — f@) gt )
h—0 h’ g(z + h).g(x)

i L @R g(@) — f(@).g(e) + S(@)-9(@) — f@)-gw+ b)
W0 R 9w+ h)-9(@)

: {W} g(z) — f(=) {WLZ_Q(T’)]
- 9(z + h)g(@)
limp, o {M} _ [ WL}W

= i — i .
wm, 9(w) = i, 7(z)

limp_0 g(z + h).g(z) limp_s0 g(x + h).g(x)

(2).9() — f(2)-9'()
[g(2)]?

Exemplo 97. Vamos usar a regra do quociente para encontrar a derivada de f : R\{1} — R dada por

3 + 222
x—1

f(z) =

Observe que f(z) = pEZB)
q(z

sendo p(z) = 23 + 222 e q(z) = = — 1 derivdveis em todo ponto z € R. Segue da regra do
quociente que f(x) é derivével em todo ponto z € R\{1} e
P (@)q(@) —p(2)d'(x) _ (@°+22%)(x—1) — (2% +22°).(z — 1)/

(=) (z—1)?

(3z2 +4z)(z — 1) — (23 + 222)(1)
(w—1)2

f@) =

3x3 + 422 — 322 — 4z — 23 — 222
2 -2z +1

223 — 22 — 4
2 -2z +1
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3.6.8 Regra da Cadeia (Derivada de Fungao Composta)

Sejam y = f(u) e u = g(x) funcdes derivdveis tais que Im(g) C D(f). Entao, a fungdo composta y = f(g(x)) é derivdvel e
vale a

Regra da Cadeia. (f(g(2)))’ = f'(9(a))g'(x) ou o — .99,
dx dg d«x

Vamos fazer uma prova supondo que g(z + h) — g(x) # 0 para todo h suficientemente pequeno. Fixemos z. Usando a
defini¢do de derivada, temos que

(f(9(2))) = lim flg(z+R) = f(g(z))

h—0 h

— i L@ ) — flg(2)) g(z+h) —g(2)
h—0 h g(z+h) —g(x)

i FE )~ f(g(@) g+ )~ g(a)
h—0  g(x+h)—g(z) h

Além disso:
L Fe@ )~ fle@) L T) - (@

h—0  g(z +h) — g(z) o e (a) = f'(g(x)).

Sejam a = g(z) e y = g(z + h). Se h — 0, entdao y — a.

Portanto,
;4. flglz+h) = flg(z) glz+h)—g()
(f(g(2)))" = lim s@th —g@) H
—£(g(x)) —9'(2)

= f'(9(x))g' ().

Exemplo 98. Seja h(z) = (2 + 1)'0. Essa fungdo pode ser vista como uma composigao:
fl@) =20 e g() = 2® + 1 = h(z) = f(g(x)).

Temos
f'(x) =102° e ¢’ (x) = 2.

Portanto
W (@) = ' (9(@))g () = 10(g(2))° - (22) = 10(a® + 1)° - (2x) = 202(a> + 1)°.

Exemplo 99. Seja h(z) = Vx3 + 2z2. Essa fungdo pode ser vista como uma composigao:

f@) = Va e gla) = +2° = h(x) = f(9(a)).

Temos
1
f(z) = NG e ¢'(z) = 32° + 4.
Portanto
1 1 3z? + 4z
R (z) = f'(g(z)g'(z) = ——— - Bz? +42) = ———o - 32® +42) = ———.
(x) = f'(9(2)g (z) 2\/@( ) QW( ) 223 + 222
Note que a derivada nao existe nos pontos x = —2 e x = 0.

Exemplo 100. Seja h(z) = . Essa fungdo pode ser vista como uma composigao:

2 +1
J@) =~ e g(e) =2+ 12 ha) = f(g(@)).

Temos

1
=-= e g (z) = 2x.

=
&
|

Portanto

1 9 1 9 2x
— 2 = — 2 == ——-
(9(x))? (22 +1)2 (22 +1)2
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3.7 Derivadas das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Seja 1 # a > 0. Vamos determinar a derivada da fungdo f(z) = a® usando a definigdo de derivada.

f'(z) = im ——— = lim = lim a® -
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

como lim =1Ina
h—0

Portanto
Derivada da Funcao Exponencial. f(z) =a® = f/(z) = a® Ina.
Exemplo 101. Se f(z) = 2%, entao f/(z) = 2% In2.

Exemplo 102. Se f(z) = e”, entdo f/(z) = e® lne = e”.

Ine=1

Exemplo 103. Se h(z) = 5””2*1, entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = 5% e g(z) = x2 + 1. Como f'(z) = 5% In5 e
g’ (z) = 2z, segue da regra da cadeia que

K (z) = f'(g(x)) - ¢'(x) = 59 . In5-2z = 22 - 52 +! . In5 = 10z - 57 - In’5.

Exemplo 104. Se h(z) = €'/ entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = e* e g(x) = 1/x. Como f'(z) = e* e ¢'(x) = —1/x2,
segue da regra da cadeia que

’ / / (z) 2 el/®
W (@) = ['(g(@) o' (2) = ) (-1/a%) = = .
Exemplo 105. Se h(z) = 3\/5, entdo h(z) = f(g(x)), onde f(z) = 3% e g(x) = . Como f'(z) = 3% In3 e g'(x) = %,
T
segue da regra da cadeia que
1 3V In3
"(x) = f' cd'(z) =39®) Ing. — — .
R (z) = f'(9(x)) - g'(z) =3 n3 N NG

Vamos usar a regra da cadeia para obter a derivada de g(z) = log, . Para isso, lembremos que, como g(z) = log, x e
f(x) = a® sdo fungdes inversas, entao
f(g(x)) = =, isto é, al®8a® = .

Assim, derivando em ambos os lados da igualdade, temos
f(9(x)) - ¢'(x) =1, isto é, a!°8® Ina - (log, z) = 1.

Segue entao que
1 1 1 1

[

al*8a® Ing T z lna rz Ina
alog

1
g (x) = (log, «) = log, e

{

v =log, a
a® =g

Portanto

1
Derivada da Funcao Logaritmica. f(z) =log,z = f'(z) = — - log, e.
x
~ 1
Exemplo 106. Se f(z) = logs z, entdo f/'(z) = — -logge.
x
- 1
Exemplo 107. Se f(z) =Inw, entdao f/'(z) = — -lne =

.

Ine=1

]| =

1
Exemplo 108. Se h(z) = log;(x3+x2), entdo h(z) = f(g(z)), onde f(z) = log; x e g(z) = x3+x2. Como f/(z) = ~-log, e
x
e ¢'(z) = 322 4 2z, segue da regra da cadeia que
_ 32?4+ 22 3z +2

1
h(z)=f' g (z) = — -1 S(Bz? 4 2z) = — .1 ==_".] .
(x) = f'(9(x)) - 9'(2) o) loeTe (32" + 22) 28 g2 losre= G logre

xT
Exemplo 109. A derivada de f(z) = In ( e+ 1) é
x

oy 1 e \' ax+1 e \' xz+1 [(+1)(e®) — (z+1)(e?)
f(x)_i.(erl) T em .(m+1) T em ( (z+1)2 >
x+1
x4+l ((z+1)e—e®\ x+1 ze® oz
Toem ( (z+1)2 >_ er ‘(:c+1)2_x+1.



112 CAPITULO 3. DERIVADAS

Exemplo 110. A derivada de f(z) =e* 2% §
1
f/(x) = T ln:c(x lnat)/ =T lnx(x/ lnz—l-m(lna:)/) — ® Inx (lnm—&-mf) — % lnx(l +1n$).
x

Exemplo 111. Vamos calcular a,b € R para que a fungédo a seguir seja derivdavel em todo R.

2
ae” 7T sex <1
f(x){blnx-i—l sex > 1.

Para z # 1, temos que f é continua (verifique!) e derivdvel, sendo

72@5[}6712 sex <1

- se x > 1.
T

Agora, para z = 1, devemos, primeiramente, pelo Teorema 12, ter f continua. Temos:

lim f(z)= lim bln(1)+1=blnl+1=1= f(1),
z—17+ z—1t

2
lim f(z)= lim ae™® =ae L
=17 rz—1"

2
e~ T+l sex <1

Assim, devemos ter ae~! =1, isto é, a = e e f(z) =
blnx+1 sex>1.

Agora, verifique que f/ (1) = —2e f/ (1) =b.

2
e~ @ H1 sex <1

Portanto, devemos ter b = —2 e f(z) =
—2lnzx+1 sex>1.

x

Exemplo 112. Para a derivada de f(z) = =%, escrevemos z* = elnz® — ezInz ¢ yplicamos a regra da cadeia:

(@) = (%) =" Mo (1 Inw) = 27(1 + Ina).

exemplo 110 2% — erlnzx

Podemos usar a Regra da Cadeia para generalizar o exemplo anterior, isto é, calcular a derivada de uma fungdo na forma
f(2)9) onde f e g sdo derivdveis e f(z) > 0. Escrevemos

F(2)9@) = e f @7 _ (@) In f(@),
Pela regra da cadeia, segue que
! ’
(f(z)g(2)> - (69(1) lnf(Z)) = 9@ WS @) (g(z) In(f(z)))’

e portanto,

(f(x)g(w))/ = f(z)9®) (g'(x) In(f(z)) + g(x) J;é:;) ’

Por exemplo:

Exemplo 113. Para a derivada de h(z) = (z + 1)22+3, chamemos f(z) = = + 1 e g(z) = 2z + 3. Entdo, f'(z) = 1e
g'(z) = 2. Dessa forma:

f'(z)
f(=z)

W () = f(z)9@®) (g'(x) In(f(2)) + g(a) ) = (2 4 B)(@+ 12 4 2% + )P In(z +1).

Observagao 45. Em particular, temos a regra da poténcia para poténcias reais: se h(z) = ="

R/ (x) = ra"~ 1. De fato, escrevendo

, onde r € R, temos que

r
r_ eln(z ) — e’ Inz

T

Temos que

/ T rT —
(.’ET)/ — (er ln;v> — e lnfl‘(r 11’127)/ — e Inz (7) — — g 1
T T T
como z" = e I ®
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3.8 Derivada da Funcao Inversa

O argumento usado para calcular a derivada da fungdo logaritmica pode ser generalizado para calcular a derivada da inversa
de uma funcgao.

Sejam y = f(x) uma funcédo invertivel e x = g(y) sua inversa, temos que

flg) =y, Yy €D(g).
Entao, derivando os dois lados em relacdo a y, temos
1
Faw)

Derivada da Fungédo Inversa. Seja y = f(x) uma fungao derivéavel e invertivel em (a,b) tal que f'(z) # 0 em (a,b).
Seja = g(y) a fungdo inversa de f(x). Entao, z = g(y) é derivdvel e
1 1

@ - ey W zo

I'agw)d'(y) =1=4'(y) =

g (y) =

1
Exemplo 114. Seja y = f(x) = 823, A inversa dessa fungdo é = = g(y) = 5 3/y. Pelo resultado anterior, a derivada de
z=g(y) é

() = 1 . 1 . 1 1
T Pew) T 246w ( @) BCRE
2

que também pode ser encontrada usando a regra da poténcia.

Exemplo 115. A questao a seguir estava na prova opcional de 2017-1.

3 _ 281

Considere a fungdo bijetora f : [0, 5] — [~ %55, 5] dada por

f(z) = 2® — 323 — 522 + 5.

Se f(1) = —2 e g é a inversa de f, entdo g'(—2) vale:

a) by L ) & d)

- o) —
14 2 2

14

wlN

Vamos resolver essa questdo. Sejam y = f(x) = 2® — 323 — 522 + 5 e = g(y) sua inversa. Entdo, usando a derivada da
inversa, temos que

1 1 1

90 = 5w =0 TP Ty 170
F) =22 g(-2) =1

Assim, basta calcular f/(1). Temos que
fl(x) =5z =922 — 10z = f/(1) =5-9—-10= —14.

Portanto
1 1

IO REETS

g (=2)

Exemplo 116. (2016-2) A figura abaixo representa o grafico da derivada f’ de uma fungao bijetora f.

-5 -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5 6

Sabendo que o grifico de f passa pelo ponto (5,2), a derivada da inversa de f no ponto 2 é igual a:
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a) — b)Z c)g d) 3 e)?

Vamos resolver essa questdo. Seja z = g(y) a inversa de y = f(z). Entéo

11
f"(9(2)) T 1'(5)

(5,2) no gréificode f = f(5) =2=g(2) =5

’ _ 1 /o)
9= Ty T 9@

Pelo gréfico, temos que f'(5) = 4, donde ¢’(2) = 1/4.

Vamos ver nas proximas segoes mais exemplos de uso da derivada da fung¢ao inversa.

3.9 Derivadas das Fungoes Trigonométricas

Vamos comegar obtendo a derivada da fungdo seno a partir da definigdo de derivada, lembrando que sen(xz + h) =
senx cos h + sen h cosz. Entédo, se f(z) = senz,

sen (z + h) —senz

, .
z) = lim
Fiz) h—0 h
. senx cosh +senh cosx —senx
= lim
h—0 h
. senh cosx + senz(cosh — 1)
= lim
h—0 h
. cosh—1
= lim [ cosz —— | =cosx.
h—0 h
—— ——
—1 —0
Portanto
(senz)’ = cosz.
No capfitulo anterior, vimos que sen (z + 7/2) = cosz e cos(z + 7/2) = —sen z para todo = € R. Assim:

cosz = sen (z + m/2) = (cosz)’ = (sen (z + 7/2))’.
Para derivar, sen (x + 7/2) usamos a regra da cadeia:
(sen (z + m/2))" = cos(z + 7/2) - (xz + 7/2)' = cos(x + 7/2) = —sen x.

Portanto
(cosz)’ = —senzx.

Vocé também pode fazer essa derivada usando a definigdo, como um exercicio. Usando essas derivadas e a regra da cadeia,
podemos derivar vérias fungoes:

Exemplo 117. A derivada de f(z) = sen (z* + x2) é f/(x) = cos(z* + 22) - (42> + 2z).
Exemplo 118. A derivada de f(z) = cos(e®) é f'(z) = —sen (e*) - e*.
Exemplo 119. A derivada de f(z) = sen (cos(Inz)) é

f'(z) = cos(cos(Inz)) - (—sen (Inz)) - (1/x) = — cos(cos(Inz)) - (sen (Inz)).

T

As derivadas das demais fungdes trigonométricas podem ser obtidas usando as regras de derivacao, por exemplo:

tgx = TS (tgx)

(senx)’ cosx — (cosx)’ senx  cos?x + sen’x 1
cosT T cos? x cos? x T cos? x
al

= sec? z,

sando a regra do quociente cos? z + sen 22=1

_92 , senx senz 1
—(cosx)™ " (cosz)' = —— = = tgx secx.
cos?2x  cosz cosw

1
secx = —— = (secx)’ = ((cosz) 1) =
cos T T
usa;

sando a regra da cadeia

Como um exercicio, vocé deve provar que
(cotg )" = —cossec 2z,

’
(cossec z)’ = —cossec z cotg x.
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Exemplo 120. A derivada de f(z) = tg (z3 + 2%) é f'(z) = (322 + 2% In2) - sec?(z> + 2%).

1
Exemplo 121. A derivada de f(z) = cotg (i) é

z—1
1 1\’ 1 1) (x—1)— (x—1) 1
f'(x) = —cossec? zrly [zt — _cossec? [ ZE1Y. @+ @-D-(@-1)(@+])
z—1 x—1 T z—1 (z—1)2
regra da cadeia regra do quociente

5 (x—l—l)

2 cossec e

:—cossec2($+1)-(m_1_$_1): -1/
z—1 (z—1)2 (z—1)2

Agora, para as derivadas das fungoes trigonométricas inversas, vamos usar a derivada da fungdo inversa vista na segdo
anterior.

Temos que y = arcsen z, para todo z € (—1,1) se e somente se = seny. Assim,

, 1 1
(arcsenz)’ = = -
(seny)’  cosy

Devemos entdao determinar cosy em funcao de z. Temos que:

sen?y + cos’y =1 = cos®>y = 1 — sen 2y = cosy = \/1 —senZy = \/17332.
y = arcsenz = cosy >0 & =seny

Portanto:
1

V1—x2

(arcsenz)’ = , para —1 <z <1.

Observacao 46. Observe que nao existem as derivadas de arcsenz nos pontos z = *+1 e, como pode ser visto no grafico,
as retas tangentes nesses pontos sao verticais.

Analogamente, pode-se provar, para —1 < x < 1, que

-1
\/1—x2.

(arccosz)’ =

Para a derivada de y = arctg x, repetimos o processo:

IR T |
sec? y T 1+tg2y 142

(arctgz) =
sec2y — tgzy =1

2

Exemplo 122. A derivada de f(z) = arcsen (2z + 1) é f'(z2) = —————-
P f() (204 1) 6 /@) = s
Exemplo 123. A derivada de f(z) = arctg (Inz) é

1 1 1 1
=~ (naz) -
14 (Inz)? (Ine)

f'(@)

regra da cadeia

Como exercicio, vocé deve provar as derivadas das demais fungoes trigonométricas inversas:

(arcsecz)’ = lz| > 1,

1
lz|vazZ =1’

(arccossecx)’ = |z| > 1,

-1
l|vzZ — 1
-1
1+ 22

(arccotgz)’ =
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3.10 Derivadas das Fungoes Hiperbdlicas

As derivadas do seno e do cosseno hiperbdlicos seguem facilmente da derivada da fungao exponencial de base e:

T —xT x —x
e’ —e e’ +e
senhz = — = (senhz)’ T — = cosh z,
(e7%) = —e™ % pela regra da cadeia
T —xT x —x
e’ +e e’ —
coshz = 3 = (coshz)’ T = senhz.
(e7 %) = —e™ % pela regra da cadeia
Ja as derivadas das demais fungoes seguem das regras de derivacao, por exemplo:
, (senhz)’ coshz — senhz (coshz)’
(tgh :E) = P}
cosh” x
usando a regra do quociente
2 2 2
cosh® x — senh “x senh “z
= 5 =1- 5 zlftghQ:r:secth.
cosh” x cosh” x

Vocé pode fazer o mesmo para as demais fungoes hiperbdlicas

(cotghz) = —cossech 2z,

(cossech )’ = —cotgh x cossech z,

(sechz)’ = —tghzsechz.
Exemplo 124. A derivada de f(z) = senh (z3 + 3) é, usando a regra da cadeia,

f'(z) = 3% - cosh(z® + 3).
Exemplo 125. A derivada de f(z) = sech (2z) é, usando a regra da cadeia,

f'(z) = —2tgh (2z)sech (2z).

Exemplo 126. A derivada de f(z) = In(tgh (3z)) é, usando a regra da cadeia duas vezes,

2sech 2(2
- 2sech?(2z) = L(x)~

, . 1
F@)= tgh (3z) tgh (3z)

Exemplo 127. A derivada de f(z) = cotgh (1 — x3) é, usando a regra da cadeia,

f'(x) = —cossech 2(1 — 23) - (=322) = 322 - cossech 2(1 — x3).

Para as fungoes hiperbdlicas inversas, usaremos novamente a derivada da fungao inversa, além das identidades hiperbdlicas.

Por exemplo, dado y = argsenh z, temos que * = senhy e

1 1 1
(argsenhz)’ = =

(senhy)’  coshy T m

cosh? Yy — sen112y =1 = cosh? y=1+ z?

Para o cosseno hiperbdlico podemos fazer analogamente, tomando apenas cuidado com o dominio, que é D(coshz) =
[1, 400):
1 1 1
(argcoshz)’ = = =
(coshy)’  senhy T x? -1

se x > 1.

coshzy - senhzy =1= senhzy =1-z?

As demais derivadas das fungoes hiperbdlicas inversas podem ser obtidas analogamente:

1
(argtghz)’ = 1-.2° lz| <1,

-1
argsechz) = ———— , 0< <1,
( ) V1 — 22

-1
(argcossech ) = ———— 2 # 0,

lz|vaZ +1°

1
(argcotghx)’ = 1=z lz| > 1.
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Exemplo 128. A derivada de f(z) = x2 - argcosh (z2) é
f'(x) = (z?)" argcosh (z2) + z2 (argcosh (z2))’

regra do produto

2 23
= 2z - argcosh (22) + 22 - T 2. argcosh (z2) + .
zt—1 i —1

regra da cadeia em (argcosh (z2))’
Exemplo 129. A derivada de f(z) = argtgh (sen (3z)), usando a regra da cadeia, é
1 1 3
"(z) = —————— - 3z)) = ——— - 3cos(3z) = .
f(@) 1 — sen 2(3z) (sen (32)) cos?(3x) cos(3a) cos(3z)

sen 2(3z) 4 cos? (3z) = 1
3.11 Tabela de Derivadas

A seguir, apresentamos um resumo do que foi discutido nas se¢bes anteriores em forma de uma tabela de derivadas.

Funcao Derivada H Funcao Derivada
f(@) +g(x) f'(@) +4'(2) flg(=)) f'(g(z)) - g' (=)
1@ 9@) | F@e@ + f@ge || 12| ) —I)d@
g9(z) (g9(x))
a® a® Ina log, — log, e
1
senx cosx arcsen x @
cosx —senz arccos ﬁ
tgx sec? x arctgx i 1122
sec tgx secw arcsec T W x> 1
cossec & —cotg x cossec T arccossec W NE
cotgx —cossec 2 arccotg x I 4:1:(:2
senh x coshz argsenh z ﬁ
coshz senh x argcosh x \/ﬁ z>1
tghax sech 2z argtgh T lz] <1
sech x —tghxsechx argsech x SE\/% ,0<x <1
cossech x —cotgh x cossech x argcossech x M\/TT ,x#0
cotgh x —cossech 2z argcotgh x 1 5 lz| > 1

3.12 Derivadas Sucessivas

Vimos que dada uma fungao f(z) diferencidvel, podemos definir a fungao derivada f’(x).

Se essa fungao f/(z) for também diferencidvel, definimos a derivada segunda de f(z) (ou derivada de ordem 2), denotada
2

por f’(x) ou —pz como sendo a derivada de f/(z).
T

Se a derivada segunda f’/(z) for diferencidvel, podemos definir a derivada terceira de f(z) (ou derivada de ordem 3),

a3
denotada por f’(z) ou T?; como sendo a derivada de f''(z).
x

Em geral, se a n—ésima derivada de f(z) existe e é derivdvel, podemos definir a (n + 1)—ésima (ou derivada de ordem
n—+1
n 4 1) de f(z), denotada por f("*+1)(z) ou g1 oMo sendo a derivada de (™ (z).
i



118 CAPITULO 3. DERIVADAS

Exemplo 130. Seja f(x) = 25. Temos:

f'(x) =5zt
1 (z) = 2023
" (x) = 60z

F®(z) = 1200

O (z) =120

) (z) =0,sen>6.

Nao necessariamente existe ng € N tal que f(”)(:v) = 0 sempre que n > ng, COMO veremos a seguir.

Exemplo 131. Seja f(z) = senz. Temos que
f(x) = cosz

f(x) = —sena
F" (@) = — cosx
F(z) = senz
FO)(z) = cos
f©(z) = —senx
() = —cosz

F®(z) =senz

Exemplo 132. Seja f(x) = e*. Temos que f(™)(x) = e® para todo n > 1. Agora, se f(z) = a® paraa >0,a# 1, a #e,
temos que
f(x) =a®-Ina

f"(@) = a” - (Ina)®

f”/(l‘) = a% - (ln a)S

f(")(a:) =a” - (Ina)", para todo n > 1.

3.13 Derivagao Implicita

As fungoes que trabalhamos até agora foram dadas ezplicitamente, isto é, eram fungdes cujas expressoes y = f(z) eram
conhecidas e podiam ser usadas para calcular f(z) para cada x do dominio. Além disso, era possivel calcular f/(x) usando

as regras vistas.

Porém, algumas fungdes podem ser apresentadas de forma implicita, o que veremos a seguir.
Exemplo 133. Consideremos a funcdo y = f(z) dada pelas solucoes da equagao
y3 +x=2.
Vemos que para cada x € R, existe um unico y € R tal que o par (z,y) satisfaz a equagdo dada. Esse y pode ser conhecido
facilmente:
y3+:r::2 < y3:2—:c = y=32—-=.

Isso significa que a funcdo dada implicitamente por 33 4+ 2 = 2 pode ser dada explicitamente por y = /2 — x, bastando
isolar o y.

Em geral, dizemos que y = f(x) é uma fungao definida implicitamente por uma equagdo em z e y quando o par (z, f(z))
satisfaz essa equagao.

Porém, nem sempre conseguimos explicitar uma fun¢ao dada implicitamente.

Exemplo 134. Consideremos a equagéo 22 + y2 = 1.
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R
Y

Sabemos que as solucdes dessa equagao representam um circulo de raio 1 centrado na origem, o que nao é uma fungao, pois
cada z € (—1,1) se relaciona com dois valores de y € [—1, 1]. Podemos, no entanto, encontrar vérias fungdes que satisfazem

essa equacgio, como por exemplo:
fi(z) = V1 — 22,
fo(z) = =1 — 22,

Fola) = V1—22 se0<2<1
W= —V1—22 se —1<z2<0,

fala) = —V1-22,se1/2<x<1
T TIVI =22, se — 1<z < 1)2.
hla) = /122 . st filx)
e
hle) = VI—a?

0.5 1 -1 -0.5 0 0.5

-0.5

Vamos determinar a derivada no ponto de abscissa x = 1/2 em cada caso. Por exemplo, usando fi(x) ou f3(x), a derivada

—1/2 -1
em (1/2,+/3/2) é dada por /2 _ ——. J4 com as fungdes f2(x) ou fa(x), o ponto de coordenada

-z
N2 V3/2 V3
x =1/2é (1/2,—/3/2). A derivada de f2(z) nesse ponto é dada por

isto é, vale

x sto 6. vale /2 L 54 e funca
—————, isto é, vale = —. Ja a funcao
Vi—az?’ ’ V3/2 V3
fa(x) nado possui derivada em x = 1/2 pois néo é continua nesse ponto. Isso nos dé a ideia de que a derivada no ponto de
abscissa 1/2 depende da expressdo explicita da fungao.

Porém, quando a fungao é derivavel, podemos calcular essa derivada sem explicitar a fungao. De fato, voltemos a equagao
22 4 y? = 1 representando implicitamente uma fungéo y = f(z), isto é:

2 2
=+ (f(z))” =1
Podemos derivar essa expressao em ambos os lados:

4 (@) = 1= 20+ 26 @)f (0) =0 = f@)f'(0) = =2 = J'(0) = 55 = =

regra da cadeia em (f(z))?

Vamos usar essa expressdo para calcular novamente as derivadas no ponto de abscissa © = 1/2 nos casos de f(z) igual a cada
uma das fungdes derivaveis f1(z), fo(z) e f3(z) vistas acima. Para f(z) = fi(z) ou f(z) = f3(x) o ponto correspondente
é (x,y) = (1/2,v/3/2) e datf:
-  -1/2 -1
f ===
vy V3/2 V3
Para f(z) = f2(x) o ponto correspondente é (z,y) = (1/2,—v/3/2) e daf:

= U2 _ 1
T TR}

Note que foram os mesmos valores obtidos anteriormente quando derivamos as expressoes explicitas das fungoes. Isso
significa que podemos obter a derivada de f(z) (quando f(z) # 0) sem conhecer explicitamente f(z).
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Esse processo, chamado deriva¢do tmplicita, pode ser feito para qualquer fungdo derivavel dada implicitamente por uma
equagao. No que segue, quando dissermos que uma fun¢ao é dada implicitamente por uma equacio, iremos admitir que
essa fungdo é derivdvel em todos os pontos onde essa derivada puder ser definida. Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 135. Seja y = f(x) dada implicitamente pela equagio

In(y) +y* = 2>,

Nao é dificil ver que ndo conseguimos uma expressao explicita para y = f(z). No entanto, podemos derivar ambos os lados
da igualdade:

(@) + 2f (@) (2) = 20 = f'(x) (i + 2f(:v)> — %

n x €T 2:.%2
In(f(z)) + (f(2)) 7@

1
— 7f
T f(z)
regra da cadeia em (f(x))? e em In(f(x))

/ _ 2z f(x) .
= )= (e

Exemplo 136. Vamos determinar a reta tangente ao grafico da fungdo y = f(z) dada implicitamente pela expressao
e +ay=E
no ponto (1,0). Como y = f(x), temos
@ Lo f(z) = Va.
Notamos que g(z) = e/ (*) ¢ uma fungdo composta cuja derivada, usando a regra da cadeia, é
g'(x) = /@ ().

Assim:

@ 4o f(@) =V = /@ f' @)+ f@)+ 2 f ()= N

derivando ambos os lados

Quando z = 1, temos:

SO+ F) + £/(1) = F+ ) =1/2=2f(1)=1/2= /(1) = 1/4

N | =

=>eo
|
F(1) =

Logo, o coeficiente angular da reta tangente & curva em (1,0) é 1/4 e, entdo, a reta tangente é:

0

—r 44y = —1.
Exemplo 137. A questdo abaixo estava em uma prova de 2016-1.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao definida implicitamente por arctg (y) + Y_ z — 1 no ponto de
x

ordenada y = 0 é:

a) -1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

Vamos resolvé-la notando que y = f(x) satisfaz

arctg (f(x)) + @ = 1.
Notamos que, pela regra da cadeia: )
(vt () = 120
Assim:
arctg (f(z)) + % =z-1= 1 +f(](”fa):))2 + 2f (mi; 1 (@) =1

derivando ambos os lados

Queremos determinar a derivada quando f(z) = 0, assim, podemos simplificar a expressdo anterior:

0
f'(x) D+If’($)2_M:1:>f’(x)+M:1-
14 (™ v ’

Ainda, voltando & expressdo inicial, quando f(x) = 0, temos que x = 1 (usando que arctg (0) = 0). Portanto, obtemos
—r =1= f(1)=1/2.

Exemplo 138. A questao abaixo estava em uma prova de 2015-2.

< - . - cos(z —y) - ) -

A fungao diferencidvel y = f(x) satisfaz a equacdo T =1/2. Se f(1) =1, entdo a derivada da fungdo f em z =1
Ty

é:
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a) -1 b) 0 c) 1 d) -1/2 e) 1/2

Vamos resolvé-la. Para isso, notamos que y = f(x) satisfaz:

cos(z — f())

z+ f(x) =1/2

Derivando ambos os lados da igualdade, temos:

(cos(z — f()))"(z + f(=)) = (z + f(=))" cos(x — f(x))

@+ f@)? =0

_, —sen(z = f(2)(A = f(@))(@ + f(@) = (1 + f'(2)) cos(z — f(=))

@+ [(@)? =0

regra da cadeia

Queremos determinar a derivada em z = 1, isto é, f/(1). Temos:

=0.

—sen (1 — f(1))(1 — f'(1))(1 4 f(1)) = (1 + /(1)) cos(1 — f(1))
(14 £(1))2

Pode parecer uma expressao horrivel, mas voltemos ao enunciado, que diz que f(1) =1, isto é, 1 — f(1) = 0. Assim:

0 1
—sen =T (1= S/ ())(1+ F(1) = (L+ F(1) cosh—fM) _ | =1=f'(0) _

(1+£(1))? 4

Portanto, f/(1) = —1.

3.14 Exercicios

1. Determine a derivada das fungdes a seguir.

1

(a) f(z)= po D) f@)=(1-a?)'®
_ (m) f(z) = V73
(b) @)= VE+ 5 o O —
(c) f(x) =122%0 + 142* + 13z () fl@)=vaZ+tz+1
@ f@) = 5 (®) fla)= VB F@TaT1
. (@ f(z) =@+ va+1D)

@ f&)="7 0 1) =2
) Fa)=5YT% () f(w) = log(a® + o)
(8) f(z)= —— (t) f(z)=e" -In(z?)

2 +1 . \ (u) f(CE) — gsenw
(h) f(@) = \z/f+(; +at+3r+2) (v) f(z) =In(senz)
(i) fl=)= p— (w) f(z)=2%.3%

(x) f(z)=Inz-senz
_ V=
W)= () fz)=ev®
®) fz)=vaF1-¥a=1 (2) f(2) = 4a2es
2. Determine a derivada das fungoes a seguir.
(@) f@)= 2 (8) J(z) = sen (cos(e"))
(b) f(z) = e*(\/x + secx) B 1
Inz W)= e

(¢) f(x)= 241

v z+1\*
(@) f(@) = cos(V) 0 f@) = (555)
(e) f(z)=1In(4z —2) ,
() fla)=(z* =322+ 7)1 () f(z)=8%""1
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(k) f(z)=In (zli) (s) flz)=tg(a? —2)
(t) f(z) = 2(n(cosz))

W f@) =T (W f&) =2

(m) f(z) = *In (+2) ) S@) =5 0s (1 (%))

(n) flx)=vz—-1—-+Vx+1 (w) f(z) = cosx

(0) f(z)=(Inz+x)3 "~ 2sen2gz \

x
(p) f($) = lnTz (x) f($) = arcsen (;)
(a) f(x) = sen(a* + 3z) ¥) fle)= (lsen z)cos e
(r) f(z) = cos(In(x?)) (z) flz)= —

3. Verifique se a fungdo f(x) = 3z|z| é derivdvel no ponto =z = 0.

rsen (%) sex #0

0 . Encontre f’(z) para z # 0 e mostre que f(z) é nao derivavel
se =

4. Considere a funcdo f(z) = {
em x = 0.
5. Mostre que se f(z) é uma fungdo par (impar) entdo f’(x) é impar (par).

:L'"‘+1

6. Considere a funcdo f(z) =
T+ a

1
em que a é uma constante real. Determine os valores de a para que f/(1) = .

3x+ 2
r+1

3
7. Encontre a derivada da fungdo f(z) = ( ) nos pontos 0, —2 e 2.

8. Sabendo que f(2) =1, f(8) =5, f/(2) =7 e f/(8) = —3 encontre

(a) ¢'(2), onde g(z) = [f(x)]*.
(b) A’(2), onde h(zx) = f(z3).
(c) ¢'(2), onde g(z) = Zg; sendo h(z) e g(z) como acima.

9. Seja f(z) = sen (2z). Ache todos os valores de x € [0, 27] tais que f/(z) = 0.

10. Determine a reta tangente ao grafico da fungao no ponto de abscissa zg indicado.

(a)y:—HmQ, zp = 1. (¢) y=0B—a2)4br—4, xo=1.
1+x
(b) y=ane, @ =r/2. (@ y:ln( 1_x)’ 20 = 0.
11. Calcule as derivadas até 3% ordem das fungoes y = f(z) a seguir.
2x

— 2 _ — —

(a) y=32"-2¢+5 (c)y—log(:rrl+2) © y= 35—
1 o

= = d = _ p2cosx

) y=- @ v=""g 6 y=c

12. Sejam f : R — R derivavel e g(z) = f(tgx). Calcule ¢’ (g) supondo que f' (1) = 2.

13. Determine os pontos em que a funcgado a seguir é derivavel e calcule a derivada nesses pontos.

(z + 3)2 sex < —2,
z2 —3 se —2 <z < —1,
0 se -1 <z <0,
f(@) = { 22 se0<z<1,
COS( ! ) sel <z <2,
z—1
2x — 3 sex > 2.

14. Determine os valores de = € R para os quais a fungdo f(x) = 2z + |22 — 2| é derivivel. Determine a derivada nesses
pontos.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

EXERCICIOS

E possivel determinar a,b € R de forma a ter a funcao a seguir derivdvel em R?

1
ar+ — sex < —1,
_ T
f(®) =9 22 + be se —1<z<1,
log(z2) sex > 1.

Determine a, b, c € R tais que a fungado a seguir seja derivavel em todo seu dominio.

sen 2z se r <0,

fx)=<az?2+b se0<zx<c,
Inz se c < .

Calcular a, b, c,d € R para que a fungao seja derivavel em todo R.
ax? +bx, sex < —m;

f(z) =< cosz, se —m <z <M
cx? +dx, sex > .

Exercicios de provas anteriores
(2017-1) Sejam a,b € Re f: R — R a fungéo definida por

ebe sex < a
f(a;)—{ r—a+1 sexz>a.

O valor de a + b para que f seja derivavel em R é:

a) 0 b) 1 ¢ 2 d) -1 ¢) -2
(2017-1) Sobre a fungio f(z) = ¢ * + , podemos afirmar que:

a) f'(0) < f"(0) < f(0) c) f'(0) < f(0) < f(0) e) f(0) < f'(0) < f(0)
b) f(0) < f(0) < f'(0) d) f(0) < £(0) < f'(0)

(2014-2) A derivada da fungo f(z) — % ema =26

a) 0 b) 1 o 2 Q7 o) 11

(2014-2) Considere a funcao f : (—g, g) definida por

B tg x, se x € (07 7T/2)
f(@) = {a:v-i— b, sexe (—m/2,0],

123

sendo a e b constantes reais. Podemos afirmar que o valor da soma a + b para que a funcao f seja derivavel em

r=0Eé:

a) -2 b) -1 c) 0 d) 1

e) 2

(2015-2) Seja f : R — R a fungdo definida por f(z) = ax? + bz , sendo a e b constantes reais. Sabendo que a

tangente & curva y = f(z) no ponto (1,5) tem inclinagdo m = 8, podemos afirmar que o produto ab é:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

e) 6

(2015-1) Na figura abaixo estdo representados parte dos gréificos de uma funcdo derivavel f : R — R e da reta

tangente g & curva y = f(x) no ponto de abscissa 0.
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A equagao da reta normal & curva y = f(z) no ponto de abscissa 0 é:

a) t+y+3=0 ¢c) z—y—3=0 e) z+3y+3=0
b) 2—y+3=0 d) z+y—-3=0

24. (2016-2) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungdo y = f(z) definida implicitamente por (1 +
cos(22y?))? + = +y = 5, no ponto de ordenada y = 0, é igual a:

a) -1 b) 0 c) 1/2 d) 1 e) 2

25. (2016-2) A derivada da fungio f(z) = arctg (222 + 1) em x = 1 é igual a:
a) 1 b) 0 ) -1/2 d) 1/10 ) 2/5

2241 se >0

26. (2016-2) Considere a fungao f(z) = { e se <0

E CORRETO afirmar que:

’

=1 e) fr(0)=0e f (0)=—L
0

a) f.(0)=f_(0)=0. c) f.(0)
b) fL(0)=1e f (0)=—1. d) f,(0)=

’

e f_(0)=1.

27. (2017-1) Considere a funcio f(z) = { e(f/;) oo § v
Se fZ.(1) = ae f (1) = b podemos afirmar que:
a) a>b b) ab>1 c) |a| = b d) ab”l <0 e) 2a=">
28. (2017-1) A derivada da funcdo f(z) = sen(In(2z)) em z = 1/2 é:
a) 1 b) 2 ) 1/4 d) -1 e) 1/2

29. (2017-1) Seja a uma constante real positiva e seja f uma funcdo derivdvel em z = a.

O limite lim % é igual a:

2) 2af (a) b) Vas'(a) ) el @ ) =fa) 9 Yp
30. (2016-1) A derivada da funcio f(z) = In(z? + 1) em = = 1 é igual a:

a) 1 b) 0 c) 1/2 d) In2 e) 2
31. (2015-2) A derivada segunda da fungdo f(x) = a - arctg (3z) em x = 0 &:

a) 6 b) 3 c) 0 d) -3 e) -6

32. (2010-1) A inclinagio da tangente & curva definida pela equagio y® + y? — 5y — 22 = —4 no ponto (2,0) é:
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33.

34.

35.

36.

37.

38.
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a) —2/5 b) 2/5 ) —4/5 d) 4/5 ) 0

x
(2010-1) A derivada segunda da funcéo f(z) =1In ( © ) é:

1+4e®
1 -1 e” —e”
a b c) —— d) ————= e) 0
) 1+ e® ) 14 e® ) (1+e7)2 ) (1+e7)? )
(2010-1) Sejam f(x) = arctgz e g(x) = senz. A derivada da funcdo composta (f o g)(z) é:
cosx senx sen x cos T cosx
e ) ——— _m o) —— 2
senz + 1 sen2z + 1 cos?2z+1 sen2x + 1 cos?z +1
- N Inz . .
(2013-1) A equagao da reta tangente a curva y = —, ho ponto de abscissa 1 é dada por:
e
1 1
a) y=-——(z-1) b) y=—(z+1) d) y=—e(z—-1)
1
c) y=e(zx—1) e) y=—(z—1)

e

(2013-2) A soma das constantes a e b para que o grafico da fungido f(z) = a + bsen?(x/2) e a curva definida
implicitamente pela equagdo y cosz + zy = 57z tenham a mesma reta tangente no ponto (7/2,5mw) é:

a) 10+ 57 b) 10— 57 ¢) 57— 10 d) 20 e) 57
(2013-2) Sabendo que f é uma fungdo derivdvel com f(0) =0 e que

9(z) = 2(z = 1) + (f(2) + 1)
¢ a fungao constante igual a 5, entdo f/(0) é igual a:
a) -2 b) 2 c) -1 d) 1 e) 0
(2013-2) A derivada de f(x) = arctg (g(g(z))) em z = —1, sabendo que g(—1) = —1 e g'(—1) =4, é&

a) 0 b) 2 c) 4 d) 6 e) 8

3.15 Respostas dos Exercicios

1.

(8) —1/(z +1)? (0) (22+1)/(2Va Fa+1)

(b) (22 + 62° — 4)/(22%) (p) (322 +2z+1)/(3(z® + 2% + z + 1)%/3)
(c) 24021 + 562 + 13 () 103 +1/(2Va T D)@ + Va T 1)°
(d) _ﬁ (r) 27742102

(e) (352°/2)/2 (s) loge (52 +4)/(a? + z)

(f) (5(2/3)%/3)/x*/® (t) (2:3””2 (z? In(x2) + 1)) /z

(&) (1-a%)/(@®+1)? (u) 25" coszIn2

(h) (112% 4+ 92* 4 9z + 2)/(2/T) (v) cotgz

() (o2 20— 2)/(x —1)? () 66

() (=52% = 327 + 1)/ (2V/a(@® + 2% + 1)?) ren

(%) (5z —1)/(6(z — 1)2/3\/z + 1) (x) +Inz cosx

(1) 200z(z? —1)%° eV®
(m) 1/2(/53) SUENE

(n) z(2—1/v22=3) (z) 4e*z(x +2)

(@ T2 (@ =50

) (&) o
(b) e*(v/x +secz) +e” (ﬁ—s—tgz secz) 20 —1

(f) 20z(2z? — 3)(a* — 322 +7)°
22 —222Inz+1 (g) —e®sen (e”) cos(cos(e®)) ,
© S (@@2+1)?2 (h) —(2z+1)/(3(z? + =+ 1)¥/3)
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() Azt D42 o) (@) (20 +3) cos(alz +3))
(z2 +1)5 5
) N _ 2sen (In(z))
() 8%°~1(6z)In8 = 3-29°~2z In8 @) ——
(k) 2 (s) 2xsec?(z? —2)
. () —In(2)tg (@)2n(cose)
M (u) z%(Inz+1)

VA -2/ + Dz +1)?

log € cossec
2¢2* (zIn(2?) + 1) )

(m) - (w) — (1 4+ cos? x)
1 1 1 2sen 3z
™ 5 (s= ) 2
B(/Z +2)(Va + Inz)? 4o
©) 2x (y) sen () (cosx cotgx — senz In(sen )
“?(1—zlnx) , 2sen x
() I
3. Sim

cos(1/z) o

4. f'(z) =sen(1/z) — x #0.

5. f(@) = f(—z) = f'(z) = —f'(-2) e —f(z) = f(~z) = —f'(z) = —f' (=)
6. a=—-14++v2

7. f1(0) = 12, £/(2) = 64/27, f'(—2) = 48

8. (a) 14 (b) -36 (c) 106/25

9. w/4, 3w/4 e 5w /4.

10. (a) y=¢/2 d) y== (¢) 3y =—1122+ 160 d) y==
1 () f(@) =622, /(2) = 6, ""(x) = 0
(b) f'(z) = —1/a?, f"(z) =2/a%, f"(z) = —6/a*
(¢) f'(z) = (loge)/(x +2), f"(x) = —(loge)/(z + 2)%, f'(x) = (2loge)/(x +2)*
(@) f'(z) =4/(x+3)% f"(z) = =8/(x +3)%, f"(x) = 24/(z + 3)*
() f'(z) = —(2(z® +1))/(2? = 1)?, f"(z) = (da(a? + 3))/(z® = 1)?, f"(2) = —(12(a* + 62% +1))/(z* — 1)*
(f) f'(x) = =22 %senz, f"(x) = —2e2°°5%(cosz + cos(2x) — 1)
' (z) = —862 cosTgen 3z 4 22 %5 Tsen 1 + 12e2 %5 Tsen x cos
12. 4
2(x + 3) ser < —2,
2r se —2<x < —1,
0 se —1 <z <0,
13. f'(z) = {22 sed <<,
sen(mil)(ﬂ;—l)*2 sel<z<2,
2 se x > 2.

N J2r+2 se z € (—00, —v/2) U (v/2, +00)
4 @) = {2x+ 2, sez€ (—V2,V2)

15. Nao.

1 1/2
16. a= —,b=0,c=¢e¢

2e

1 2 1 -2
17. a:ﬂ—27b:;7c:ﬁed:7
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18. b) 21. d) 24. a) 27. a) 30. a) 33. d) 36. a)
19. ¢) 22. ¢) 25. ¢) 28. b) 31. a) 34. d) 37. b)

20. ¢) 23. ¢) 26. e) 29. a) 32. ¢) 35. e) 38. e)



