Capitulo 2

Limite de uma funcao

Podemos afirmar que o conceito de limite é uma das ideias fundamentais do Céalculo Diferencial.
Seu processo de construgao surge historicamente a partir de problemas geométricos como, por
exemplo, no cédlculo da drea de regides planas e na determinacao retas tangentes a uma curva.
Apresentaremos rapidamente esses dois problemas que motivaram a definicdo de limite, como
no livro Cdlculo com Geometria Analitica - Vol.1 de George Simmons (Editora Makron Brooks).

2.1 O problema das areas - método de exaustao

A drea de um retangulo é o produto das medidas de sua base e sua altura. Ja a drea de um
triangulo é a metade do produto das medidas de sua base e altura. Como um poligono pode
ser sempre decomposto em tridngulos, sua area é a soma das areas desses triangulos.

A=ab

Figura 2.1: Areas.

O circulo é uma figura mais complicada. Os gregos resolveram o problema de achar a sua area
de uma maneira natural.

n=4 n=8 n=16

Figura 2.2: Método para aproximar a area do circulo.

Primeiro eles aproximaram essa area, inscrevendo um quadrado. Depois eles melhoram a apro-
ximagao, passo a passo, dobrando o nimero de lados, isto é, inscrevendo um octégono regular,
depois um poligono regular de 16 lados e assim por diante. As dreas desses poligonos inscritos
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aproximam a area exata do circulo com uma precisao cada vez melhor. Vamos ver que esse
processo chega & férmula A = 772 para a drea do circulo de raio 7.

Suponha que o circulo tenha inscrito nele um poligono com um nimero grande n de lados, como
na Figura 2.3.

b

Figura 2.3: Circulo com poligono de n lados.
. . : (. bh
Cada um dos tridngulos is6celes mostrados na figura anterior tem area igual a — e a soma

dessas areas é igual a drea do poligono, que é uma aproximacao da area do circulo. Se p denota
o perimetro do poligono, entao temos que

11 11 1
Apoligono = 50+ 5bh+ ...+ 5bh = Sh(b+b+ ... +b) = Shp.

Como o nimero de lados cresce, h “tende” ar (em simbolos h — r) e p “tende” ao comprimento
do circulo ¢ = 27r (em simbolos p — ¢). Portanto,

1 1 1
ihp — —re= —r(2mr) = 72

A
2 2

poligono —

Esse processo é conhecido por método de exaustao porque a drea do circulo foi exaurida pelas
areas dos poligonos inscritos.

2.2 Reta tangente a uma curva

Um problema béasico do Céalculo Diferencial é o problema das tangentes: determinar o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de uma funcdo em um ponto P dado.

Figura 2.4: Reta tangente & uma curva.

Antes de tentar calcular o coeficiente angular da reta tangente, devemos decidir primeiro o que
é uma reta tangente. No caso de uma circunferéncia nao ha dificuldade. Uma reta tangente
a uma circunferéncia é uma reta que intercepta a circunferéncia em um tnico ponto, chamado
ponto de tangéncia. As retas nao tangentes ou nao interceptam a circunferéncia ou interceptam
em dois pontos.
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7

Figura 2.5: Relagoes entre circulo e retas e entre curvas e retas.

Essa situacao reflete a ideia intuitiva que a maioria das pessoas tem de tangente a uma curva
num dado ponto como sendo a reta que “toca” a curva naquele ponto. Ela sugere também a
possibilidade de definir uma tangente a uma curva como uma reta que intercepta a curva em
apenas um ponto, mas em geral essa ideia é insatisfatoria, como vemos na Figura 2.5.

O conceito moderno de reta tangente originou-se com Fermat, em torno de 1630. Considere
uma curva, grafico da fungao y = f(z), e P um ponto nessa curva. Considere ) um segundo
ponto proximo de P sobre essa curva e desenhe a reta secante PQ). A reta tangente em P pode
ser definida como a posicao limite da secante variavel quando ) desliza ao longo da curva na
direcao de P.

Figura 2.6: Posicéo limite da secante.

Mas como calcular o coeficiente angular da reta tangente? Seja P = (x0,yo) um ponto na curva
y = f(x). Para comegar o processo escolha um segundo ponto Q) = (x1,y1) sobre a curva. O
coeficiente angular da secante P(Q) é

Y1 — Yo

Mmsec = coeficiente angular da reta PQ = - o
1— 20

Figura 2.7: Célculo do coeficiente angular.

Em seguida, facamos 1 se aproximar de xy, de modo que o ponto variavel ) se aproxime do
ponto P, ao longo da curva. Quando acontece isso, a secante muda de posicao e se aproxima
da tangente em P como sua posicao limite. E também intuitivo que o coeficiente angular m
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da tangente é o valor limite aproximado pelo coeficiente angular mg.. da secante. Se usarmos
o simbolo — para indicar “se aproxima” (ou “tende”), entdao dizemos que quando z; tende a
0, Mgee tende a m e escrevemos:

. . Yt — Yo
m = lim Mmge, = lim ———.
P—Q T1—=To T1 — X

A formalizagao do conceito de limite de uma fungao visto através do método da exaustao e do
célculo do coeficiente angular de uma reta tangente serd nosso objeto de estudo ao longo do
capitulo.

2.3 Definicao de limite

Intuitivamente dizemos que uma funcao f tem limite L quando x tende para a, se é possivel
tomar f(z) arbitrariamente préximo de L, desde que tomemos valores de =, x # a , suficiente-
mente préximos de a.

Inicialmente, vamos desenvolver essa ideia intuitiva, estudando o comportamento de uma funcao
y = f(z) préximo a um ponto que ndo pertence, necessariamente, ao seu dominio.

Consideramos, por exemplo, a fungao a seguir, cujo dominio é R\ {1}.
224z —2
r—1

fz) =

Vamos construir uma tabela de valores de f(z) quando z se aproxima de 1, pela esquerda (isto
é, quando x < 1) e pela direita (isto é, quando = > 1):

r<l1 x—1 f(x) z>1 x—1 f(zx)
0 -1 2 2 1 4
0,5 0,5 2.5 1,5 0,5 3.5
0,7 -0,3 2,7 1,3 0,3 3,3
0,9 20,1 2.9 1,1 0,1 3.1
0,99 -0,01 2,99 1,09 0,01 3,09
0,999 20,001 2,999 1,009 0,001 3,009
0,9999 -0,0001 2,9999 1,0009 0,0001 3,0009
0,99999 -0,00001 2,99999 1,00009 0,00001 3,00009
0,999999 -0,000001 2,999999 1,000009 0,000001 3,000009
0,9999999 | -0,0000001 | 2,9999999 1,0000009 | 0,0000001 | 3,0000009
0,99999999 | -0,00000001 | 2,99999999 1,00000009 | 0,00000001 | 3,00000009

Observando as tabelas, concluimos que: quando = se aproxima de 1, os valores de f(x) se
aproximam de 3. A nogao de proximidade fica mais precisa se utilizarmos o valor absoluto: no
caso, o que observamos ¢é que quando |z — 1| fica pequeno |f(z) — 3| fica pequeno também. Veja
que essa relagao de implicagao vem da prépria fungao, pois quando = # 1, isto é, x € Dom f,
entao:

w2+ —2

3l =|z+2-3=lz—1
— 2 +2-3] =z 1]

f(x) = 3| =

Assim, a distancia entre f(z) e 3 depende da distancia entre = e 1.

T
Para outro exemplo, vamos considerar f(z) = 5 + 1. Aqui, o dominio de f é todo o conjunto

dos reais. Vamos analisar o comportamento de f(z) quando = se aproxima de 1. Para isso,
vamos assumir que |z — 1| estd ficando pequeno, como no exemplo anterior.
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x <1 x—1 f(x)
0 -1 1
0,5 -0,5 1,25
0,7 20,3 1,35
0,9 -0,1 1,45
0,99 20,01 1,495
0,999 -0,001 1,4995
0,9999 20,0001 1,49995
0,99999 -0,00001 1,499995
0,999999 -0,000001 1,4999995
0,9999999 | -0,0000001 | 1,49999995
0,99999999 | -0,00000001 | 1,499999995

x>1 x—1 f(x)
2 1 2
1,5 0,5 1,75
1,3 0,3 1,65
1,1 0,1 1,55
1,09 0,01 1,545
1,009 0,001 1,5045
1,0009 0,0001 1,50045
1,00009 0,00001 1,500045
1,000009 0,000001 1,5000045
1,0000009 | 0,0000001 | 1,50000045
1,00000009 | 0,00000001 | 1,500000045

69

3
Pelas tabelas, vemos que quando x se aproxima de 1, f(z) se aproxima de 5 Na verdade, como

fizemos no exemplo anterior, podemos notar que

3 1
: - -1

fa)-3 -3

Z41-=
5 +

2 2

2 2

xl‘

A 3 A A
Isto é, a distancia entre f(z) e 3 depende da distancia entre x e 1. Por exemplo, se a distancia

3
entre x e 1 for menor do que 0,0001, isto é, |z — 1| < 0,0001, entdo a distancia entre f(z) e B
sera
3 1
f(z) = 5| = 5= = 1/ < 000005

Vemos que o tamanho 0,0001 foi apenas um exemplo, pois podemos escolher qualquer niimero
positivo, o0 menor que seja, e fazer o mesmo raciocinio.

Estamos prontos para a defini¢ao formal de limite. Compare-a com os exemplos anteriores.

Definigao 17. Sejam a um ntimero real e [ um intervalo aberto contendo a. Seja f uma funcao
definida em I, exceto, talvez, no préprio a. Dizemos que o limite de f(x), quando z tende a a,
é L e escrevemos

lim f(z) =L,

Tr—a

se para todo € > 0 existir um § > 0, tal que

O0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.

y=f(z) y=f(z) y=f(x)
| LA € R S
? L L
______ L—¢lo- I — ¢ bemme-
— Q- a ‘ a ‘
a—0 a+46

Observagao 27. Como vimos no primeiro exemplo dessa segao, para a definicao de lim f(x)
r—a

nao é necessario que a funcao f esteja definda em a. Nos interessa o comportamento de f(x)
quando z esta préximo de a.
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Teorema 2. Se existe limite de uma func¢do f(x), quando x tende a a, entdo ele € inico.

Exemplo 13. Sejam k um numero real e f(z) = k a fungado constante. Entao para qualquer
a € R, temos liin f(z) = k. Primeiro, notamos que |f(z) — k| = |k — k| = 0, que é menor do
que qualquer I:ifu%ero positivo. Entdo, fixando qualquer € > 0 e escolhendo § = € temos que
independentemente de 0 < |z — a| < § = ¢ sempre teremos |f(x) — k| =k —k|=0<e.

Exemplo 14. Sejam a um nimero real e f(z) = = a funcdo identidade. Entao lim x = a. De
T—a

fato, fixando qualquer € > 0, entao escolhendo § = ¢ temos:
O<|zr—a|<d=e=|f(z)—a|=|r—al<d=c.

Exemplo 15. Vamos mostrar que lir% (22 —3) = 1. Para isso, devemos mostrar que dado ¢ > 0,
z—
existe um d > 0 tal que
O<|z—2/<d=|2x—-3)—1|<e.
Observe que |(2z — 3) — 1| = |22 — 4| = |2(z — 2)| = 2|z — 2|. Logo: se 0 < |z — 2| < 4, entdo
|(2z — 3) — 1| = 2|z — 2] < 2§. Assim, para qualquer € > 0 fixado, escolhendo § = % teremos

que

2
0<|x—2|<%:>|(2$—3)—1\:|2(1‘—2)|:2|$—2]<25:§:5.

Exemplo 16. O exemplo anterior pode ser generalizado para qualquer funcao afim f(x) = ax+b
quando z tende a ¢, onde a,b,c € R, a # 0. De fato, para mostrar que lim(ax + b) = ac + b,
Tr—rc

vemos primeiro que |ax +b— (ac+b)| = |ax — ac| = a|r — ¢|. Assim, fixando € > 0 e escolhendo

€
6 = — temos que
a

O<|:E—c|<E:>\ax+b—(ac+b)|:|ax—ac|:a|x—c|<a5:%:z—:.
a a

2.4 Propriedades do limite de uma funcao

Teorema 3. Sejam f e g fungoes definidas em um intervalo I contendo a, exceto, possivelmente,
em a. Se lim f(z) =L e lim g(x) = M, entdo:
Tr—a Tr—a

L1) lim (f(x)+g(x)) =L+ M;

12) lim (f(z)g(a)) = LM;
i 1) _ L .
L3) ilgz o@) ~ se M #0;

L) li_r)n Vf(x)=VL, se L>0eneN ouL <0 enecN impar.
xr a
Uma consequéncia imediada das propriedades L1 e L2 é o exemplo dado a seguir.

n
Exemplo 17. Se p(z) = byz™ + bp_12" '+ ...+ bz + by := Z biz' é uma funcio polinomial,

=0
entao para qualquer a € R:

iy o)~ i (S 73, () £ 3 e =t
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Pelo exemplo anterior, uma fungao polinomial é nosso primeiro exemplo de func¢do continua,
isto é, uma funcao tal que liin f(x) = f(a) para todo a € D(f). Voltaremos a isso mais a frente.
X a

Exemplo 18. Pelo exemplo 17, temos: limQ(xQ +3245)=224+6+5=15.
T
Exemplo 19. Pela propriedade L3 e o exemplo 17, como 3 ndo é raiz de 23 — 7, temos
I x—5 3—-5 1
im = =——.
e—3 \ a3 — 7 33 -7 10

Exemplo 20. Pela propriedade 1.4 e o Exemplo 17,

1im2\/x3—4x+1:\/(—2)3+8+1:ﬁ:1.
T—>—

. . 222~z 41
Exemplo 21. Como, pelo exemplo 17 e a propriedade L3, lim ——— = 2, segue da

z—=1  3xr—2
2x2—w+1>2

propriedade L2 que lim = 4.
rz—1 3 — 2

Observagao 28. Os seguintes limites que envolvem as fungoes trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas nao serao demonstrados aqui.

1. lim senx =sena, para todoa € R. 2. lim cosx = cosa, paratodoa € R.
T—a T—a

SeaceRelO<a#1,

3. lima®” = 1. 5. lim log,x =0
z—0 z—1

4. lim a® = a®. 6. lim log,z = log,b (para b > 0).
z—b z—b

Além disso, temos que se lim f(x) = L, entao:
T—a

7. lim sen (f(z)) = sen (lim f(z)) =senL 9. lim a/® = a*.

r—a T—a x—b

8. lim cos(f(x)) = cos(lim f(z)) =cosL  10. liir%)logaf(a:) =log,L, se L > 0.

0
2.5 Forma indeterminada do tipo 0

f(z)
g(z)

pode ou nao existir e, portanto, é denominado forma indeterminada do tipo o’ ja que o limite

Se f e g sao fungoes tais que lim f(z) = 0 = lim g(x), o limite de , quando z tende a a,
r—a r—a

pode ou nao existir, como mostram os exemplos a seguir.

3
-1 3
Exemplo 22. lim <m2 ) = —.
z—1 \ 2z —1 2

x—1 22

Exemplo 23. lim (
z—1

\/ﬁ—\/ﬂc+1> _ 1

-1
Exemplo 24. Nao existe lim < . Esse tipo de problema sera tratado mais a
sl \x3 — 22—z +1

frente.
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Nesse momento, para resolvermos limites com a forma indeterminada 0/0, devemos trabalhar a
expressao do quociente f(z)/g(z) a fim de nao mais ter uma indeterminagao. Vamos comegar
calculando os limites dos exemplos 22 e 23.

No primeiro, temos que 1 é raiz do numerador e do denominador, entao vamos fatora-los, o que
é feito através de divisao de polinémios.

) -1 ) (x— 1) (2?2 +2+1) ) 2?4+r4+1 3
lim { — = lim =lim(|—F ) ==
z—1\ 22 —1 T a—1 (x+1)(z—1) z—1 x+1 T 2

L3

fatorando z3 — 1 e 22 — 1 comoz —1#0

No segundo, novamente 1 é raiz do numerador e do denominador, mas a fun¢do nao é racional.
Nesse caso, vamos racionalizar o quociente, isto é, multiplicar por 1 como uma fracao de nume-
rador e denominador iguais a v/2z++/z + 1. Usaremos ainda o fato de que a®>—b% = (a—b)(a+b)
para todos a,b € R.

= lim
rz—1

lim
x—1

(m-¢m>

r—1

\/ﬁ—\/:v—l—l‘\/ﬂ+\/x+1
r-1 Vit vitl

racionalizando

r—1 1 1
71 ((33—1)(\/2304-\/:64—1)) THI (\/233—1—\/36—1—1) 22
comozxz—1%#0
Vamos fazer mais exemplos:

Exemplo 25. Mais um exemplo com fatoracao.

lim <3a;3 — 42 —:c—|—2> i <Ea;— 1) (322 —x—2)>

z—1 223 — 32 +1

colocando = — 1 em evidéncia

—gﬂﬁiiDTmGiﬁiﬁD

comoz—1#0 continuamos com 0/0, dividimos por z — 1 de novo

i (B2) 20
T a1 \2x+1) 3

comoz—1%#0

Note que se tivéssemos fatorado o numerador e o denominador, teriamos poupado trabalho:

. (32 — 42 —x 42 . ((z =123z +2) . (3x 42 5
hm = hm — hm - —
a—1\ 223 — 322+ 1 a—1 \ (x —1)2(2z + 1) e—1\ 2z + 1 3

fatorando comoxz—1%#0
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Exemplo 26. Mais uma exemplo com racionalizagao.

. Vit —2 . Vi+tr—2 J14+x+2
Iim [ ——— | = lim .
z—3 z—3 z—3 r—3 Vi+xr+2

racionalizando

g <<a:—3><x\/_13ﬂ+2>> Tlins <¢1T1x+z> -

comoz —3#0

Para alguns limites do tipo 0/0, pode ser til fazer uma mudanca de varidveis, como veremos a
seguir.

Exemplo 27. Vamos calcular lim
r—2

(5

) fazendo uma troca de varidveis do tipo y = v/4z.
x [e—

3
Como z — 2, temos que y — /8 = 2. Ainda, como y = /4x, temos que 4z = y>, donde z = yz

Assim:

[ VAz—2 [ y—2 . y—2
lim | ——— | =lim | 5 =lim (4 -
T2 x—2 Ty%2 v 9 y—2 Y3 —8

fazendo y = ¥4z

=lim (4 - =lm|(———)=—=-
T y—2 (y —2)(y?2 +2y+4) y—2 \y2 + 2y + 4 16 4

fatorando 33 — 8 como y # 2

r—1
Exemplo 28. Vamos calcular lim <ﬁ ) fazendo a seguinte troca de varidveis y = Jx.
z—1 \/5 —1

y=Vr=y' =Vrey’ =z

Além disso, como = — 1, temos que y — v/1 = 1. Dessa forma:

Yr —1 21 —1 1 1 2
lim <\/5 ) = lim (y ) = lim =D+ = lim <yjL ) ==
z—1 \/5—1 ’I*y—>1 y3—1 y—1 (y—l)(y2+y+1) y—1 y2+y+1 3

fazendo y = ¥/ fatorando comoy—1#0

Temos que

2.5.1 Limites Fundamentais

O limite da fun¢ao senz/x quando x — 0 é um exemplo de indeterminagao do tipo 0/0, porém
vamos provar o seguinte:

sen x
=1

Limite Trigonométrico Fundamental. lim
z—0 X

Para isso, vamos precisar do seguinte resultado:
Teorema do Confronto. Sejam f, g e h fungoes que satisfazem g(z) < f(x) < h(zx) para todo
x) =

x numa vizinhanga de a. Suponha ainda que lim g(x) = lim h(z) = L. Entdo lim f( L.
Tr—a T—a Tr—a

Antes de provar o limite trigonométrico fundamental, vamos ver um exemplo de uso do Teorema
do Confronto.
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Exemplo 29. Supondo que para todo x # 1 temos

x?—1
x—1"

—2% 43z < f(z) <
podemos inferir que lim1 f(x) = 2. De fato,
T—r
lim —2% + 32 = 2
z—1

$2—

1
lim =lmz+1=2

z—=1 x—1 rz—1

Entao, pelo Teorema do Confronto lim1 flz)=2.
T—r

.. .. senx
Sobre o limite lim
x—0 X

o raio do circulo é 1, entdo a medida do arco O’'P (denotada por arcO’'P) é exatamente x, a
medida do angulo POD (veja figura 2.8). Isso s6 é verdade para angulos medidos em radianos,
nao em graus.

= 1, vamos comegcar com uma ideia que depende do fato de que quando

sen x
=1.

Figura 2.8: Ideia da prova de lim
x—0 €T

SIE
I
3
)

Além disso, notamos que OP = 1 (o raio do circulo), o que implica em senz =

Dessa forma
sen x DP

x  arcO'P

Dessa forma, quando z tende a 0, D se aproxima de O’ e DP se aproxima de arcO’P.

Um argumento mais formal sera visto a seguir.

Se x € (0,7/2), consideremos a figura:
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Temos que

Area do APOO’ < Area do setor POO’ < Area do A P'OO’
;7D _arcPO’ PO
T2 -2 B
onde usamos o fato de que OO’ é o raio do circulo e, portanto, 1. Segue entdo que

PD < arcPO’ < PO/
—~ == =~

=senx =z =tgx

Dividindo por sen x, temos:

T 1
<
senr  Ccosx

sen
1<

ouseja 1>

>CcosT

Como seno e a identidade sao fungoes impares e cosseno é uma funcao par, vale também

cosz = cos(—z) < sen (~2) = X2 1,
(=) x

para x € (—7/2,0). Como lin}) cosx = 1, segue do Teorema do Confronto que
z—

. senx
lim
z—0 X

=1.

Os exemplos a seguir mostram como usar o limite fundamental trigonométrico para calcular
outros limites envolvendo fungoes trigonométricas.

Exemplo 30.
. tgx . senx 1
lim — = lim =1
z—0 X z—0 X COS T
limite fundamental e 11310 cosx =1
Exemplo 31.
sen (4x) sen (4z)
4 4
i U e ey gy SonUn) sy
z—0 xT z—0 Il z—0 /4 x—0 4x y—=>0 Yy
4x

usando y=4x limite fundamental

sen (4
Exemplo 32. Para calcular lim sen (4z)

notamos que
2—0 sen (5x)’

150 (4x) sen (4x)
sen(da) AT 4 g
sen (5x) £, 50 (5z) 5 sen (5x)

%4 %4
Argumentando como no exemplo anterior, temos que
i SO0 (4x) T (5x)
z—0 4x z—0 5%
Portanto concluimos que
sen (4x) 4
lim ———= = —
a—0sen (bz) 5
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. l—cosz , . . _ .
Exemplo 33. Vamos calcular hn% ———, que é uma indeterminacao do tipo 0/0.
Tr—r X

. 1—coszx . 1—cosx 1+cosx . 1—cos?x . sen 2x . osenx sen x

lim —— = lim =lim —=lim ——— = lim =

z—0 x 2—0 x l+cosz a2=0x(l+cosz) 7 2=0x(l+cosx) 2—0_ x 1+cosz
\-\,1-/ N—_——

— —0

usando que sen 2z + cos?z =1

Outro resultado interessante sobre limites que pode ser aplicado para alguns limites envolvendo
fungoes trigonométricas é o seguinte:

Teorema 4. Se li_r)n f(x) =0 e g(x) é limitada I — {a} (onde I € um intervalo contendo a),
entao
lim f(z)g(z) =0.

Tr—a

A ideia de prova desse teorema vem também do Teorema do Confronto: se g(z) é limitada,
entao existe n > 0 tal que —n < g(z) < n. Se f(x) > 0 préximo a a, entao

—n f(z) < f(x)g(x) < f(x)n.

Entao, pelo Teorema do Confronto, segue o resultado. Poderiamos fazer parecido para o caso
em que f(x) <0.

Exemplo 34. No grifico a esquerda na figura 2.9, vemos que hII[l) sen (1/x) néo existe.
Tr—r

Figura 2.9: Graficos de f(z) = sen (1/x) e g(z) = x2sen (1/x)
Porém, lim,_,o 2% sen (1/x) = 0 j4 que lin})mQ =0e|sen(l/z)| < 1.
T—

O préximo limite também tem inicialmente a forma inderterminada 0/0. Ele serd enunciado
sem demonstracao, mas no fim deste capitulo daremos uma demonstragao usando o limite que
define a constante de Euler.

a®*—1
Limite Exponencial Fundamental. lim =Ina.
z—0 X
Observagao 29. Quando a base da funcao exponencial for a constante de Euler teremos
r—1
lim &= = 1.
z—0 X

2.6 Limites Laterais

Ao considerarmos lim f(z), estamos interessados no comportamento da funcao y = f(x) para
T—a

valores de z préximos de a, podendo ser x maior ou menor que a. Entretanto, algumas fungoes
tem um comportamento diferente a direita e a esquerda de a.
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]

Exemplo 35. Considere a fungao f(z) = —, entao
x

1, sex>0

f(x):{ -1, sex<0

Logo, se x estd proximo de 0 e a direita de 0, entao os valores de f(x) sdo sempre iguais a 1.
Por outro lado, se x estd préximo de 0 e & esquerda de 0, entao os valores de f(x) sao sempre
iguais a —1.

Representamos essa situacao da seguinte maneira:

. € . X
hmuzlehmu:—l.
z—0t T z—0- T
O sfmbolo z — 07 indica que estamos considerando somente valores de x maiores que 0 e o

simbolo x — 07 indica que estamos considerando somente valores de x menores que 0.

Definigao 18. (Limite lateral & direita) Seja f uma fungao definida no intervalo aberto (a,b).
Escrevemos

lim f(x)=1L

z—at
e dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a pela direita é L, se os valores de f(x)
ficam arbitrariamente préximos de L bastando para isso tomarmos valores de x suficientemente
préximos de a e a direita de a. Isto é, se para todo € > 0 existir um 6 > 0, tal que

0<z—a<d=|f(x)-L|<e.

Analogamente definimos limite lateral a esquerda.

Definigao 19. (Limite lateral a esquerda) Seja f uma funcao definida no intervalo aberto (¢, a).
Escrevemos

lim f(z)=1L

r—a~

e dizemos que o limite de f(x) quando z tende a a pela esquerda é L, se os valores de f(x)
ficam arbitrariamente préximos de L bastando para isso tomarmos valores de x suficientemente
préximos de a e a esquerda de a. Isto é, se para todo € > 0 existir um d > 0, tal que

—0<zx—a<0=|f(x)—L|<e.

Observacgao 30. As propriedades L1, L2, L3 e L4 do Teorema 3 continuam validas para limites
laterais, ou seja, se trocarmos r — a por x — a~ ou x — a*.

Exemplo 36. Seja f(z) = v/ — 2. Como x — 2T quer dizer que x > 2, temos que lim+ flx) =
r—2

V2 —2 = 0. Por outro lado, se x — 27, temos que z < 2, donde x — 2 < 0 e a func¢ao nao esta
definida para valores negativos. Assim, ndo podemos calcular o limite a esquerda lim f(x).
T2~

Exemplo 37. Considere a funcio f(x) = v/1 — 22. Temos que D(f) = {x € R]1 — 2% > 0} =
[—1,1]. Assim, nos pontos x = —1 e x = 1, nfo estao definidos os limites laterais & esquerda e
a direita, respectivamente. No entanto

lim f(z)=0 e lim f(z)=0

z——11 T—1—

Limites laterais sao especialmente importantes no calculo de limites de fungoes definidas por
partes, j& que a existéncia do limite de f(z) quando x tende a a estd condicionada a existéncia
dos limites laterais da seguinte formas:
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Teorema 5. Se f estd definida em um intervalo aberto I contendo a, entdo lim f(x) = L se e
r—a

somente se lim f(x) =L e lim f(x)= L.
T—a~ x—at

22 —4, sex <1,
Exemplo 38. Vamos calcular, se possivel, o lim1 f(z) onde f(z) = -1, sex=1
o —2—z, sex>1

Quando z < 1, a funcéo é z? — 4, donde
G

lim f(z) = lim (2% —4) = 3.

r—1— r—1—

J& quando x > 1, temos f(x) = —2 — z, donde

lim f(z) = lim (-2—2z) = —-3.

z—1t z—1t
Entao, pelo teorema 5, lim f(z) = —3.
r—1
Note que nao usamos o fato de f(1) = —1, j4 que no cédlculo do limite estamos interessados no

comportamento da funcdo quando x se aproxima de 1, mas é diferente de 1. Ainda, note que
lim f(x) = =3 # —1 = £(1)
r—1

isso quer dizer que a fungao f(z) ndo € continua em x = 1. Esse serd o assunto da préxima
secao.

Note ainda que poderiamos calcular facilmente outros limites. Por exemplo,

lim f(z) = lima? —4=—4 e lim f(z) = lim -2 — 2 = -5
z—0 z—0 z—3 z—3

pois a lei da fungao na proximidade de 0 ou de 3 ndo muda.

372 — br — 2
Exemplo 39. Vamos calcular, se possivel, lim2 f(x) onde f(z) = W, x # 2. Pri-
T—r Tr —
meiro, notamos que essa é uma funcao por partes:
372 — 5x — 2
P — < -1/3
o sex < —1/
—322 + 5z + 2
f(z) = e e e , se —1/3<x<?2
T —2
322 — br — 2
_— sex > 2
\ xr — 2
Entao
—32% + 5x + 2 —(Br+1)(x -2
lm f(z) = lim o F0r+2 o TG D@=2) ey — 7
T2~ T T2~ xr—2 T T2~ xr—2 T r—2~

como —1/3 <z <2 fatorando —3z2 + 5x + 2 comox —2#0

Por outro lado:

3z —br —2 . Br+1)(z—2)

lim f(z)= lim ——— im = lim 3z+1=7
z—2F T z—2F T —2 T z—2F x—2 T z—2+1
como z > 2 fatorando 322 — 5z — 2 como z —2#0

Portanto, pelo Teorema 5, nao existe lin% f(x) .
T—
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2
x4 — 3|z
Exemplo 40. (Questao da 1 prova de 2017-1) Vamos calcular, se existir, lirr%) 7|| Temos
xT— X
x, sex >0 . - . o :
que |z| = , assim, é necessario analisar os limites laterais. Temos que:
—x, sex <0
. 2% — 3] . 2% -3z . xz(x—3) . r—3 =3
Im ——— = lim —— = S - _°
z—0t 2x T z—0t 2x T z—0t 2x z—0t 2 2
r—=0T=2>0 fatorando z2 — 3z como z # 0
. 2% = 3|z . 22+ 3x . x(x+3) . r+3 3
Ilm —— = lim —— = lim ———~ = lim =3

z—0~ 2z T z—0~ 2z T z—0~ 2x T z—0~ 2

=0 =<0 fatorando z2 — 3z como z # 0

Como os limites laterais sao distintos, segue que nao existe lim 5
z—0 T

2.7 Funcao continua

Definicao 20. Seja f uma fungédo definida no intervalo aberto I e seja a € I. Dizemos que f
é continua em a se lim f(x) = f(a).
r—a

Observagao 31. Note que estamos exigindo, na verdade, 3 condigdes para que f seja continua
em a:

1. existe f(a), 2. existe lim f(x) e 3. lim f(z) = f(a)

r—a Tr—a
Exemplo 41. Para todo a € (0,400), a fungdo y = y/z é continua em a.

Exemplo 42. (veja o exemplo 17) A funcdo polinomial p(z) = a,z" +a,—12" " +.. .+ a1z +ag
é continua em a, para todo a € R, ja que

lim p(z) = apa” + ap_1a" '+ .. +aja+ag = p(a).
Tr—a

Nesse caso, como é continua em todo a € D(p), dizemos apenas que p(z) é continua.

Definicao 21. Dizemos que uma fungao é continua se for continua em todos os pontos do seu
dominio.

Definicao 22. Seja f uma fungéo definida no intervalo aberto I e seja a € I. Dizemos que f
¢é descontinua em a se f nao for continua em a, isto é, se:

nao existe lim f(x) ou :llilé f(x) # f(a).

r—a

Exemplo 43. A fungao do exemplo 38 é descontinua em 1 pois lim1 flz) = -3 # —1= f(1).
T—r

Porém, nos demais a € R, a func¢ao é continua (pois é polinomial). De fato, D(f) =R e

lim —2—-—2x=-2—-a= f(a), sea>1
hmf(x): a:'—>a 9 2
z—a limz®—4=0a"-4= f(a), sea<1
r—a
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2 +1 sex#1,

¢é descontinua em 1. De fato,
4 sexr=1

Exemplo 44. A funcgao f(z) = {

ii_}nllf(x):iEQx—l—I:B#éL:f(l)

Porém, para os demais a € R\ {1}, f é continua (pois é polinomial).
Exemplo 45. Vamos determinar a,b € R para que a funcao f : R — R definida por

xz—a, sex < —1

fl)=<b, sex=—1
—r+1, sex>—1

seja continua em R. Para x < —1 e x > —1, a func@o é polinomial e, portanto, continua. Para
x = —1, devemos ter

lim f(z)= lm f(z)=f(-1)=0b

z——1— z——171
Temos que
lim f(z)= lim 2°—-a=—a+1 e lim f(zr)= lim —x+1=2
z——1" z——1— z——17+ z——17F
Assim, para que exista lim1 f(z), devemos ter a = —1. Por fim,
T——

b=F(-1) = Jim f(r) =2
Exemplo 46. (Questao da 1% prova de 2017-1) Consideramos a fungao f : R — R a fungao
definida por

2t =422 -3 sex<a
f(x)_{x2—7 se x> a

Vamos determinar os valores de a para os quais f é continua em R. Primeiro, para = # a a
funcao f é polinomial e portanto continua. Temos que

lim f(z)= lim 2% —42® — 3 =a" — 4a®> - 3
T—a~ r—a~

lim f(z) = lim 2 —-7=a% 7.
z—at T—a~

Logo, para que exista lim f(x) é necessario que
r—a

at—4a®> -3=d>-7Tea==+1oua=+2

Além disso, como
fla)=a?—-7= lim f(x)
r—at
0 que fizemos anteriormente ja basta. Portanto, temos que f é continua se e somente se a =
+1 ou a = £2.

Teorema 6. Sejam f e g funcdes continuas em a, entdo sao continuas em a as fungoes f+ g,
fg e f/g, se, neste ultimo caso, g(a) # 0.

Exemplo 47. Toda funcao racional é continua em seu dominio, o que ja sabiamos pela propri-
edade L3 de limites (ver Teorema 3).
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Exemplo 48. (Questao da 1% prova de 2016-2) Sejam a e b constantes reais ndo nulas e
f:R — R a funcao dada por:

22 —ar—+2
_— 1
fz) = x—1 T7
b, r=1

Vamos determinar a e b de forma que f seja continua em R. Para x # 1, a fungao é racional,
donde é continua. Para x = 1, temos que f(1) = b, donde devemos ter

ot —ar+2
1lm7:
r—1 x—1

b

Para o limite existir, devemos ter 1 como raiz de z? — az + 2, isto é,
l1-a+2=0&a=3

2
-3 2
Portanto, b = lim Tosrh s limz —2=-1.
z—1 r—1 z—1

Teorema 7. Sejam f e g fungoes tais que lim f(z) =b e g continua em b,
Tr—a

lim (g o f)(x) = g(b), ou seja, lim g(f(x)) = g(lim f(x).

r—a r—ra

Em particular, a composicao de funcgoes continuas é continua.

Exemplo 49. Se f(x) é uma fungdo polinomial e g(x) = v/, entao go f(z) = \/f(x) é continua
em a se f(a) > 0 (veja propriedade L4 no Teorema 3).

Como a continuidade depende da existéncia do limite lim f(x), faz sentido estudar também
r—ra

continuidade lateral, analogamente ao que fizemos com limites laterais:

Definicao 23. Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b) com a < b. Dizemos que f é
continua a direita de a se lim+ f(x) = f(a).
r—a

Seja f uma fungao definida no intervalo (¢, a] com ¢ < a. Dizemos que f é continua & esquerda
de ase lim f(z)= f(a).
Tr—a~

Em particular, se f for uma fun¢do definida no intervalo aberto I com a € I, f é continua em
a se e somente se for continua a esquerda e a direita de a.

Definigao 24. Dizemos que uma fungao f é continua em um intervalo fechado [a,b] se f for
continua em (a,b), continua a direita de a e continua a esquerda de b.

Exemplo 50. Voltando a funcao f(z) = v/1 — 22 do exemplo 37. Sabemos que D(f) = [—1,1]
e

lim f(z) =0=f(-1)

r——171

lim f(z) = 0= f(1)

1"
lim f(z) = f(a) se a € (—1,1)
r—a
Portanto, f é continua em seu dominio [—1, 1].

Teorema 8. (Teorema do Valor Intermedidrio) Se f for continua no intervalo fechado [a,b] e
L for um nidmero real tal que f(a) < L < f(b) ou f(b) < L < f(a), entao existe pelo menos um
c € la,b] tal que f(c) = L.
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Observagao 32. Como consequéncia desse teorema temos que:

1. o grafico de uma funcgao continua num intervalo pode ser tracado sem tirar o lapis do
papel.

2. se f for continua em [a,b] e f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo existe pelo menos um
¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Exemplo 51. Seja f(z) = #* — 52 + 3. Temos que f(0) =3 e f(1) =1—5+3 = —1, assim,

pelo Teorema 8, existe pelo menos um a € [0, 1] tal que f(a) = 0. Ainda, f(2) =2*-10+3 =09,
entao existe pelo menos mais uma raiz de f(z) em [1,2].

2.8 Limites infinitos

Vamos comegar analisando o comportamento de algumas fungdes ilimitadas.

1
Exemplo 52. A fung¢ao f(z) = — nao é limitada: quando z se aproxima de 0 pela direita ou
T

esquerda, temos:

I I
<0 — x>0 -
x x
-0,1 -10 0,1 10
-0,01 -100 0,01 100
-0,001 -1000 0,001 1000
-0,0001 -10000 0,0001 10000
-0,00001 | -100000 0,00001 | 100000
-0,000001 | -1000000 0,000001 | 1000000

Isto é, a medida que = > 0 se aproxima de zero, f(x) atinge valores positivos arbitrariamente
grandes. Por outro lado, quando x < 0 se aproxima de zero, f(x) atinge valores negativos com

médulos arbitrariamente grandes. Por isso, temos que os limites laterais lim — e lim — nao
—0t T =0T

existem. O comportamento observado, na verdade, é que o médulo de — cresce indefinidamente
x

quando z se aproxima de 0.

Mais formalmente, temos que dados M > 0 e N < 0, existe 6 > 0 tal que sempre z € (0,9),

1 1
tem-se que f(z) = - > M e se x € (—6,0), entdo f(z) = — < N.
x x
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Na notacao de limite, escrevemos:
1 1

Iim — =400 e lim — = -0
z—0t T z—0— T

Em geral, fazendo uma andlise como a do exemplo 52, temos que para n € N:

— =400 e lim — =
z—0t 2™ z—0— ™

1 . 1 {—i—oo, se n é par

—00, se n é impar

Em qualquer um desses casos, dizemos que a reta © = 0 (ou seja, o eixo y) é uma assintota

1
vertical do gréfico de f(x) = =

A defini¢ao formal de um limite infinito é dada a seguir:

Definigao 25. Dizemos que lim f(z) = 400 se dado M > 0 existe § > 0 tal que sempre que
0 < |z —al <9 entao f(x) > f\Za

Dizemos que lim f(z) = —oo se dado N < 0 existe § > 0 tal que sempre que 0 < |z —a| < §
entao f(z) < a]:\?‘a

Observacao 33. Os limites infinitos com # — a™ ou 2 — a~ sdo andlogos, trocando 0 <
|z —a| < d por z € (0,9) ou z € (—9,0), respectivamente.

Definicao 26. Em qualquer um dos casos da defini¢do 25 ou da observagao 33, dizemos que a
reta de equagao x = a é uma assintota vertical do grafico da funcao f(x).

Vamos modificar um pouco os exemplos vistos, considerando o comportamento das fungoes

f(z) = a:i—i-2 eg(x)= a;xi—i—2 definidas em R \ {—2} nas proximidades de =z = —2.

9

A |

T x

f(a?)=aC+2 g($)=x+2

Vemos que ambas fungoes sao ilimitadas, pois quando x se aproxima de —2, tanto |f(x)| quanto
|g(x)| crescem arbitrariamente. Vemos ainda que o denominador é o mesmo e se aproxima de
0 quando z se aproxima de —2, sendo negativo quando z — —2~ e positivo quando x — —27.
Além disso, ambos os numeradores sao diferentes e nao se aproximam de de 0 quando z se
aproxima de —2, porém, nessa vizinhanca, tém sinais opostos. A questao do sinal do numerador
e do denominador é, entao, determinante para dizermos que a funcao tende a —oo ou +o0.

Teorema 9. Sejam f, g fungoes tais que lim f(z) = L # 0 e lim g(z) = 0. Entao:
Tr—a T—a

1. lim @ = +00 se @ > 0 prozimo de a.
v~a g(z) g(x)
2. lim M = —00 se @ < 0 proximo de a.

a—a g(x) g(x)
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Observagao 34. O teorema 9 continua véalido para x — a™ ou # — a~ no lugar de = — a.

Observagao 35. Em qualquer um dos casos do Teorema 9 ou da observacao 34, temos que
x
x = a é uma assintota vertical do grafico da funcao h(z) = fE;
gz

Exemplo 53. Seja f(x) = JULH Temos que Ilir%x =-2#0e xllnjzx + 2 = 0. Fazendo o

estudo de sinal de f(z), temos:

-2
@ —_ 0 44y
42 - g + 4+
_ 7t 0
fo)=— | +++ +++
Dessa forma, f(x) = xL—i-Q >0sex— —2" e f(z) = . f_ 5 < 0 se x — —2T. Portanto, segue
do Teorema 9 que
lim =400 e lim T —00
z——2- T + 2 z——2+ T + 2

2

Exemplo 54. Seja g(x) = *
x

. Temos que lim 22 =4#0e lim x+2=0. Como 22 >0
+2 T——2

T——2
2

x
quando z — —2, temos que o sinal de g(x) = n depende apenas do sinal de = + 2, que é
x

negativo se x — —2~ e posivito se x — —2T. Tudo isso pode ser visto no seguinte estudo de
sinal:

-2
z? + 4+ + +++ 9 14+
42 - P h4g + 4+
Fla) = = +++ 0 444
xT) = —-—=
z+2
x? x?
Dessa forma, g(x) = 3 <0sex — —2"eg(x) = P > 0sex — —2%. Segue do Teorema
9 que
. z? . 2
lim =—-0 e lim =+
z——2— T + 2 z——2+ T + 2
z—1
E lo 55. tao da 1¢ de 2016-2) 1 ————— = —00.
xemplo (Questao da 1% prova de ) JC_gr_n% 2@ 12) 00
Primeiro, temos que lim z—1=-3<0e lim 2 (x+2) = 0. Assim, o numerador é negativo
T——2 z——2+

em uma vizinhanca de —2 e o sinal do quociente depende do sinal do denominador z2(x + 2).
Como 22 > 0 quando z # 0, segue que o sinal do denominador 2%(z + 2) depende apenas do
sinal de =+ 2. Agora, como x — —27, temos que > —2, donde z+2 > 0. Logo, 2?(x +2) > 0
quando z — —27T. Essa discussao pode ser resumida na seguinte tabela:
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-2
x—1 - —- - —- --- +++
z? + + + ++ + ++ + ++ +
z+2 - % 44 + 4+ + 4+
vl + 4+ --- --- + 4+
2%(z +2)
. rx—1
Portanto, segue do Teorema 9 que lim — = —00
e—s—2+ T2(T + 2)
23 -1

Exemplo 56. (Questao da 1% prova de 2017-1) Vamos estudar o lim 5
r—2+ 4 —x

85

Temos que

lim 2> —1=7>0 e ainda que lim 4 — z? = 0. Como o numerador é positivo na vizinhanca

r—2+ z—21
de 2, o sinal do quociente depende apenas do sinal do denominador. Temos

ro2t—=a1r>2=—=2’>4— —22< -4=—4-2%<0

3
z°—1
Portanto, lim = —00

z—2+ 4 — 22 -

Exemplo 57.
. COST
lim = —00,
z—0~- T
- 3 cos x
pois lim,_,g- cosz = cos0 = 1 e, para x € (—x/2,0), cosx > 0 donde concluimos que <0
nesse intervalo. Portanto, do Teorema 9 o resultado segue.
Exemplo 58. Seja a = 7/2 + k7 com k € Z. Entao,
lim tgxr =—0c0 e lim tgx = +oo.
z—ra™t x—a~
Para ver isso, observe que limsenz = sena e que limcosz = cosa = 0. Além disso, se
T—a T—a

x € (m/2+ km,m+ kn), entao tgx < 0 e se x € (km,7/2 + km) entdo tgx > 0. Portanto, segue

do Teorema 9 o resultado.

Exemplo 59. Sejaa € R. Sea > 1, lim log,z=—-c0ese ) <a <1, lim+ log,x = 4o0.
z—0

z—07F

2.9 Limites no infinito

J4& investigamos comportamentos de fungées quando z se aproxima de um valor fixado. Agora,
gostariamos de estudar os casos em que x cresce ou descresce ilimitadamente. Isto é, os casos

em que r — 400 ou T — —0o0.

- 1 :
Como um primeiro exemplo, consideremos a funcao f(x) =1 — —. Nas tabelas abaixo, temos
x

os valores de f(x) para alguns valores de médulo grande de . Em ambos os casos, vemos que

1
f(z) =1 — — se aproxima de 1, o que é fécil de entender, pois em — estamos dividindo 1 por
x

x
um numero de médulo muito grande, obtendo um ntimero de médulo muito pequeno.
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I I
T — —00 1-—— T — +00 1—-—
x i
-10 1,1 10 0,9
-100 1,01 100 0,99
-1000 1,001 1000 0,999
-10000 1,0001 10000 0,9999
-100000 1,00001 100000 0,99999
-1000000 1,000001 1000000 0,999999
-10000000 | 1,0000001 10000000 | 0,9999999
-100000000 | 1,00000001 100000000 | 0,99999999

Tentando ser um pouco mais precisos no caso em que x cresce indefinidamente, vamos conside-

. . 1 o
rar o seguinte: podemos tormar x grande o suficiente de forma a tornar 1 — — arbitrariamente
x
perto de 1. Vamos comecar escolhendo uma “tolerdncia” para essa distancia, isto é, um niimero
positivo arbitrario pequeno. Consideremos, por exemplo, 0,000001. Quao grande devemos es-

1
colher x para termos 0,999999 <1 — — < 17
x

Temos que

1 1 1
0,999999 < 1-- <14 —0,000001 < —— <0« 0 < — <0,000001 < = > = 1000000
T T T

1
0, 000001

Isto é, tomando x > 1000000, temos que 1 — f(x) < 0,000001.

Esse argumento funcionara para qualquer tolerancia € > 0 escolhida: existira M > 0 tal que
sempre que z > M, teremos 0 < 1 — f(z) < e. Dessa forma, dizemos que quando x — +o0,

f(x) = 1 e escrevemos
1

lim 1——-=1
r— 400 xX
Fazendo o mesmo tipo de raciocinio quando x decresce ilimitadamente, obtemos

lim l—lzl

T——00 T

No gréfico da funcao, vemos esses comportamentos:

Sy =12

A reta y = 1 é chamada, nesse caso, assintota horizontal do grafico da funcao.

As definicoes a seguir generalizam os comportamentos apresentados:
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Definigao 27. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto (a,+00). Dizemos que,
quando z cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos

lim f(z)=1L

T—+00
se, para qualquer nidmero € > 0, existir M > 0 tal que sempre que x > M entéo |f(z) — L| < e.

Definicao 28. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (—oo,a). Dizemos que,
quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos

lim f(z)=1L

T—r—00
se, para qualquer ntimero € > 0, existir N < 0 tal que sempre que x < N entao |f(z) — L| < e.
Definicao 29. Em qualquer um dos casos da defini¢coes 27 e 28, dizemos que y = L é uma

assintota horizontal para o grafico de f(x).

1 1 1
Exemplo 60. Seja f(z) = —. Seja € > 0. Sempre que x > — > 0, temos que 0 < — < €. Por
x € x

outro lado, sempre que x < —— < 0, temos que —e < — < 0. Isso significa que dado ¢ > 0,
€ x

1 1 .
sempre que || > —, temos que |—| < e. Dessa forma, concluimos que
€ T

lim 1 =0 e lim — =0
r——+oco I T——00 I

Decorrem das definigoes 27 e 28, mas nao mostraremos, que:

Teorema 10. Se duas funcdes f, g possuem limites quando x tende a +00, digamos lirf flz) =
T—r+00

Li eRe lim g(z) = Ls € R, entao
r—r—+00

lim f(x)+g(x)=L1+Ls €R

r—+00
Jm  f(z)g(x) = Lilz € R
flz) Ly

xETmm—fQER, S@LQ#O

Observacgao 36. O Teorema 10 continua vélido trocando x — +oc por £ — —00

1 1
Exemplo 61. Seja n um inteiro positivo, como lim — =0e lim — = 0, entdo segue do

T—+00 T T——00 I
Teorema 10: )
lim — =0 e lim — =0
r—+oo ™ r——o0 "

Algumas funcgoes tém comportamento ainda diferente. Por exemplo, o grafico a seguir mostra
as fungbes y = 2" para n € {2,4,6}. O que observamos é que quando = cresce ou decresce
ilimitamente, a funcao y = =", nesses casos, cresce ilimitadamente.
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De fato, poténcias pares de niimeros reais nao-nulos sao sempre positivas e crescem ilimitada-
mente. Ja para poténcias fmpares, quando z descresce ilimitadamente, z" também decresce

ilimitadamente.

LI
—~
s
=
]
8
@

Teorema 11. Seja n € Z' . Entao

lim 2" = +o00 e lim 2" =
r——+00 Tr——00

400, sen € par
—00, sen € impar

Vejamos a defini¢ao formal do caso em que f(z) cresce ilimitadamente quando z cresce ilimita-
damente.
Defini¢ao 30. liI_’I_l f(z) = 400 se e somente se fixado M > 0, existe N > 0 tal que sempre
T—r+00
que x > N, entao f(z) > M
Observagao 37. Os limites lim f(x) = 400, lim f(z) = —c0 e lim f(z) = —o0 s@o
T——00 T—>+00 T——00

definidos de forma andloga. Faca isso.

Podemos usar o Teorema 11 para estudar o comportamento de polinémios e func¢oes racionais
quando x — +00 ou * — —00, como veremos nos exemplos a seguir:

Exemplo 62. Vamos ver alguns exemplos de limites de polinémios usando o exemplo 61 e o

Teorema 11.

0 0
a) lim 22 +42% -3z +1= lim 2* |2+ + - 4 + = +00
T—+00 T—+00 3 4 T

como lim 2z*=+4oo
r—+4o0

0 0
b) lim 2z'+42® —-3z4+1= lim 2% |24 1 - 4 + = 400
T——00 T——00 3 4 T

como lim 2z* = 400

0 0
c) lim —3— 2?4222 —-1= lim —23 1"‘]?_%"'% = —00
T—+00 T—+00 T
como lim —2%=—c0

r—+00
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0 0
d) lim —2%—2°4+2r—1= lim —2%|14++— 4+ = 400
T——00 T——00 2 3 T
3

como lim —z° =400
Tr—r— 00

Esses exemplos nos mostram que o comportamento da fungao polinomial quando x — 400
depende apenas do comportamento do monoémio de maior grau.

Exemplo 63. Vamos ver alguns exemplos de limites de fungoes racionais novamente usando o
exemplo 61 e o Teorema 11.

lm —— = lim —F————% == lim

z——o0 T+ 3 T——00 $<1+3> T r——00 T
i 1+

como x # 0

c) lim —— = = lim = lim =0
Tx——00 214 — 2T xTx— OOQ:L’Q (1_> Tz—> 0023,’%(1—) T——00 T
mo z # 0 ! o % lim —
r——o0 21

Pelo que aconteceu no exemplo anterior, dizemos que os limites de fungbes racionais quando
~ . . ~ . oo e e fe , , ~
x — £00 sao indeterminagoes do tipo —: podem existir (isto é, resultar em um niimero) ou nao.
00

Vamos ver agora exemplos de limites quando x — 400 envolvendo polinémios e raizes.

Exemplo 64.
3 2 3 2
lim 222 —3x+2= lim \/x2<2—+2>: lim Va2 (2——}—2)
Tr—+00 Tr—+400 X €T Tr—400

0 0

= lim =z 2 — g—l— % = 400

T T—+00

como V2 = |z| = z pois z > 0 como lim V?2z = 400

x—+oo
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Exemplo 65.

2
lim 202 — 3z 4+ 2= lim \/x2<2—3+>
x

T—r—00 T——00 x2
. 3 2
= lim Va? (2 - =+
T——00 x T
0 0
= lim —=x 2 — g—i— % = —00
T T—r—00 T
como Vz? = |z| = —z pois z < 0 como lm 2z =—o0

Tr—r—00

V312 +5
Exemplo 66. (Questao da 1% prova de 2017-1) Vamos calcular, se existir, lim ;7—1_
T——00 —x

X
= lim = lim
T——00 3 T——00 3
T r|(——1 T z|——1
T x
como Vz2 = |z r<0=|z|=-=

Tx;oo ”(i”) L g_l -

como = # 0

Exemplo 67. (2016-2) Vamos calcular lim sen

T—r—00

2x3 — 22 4+ 20

<\/16:c6 . 1)

Temos que

. V1628 —x +1
lim

= 5  an — fqan|
r——oc0 23 — 12 +20 2 (prove 1550,)

Dessa forma, segue que

lim
T——00

lim sen
T—r—00

223 — 22 420 223 — 22 4+ 20

<\/16m6—$+1> e ( <\/161:6—3:+1>>  son(—2)

Exemplo 68. O limite abaixo tem uma indeterminacao do tipo oo — oo entre parénteses:

lim z(vVz?—-1-1x)

T—>+00

Vamos comegar multiplicando e dividindo por va2 — 1 + x:
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lim z(vVz?2—-1-—x)
T—+00

Exemplo 69. Sea € R, a > 1:

T

. (Va2 —1—-z)(Va? —1+2)

i
250 Vi -1+

. 22— 1 — 22 —x

lim =z = 1i
zt+oo (2 -1+ ot /2 —142

) —x

lim
T—r—+00 1

x? <1 — 2) +x
T

liIJP —r

r—r—+00
Va2 [1—— +ux
lim S

Tr—r—+00
T 1———1—33

vV :x|—xp01s:t>0

SeaceR, 0<a<1:

lim a* =0,
T—+00

: xr
lim a* = +o0,
T—r—00

lim log x = —o0.
T——+00 ga

lim
:c—)—i—oo

lim a® =+
T—r—+00

lim o® =0,
Tr—r—00

:cgrf log,x = +oo0.

91
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Mais exemplos de uso do Teorema do Confronto.

sen x 1
. Como —1 < senz < 1, segue que — <
x

Exemplo 70. Vamos calcular o limite lim
Tr—+00 X

1 , : .= .1
senz < — se x > 0 (0 que é o caso, pois ¢ — +00). Como lim — =0= lim —, segue do
x rx——+oo I r—+00 I
senr _ o

Teorema do Confronto que lim
Tr—+00 €T

2 —cosx
Exemplo 71. Vamos provar que lim ———— = (0. Primeiro, notamos que —1 < cosx < 1,
z—+oc0 T+ 3

donde —1 < —cosz < 1. Somando 2 em cada termo, temos 1 < 2 — cosx < 3. Agora, como

x — +0o0, temos que = + 3 > 0, donde
1 2 —cosx 3
< <
z+3~ z+3 T z+3

Usando o fato de que lim 0= e o Teorema do Confronto, encerramos a

im
prova z—+oo x + 3 Tz—+oo T +

—2
Exemplo 72. (2016-2) Vamos calcular lim #(3z — 2c0s2)

. T
o emos que

lim
x—+00 522 +1

r(3z — 2cosr) 322 _ 2zcosw
~aotoo \Bz24+1 522 +1
Temos que
. 372 . 223+ 1/2?) . 3+1/2% 3
lim ———— = lim —————~ =
z—+o0 5r2 +1  ao+oo 22(5 + 1/22)

T oSHeob+1/22 b
Temos ainda que

. 2z cosx . 2x
lim ————= lim ————— coszx
a—+oo Br2+1 zotoo Ha?+1
e . 2x
Como cos z € limitado e limg 10 52l = 0, temos que
. 2x cosx
lim —— =
z>+oo Bx2 41
Portanto:
. x(3x —2cosz) 3
lm ————% = =
T—+00 522+ 1 5

2.9.1 Mais Limites Exponenciais
Uma das definigbes possiveis para a constante de Fuler é:
1 x
e= lim <1 + ) .
Tr——+00 T
Essa caracterizacao de e nos permite calcular varios limites importantes.
1 X
Exemplo 80. lim <1 + > =e.
T——00 T

De fato, fazendo a mudanca de variavel ¢ = —z temos que  — —oo implica t — 400 e

x —t —t t
lim <1+1) — lim (1—1) — lim (H> — lim (t> .
T——00 T t—+4o0 t t——+o00 t t—4oo \ t— 1

Agora faga y =t — 1. Entéo, quando ¢t — +o0o temos que y — 400 e

t\! 1\v*! 1\Y 1
lim <> = lim <1 + ) = lim (1 + > <1 + ) =e.l=c¢.
t—+oo \ t — 1 y—r+oo Y y—+00 Yy Yy
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Exemplo 81. lim (1 —i—a:)% =ee lim (1 +x)% =e.

z—0t z—0~

Fazendo a mudanga de varidvel ¢ = 1/x temos que x — 01 implica t — +oco e

z—0t t—+o00

1 t
lim (1+2)s = lim <1+t> =e.

Quando x - 07, t — —oc0 e

8=

1\ ¢
lim (1+x)* = lim <1+> =e.

h—0— t——o0

1 1+h 1
Exemplo 82. lim M = —.
h—0+ h Ina

De fato, fazendo a mudancga de variavel ¢t = 1/h temos que h — 0T implica t — +o0 e

g1+ h) g (4D) L N
hli}&  h I N t£+moot10g“(l+¥) = IOg“(1+¥) = logee = Ina’
In(1+ h) 1

Exemplo 83. lim =— =1
h—0— h Ine

Podemos agora mostrar o Limite Exponencial Fundamental usando o limite que define a cons-
tante de Euler.

. a* —1
Exemplo 84. lim =Ina.

z—0t x

Para esse limite, facamos z = a®. Entao, quando z — 0", z — 17 e

Cooat -1 . z—1 . 1
lim = lim ———— = lim —7—.
=0+ T 21t log,(2) a1t Oga(f)
o

Agora fazemos t = z — 1. Entao, quando z — 17 temos que t — 0" e

I at —1 I z—1 I 1 i 1 1 |
11m = 11m ——— = 11lIn —— = 11In = = 1ma.
=0t X 21+ log,(2) 21t % t—0+ w 1/Ina

P

Observagao 38. Os limites dados nos exemplos anteriores valem ainda para x — 0.

2.10 Exercicios

1. Calcule os limites, se existirem.

: 2 2 _
(a) limy (2% + 32 +5) () lim 2 7
/2 3T
z—5)\" 2
z—=3 \x° — 7 (f) &1?1_>H11 r—1
(¢) lim Vaz*—4z+1 . 6224+ 11x+3
T——2 (g)

es3 2 222 — By — 12

3 422 2
(d) lim \/‘” Ty m YEF1=2

T——2 2 +4x + 3 (h) :lgg r—23
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(k) lim Vz-38
z—64 \3/>—4
) 1+ 3z 3
M) iﬂ(l+4m2+3w4>
(m) i 2+ 5
m) lim ————
z—+00 /222 — 5
vV —2x 42

r—+00 x+1

. VT +2—+22
(p) lim ———F——
T2 T4 —2x

2?49
(a) :lﬂlgi:cQ—l

2. Calcule os limites, se existirem.
5—A4x
im
z——00 20 — 3
4r —1

lim ——m——
z——o00 3x2 + bx — 2

(©) I 2x+5
R S R

(d) lim Va2 —2zx+2

(a)

CAPITULO 2. LIMITE DE UMA FUNCAO

x—4
)
() Sm o=

(5) 1 dr — 3+ |z — 1|
S xﬁnfnoo x+2
34+ 1
im ——
a—=l a2 +4x + 3
. (3+h)?%*-9
lim 2>~ — 7
(W) Jfim =,

(v) lim VE+9-3

t—0 t2

. 24+ 3x—1
(w) lim ————
z—=4o00 222+ +1

(x) lim 23— 322 +1
Tr——00 1-— 21’2

W i 2% — 1322 4+ 51z — 63
1m
z—3 13 —4x?2 — 3 + 18

V2 +9r+9-3
xr

'
o)

) 1 -2+ 20 -2
n) lim
z—1 13 4+ 322 — 4z

(o) lim

t
t—0 /4 —1t—2
. Vxr+9-3
(p) lim ———

z—0 x

(q) 1 3 =32+ +2

im

4 r—2 {B?’—JJ—G

(r) lim 23 — a2 — 8x 4 12
z—2 13 — 1022 + 28z — 24
. Vat—r4+4-2

(s) lim

z—0 z2 + 32

422 —5x+3

t) 1

()asl—>mlx3—4x2+5x—2

(W) lim \/z(vVz+3—Vr—2)
T—+00

. T—x+22% - 32% - 5z*
(v) lim
z—+oo 4+ 3z — x? + 23 + 224
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m (22* — 137)° (y) lim (\/ 24+ x— x)
T—+00 (1:2 + 429)10 L0

Crar L
* e Seo (1 —226)5 (z) lim (\/x—i—f— a:—ﬁ)

(w)

T—00

3. Seja f: (0,400) — R uma fun¢ao continua tal que

lim f(z)=—oc0, limf(z)=2 e lim f(z)=0

r—0t rz—1 r—r400

Marque a alternativa incorreta:

) =

(a
(b) A fungao nao possui raizes reais.
(c
(d

(e

4. Sobre a fungao

)

)

) A reta x = 0 é assintota vertical do gréfico de f.

) A reta y = 0 é assintota horizontal do grafico de f.
) O

grafico de f intercepta y = x em pelo menos 2 pontos.

fz) = 1, sexr <3
V-3, sex >3
pode-se afirmar que

E definida e continua para todo = € R.

(a
(b

)
) E definida e continua somente para z > 3.
(¢) E definida para todo z € R e descontinua apenas em x = 3.
)
)

(d E definida e continua somente para = < 3.

(e E definida e continua somente para z # 3.

5. Determine, se existir, o limite da funcao a seguir quando x tende a 1

A funcgao é continua em R?
6. Considere as seguintes afirmativas:
I. Se lim f(x) = L entdo lim |f(z)| = |L|.
r—a r—a
II. Se existe lim |f(x)| entao existe lim f(x).
Tr—a T—a

III. Se f é uma fungao definida em [a, b] e f(a) < 0 < f(b), entdo existe ¢ € [a, b] tal que

f(x) =0.
Temos que
(a) Todas as afirmativas sdo verdadeiras. (d) Apenas a afirmativa II é falsa.

(b) Todas as afirmativas sao falsas.

(c) Apenas a afirmativa I é verdadeira.  (e) Apenas a afirmativa III é falsa.
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10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 2. LIMITE DE UMA FUNCAO

. Sejam a,b € R. Considere a funcdo continua y = f(x) definida no intervalo [—4, 8] dada

por
T + 6, se —4<z<0
ax + b, se0<z<4
20 — 10, sed4d <x <8

Podemos afirmar que a + b vale

(a) -12 (b) -2 (c) 0 (d) 4 () 6

. Marque a alternativa correta:

(a) Se lim f(z) =0 e lim g(z) = —o0, entdo lim f(x)g(x) =0

r—a Tr—a Tr—a
(b) Se ;llgé flx)y=0e il_r)r(llg(a:) =0, entao ill}(ll géfc)) =1
(c) Se il_r)ré f(z)=—c0e Jljlg(lzg(x) = 400, entao }}1_%552 =-1
(d) Se lim f(x) = 400 e lim g(x) = 0, entdao lim /@) = 400
T—a T—a z—a g(,fc)
(e) Se ilg}l flz)=—oc0e ill)I(lzg(ﬂf) = +o00, entao 21}1}1(11 f(z) —g(z) = —o0

. Mostre que z® — 4z + 8 = 0 tem pelo menos uma solucio real.

Existe um ntmero que é exatamente um a mais que seu cubo?

) : : 202 +1 . .
Ache as assintotas horizontais de f(x) = BT Existem assintotas verticais?
x

Determine, se existirem as assintotas verticais e horizontais das funcoes a seguir.

(a) fla)= - 2 - (©) f(z) = ”j__;
r—1 x
(b) f(x) = Ix, = (@) fr) = 5o

Calcule os limites laterais nos pontos de descontinuidade das fungoes a seguir.

2¢ — 1, ifx <2 [ 5x—3, ifz<l;

(a) f(x){ 22 +1, ifz>2. (c) f(x){ x2, if x> 1.
|z — 1| | 3x+2, it < -2
(b) flz)="—" (d) flz) = 22 +3r—1, ifz>—2.

(2016-2) Sejam a e b constantes reais nao nulas e f: R — {0} — R a funcao dada por:

r—a+ —

f@) = o A

rz—1
b, r#1

Sabendo que f é continua, podemos afirmar que:



2.10. EXERCICIOS

(a) ab>0

15. (2016-2) Seja f : R — R uma funcdo tal que lim

(b) ab é impar

(c) a+b=0

z—0

(d) a+b<0 (e) a<bd
fia:) = 0. Podemos afirmar que
(d) 2 (e) 400

16. (2016-2) Considere a funcao f : R — R representada pelo grafico abaixo.

Marque a afirmacao CORRETA.

o x+1
@) 0 Ty~

. z+1
(b) Jfim, 7y =0

17. Calcule

(a) (2016-1) lim

z—7/3

(b) (2017-1) Tim &

T tgm

SQHQ.Z'

(c) (2017-1) lim

z—0 T
(d) Tim cos(z) — 1
z—0 x
sen (3z)
1
() 250 sen (4x)

. cos(z)—1
0t
. sen (2x)
|
(g) zli{(l) sen T

18. Existe k € R tal que f(z) = {

fﬂ-)

r+1
() JMim oy =1
W i 1@

(seng —cosx + tg x)

1 _
(h) lim — 2%

-0 TSen T
1 —send

0 i

O dim — s
2
(k) lim —— 2
z—01 — cosx
sen (22)
D1
() $1£>% z?

(m) Tim Z=C057)
z—0 tg 3
sen (1/x) sex #0
k sex =0

223 4+ 322 cosz

(n) lim s )

z—01 — coszx
(0)

(p) lim (z— §)tgx

z—7/2 COST

rY—3
x—m/2

(@ 1 CoS T
4 xlig)x?-i-g

sen T

i
(r) lim ——

senx

(s) lim ————
z—0 T + senx
(t) lim 2T

r—0o0 I

seja continua em R?
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z?cos(1/x) sex #0

seja continua em R?
k sex =0

19. Existe k € R tal que f(z) = {

20. Use o Teorema do Confronto para calcular:

. cos?(2x) (¢) lim z?sen (1/x?)
(a) xilrinoo m o 2
(b) Jim *cos(2/2) (@)t 2525

21. (2016-2) O grafico que melhor representa a fungao f(x) = sen|z| + 1 é:

a)

22. Calcule os seguintes limites.

1\ % , x—3\" 31
oo (45) @ (GR) @ mes
r _ 2
o\ s Y a? (h) lim =<
(b)  lim <1 + ) (€ lm (L1 e
=00 T -0 \ 72 — 3 .. In(1+2x)
(i) lim ——
5 z—0 x
- 2\ 23 _ 1 In(1 + 3z)
C lim 1—— 1 l - 1 T E—
(@ tm_(1-2) (6) lim = () (2016-2) Jim =

23. Faga os seguintes exercicios dos livro Cdlculo A.
(a) Péagina 75, ntimeros 35 e 37;
(b) Péagina 94, nimero 14;
(c) Paginas 103, 104 e 105.
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2.11 Respostas dos exercicios

1. (a) 15 @ 22-1 ) 1/ ) 1/8
(b) -1/1000 3 G) v2/4  (m) V2
(c) 5 ) 2 () 1 () 1
(d) 2 (g) 7/11 (k) 3 (0) -9

2. (a) -2 (e) 400 (i) —oo (m) 3/2
(b) 0 (f) —oo (j) +oo (n) 3/5
(c) —V2 (8) +oo (k) 400 (0) -4
(d) +oo (h) —o0 1 -4/5 (p) 1/6

3. (b) 4. (c) 5. ﬁ;igqlf(z) 6. (c)

(p)
(@)
(r)
(s)

(a)
(r)
(s)
(t)

-1/8 (t)
5/3 (w)
-1 )
3 (w)
1/11 (u)
-5/4 (v)
-1/12 (w)
-4 (%)
7. (d)

1/4

1/6
“+o00

+oo
-5/2

32
-125/32

99

(x) +o0
() 1/2

(#) +oo

() 1/2
(z) 1

8. (e)

9. f(z) = 2% — 4x + 8 é continua em R, f(—3) = —7 e f(1) = 5. Logo, pelo TVI, existe ¢ € (—3,1) tal que f(c) = 0.

10. Sim, existe z € [—2,0].
11. Assintota vertical:x = —5/3. Assintotas horizontais: y = £1/2/3.
12.  (a) Assintota vertical: x = 5. Assintota horizontal: y = 0
(b) Assintota vertical: £ = —1. Assintota horizontal: y = 1
(c) Assintota vertical: z =3
(d) Assintota vertical: £ =9. Assintota horizontal: y = 0
13. (a) lim f(z)=3e lim f(z)=5
T—27 z—21
(b) lim f(z)=-1le lim f(z)=1
1~ z—1+
(¢) lim f(z)=2e lim f(z)=1
z—1— z—1t
(d) lim f(z)=—-4e lim f(z)=-3
T——2" z——271
14. (b) 15. (b) 16. (b)
7. (a) V3 (e) 3/4 @i o (m) 1/2
(b) 1 (f) -1/2 (@ 2 (n) 2
(c) O (g) 2 (k) 2 (0) -1
(d) o (h) 1/2 M1 (p) -1
18. Nao 19. k=0
20. (a) O (b) 0 (¢) O
21. (a)
2In3
29. 2 —6 4
(@) e (@) ¢ (@) e @ 25
(b) € (d) e® (f) In8 (h) €2

d 5

1/9

1/2

3/4



