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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais do curso

1.1.1 Objetivos Gerais

Fornecer ao aluno conhecimentos basicos das propriedades mecanicas dos
solidos reais, com vistas a sua utilizacao no projeto e calculo de estruturas.
Os objetivos do curso sao: Capacitar o aluno ao calculo de tensoes e de-
formacoes causadas pelos esforcos simples, no regime da elasticidade, bem
como a resolucao de problemas simples de dimensionamento, avaliagao e
verificacao.

1.1.2 Ementa

Principios e Objetivos da Resisténcia dos Materiais. Métodos de Analise.
Tensoes e Deformagoes. Tragao e Compressao Simples. Cisalhamento Sim-
ples. Torcao. Flexao Pura em Vigas. Tensoes de Cisalhamento em Vigas.
Deformacoes em Vigas.
1.1.3 Programa e distribuicao das aulas

1. Introducao (2 aulas)

2. Tensoes (4 aulas)

Deformacoes (2 aulas)

Relagoes entre tensoes e deformagoes (2 aulas)

oo W

Tensoes e deformacoes em barras

(a) Solicitagao por esfor¢o normal (6 aulas)

(b) Solicita¢ao por momento torsor ( 6 aulas)



(c) Solicitacao por momento fletor (10 aulas)

(d) Solicitacao por esforco cortante (6 aulas)
6. Linha eldstica em vigas sujeitas a flexao (6 aulas)

7. Provas, atividades extras (12 aulas)

1.2 Visao geral do contetido do curso

Este capitulo visa dar uma visao geral sobre o estudo de resisténcia dos
materiais e suas hipéteses basicas, da organizacao deste texto e da forma
com que cada capitulo abrange o conteiddo da disciplina.

O estudo da Resisténcia dos Materiais tem por objetivo fornecer co-
nhecimentos basicos das propriedades mecanicas de sélidos reais, visando
utilizé-los no projeto, modelagem e célculo de estruturas.

Por esta razao, em muitos cursos de Engenharia (Civil, Mecanica, Naval,
Elétrica, etc) esta disciplina é intitulada Introdugao a Mecanica dos Solidos
ou simplesmente Mecanica dos Solidos.

A boa compreensao dos conceitos que envolvem a mecanicas de sélidos
estd intimamente ligada ao estudo de duas grandezas fisicas: que sao a
tensao e a deformagao, que serao abordadas durante todo o tempo neste
curso.

Estas duas grandezas fisicas sao fundamentais nos procedimentos que
envolvem o calculo de uma estrutura. Mas o que é uma estrutura? Es-
trutura é a parte resistente de uma construcao e é constituida de diversos
elementos estruturais que podem ser classificados como:

e blocos - os blocos sao elementos estruturais nos quais tem-se as trées
dimensobes (imaginando-se um retangulo envolvente) com valores sig-
nificativos numa mesma ordem de grandeza. Alguns exemplos sao
mostrados nas Figuras 1.1.

e placas - sao elementos estruturais para os quais uma das dimensoes
(espessura) é bastante inferior as demais. Alguns exemplos sao mos-
trados nas Figuras 1.2 e 1.3. As “placas ” curvas sao denominadas de
cascas. Exemplos nas Figuras 1.4.

e barras - sao elementos estruturais para os quais duas das dimensoes
(largura e altura) sao bastante inferiores a terceira (comprimento).
Podem ser retas (vigas, pilares, tirantes e escoras) ou curvas (arcos).
Alguns exemplos sao mostrados na Figura 1.5 onde tem-se a concepcao



(a) Forma e armagdo de um bloco de (b) Bloco de coroamento concretado —
coroamento Cortesia do Prof. Pedro Kopschitz

Figura 1.1: Exemplos de elementos estruturais do tipo bloco

(a) Laje macica de uma edificagdo — (b) Laje nervurada de uma edificacao
Cortesia do Prof. Pedro Kopschitz — Cortesia do Prof. Pedro Kopschitz

Figura 1.2: Exemplos de elementos estruturais do tipo placa

(a) Museu de Arte Moderna de Séo (b) Museu de Arte Moderna de Séo
Paulo - Vista 1 Paulo - Vista 2

Figura 1.3: Exemplos de elementos estruturais do tipo placa



(a) Avido Embraer 190

(b) Lata de refrigerante (c) Navio

Figura 1.4: Exemplos de elementos estruturais do tipo casca

estrutural de um edificio resindencial com elementos de barras e placas
no mesmo modelo e, na 1.6 onde tem-se a concepgao estrutural de um
edificio industrial modelado com elementos de barras metéalicas.

elementos de forma geométrica de dificil definicao - estes elementos es-
truturais apresentam dificuldades na descricao de seu comportamento
fisico mas nao sao menos numerosos que os demais. Num conceito
amplo de estrutura estes elementos podem fazer parte da estrutura
de uma turbina de um aviao, um esqueleto humano ou a estrutura de
um estadio de futebol. Os exemplos sao mostrados nas Figuras 1.7.
A engenharia de estruturas e materiais aliadas ao desenvolvimento
dos ecursos computacionais de alto desempenho tém tornado possivel
a concepcao e execucao de projetos de alta complexidade como os
edificios de grandes alturas. Alguns deles ja construidos sao mostra-
dos na Figura 1.8. Da esquerda para a direita, tem-se os seguintes
edificios:1 - Burj Khalifa, Dubai, Emirados Arabes, 828 m; 2 - Taipei
World Financial Center, Taipei, China, 508 m; 3 - Shangai World Fi-
nancial Center, Shangai, China, 492 m; 4 - International Commerce



(a) Configuragdo estrutural de um (b) Configuracao estrutural de um
edificio residencial edificio industrial

Figura 1.5: Exemplos de elementos estruturais do tipo barra

L

(a) Barras curvas - ponte JK sobre o (b) Ponte com viga de segéo varidvel -
lago Paranod - Brasilia Rouen, Franca

Figura 1.6: Exemplos de elementos estruturais do tipo barra

Center, Kowloon, Hong Kong, 484 m; 5 - Petronas Tower, Kuala
Lumpur, Malaysis, 452 m; 6 - Nanjing Greeland Financial Complex,
Nanjing, China, 450m; 7 - Willis Tower, Chicago, EUA, 442 m; 8 -
Trump International Hotel and Tower, Chicago, EUA, 423 m; 9 - Jin



Mao Building, Shangai, China, 421 m.

(a) Turbina do avido Airbus A380) (b) Estddio Olimpico de Pequim

Figura 1.7: Exemplos de elementos estruturais complexos

&

B

eeberer flet,

Figura 1.8: Edificios altos ao redor do mundo.

O curso de Resisténcia dos Materiais I procura dar énfase ao estudo do
elemento estrutural do tipo barra conforme se observa no capitulo3.

1.2.1 Um conceito de calculo estrutural

A idéia de calculo estrutural pode ser dividida em trés frentes de trabalho
nao independentes:
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e Fase 1 - Ante-projeto da estrutura: Nesta fase uma concepcao
inicial do projeto é criada. A estrutura pode ser um edificio, um navio,
um aviao, uma prétese dssea, uma ponte, etc. As dimensoes das pecas
estruturais sao arbitradas segundo critérios técnicos e empiricos.

e Fase 2 - Modelagem. Modelar um fenomeno fisico é descrever
seu comportamento através de equagoes matematicas. Neste processo
parte-se normalmente de um modelo que retine as principais proprie-
dades do fenomeno que se deseja modelar. No caso de estruturas, os
modelos estruturais sao constituidos de elementos estruturais. A par-
tir do conhecimento do comportamento dos elementos estruturais e do
carregamento envolvido sao determinadas as deformagoes e tensoes a
que a estrutura estd submetida. No caso de barras, uma boa parte
desta tarefa pode ser realizada com o auxilio dos conhecimentos a
serem obtidos na disciplina Resisténcia dos Materiais e na disciplina
Analise Estrutural. Para outros tipos de elementos estruturais, devido
a complexidade dos calculos, serao necessarios estudos mais aprofun-
dados em mecanica dos sélidos e métodos numéricos que viabilizem a
solucao do problema. O método numérico mais conhecido na mode-
lagem estrutural é o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Em alguns casos, por se tratarem de elementos estruturais complexos
mas que ocorrem com bastante freqiiéncia nas estruturas, varios es-
tudos ja foram realizados e apontam aproximacoes de boa qualidade.
Estas aproximacoes normalmente sao apresentados em forma de Tabe-
las ou abacos, mas sao restritas a uma série de hipoteses simplificado-
ras e atendem somente alguns casos especificos, como por exemplo as
Tabelas para calculo de esforcos em lajes retangulares. A Figura 1.9
mostra alguns exemplos de modelagens de configuracoes estruturais
como a usada no Estadio Olimpico de Pequim e dois tipos de pontes.

e Fase 3 - Dimensionamento das pecgas. Nesta fase é necessario
o conhecimento de questoes especificas de cada material que constitui
a estrutura (ago, madeira, aluminio, compdsito, concreto, etc). Este
conhecimento sera adquirido em cursos especificos como Concreto I e
IT e Estruturas Metdlicas. Nesta fase é possivel que se tenha necessi-
dade de retornar a Fase 1 pois os elementos estruturais podem ter sido
sub ou super dimensionados. Neste caso parte-se para um processo
recursivo até que o grau de refinamento requerido para o projeto seja
alcancado.

O calculo de uma estrutura depende de trés critérios:
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(a) Modelagem do Estddio Olimpico de
Pequim

e

(b) Modelagem de ponte em elementos (¢) Modelagem de ponte em elementos
de barra de barra

Figura 1.9: Exemplos de modelagens de estruturas em elementos de barra

e Estabilidade: Toda estrutura devera atender as equacoes universais
de equilibrio estatico.

e Resisténcia: Toda estrutura devera resistir as tensoes internas gera-
das pelas acoes solicitantes.

e Rigidez: Além de resistir as tensoes internas geradas pelas acoes
solicitantes, as estruturas nao podem se deformar excessivamente.

1.2.2 Pressupostos e hipoteses basicas da Resisténcia dos Ma-
teriais

A Resisténcia dos Materiais é uma ciéncia desenvolvida a partir de ensaios
experimentais e de andlises teoricas.

Os ensaios ou testes experimentais, em laboratorios, visam determinar
as caracteristicas fisicas dos materiais, tais como as propriedades de re-
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sistencia e rigidez, usando corpos de prova de dimensoes adequadas.
As andlises tedricas determinam o comportamento mecanico das pecas

em modelos matematicos idealizados, que devem ter razoavel correlacao
com a realidade. Algumas hipoteses e pressupostos sao admitidos nestas
deducoes e sao eles:

1.

Continuidade Fisica:

A matéria apresenta uma estrutura continua, ou seja, sao desconside-
rados todos os vazios e porosidades.

. Homogeneidade:

O material apresenta as mesmas caracteristicas mecanicas, elastici-
dade e de resisténcia em todos os pontos.

. Isotropia:

O material apresenta as mesmas caracteristicas mecanicas elasticas
em todas as direcoes. Ex: As madeiras apresentam, nas direcoes
das fibras, caracteristicas mecanicas e resistentes distintas daquelas
em direcao perpendicular e portanto nao é considerada um material
isétropo.

Equilibrio:

Se uma estrutura esta em equilibrio, cada uma de suas partes também
estd em equilibrio.

. Pequenas Deformacoes:

As deformacoes sao muito pequenas quando comparadas com as di-
mensoes da

estrutura.

Saint-Venant:

Sistemas de forcas estaticamente equivalentes causam efeitos idénticos
em pontos suficientemente afastados da regiao de aplicacao das cargas.
Secoes planas:

A secao transversal, apds a deformacao, permanece plana e normal a
linha média (eixo deformado).

Conservacao das areas:

A secao transversal, apés a deformacao, conserva as suas dimensoes

primitivas.
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9. Lei de Hooke:

A forga aplicada é proporcional ao deslocamento.

F=kd (1.1)

onde: I ¢é a forca aplicada; k é a constante elastica de rigidez e d é o
deslocamento;

10. Principio da Superposicao de efeitos:

Os efeitos causados por um sistema de forcas externas sao a soma dos
efeitos produzidos por cada forca considerada agindo isoladamente e
independente das outras.

A fim de compensar as incertezas na avaliacao das cargas, na deter-
minacao das propriedades dos materiais, nos pressupostos ou nas simpli-
ficacoes, é previsto nas Normas Técnicas a adocao de coeficientes de se-
guranca. Consiste em se majorar as cargas e se reduzir a resisténcia dos
materiais. Os diversos critérios adotados para escolha dos coeficientes de
seguranca adequados sao estudados ao longo do curso de Engenharia Ci-
vil. Adota-se neste texto um coeficiente de seguranca tnico que reduz a
capacidade de carga da estrutura.

1.2.3 Exercicios
1. Dé um conceito para estrutura.
2. Descreva os tipos de elementos estruturais.

3. Conceitue calculo estrutural.

4. Quais sdo as hipdteses bésicas e/ou pressupostos da Resisténcia dos
Materiais?

14



Capitulo 2

O Método das Secoes e Esforcos
Internos

2.1 O Método das Secoes

Seja uma barra de comprimento L, em equilibrio sob a acao das forcas
externas (cargas e reagoes) ﬁl, }?’2, F},,...,ﬁn, quaisquer no espaco. Na
figura 2.1 foi representado o caso particular de uma barra de eixo reto e
secao constante, sujeita as forcas 151, F’g, F’g, F’4 e F’5, mas os conceitos sao
validos no caso geral.

F2 .
S \F3 Fa
N N 3
\
E } f D
// ‘(.\ //
N &
- L »
Figura 2.1:

Imagine que esta barra é constituida por um nimero muito grande de
elementos de volume, de secao transversal igual a secao da barra e de com-
primento elementar dr (como um pao de forma fatiado), como mostra a
figura 2.2. Estes elementos de volume sao limitados por um niimero muito
grande de secoes transversais, distantes entre si dr unidades de compri-
mento. Um elemento de volume genérico ¢ limitado pela se¢ao S, de abs-
cissax (0 <x > L)edeS’ de abcissa x + dx.

Devido a grande dificuldade de analisar a transmissao de forcas, interna-
mente, de cada molécula para suas vizinhas, sera analisado a transmissao
de esforcos, internamente, de cada elemento de volume para seus vizi-
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I
||||| lll.. w

e,

X ! dx
Figura 2.2:

nhos. Este método de analise é valido somente para barras e é chamado
de Métodos das Secoes.

2.2 Esforcos Internos

Para determinar os esforgos transmitidos na secao genérica S, considera-se
a barra desmembrada por esta secao em duas partes, E e D, cada uma
delas em equilibrio sob a acao das forcas F; e de uma infinidade de forcas
moleculares em S.

— -
F2 F3
S S -
= ¥ 1 v
\ i ¥
A s T e
E / % SARAS ( D
S 7y - '
< o el . ~
—
F1 .

Figura 2.3:

Seja o sistema de forcas moleculares em S reduzido ao baricentro da
secdo como mostra a figura 2.4 (diregdes e sentidos quaisquer no espago).
Em E, resultante R e momento resultante M.

Em D, resultante R’ e momento resultante M’.

F2 — —» —

: S R M S \F3 ﬂb
GNECORES,
// k\ \\\

F R

Figura 2.4:

Assim, analisando o equilibrio das partes E e D, conclui-se:
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e Sistema de forcas F;, em E equivale a (ﬁ’, ]\Z’)
e Sistema de forcas F,, em D equivale a (R, M)

Portanto B = —Re M' = —M. O par de forcas opostas ReReo par
de momentos opostos M’ e M séo os esforcos internos de S.

Os esforgos internos serao decompostos segundo os referenciais mostra-
dos na figura 2.5. Afim de melhor analisar os seus efeitos fisicos.

e Parte E: para decomposicao de RBeM
e Parte D: para decomposicao de R e M

e Eixo x normal a S, eixos y e z no plano de S

M = M, + M, + M. = M; + M; + M,

As componentes sao os esforgcos simples ou esforcos solicitantes,
que podem ser expressos por seus valores algébricos:

e R, = Soma do valor algébrico das componentes segundo o eixo x das
forcas F; a direita de S (R, e R, tem defini¢oes semelhantes).

e M, = Soma do valor algébrico dos momentos segundo o eixo x das
forcas F; a direita de S (M, e M, tem definigoes semelhantes).

Adotando o referencial oposto para decomposicao de R' e M’ os valores
algébricos serao os mesmos, bastando, nas definicoes acima, trocar di-
reita por esquerda. Assim, cada esforco simples fica definido por um so6
valor algébrico e pode ser calculado com as forcas situadas a direita ou a
esquerda da secao.

17



Observacao 1:

Seja uma barra AB, de comprimento L, com um carregamento qualquer.
Mostrada na figura 2.6. Seja uma segao S, genérica de abscissa x (0 < x <
L).

Seja Es um determinado esforco simples na secao S. E's = f, é a equacao
deste esforco simples e o grafico desta funcao é o diagrama do referido es-
forco. As equacgoes e os diagramas dos esforcos simples serao exaustiva-
mente estudados na Analise Estrutural 1.

S \
0=A ' b - X

Figura 2.6:

Observacao 2:
Considerando que R' = —R e M’ = —M, o equilibrio das partes E e D
serd representado assim:

F2 - — .
4 .
Sh
ki ™M R Iﬁ

Figura 2.7:

Observacao 3:

Se na secdo S, de abscissa x, os esforcos sao R (Rs, Ry, R.) e M (M,,
M,, M), entao na secao S’, de absicissa x = dx, os esforcos serdo iguais a
R+dg (Ry + dpe, Ry + dgy, R. +dg.) e M + dys (M, + dyre, My + dagy,
M, + dyyr.).

O diagrama de corpo livre que representa o equilibrio de elemento de
volume limitado pelas secoes S e S’, de comprimento elementar dx, mos-
trado na figura 2.9 ajudara a entender os efeitos dos esforgos simples. Se
nao houver carga aplicada diretamente no elemento, entao d;g = (. Para

18



Figura 2.8:

—

F2 ., — .
R M R MM o F3 g
S S F4
¥ P
E D
\\
—
- - - —e
i M R M+dM R I8
Figura 2.9:

simplificar, nas figuras a seguir considera-se djy; = 0, mas apenas para
caracterizar qualitativamente os efeitos fisicos dos esforcos. Esta simpli-
ficacao nao pode ser feita em deducoes que calculem valores de esforcos.

2.3 Classificacao dos Esforcos Simples

1°) R, = N = esforco normal (tragdo se positivo e compressao se negativo)

8 N(+) NE) S

Com as for¢as da Direita Com as forcas da Esquerda

Figura 2.10:

Causa o alongamento (na tragao) ou encurtamento (na compressao) da
dimensao d, do elemento de volume.
2°) R, = @y e R, = ), sdo os esforcos cortantes . Causam o deslizamento
de uma face do elemento de volume em relacao a outra. O esforco cortante
resultante é a soma vetorial Cj = ij + Q:
Convengao de sinais e efeito de @, (vista de frente). Mostrado na figura
2.12.
Convengao de sinais e efeito de @), (vista de cima). Mostrado na figura
2.13.
3°) M, = T = Momento Torsor. Causa rotacao em torno do eixo x, de
uma face do elemento de volume em relacao a outra.
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Com as forgas da Direita

8 l Qy® Q y(ﬂ[

Com as forgas da Direita

dx

Figura 2.11:

Com as forgas da Esquerda
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Figura 2.12:

Com as forgas da Esquerda
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Figura 2.13:

Figura 2.14:
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Sob tor¢do positiva

4°) M, = MF, e M, = MF, sao os momentos fletores. Causam a rotacao
em torno do eixo y ou do eixo z de uma face do elemento de volume em
relacido a outra (Flexdo). O momento fletor resultante é a soma vetorial
MF = M, + M..
Convengao de sinais e efeito de M, (Vista de frente). Mostrado na figura



2.15.

8 '> M N (ﬂ( g

Com as forgas da Direita Com as forgas da Esquerda

Figura 2.15:

O momento fletor M, (+) causa tracdo nas fibras inferiores e compressao
nas fibras superiores.

— — <+—— Compressdo
= =
= =
&l E
75' Y
A &
A =
= =
= = N
«— — —  Tragdo
dx
Figura 2.16:

Convencao de sinais e efeito de M, (vista de cima). Mostrado na figura

2.17.
8 > My (+) My (+)< %

Com as for¢as da Direita Com as forgas da Esquerda

Figura 2.17:

O momento fletor M, causa tragao nas fibras posteriores e compressao
nas fibras anteriores.

2.4 Casos Particulares Importantes

1°) Estruturas planas com carga no préprio plano:

Sao estruturas formadas por barras cujos eixos estao situados no mesmo
plano zy, assim como as cargas e reacgoes.
Entao, sao nulos os esfor¢os Ry = Rg =0, M, =T =0, M, = MF, = 0.
Esfor¢o normal N = R,.
Esforco cortante(tinico) @ = @y

21



— > Tragdo
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— S P — Compressao
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Figura 2.18:

Y a Q)
|
| S

F1 \ F3
-

0 ——— 5
\ R1 T R>
Figura 2.19:
Q)
MF (+) MF (+)
4, 47
NH# N
Q)
Com as for¢as da Direita Com as forcas da Esquerda
Figura 2.20:

Momento fletor(tinico) M F = M.,.
2°) Barra reta com cargas transversais:
O mesmo que o caso anterior, com esforco normal N = R, = 0. Mos-
trado na figura 2.21.
3°) Barra reta com cargas axiais:

Esforco normal N = R,, demais esforcos nulos. Mostrado na figura
2.22.
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VA VB

Figura 2.21:

7z

Barras de T
Treligas
Pilar com carga centrada

Figura 2.22:

4°) Barra reta com cargas paralelas ao eixo, mas nao axiais (pilar
com carga excéntrica):

Esfor¢o normal: N = R,. Momentos fletores: MF, = M, e MF, = M..
Demais esforcos nulos.

+x
b

Figura 2.23:

Observagao: Consulte as notas de aula e os livros de Analise estrutural
(Sussekind, Curso de Anédlise Estrutural, vol 1,pdg 25 a 40) para obter
outras explicacoes e ilustracoes sobre esforcos simples, além de exercicios
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resolvidos e propostos.

2.5 Exercicios:

1. Calcular as reagoes de apoio e os esforcos simples nas secoes E e F da
viga representada representada na figura 2.24.

50kN 30kN
A 60"?\0 E Di F B
7 | ‘ 7
‘ 2,0m ‘ 1,5m ‘ 1,5m ‘I,Om ‘l,()m ‘

Figura 2.24: Figura do exercicio 1

Resposta:

Reacoes: Vy = 39,5kN, Vp = 33,8kN, Hp = 25, OkN.

Esforcos Simples: Np = Np—25,0kN, Qg = —3,8kN, Qr = —33, 8kN,
Mg = 73,3kNm, Mr = 33, 8kNm.

2. Calcular as reagoes de apoio e os esforgos simples nas se¢oes E e F da
viga representada representada na figura 2.25.

l101<N 12kN 20kN
/ F i —
A E ¢ ~ Dy B 0.8m
| I N R ey
12m | 12m [ 0,8m[0,8m |0,8m
Figura 2.25: Figura do exercicio 2
Resposta:

Reagoes: V4 = 22, 0kN, M4 = 88,0kNm, H4 = 0.
Esforcos Simples: Ngp = Np = 0, Qg = 22,0kN, Qr = 12,0kN,
Mg = —61,6kNm, Mp = —25, 6kNm.

3. Calcular as reacoes de apoio e os esforcos simples nas secoes E e F da
viga representada representada na figura 2.26.

Resposta: Reacgoes: V4 = 25,0kN, Vg = 5,0kN , H4 = 18kN.

Esforcos Simples: Np = Np = 18, 0kN, Qp = Qr = —5,0kN, Mg =
35,0kNm, Mp = 5,0kNm.
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Figura 2.26: Figura do exercicio 3
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Capitulo 3

Introducao a Analise de Tensoes e
Deformacoes

3.1 Estudo das tensoes

3.1.1 Introducao

Um conceito da grandeza tensao pode ser encarado como uma extensao do
conceito da grandeza pressao.
Imaginemos o sistema de embolos apresentado abaixo:

F2

Fl 1

=

Figura 3.1: Sistema de émbolos

Utilizando-se os conceitos de fisica do ensino médio, pode-se dizer que
a pressao P no interior do duto é constante e tem valor:

kR B

p=_-1_-2
A A

(3.1)
onde Fi e Fy sao as forcas aplicadas nas extremidades e A; e Ay sao as areas
da secao transversal do duto onde sao aplicadas F} e F5, respectivamente.

Os macacos hidraulicos sao aplicagoes diretas da equacao 3.1, pois com
uma pequena forca aplicada na extremidade 1 do sistema de émbolos pode-
se produzir uma for¢a de magnitude consideravel na extremidade 2, depen-
dendo da razao entre as areas A; e As.

Algumas conclusoes ja podem ser obtidas analisando a grandeza pressao:
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e Sua unidade de medida sera: unidade de forca dividido por unidade de
drea. No Sistema Internacional de Unidades (SI): Pa (Pascal) = N/m?.
Como 1 Pa representa uma pressao relativamente pequena! normal-
mente se utiliza prefixos do tipo kilo (10%) ou mega (10°). Exemplos:
10 MPa, 45 kPa, etc.

e O modulo da pressao ¢ o mesmo no interior do duto, mas a direcao
e sentido nao. Pode-se dizer entao que a pressao ¢ uma grandeza
vetorial.

e A direcao da forca F; gerada no sistema de émbolo é sempre a mesma
da pressao atuante na secao 2, e esta direcao é sempre normal a su-
perficie do émbolo.

Porque surgiu pressao no interior do duto?

A resposta é simples: sempre que se tenta movimentar uma massa de
fluido e existem restricoes ao deslocamento, surgem as pressoes. Assim
sendo, no caso do embolo da Figura 3.1, se nao existir resisténcia na secao
2, o fluido entraria em movimento acelerado e escoaria sem o surgimento
de pressoes internas. Em outras palavras, é preciso que haja confinamento
(pressao positiva) ou aumento do volume dos dutos (pressao negativa).

Um raciocinio analogo pode ser aplicado aos sélidos. Supondo que se
exerca uma forca F' sobre um sélido qualquer conforme Figura 3.2.

ra ™
I,

i

- .
L 5011(10/

Figura 3.2: Sélido sujeito a carregamento

Da mesma maneira que nos fluidos, tem-se duas possibilidades: ou o
solido entra em movimento ou, no caso onde existam restricoes ao deslo-
camento (como no exemplo da Figura 3.2), surgem o que nos sélidos se
denominam tensoes.

As tensoes em um soélido podem ocorrer de duas formas:

limagine uma forca de 1IN atuando em 1 m?2.
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e Tensoes normais: estas tensoes sao resultado de um carregamento?
que provoca a aproximacao ou o afastamento de moléculas que cons-
tituem o sélido. E o caso do carregamento F} da Figura ?77.

e Tensoes cisalhantes ou tangenciais: estas tensoes sao resultado de
um carregamento que provoca um deslizamento relativo de moléculas
que constituem o sélido. E o caso do carregamento F5 da Figura ?77.

3.1.2 Exercicios

1. Uma placa é fixada a uma base de madeira por meio de trés para-
fusos de diametro 22mm, conforme mostra a Figura 3.3.Calcular a

tensao média de cisalhamento nos parafusos para uma carga P=120
kN. Resposta: 105,2 MPa.

i~
}/

Figura 3.3: Figura do exercicio 1

-

2. Duas pecas de madeira de secao retangular 80mm x 140mm sao cola-
das uma a outra em um entalhe inclinado, conforme mostra a Figura
3.4. Calcular as tensoes na cola para P = 16 kN e para:

a) 0 =30°;b) 0 =45°; c) § = 60°
Resposta: a) oy=357,1 kPa, 7y=618,6 kPa ; b) oy = 7y=714,3 kPa
: ¢) ony=1071,0 kPa, 7y=618,6 kPa.

! N
! N
- - - 1 \\ R
P ____/;.______
7 4
s e

Figura 3.4: Figura do exercicio 2

3. Determinar a tensao normal de compressao mitua (ou tensoes de
“contato”ou tensao de “esmagamento”) da Figura 3.5 entre:

2carregamento neste caso pode ser entendido como: sistema de forcas aplicado, variacio de tempera-

tura, modificagao nas condi¢oes de apoio ou deslocamento imposto.
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a) o bloco de madeira de se¢ao 100mm x 120mm e a base de concreto
500mm x 500mm x 60mm.

b) a base de concreto e o solo.
Resposta: a) 3333 kPa ; b) 160 kPa.

40 kN

Madeira

Concreto

Figura 3.5: Figura do exercicio 3

4. Calcular as tensoes de “contato”em A, B e C, na estrutura represen-
tada na Figura 3.6. (dimensoes em metros)
Resposta: 777,8 kPa, 888,9 kPa e 1111 kPa.

25 kN
] 0,15x 0,15
0,15 x 0,30 J}
1 C |/

A | —_ —— |8
//////| NANANNN
—>| //4— —>\ |<—
0,10 | | 0,10
| 1,6 | 14 |

Figura 3.6: Figura do exercicio 4

5. Calcular o comprimento total 2L da ligacao de duas pecas de madeira,
conforme a Figura 3.7, e a altura h necessaria. Dados P =50 kN, b=
250mm, tensao admissivel ao corte na madeira 0, 8MPa e a compressao
6,5 MPa .

Resposta: 2L = 500mm ; h= 31mm.

6. Duas placas sao unidas por 4 parafusos cujos diametros valem d=
20mm, conforme mostra a Figura 3.8. Determine a maior carga P que
pode ser aplicada ao conjunto. As tensoes de cisalhamento,de tracao e
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L L

Figura 3.7: Figura do exercicio 5

de esmagamento sao limitadas a 80, 100 e a 140 MPa, respectivamente.
Resposta: P = 80 kN.

P[]

15 mm

)
80 mm

Figura 3.8: Figura do exercicio 6

7. Uma barra curta inclinada, ou escora, transmite uma forca compres-
siva P = 4kN ao bloco escalonado mostrado na Figura 3.9. As di-
mensoes estao em milimetros. Determine:

a) As tensoes normais atuantes nas superficies de contato vertical e
horizontal lisas definidas por EF e CD, respectivamente.

Resposta: opp = 4MPa; ocp = 2,667MPa.

b) A tensao cisalhante atuante no plano horizontal definido por ABC.
Resposta: 7 =1, 333MPa.

8. Duas pecas de madeira de secao Hcm x dem sao coladas na segao in-
clinada AB como mostra a Figura 3.10. Calcular o valor maximo ad-
missivel da carga P, axial de compressao, dadas as tensoes admissiveis
na cola de 9,0 MPa a compressao e 1,8 MPa ao cisalhamento.
Resposta: P = 18,0 kN.
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9.

10.

4 Escora

20

A

D C B
/ P
40 60
Bloco

Figura 3.9: Figura do exercicio 7

B

P 15° P
A

Figura 3.10: Figura do exercicio 8

Um parafuso de 20mm de diametro é apertado contra uma peca de
madeira exercendo-se uma tensao de tracao de 120 MPa como mostra
a Figura 3.11. Calcular a espessura e da cabeca do parafuso e o
diametro externo d da arruela, dadas as tensoes admissiveis 50 MPa,
ao corte no parafuso, e 10 MPa, a compressao na madeira

Resposta: e = 12 mm ; d = 72,11 mm.

Figura 3.11: Figura do exercicio 9

O eixo vertical da Figura 3.12 é suportado por um colar de escora sobre
uma placa de apoio. Determinar a carga axial maxima que pode ser
aplicada ao eixo se a tensao média de corte no colar e a tensao média
entre o colar e a placa sao limitadas respectivamente por 40 MPa e 65
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MPa.
Resposta: 314,16 kN.

10cn

< f15cenl

Figura 3.12: Figura do exercicio 10

11. A articulagao de pino da Figura 3.13 deve resistir a uma forga de
tracao P = 60 kN . Calcular o diametro do pino e a espessura minima
da chapa para as tensoes admissiveis de 50 MPa ao corte e 120 MPa
a tracao.

Resposta: d = 19,55 mm ; e = 6,25 mm.

of
NN
|

‘ ‘

d

Figura 3.13: Figura do exercicio 11

12. A chapa da Figura 3.14 deve ser furada por puncao, exercendo-se no
perfurador uma tensao de compressao de 420 MPa. Na chapa, a tensao
de rutura ao corte é de 315 MPa a) Calcular a espessura maxima da
chapa para fazer um furo de 75 mm de diametro;

b) Calcular o menor diametro que pode ter o furo, se a espessura da
chapa é de 6 mm.
Resposta: a) 25 mm ; b) 18 mm.
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Figura 3.14: Figura do exercicio 12

3.1.3 O Tensor de tensoes

Uma vez compreendida as caracteristicas fundamentais da grandeza tensao,
e de sua ligacao com a ja conhecida grandeza pressao, passa-se agora ao
seu estudo detalhado.

Partindo-se do exemplo apresentado na Figura 3.15 duas observagoes
podem ser feitas:

peso
proprio

&

empuxo empuxo

%/

deagua deterra

Figura 3.15: Barragem

e Existem forcas tentando aproximar ou afastar moléculas no entorno
de M, nas trés direcoes ortogonais, gerando tensoes normais nestas
tres direcoes.

e Existem forcas tentando deslizar moléculas no entorno de M, nas treés
direcoes

ortogonais, gerando tensoes tangenciais ou cisalhantes nestas trés direcgoes.

Estas observagoes evidenciam que a tensao num dado ponto da estrutura
depende do plano no qual se calcula a tensao. Admitindo-se um plano
passando por M e que possui uma normal definida pelo vetor N , pode-se
dizer que a tensao py, no ponto M no plano considerado, é a soma vetorial
da tensao normal &y com tensao tangencial 7y, conforme Figura 3.16. Sua
definicao matematica é escrita como:

dF

o= i a4 32)
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Figura 3.16: Tensoes no ponto M num plano de normal N

onde dF é a forca de interacao atuante na area AA.

Tomando-se entao cada um dos trés planos ortogonais yz (vetor normal
paralelo ao eixo x), zz (vetor normal paralelo ao eixo y) e xy (vetor normal
paralelo ao eixo z) é possivel definir trés vetores tensoes, respectivamente,
Pz, Py € p- como indicam as Figuras 3.17 que serao fundamentais no estudo
da grandeza tensao. As equacoes 3.3 a 3.5 mostram estes vetores e suas
componentes no referencial xyz. Observa-se que as tensoes tangenciais
totais foram decompostas em duas componentes.

M ; M
Tyx X Tzx
N GZZ TZy
1 Y
X Y7 o z
Yy
z Py
y y
(a) Vetor py (b) Vetor g, (c) Vetor p,
Figura 3.17: tensoes nos trés planos ortogonais
p:c - [JI$7 Txyv T:cz]
Py = [Tya, Oyys Tyl
Pz = [sza T2y, Uzz] 3.9

Considerando-se um sélido (cubo) infinitesimal no interior de um corpo
deformavel, em seu caso mais geral, como mostra a Figura 3.18 podem
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ocorrer 3 componentes de tensoes em cada face que sao simétricas entre si.
Estas componentes podem ser agrupadas em um tensor chamado “Tensor
de Tensoes”, que é simétrico, e representado por:

Oy Taxy Trz
O=|Toy Oy Ty (3.6)
Tez Tyz Oz

Aoy

Figura 3.18: Sélido de tensoes

A convencao de sinais para as tensoes deve ser de tal maneira que nao
permita que uma mesma tensao tenha valores algébricos de sinais opostos
quando se analisa uma face ou outra do solido de tensoes. Por esta razao,
adota-se referenciais opostos para cada uma das faces opostas do sélido em
torno do M, conforme mostra Figura 3.18. Nesta Figura todas as tensoes
representadas sao positivas. As regras para a convencao de sinais sao:

e Para as tensoes normais: sao positivas quando estao associadas a
tracao e negativas quando estao associadas a compressao.

e Para as tensoes tangenciais: quando a normal externa do sélido
de tensoes apontar no mesmo sentido do eixo coordenado, as tensoes
tangenciais sao positivas quando apontarem para o mesmo sentido do
seu respectivo eixo coordenado. Quando a normal externa do sélido
de tensoes apontar no sentido contrario do eixo coordenado, as tensoes
tangenciais sao positivas quando apontarem para o sentido contrario
do seu respectivo eixo coordenado.
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3.1.4 Exercicios

1. Para o elemento de tensao representado na Figura 3.19 (tensoes ex-
pressas em MPa) complete o sélido de tensoes com as tensoes que
faltam, considerando o sélido em equilibrio.

T 150

1 .
80 '

50

,,,,,,,,,,,,, <—1—
\ z
100

Figura 3.19: Figura do exercicio 1

200

2. Um cilindro de parede delgada esta submetido a uma forca de 4,5 kN.
O diametro do cilindro é 7,5 cm e a espessura da parede é de 0,3 cm.
Calcular as tensoes normal e de cisalhamento num plano que corta
o cilindro formando um angulo de a = 40°, conforme Figura 3.20.
Resposta: oy = 3,89 MPa e 7y = 3,26 MPa.

4,5 kN 4,5 kN
- —_—

Figura 3.20: Figura do exercicio 2

3. Admitindo que o cilindro do exercicio anterior esteja submetido a uma
forga de tracao P e que sua secao transversal tenha drea A, demonstre

que:
P ,
Oq = ZCOS a e T, = ﬂsta
Em seguida trace os graficos de o, em funcao de a e de 7, em funcao
de a, para 0 < a < 90°.

4. Demonstre, para o problema, anterior que a tensao normal maxima
ocorre para a = 0° e que a tensao cisalhante maxima ocorre para a =
45°

5. Uma barra tracionada é composta de dois pedagos de material que
sao colados ao longo da linha mn conforme Figura 5. Por razoes
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praticas, o angulo 6 é limitado a faixa entre 0 e 60°. A méxima tensao
de cisalhamento que suporta a junta colada é 3/4 da maxima tensao
normal. Assim sendo, qual deve ser o valor de 6 para que a barra
suporte o maximo de carga P ? (Admitir que a junta colada seja o
unico ponto a ser verificado no projeto).

Resposta: 68 = 36.87°
" of

P &~ 8 P,

n

Figura 3.21: Figura do exercicio 5

6. Resolver o problema anterior no caso das tensoes tangencial e normal
maximas permitidas sejam, respectivamente, 70 MPa e 140 MPa. De-
terminar também a carga P maxima permissivel se a area da secao

transversal da barra for de 1000 mm?.

Resposta: 8 = 26.56° e P = 175 kN.

3.2 Estudo das deformacoes:

3.2.1 Introducao

Paralelamente ao estudo estabelecido no item anterior relativo a andlise
de tensoes, pode-se desenvolver também, o estudo das deformacoes sofri-
das por um corpo sob solicitacoes externas. Destaca-se que a analise de
deformagoes em um corpo sélido iguala-se em importancia a andlise de
tensoes.

Sabe-se, da algebra vetorial, que o campo vetorial de deslocamentos
permite quantificar a mudanca de geometria de um corpo, sujeito a acao
de cargas aplicadas. Esta mudanca de geometria implica na consideracao
de duas parcelas:

e Movimento de corpo rigido
e Mudanca de forma e dimensoes do corpo

Como a Resisténcia dos Materiais desenvolve o estudo dos corpos de-
formaveis, sera de interesse maior o estudo da segunda parcela. Além disso,
num contexto de estruturas civis, o movimento de corpo rigido pode
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ser eliminado mediante a introducao adequada de vinculos. Neste texto,
somente serao consideradas as pequenas deformacoes, como aquelas que
geralmente ocorrem na engenharia estrutural.

3.2.2 Componentes de Deformacao

Embora o campo de deslocamentos seja suficiente para descrever todas as
caracteristicas de mudanca de geometria de um corpo, é necessario que se
estabeleca uma relacao direta entre estas mudancas geométricas e as cargas
aplicadas, ou de forma mais conveniente, com a distribuicao de tensoes.
Essa afirmacao serd melhor compreendida no item 3.3, onde buscar-se-a
relacionar diretamente as tensoes com as deformacoes. Entretanto pode-se
adiantar que nao é a posicao de um ponto que o relaciona com seu estado de
tensao, mas o movimento relativo entre pontos adjacentes. Tendo em vista
esta ultima afirmacao considerem-se os segmentos infinitesimais dx ,dy e
dz, ligando pontos adjacentes em seus vértices formando um paralelepipedo
retangular infinitesimal conforme Figura 3.22.

y

X dy
y dz

dx

Figura 3.22: Paralelepipedo Retangular Infinitesimal

Pode-se “medir” o movimento relativo dos pontos adjacentes (vértices)
considerando as deformagcoes desse paralelepipedo retangular. Agora é
necessario introduzir um conceito de intensidade de deformacao carac-
teristica, a saber, deformacao linear especifica (ou alongamento/encurtamento
relativo) e deformagao angular (ou distorgao angular), que sao formas de
se quantificar o movimento relativo entre pontos adjacentes de um corpo.

Deformacao Linear Especifica

Seja o paralelepipedo retangular infinitesimal da Figura 3.23 na confi-
guracao geométrica indeformada em cujas faces agem apenas tensoes nor-
mais como resultado do carregamento.

Designa-se por dz, dy e dz os comprimentos iniciais das arestas do para-
lelepipedo retangular. Na configuracao deformada, os comprimentos dessas
arestas tornam-se dx + Adz, dy + Ady e dz + Adz respectivamente. H4,
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dy+ Adx

_ / solido x
N A

Figura 3.23: Paralelepipedo Retangular sob Deformacao Linear

entao, a possibilidade de uma variacao de volume do elemento. Define-
se, como medida de deformacao caracteristica do material, tal variacao
segundo trés deformacoes unitarias, como segue:

B Adx
o = dx
_ Ady
€y = —dy
Adz
L = —Z 3.7
¢ 7 (3.7)

’

E interessante observar que a utilizacao da deformacao linear permite
a comparacao entre deformacoes deste mesmo tipo obtidas em diferentes
estruturas e/ou amostras ensaiadas ja que esta quantidade é adimensional.
Usualmente refere-se a ela em cm / cm ou mm / mm. A quantidade € é
bastante pequena e algumas vezes pode ser dada em porcentagem.

Deformacao Cisalhante ou Distorcao

Um sélido deforméavel pode ainda, estar sujeito a um outro tipo de de-
formacao: aquela causada pelas tensoes cisalhantes. Como conseqiiéncia
de tal solicitagao surgem mudancas na orientacao relativa entre as faces do
elemento envolvendo variacoes despreziveis de volume. A Figura 3.24 re-
presenta o solido infinitesimal sujeito somente a acao de tensoes cisalhantes
Tay

Em outras palavras, pressupoe-se que as tensoes cisalhantes causem va-
riacao de forma, isto é, uma distorcao, mas nao uma dilatacao apreciavel.
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Figura 3.24: Paralelepipedo Retangular sob Deformagao Cisalhante

Essa medida de variacao relativa entre as faces do elemento pode ser dada
pela variacao do angulo inicialmente reto e é definida como deformacao de
cisalhamento ou distor¢ao, representado por 7,,:

Yoy =+ 3 (3.8)

onde a e [ estao representados na Figura 3.24.

Serd conveniente considerar uma rotacao de corpo rigido do elemento
em torno do eixo x, de forma a se ter sempre « igual a 3. Assim, designa-se
pOT €., €y, as deformacoes transversais.

1

Cry = Cyz = §%y (3.9)

De forma analoga ao estado de tensao, o estado de deformacao fica

completamente determinado se forem conhecidas as componentes de de-

formacao (deformagoes lineares e distor¢oes angulares) segundo eixos tri-

ortogonais. O efeito de dilatacao ou retracao do paralelepipedo retangular

infinitesimal deve-se as trés deformacoes lineares, enquanto, independen-

temente, seis deformagcoes transversais fornecem uma variacao da confi-

guracao de angulo reto entre as faces do paralelepipedo. Usa-se apresentar

estas nove quantidades em um tensor de deformacoes, como feito para
tensoes.

€r €Exy €z

€= | €y € € (3.10)

€xz €yz €
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3.3 Relacoes entre tensoes e deformacoes

As relacoes entre tensoes e deformacoes sao estabelecidas a partir de ensaios
experimentais simples que envolvem apenas uma componente do tensor de
tensoes. Ensaios complexos com tensoes significativas nas 3 diregoes orto-
gonais tornam dificeis as correlacoes entre as tensoes e suas correspondentes

deformacoes.
Assim sendo, destacam-se aqui os ensaios de tracao, de compressao e de

torcao.

3.3.1 O Teste ou Ensaio de Tragao:

Objetivos:
e Relacionar tensoes normais e deformacoes lineares;
e Determinar as propriedades dos materiais;

e Verificar a qualidade dos mesmos.

O corpo de prova (CP) é uma amostra de material a ser testado, cons-
tituida de uma barra reta de segao constante (comprimento L, diametro D
e area A, na configuragao inicial), semelhante a barra ilustrada na Figura

3.25

— 4.4

Figura 3.25: Corpo de prova de um ensaio de tracao

O ensaio consiste em aplicar ao CP uma carga P axial de tragao que
aumenta lenta e gradualmente (carga “estatica”), medindo-se a carga P, a
variacao do comprimento L e do diametro D do CP até a rutura do CP.

O tensor de tensoes associado a este problema, com o referencial mos-
trado na Figura 3.26 é apresentado na equacao 3.11.
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Figura 3.26: Referencial adotado

o, 00 P/A 0 0
c=]000|=| 0 00 (3.11)
0 00 0 00

Quais sao as deformacgoes causadas pela tracao aplicada ao CP?

| depois do carregamento

—y

a \d

y

antes do carregamento

Figura 3.27: Deformacoes no ensaio de tracao

Observando o retangulo abed contido no plano xy antes e depois da
aplicacao da carga, conforme mostrado na Figura 3.27, é possivel identificar
que sua configuracao apos o tracionamento nao sofre distorcoes angulares.
O que ocorre é um alongamento dos lados bc e ad e um encurtamento dos
lados ab e cd, caracterizando o surgimento das deformacoes €, e €,. Obvi-
amente, caso tivesse sido escolhido o plano xz para andlise, seria verificado
o surgimento das deformacoes ¢, e €,. Generalizando, caso o referencial
adotado tivesse como eixo longitudinal do CP a dire¢ao y ou z pode-se
concluir que:
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® 0, causa €, €, € €]
® 0, causa €, €, € €;;
® 0, causa €, €, € €;;

O proximo passo ¢é relacionar matematicamente estas tensoes e suas
correspondentes deformacoes, o que pode ser feito no ensaio de tracao. A
realizacao deste ensaio consiste em acoplar o CP a maquina de ensaio e
traciona-lo continuamente. Durante o ensaio, mede-se a carga P de tracao,
o alongamento AL da parte do CP contida entre as extremidades de um
extensometro® (L) e a variagao do didmetro do CP AD conforme mostrado
na Figura 3.25.

Com os dados do ensaio, é possivel inicialmente tracar um grafico con-
tendo no eixo vertical a carga P e no eixo horizontal o alongamento AL,
conforme mostrado na Figura 3.28(a). Através de uma mudanga de varidveis
pode-se facilmente chegar a uma relacao entre a tensao o, = P/A e a de-
formagao €, = AL/L, de acordo com o grafico da Figura 3.28(b). Este
grafico, que relaciona €, e o, ,é6 chamado diagrama tensao-deformacgao.

P a

AL &

(a) Diagrama P x AL (b) Diagrama o, X €, - Tensdo-
deformacao

Figura 3.28: Exemplos de diagramas do ensaio de tracao

A forma do diagrama tensao deformagao depende do tipo de material.
Existem materiais de comportamento linear, ou pelo menos com uma regiao
linear (ago, aluminio), e de comportamento nao-linear (maioria das borra-
chas). Conforme ja destacado na se¢do 1.2.2, os materiais a serem tratados
neste curso tém comportamento linear.

As Figuras 3.29 mostram 3 tipos de diagramas tensao x deformagao
obtidos dos ensaios.Destacam-se destes graficos alguns pontos importantes,
que sao:

3 Aparelho usado para medir a variacdo do comprimento
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I. Ponto 1 — limite de proporcionalidade, que define o nivel de tensao
a partir do qual o material deixa de ter comportamento linear. Dentre os
materias de comportamento linear, observa-se na fig 3.29 os 3 tipos mais
comuns de diagramas tensao-deformacao.

G 1 R
R G a
R
3
2 4
1 2
1
a a a
5% & 0,2 % 5‘% & 5‘% &
(a) Material Fragil (b) Material ditil sem pata- (c) Material dutil com pata-
mar de escoamento mar de escoamento

Figura 3.29: Exemplos de diagramas do ensaio de tragao em materiais de comportamento
linear

Pode-se dessa forma classificar os materiais em funcao do comporta-
mento, ou seja:

e (a) Material fragil (concreto, vidro): A ruptura (ponto R) se d&
para valores €, < 5 %;

e (b) Material ditil sem patamar de escoamento definido (agos
especiais com alto teor de carbono). A ruptura (ponto R) se d& para
valores €, >> 5 % e o material nao apresenta patamar de escoamento,
onde ha aumento de deformacao com a tensao aproximadamente cons-
tante.

e (c) Material ditil com escoamento definido (agos comuns, com
baixo teor de carbono). A ruptura (ponto R) se d& para valores
ez >> 5 % e o material apresenta patamar de escoamento (trecho
entre os pontos 3 e 4), onde ha aumento de deformagcao com a tensao
aproximadamente constante.

II. Ponto 2 — limite de elasticidade. Quando o CP é carregado acima
deste limite, nao retorna a sua configuracao inicial quando descarregado.
Acima deste ponto passam a existir deformacgoes permanentes ou plasticas.

No aco os limites de elasticidade e proporcionalidade sao muito préximos,
tanto que normalmente nao se faz muita diferenca entre esses dois niveis
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de tensao. Materiais que possuem estes dois limites muito proximos sao
chamados de materiais elasticos lineares que serao os objetos de estudo
deste curso.

III. Ponto 3 — tensao ou ponto de escoamento. O limite de elasticidade
e o limite de proporcionalidade sao dificeis de se determinar com precisao.
Em razao disso, os engenheiros utilizam a tensao ou ponto de escoamento
que caracteriza o inicio do comportamento nao linear elastico.

Em acgos com baixo teor de carbono, este ponto é obtido diretamente
da curva tensao-deformacao (ver ponto 3 da Figura 3.29(c)). J& para acos
especiais com alto teor de carbono, este ponto é arbitrado como sendo a
tensao que provoca uma pequena deformacao residual de 0,2 % apds o
descarregamento.

Durante a fase elastica, ou seja, para niveis de tensoes até o limite de
elasticidade (ou tensao de escoamento para efeitos praticos) a relagao entre
a tensao o, e a deformacao €, pode ser escrita na forma:

o, =tana e, = F ¢, (3.12)

onde F = tana é o coeficiente angular da reta conhecido como Médulo
de Elasticidade Longitudinal ou Médulo de Young.

A equacao 3.12 mostra que para materiais trabalhando em regime eléstico
linear tem-se que a tensao é diretamente proporcional a deformacao. Esta
relagao é conhecida como lei de Hooke, em homenagem a Robert Hooke
que obteve esta proporcionalidade ha mais de 300 anos.

Além de gerar deformacoes €., a tensao o, aplicada ao CP, conforme ja
destacado neste texto, gera deformacoes lineares nas direcoes transversais
(€, € €,). Tomando-se entao a razdo entre a medida obtida para a variacao
do diametro (AD) e o diametro inicial (D) do CP pode-se escrever:

AD

&4 = 5 (3.13)
AD

. = 14

.. = 2 (3.14)

Conhecidos os valores de €,, €, e €, (obtidos experimentalmente com as
medidas dos extensometros) é possivel estabelecer as relagoes:

Cy

-~ = constante = —v

ECE

€

—~ = constante = —v (3.15)
ECE
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onde v é denominado de Coeficiente de Poisson e é uma caracteristica
fisica do material.
Alternativamente as equacoes 3.15 podem ser escritas na forma:

€ = —UVé (3.16)
€, = —Vé€ (3.17)

Substituindo a equacao 3.12 na equacao 3.17 chega-se as relacoes entre
tensoes normais e deformagcoes transversais:

Ox
. = —U — 3.19
€ v I ( )

Resumindo, caso estivessem atuando simultaneamente o, o, e o, ter-
se-1a:

N R 2

€ + T VE VR (3.20)
op O o,

€ = —IJE—f—Ey—VE (3.21)

€, = —I/%—V%—f—% (3.22)

Fica claro que a caracteristica de isotropia do material reduz sensivel-
mente o nimero de constantes eldsticas que relacionam tensao com de-
formacao.

O estudo detalhado de cada fase do ensaio de tracao é feito no curso de
Laboratério de Resisténcia dos Materiais, cadeira do préximo periodo.

3.3.2 Ensaio de Compressao

E semelhante ao ensaio de tracao, mas o CP deve ter dimensoes adequadas
para se evitar a flambagem. Para materiais metdalicos os CPs devem ser
de tal forma que a razao L/D deve se situar entre 2 e 4 (ou entre 3 e 8,
segundo alguns autores ).

O ensaio de compressao do aco apresenta um diagrama semelhante ao
ensaio de tracao na fase elastica. Admite-se que as constantes elsticas F
e v obtidas experimentalmente sao os mesmos para tracao ou compressao.

O estudo detalhado de cada fase do ensaio de compressao é feito no curso
de Laboratério de Resisténcia dos Materiais, cadeira do proximo periodo.
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3.3.3 O ensaio de torcao

O ensaio de tor¢cao é uma alternativa ao ensaio de cisalhamento face as
dificuldades que apresentam este tltimo na aplicacao de cisalhamento puro
num CP.

Este ensaio consiste em aplicar um torque num CP analisando as dis-
torcoes angulares, conforme Figura 3.30

Figura 3.30: Ensaio de tor¢ao

Verifica-se experimentalmente que, para pequenas deformacoes, a va-
riacao da dimensao do segmento ab da Figura 3.30 pode ser desprezado.
Conseqiientemente, as deformagcoes medidas no ensaio de torcao sao dis-
torcoes angulares.

De forma andloga ao ensaio de tracao, é possivel se obter um diagrama
tensao-deformacao, porém neste caso relacionando tensoes cisalhantes com
distorcoes angulares. Este diagrama, para materiais elasticos lineares,
também segue a lei Hooke conforme equacao que segue:

Tey = tan o Yoy = Gﬁ}/xy (323)

onde G é o Mdédulo de Elasticidade Transversal e é uma outra carac-
teristica do material.

Finalmente, uma vez observado experimentalmente que tensoes tangen-
ciais 7,, causam apenas distor¢oes angulares v,,, completa-se as relacoes
entre tensoes cisalhantes e distor¢oes angulares:

Ty: = Gy (3.25)

Mais uma vez, a caracteristica de isotropia reduziu o nimero de cons-
tantes eldsticas do problema.

3.3.4 Lei de Hooke generalizada

Apés se analisar os ensaios de tracao e torcao, verifica-se que foram intro-
duzidas trés constantes elasticas, que sao caracteristicas do material: E, GG
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Tabela 3.1: Constantes elasticas de alguns materiais

Material E (GPa) | G (GPa) v Tensao de escoamento | Massa especifica
(MPa) (kg/m®)

Acgo CA-25 210 79 0,33 250 7860
Acgo CA-50 210 79 0,33 500 7860
Acgo CA-60 210 79 0,33 600 7860
Ago CP-150 210 79 0,33 1500 7860
Aco ASTM A-36 253 7860
Concreto ‘ 22 a 30 ‘ ‘ =0,1 ‘ 15 a 40 na compressao ‘ 2400
Alummio | 69 | 26 [ 033 | 290 | 2710
| Titanio | 114 | | | 825 | 4460

e v. Pode-se demonstrar (Mecéanica dos Sélidos I) que apenas duas destas
constantes elasticas sao independentes, conforme indica equacao 3.26:

E
A Tabela que segue mostra alguns valores praticos destas constantes
eldsticas, bem como alguns limites elasticos (considerados como tensoes de
escoamento) e massas especificas.
Assim sendo, resume-se as relacoes tensoes deformacoes na equacao 3.27,

conhecida como Lei de Hooke Generalizada.

€ ' 1/E —v/E —v/E 0 0 0 0y

€y -v/E 1/E —v/E 0 0 0 oy

e | | —v/E —v/E 1/E 0 0 0 o
Yoy | 0 0 0 1/G 0 0 Ty (3.27)

Yiz 0 0 0 0 1/G 0 Taz

Yyz 0 0 0 0 0 1/G || 72

Pode-se escrever a equagao matricial 3.27 na forma compacta:
e=D"'o (3.28)
ou

o = De (3.29)

onde D é chamada de matriz constitutiva do material.
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3.3.5 Exercicios

1. Para o estado de tensoes num certo ponto de uma estrutura de aco
definido pelo tensor de tensoes que segue, pede-se calcular as compo-
nentes de deformagcao neste ponto. Considere £ = 210 GPae v = 0,3.

21 0 0 80 0 0
Dado: o=| 0 14 —3,5 | Resposta: e=| 0 36,7 —21,6 |X
0 —-3,5 0 0 —21,6 —50

1076,

2. Para o estado de deformacoes num ponto de uma estrutura dado pelo

tensor de deformacoes que segue, calcular o estado de tensoes atuante

neste ponto, sendo £ = 175 GPa e G = 70 GPa.
0,55 —2,5 0

Dado: e=| —2.5 0,30 0,25 | x10~*
0 0,25 —0,95
7 =35 0
Resposta o = | —35 3,5 3,5 | MPa
0 3,5 —14

3.4 Tensoes e Deformacoes em Barras de Eixo Reto

3.4.1 Introducao

Até aqui foram estudadas as tensoes, as deformacoes e suas relagoes em
casos gerais (Lei de Hooke generalizada). Neste capitulo estas grandezas
serao abordadas em estruturas do tipo barra de eixo reto.

O célculo das tensoes em barras fica simplificado quando comparado
com casos gerais de estruturas pois, tomando como eixo x o de direcao
longitudinal da barra, considera-se nestas estruturas as tensoes o, e o,
iguais a zero. Assim sendo, fica claro que as componentes de tensao no
plano yz (g,) serao fundamentais no estudo das barras conforme se destaca
na Figura 3.31.

Normalmente, o cdlculo de tensoes em barras é feito a partir de seus
esforgos internos solicitantes, que podem ser obtidos através de principios
basicos da Analise Estrutural. Faz-se a seguir uma rapida abordagem
destes principios, definindo-se os esforcos simples numa barra através do
método das segoes (ver notas de aula de Mecanica e Andlise Estrutural).

Desta forma a relacao entre esforcos e tensoes em uma barra é o principal
ponto de ligacao entre as disciplinas Resiténcia dos Materiais Mecanica e
Anadlise Estrutural. Desta forma, nos préximos itens serao estabelecidas

49



T T

XZ Xy Vy R

Figura 3.31: Tensao p

estas relagoes para cada esforco interno. Serao apresentadas também as
chamadas leis constitutivas, que sao aquelas que relacionam as agoes com
suas respectivas deformagoes.

3.4.2 Relagoes gerais entre esforcos e tensoes

Seja um ponto P(y, z) genérico de uma segao transversal conforme Figura
3.32.

X
Z yr Z 4
= =
\P >\de
dF, dF;V v dF
y

Figura 3.32: Relacao entre esforgos e tensoes

Sendo dF' a forca elementar na area elementar dA, em torno de P,
reescrevendo equacao 3.2 tem-se:

dF

Dy = —— 3.30
pr =7 (3.30)

Analisando-se as componentes de forca e tensao e observando as

Figuras 3.31 e 3.32 tem-se:
dF = dF,i+dF,j+dF.k (3.31)
Pr = U:c;"— T:cyj"‘ sz]; (332)
logo, utilizando equacao 3.30, tem-se:

dF, = o,dA (3.33)

20



dF, = 7,,dA
dF, = 71,.,dA

Da Mecanica Geral e Analise Estrutural, obtem-se:

N = F;C:/Ade:/Aadi
Qy = Fy= [ dF, = [ m,dA
Q. = F.= [ dF. = [ 7,.dA
T = M, = A(dFyz—dFZy) = /A(TIyZ—Tny)dA

M, = /A(—dez) = —/AO'IZCZA
M, = /A(dey) :/AJIydA
Portanto:
N = /ondA
Qy = [, mnydA
Q.= /AdeA

T = /A(Txyz — Tpy)dA
M, = — /Azadi

M, = /AyJIdA

Estas relacoes deixam claro que:

(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)
(3.46)

(3.47)

e Esforco normal e momentos fletores causam tensoes normais.

e Esforcos cortantes e momento de torgcao causam tensoes tan-

genciais.
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3.4.3 Exemplos

Os exemplos ilustrados nesta secao mostram como é possivel relacionar as
tensoes normais com os esforcos internos que as originaram.

Exemplo 1: Calcular as tensoes em uma barra submetida a esforco normal
constante. Verifica-se, experimentalmente, que a as tensdes normais (o)
neste caso se distribuem de maneira uniforme na secao, isto é, todos os
pontos da se¢ao estao sujeitos a uma mesma tensao normal (constante), e
que as tensoes cisalhantes (7., e 7,,) sdo nulas.

As Figuras 3.33 e 3.34 representam a tensao normal constante em uma
secao retangular ABCD, em perspectiva isométrica e em vista lateral, res-
pectivamente. O diagrama espacial é chamado “solido de tensoes” e o
plano A’B’C’D’, que contem as extremidades dos vetores, é a “superficie
de tensoes”.

Figura 3.33: Sélidos de Tensoes

>
It
W
>
I
w

1

C =

O

c=D

Figura 3.34: Vista lateral do Solido de Tensoes

Desta maneira, pode-se afirmar, observando equacgoes 3.45 a 3.47, que
@y, =0, @, =0eT =0 Entao, utilizando-se equacao 3.42 tem-se:

N:/ondA
N = og,A
_ N
ox—A
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sendo A a area da secao transversal da barra.

Outra maneira de se obter a relagao entre a tensao normal e esfor¢o normal
é identificando que [4 0,dA é o volume do sélido de tensoes. Assim sendo
tem-se:

N = /A o0,dA = volume do sélido de tensoes = 0, A
N

O—I — -
A
De forma analoga, pode-se calcular os momentos fletores M, e M, multiplicando-
se a resultande de forgas (volume do sélido de tensbes) pela respectiva
distancia até o centro da secao. Isso equivale a se resolver as equacoes 3.46
e 3.47. Como em ambos os casos a distancia é nula, tem-se que os esforcos

M, e M, também os sao.

Exemplo 2: Na secao quadrada de uma barra de lado a nao existem
tensoes tangenciais e as tensoes normais variam de acordo com o diagrama
espacial dado na Figura 3.35. Calcular os esforgos simples na secao.
Resposta: N = 0,a?/2 e M, = 0,a®/12. Demais esforcos nulos.

y

Figura 3.35: Figura do exemplo 2

Exemplo 3: Em uma secao retangular b X h nao existem tensoes tangen-
ciais e as tensoes normais variam de acordo com o sélido de tensoes dado
nas Figuras 3.36. Calcule os esforcos simples nestas secoes.

Respostas:

Primeiro caso:

o,bh?
M, = %

e demais esforcos nulos;
Segundo caso:
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__ o,bh
N = 3

,bh?
Mz — UT

e demais esforcos nulos.

Oo

\

N

R\

993

Oo

Figura 3.36: Figura do exemplo 3
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Capitulo 4

Solicitacao por esforco normal

4.1 Introducao

Barras submetidas a esforcos normais sofrem deformacoes lineares longitu-
dinais e transversais (e,, €, € €.) e, conforme observado no exemplo 1 da
secao 3.4.3, a distribuicao de tensoes o, numa determinada secao trans-
versal é constante e ndo ha tensoes cisalhantes nas se¢oes transversais (
Toy =0 e 7y, = 0).

Pode-se dizer que o célculo das tensoes normais e dos alongamentos
(ou encurtamentos) totais sdo fundamentais para o dimensionamento de
barras sujeitas a esfor¢o normal. Partindo da equagao 3.42 e admitindo-se
que o.(x), A(x) e N(z) podem variar ao longo do comprimento da barra
(eixo x), tem-se:

N(z) = [ o.(x) dA (4.1)

Desta forma, para uma determinada secao transversal da barra de abs-
cissa X a tensao normal o pode ser escrita como:

_ N(z)

7 = A

Assim sendo, a equagao 4.2 permite que se calcule a tensao normal uma

vez conhecido o diagrama de esforcos normais e a area da secao transversal
onde se deseja calcular a tensao o,.

Para o calculo dos alongamentos (ou encurtamentos) é dada énfase maior

(4.2)

para direcao longitudinal. Mudancas na geometria nas direcoes transver-
sais podem ser obtidas pelas equagoes 3.19. O alongamento/encurtamento
total de uma barra sujeita a esforgos normais (A L) pode ser calculado pela
equacao:

AL = /OL € dz (4.3)
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Da lei de Hooke para o estado uniaxial de tensoes (somente o, atuando)
o, = Fe,, ou seja:

L Oy
AL= [ = du (4.4)
mas, considerando equacao 4.2 tem-se finalmente:
L N(x)
AL = d 4.5
J EA(z) " (45)

Nesta secao apresentam-se alguns casos de estruturas de barras subme-
tidas a um esforco normal. Em todos os exemplos as expressoes 4.2 e 4.5
seram utilizadas no intuito de se obter a variacao das tensoes normais e o
alongamento total da barra.

4.2 Exemplos

Exemplo 1: Calcular o alongamento total e a tensao normal para a barra
da Figura 4.1(a). Desconsidere o peso préprio. Dados: édrea da secao
transversal A, comprimento L e médulo de elasticidade longitudinal F.

A Figura 4.1(c) é o diagrama de esfor¢co normal do modelo estrutural
da Figura 4.1(b). Nota-se que o esfor¢o é uma agado constante ao longo do
eixo X.

B

DEN O, =

(+) ()

(a) (b) (c) (d)

-

P P

Figura 4.1: Figura dos exemplos 1, 2 e 3

Calculo da tensao normal 0,. Neste caso a tensao normal o, é constante
na secao e nao varia ao longo do eixo da barra pois a area A é constante
e o esforgo normal N também. Assim, a Figura 4.1(d)ilustra a variagao de
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o ao longo de x.
(4.6)

Calculo do alongamento total AL. Neste caso a integral da equacao
4.5 resulta em:

AL=[ T dp=""="2 (4.7)

Exemplo 2: Calcular o alongamento total e a tensao normal para a barra
da Figura 4.1(a) para P = 0. Considere o peso préprio. Dados: drea da
secao transversal A, comprimento L, médulo de elasticidade longitudinal
E' e peso especifico 7.

O modelo estrutural da barra da Figura 4.1(a) é apresentado na Figura
4.1 (b). A estrutura fica entdo submetida a uma carga uniformemente
distribuida ao longo do seu eixo, cujo valor é vA, que representa seu peso
proprio por unidade de comprimento.

O esforgo normal N(x) varia linearmente ao longo do eixo de acordo com
a expressao:

N(z) = yAz (4.8)

A Figura 4.2 é uma representagao da equacgao 4.8, cujo maximo ¢é observado
na se¢ao do apoio que equivale ao peso total da barra.

+AL yL

¥
! YA, I

ol ml—— ol wml el

(a) (b) (©) (d)
Figura 4.2: Figura do exemplo 2

Calculo da tensao normal o,. Neste caso a tensao normal o, é cons-
tante na secao e varia ao longo do eixo da barra pois apesar area A ser
constante, o esforco normal N varia ao longo do comprimento. Definindo
um referencial com origem no centro de gravidade da secao transversal na
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extremidade da barra tem-se:

Nf(la:) = ﬁij =yx (4.9)

o(z) =

Calculo do alongamento total AL. Neste caso a integral da equacao
4.5 resulta em:

L AN@ . pon) , pan AL

Exemplo 3: Calcular o alongamento total e a tensao normal para a barra
da Figura 4.1(a). Considere o peso préprio. Dados: area da se¢ao trans-
versal A, comprimento L, moédulo de elasticidade longitudinal F e peso
especifico 7.

Utilizando-se o principio da superposicao de efeitos:

P

o.(z) = ST (4.11)
 PL 4L

Na Figura 4.3 (b) tem-se o modelo estrutural do problema. Nota-se que
este exemplo é uma superposicao dos casos anteriores é valido o principio
de superposicao dos efeitos descritos na secao 1.3.2. Desta forma, a Figura
4.3(c), mostra a variagdo do esfor¢o normal, cuja equagao é:

N(xz) =P+ ~yAx (4.13)

Calculo da tensao normal: Esta é a soma das equacoes 4.6 e 4.9, ou
seja, o,(z) = L +yz

A Figura 4.3 (d), representa graficamente a expressao acima.

Calculo do alongamento total: este é a soma das parcelas das equacoes

4.7 e 4.10, para cada carregamento, ou seja:
__ PL L2
AL =LL 4 22

Exemplo 4: Calcular o alongamento total e a tensao normal para a barra
da Figura 4.4. Desconsidere o peso proprio. Dados: area da se¢ao trans-
versal A, comprimento L, médulo de elasticidade longitudinal E e ¢ a carga
axial distribuida.
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P4+ ~AL E+qL

(a) (c) (d)

-
a=]
> |79

Figura 4.3: Figura do exemplo 3

A Figura 4.4(b) é o modelo estrutural deste exemplo. A carca q é uma
carga distribuida cuja variagdo é dada por ¢(x) = ax, sendo a constante.
Na Figura 4.4(c) tem-se a sua variagdo com x é um carregamento triangu-
lar.O esfor¢o normal em uma se¢ao x é dado por:

2

x 2 ax
N(z) = /0 q(z) de = /0 ax dr = o (4.14)
E sua variagao é mostrada na Figura 4.4(d).
¢=al DEN

oml—— wnl—— wal—— wml—— i el ]
=2
Il
=
&
=2
Il
=
&
=
R
(%)

(a) (b) (c) (d)
Figura 4.4: Figura do exemplo 4

Calculo da tensao normal 0,. Neste caso a tensao normal o, é constante
na secao e varia ao longo do eixo da barra:

_ N(z)  fiq(x)de  [§axdr ax?
e N ¥

Calculo do alongamento total AL. Neste caso a integral da equacao
4.5 resulta em:

(4.15)
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_ LN(z) ,  Lo(z) , L oaz®  al?
AL= | EA dr = | B =) 24F " 6AE (4.16)

Exemplo 5: Calcular o encurtamento total e a tensao normal para o
obelisco da Figura 4.5.Considere somente o peso proprio. Dados: obelisco
de base quadrada de lado a e altura L, modulo de elasticidade longitudinal
E e v o peso especifico.

Figura 4.5: Figura do exemplo 8

Neste exemplo, tanto o esforco normal quanto a area variam ao longo do
eixo da estrutura. Desta forma, deve-se obter primeiramente, as equacoes
da variagao dessas quantidades em relacao a x.

Equacao da area da secao transversal: esta pode ser obtida através
de relacoes geométricas da Figura 4.5. Assim, tem-se:

azx.
Aw) = (5)

Esforco normal: A carga de peso proprio varia axialmente pela ex-
pressao:

(4.17)

axr

w =yA(r) = 7(7)2 (4.18)

Assim, o esfor¢co normal em uma determinada secao de abscissa x é dado
por:
. o a2 2.3
N(x) = /0 vA(x) dx = /0 % dx = rY;Tg; (4.19)
Calculo da tensao normal 0,. Neste caso a tensao normal o, é constante
na secao e varia ao longo do eixo da barra:
N(z) 1 1 1

= Py — == 4.2
Ao T E T (4.20)

ox(z) =
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Calculo do alongamento total AL. Neste caso a integral da equacao
4.5 resulta em:

(L N(x) _Lo(x) L lyx yL?
AL= [ EA(x)dx_/O = [T e = o (4.21)

4.3 Exercicios

Atencao: Considere a aceleracao da gravidade g = 10 m/s? e lembre-se que
F =ma.
(a forga igual ao produto da massa pela aceleracao).

1. Calcular o diametro de uma barra sujeita a acao de uma carga axial
de tracao P= 50 kN e calcular o valor correspondente alongamento
total , para uma tensao admissivel de ,= 150 MPa e uma variagao
de comprimento maxima de

AL = 4 mm. Sao dados o comprimento da barra L = 4,5 m e o
modulo de elasticidade do aco £ = 210 GPa.
Resposta: ¢ =21 mm; AL= 3,093 mm.

2. Uma barra de ago (F = 210 GPa) de comprimento 4,0 m e se¢ao circu-
lar estd sujeita a uma tracao de 80 kN. Calcular o diametro (nimero
inteiro de mm) para uma tensao normal admissivel de 7,= 120 MPa.
Calcular o valor correspondentes da deformacao especifica e o alonga-
mento total.

Resposta: 30 mm; 5,3892107* e 2,156 mm.

3. Calcular o raio interno de uma segao cirular vazada (coroa circular) de
ferro fundido sujeita a uma compressao de 1.500 kN. O raio externo é
de 120 mm e a tensao admissivel 75 MPa.

Resposta: 89 mm.

4. Calcular o valor maximo admissivel do esfor¢co normal em uma barra
cuja a segado transversal estd representada na Figura 4.6 (dimensoces
em cm). Dados: =10 GPae 7, = 12 MPa e a deformagao especifica
admissivel €, = 0,001.

Resposta: 208 kN.

5. Calcular o alongamento total da barra de aco representada na Figura
4.7, cuja area de secao transversal é 500 mm?. Dados: F' = 4,5 kN, P
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Figura 4.6: Figura do exercicio 4

= 2,0 kN e £ = 210 GPa.
Resposta: AL = 0,0286 mm.

F<— > P P = —>F

- - - - -
250mm 300mm 250mm

Figura 4.7: Figura do exercicio 5

. Calcular o alongamento total da barra representada na Figura 4.8,
sujeita a uma carga axial da tracao F' = 5,5 kN, sendo o segmento
AB em aco (E, = 210 GPa) com secao circular de diametro 6,3 mm e
o segmento BC' em latao (E; = 95 GPa) com sec¢ao quadrada de lado
25 mm.

Resposta: AL = 0,3639 mm.

B C

A

F F
40 cm e 30 cm

Figura 4.8: Figura do exercicio 6

. Uma coluna curta é constituida por dois tubos de aco , colocados
um sobre o outro (veja Figura 4.9). Desprezando o peso préprio dos
tubos, calcular a carga axial P; admissivel, se a carga axial P, = 200
kN, dada a tensao normal admissivel a compressao de 100 MPa.
Resposta: (P, = 60 kN).
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8.

10.

11.

TUBO DE
1500mm 2

TUBO DE
2600mm?

Figura 4.9: Figura do exercicio 7

Um pequeno bloco cilindrico de aluminio 6061-T6, com diametro origi-
nal de 20mm e comprimento de 75mm, é colocado em uma méaquina
de compressao e comprimido até que a carga axial aplicada seja de
5kN. Determinar:

a) o decréscimo de seu comprimento.

b) seu novo diametro.
Resposta: a) AL = —0,0173mm b) d = 20,00162mm

Um corpo de prova padronizado, de aco, com 13 mm de diametro,
sujeito a uma forca de tracao de 29,5 kN teve um alongamento de
0,216 mm para um comprimento de 200 mm. Admitindo-se que nao
foi superado o limite de proporcionalidade, estimar o valor do médulo
de elasticidade longitudinal do aco.

Resposta: £ = 206 GPa

Um pequeno bloco cilindrico de bronze C86100(coeficiente de Pois-
son= 0,34),com diametro original de 1,5 cm e comprimento de 3 cm,
é colocado em uma maquina de compressao e comprimido até que seu

comprimento se torne 2,98 cm. Determinar o novo diametro do bloco.
Resposta: d = 1,5034 cm.

Verificar a estabilidade da trelica da Figura 4.10. Dados: Barra AC
em aco, secao circular, diametro 28 mm. Barra BC' em madeira, secao
quadrada, lado 65 mm;

P = 60 kN, 7, (ago) = 140 MPa, 7, (madeira, compressao) = 12
MPa,

E, =210 GPa e E,, =12 GPa.
Resposta: Estavel.
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12.

13.

14.

2m

C
Py
Figura 4.10: Figura do exercicio 11

Considere a trelica da Figura 4.11, sujeita as cargas verticais P, =
50kN e P, = 20kN aplicadas nos nés C e E respectivamente. As
tensoes maximas de tracao e compressao sao de 250 e 160MPa, res-
pectivamente. O fator de seguranca adotado é 1,6. Determine as areas
das secoes transversais das barras: AC, AD, CE. Dados: comprimento

das barras AC = CE =CD =2m
Resposta: AAC = ACE = 128mm?; AAD = 633mm?.

|

50,0kN
20,0kN

@]
tT

2,0m

v

2,0m 2,0m

Figura 4.11: Figura do exercicio 12

Calcular o valor maximo admissivel da carga P na trelica deste pro-
blema (ver Figura 4.12) e o correspondente deslocamento vertical da
articulagao onde estd aplicada a carga P. As barra de ago (E = 210
GPa), tem dametro d = 15 mm e a tens@o admissivel é 7,= 150 MPa.

Resposta: P4, = 20,38 kN; AL= 6,02 mm.

Um dispositivo de trés barras é utilizado para suspender uma massa
W de 5000 Kg (veja Figura 4.13). Os diametros das barras sao de
20 mm (AB e BD) e 13 mm (BC). Calcular as tensoes normais nas
barras.

Resposta: 150,8 MPa em AB, 119 MPa em BC e 159 MPa em BD.
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15.

16.

1,25n

1,20

0,30m 3,60m

w

Figura 4.13: Figura do exercicio 14

As barras AB e AC da trelica representada na Figura 4.14 sao pecas
de madeira 6 cm X 6 cm e 6 cm X 12 cm, respectivamente. Sendo as
tensoes normais admissiveis de 12 MPa a tracao e 8 MPa a compressao,

calcular o valor admissivel da carga P.
Resposta: P = 60, 8kN.

Figura 4.14: Figura do exercicio 15

As barras da trelica representada na Figura 4.15 sao de madeira com
segoes retangulares 60 mm x L (BC') e 60 mm x 1,4L (AC). Calcular
L para tensoes normais admissiveis de 12 MPa a tragao e 8,5 MPa a
compressao.

Resposta: L = 73 mm.
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60 KN

Figura 4.15: Figura do exercicio 16.

17. As barras AB e B(C' da trelica da Figura 4.16 comprimento de 3,0

18.

m e area de secao A. Especificados 7, = 220 MPa e £ = 210 GPa,
calcular o valor de A e o correspondente valor do deslocamento vertical

da articulagao C'.
Resposta: A = 170,45 mm’e AL = 5,23 mm.

1.80m

45KN

Figura 4.16: Figura do exercicio 17

Na trelica da Figura 4.17, as barras sao de aco (E = 210 GPa) com
tensoes admissiveis de 210 MPa (tragao) e 166 MPa (compreessao).
As éreas das segoes transversais siao 400 mm % (BC) e 525 mm 2
(AC). Calcular o valor admissivel de P e os valores correspondentes
das tensoes normais e deformacoes nas barras.

Respostas:

e P= 5229 kN.
e Barra AC: 0, = 166 MPa e AL = 3,95mm.
e Barra BC: 0, = 174,8 MPa e AL = 3,33mm.
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19.

20.

3,00m

4,00m

Figura 4.17: Figura do exercicio 18

O conjunto, mostrado na Figura 4.18, consiste de duas barras rigidas
inicialmente horizontais. Elas sao apoiadas por pinos e pelas hastes de
aco A-36 FC e EB, cada uma com 6,35mm de diametro. Se for aplicada
uma carga vertical de 22,24 kN na barra inferior AB, determinar o
deslocamento C,B e E.

Resposta: ALc=0,00021m; ALE = 0,000004m;ALB = 0,00085m.

2.44m 0.61m
.
s — <% D
C E
%; A 0.46m
L
1.83m 1.83m B

'22,24kN

0,6lm

Figura 4.18: Figura do exercicio 19

A barra AB, da Figura 4.19, de comprimento L estd suspensa hori-
zontalmente por dois fios verticais presos as suas extremidades (veja
Figura). Os fios tém o mesmo comprimento e mesma area de segao
transversal mas diferentes médulos de elasticidade (Fy e Es). Des-
prezando o peso proprio da barra , calcular a distancia d , do ponto
de aplicacao da carga P até a extremidade A , para que a barra per-

maneca horizontal.
Resposta: d = (LEs)/(Ey + E»).
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21.

22.

23.

d

Figura 4.19: Figura do exercicio 20

Uma barra de forma conica, AB de secao transversal circular e com-
primento L esta sujeita a acao de seu peso préprio, conforme mostra
a Figura. Os raios das extremidades A e B sao a e b respectivamente.
O peso por unidade de volume do material da barra é representado
por d, o modulo de elasticidade por E. Determine o alongamento da
barra.

. _ 6L%(b+2a)
Resposta: 0, = ==
b
Px
N L A
| | [ B
| i
T
— | W(x-h)
|
F A | A
.y
= Vi
VS
\I/
] i |
0

Figura 4.20: Figura do exercicio 21

Uma haste de aco (£ = 210 GPa) de 100 m de comprimento, sus-
pensa verticalmente, suporta uma carga de 55 kN concentrada na sua
extremidade livre, além de seu peso préprio (a massa especifica do
aco é 7.850 Kg/m). Para uma tensao normal admissivel de 120 MPa,
dimensionar a haste (se¢ao circular, diametro em ntimero inteiro de
mm) e calcular o alongamento previsto.

Resposta: D = 25 mm ; AL = 55,22 mm.

Calcular a area da secao transversal em cada trecho da barra da Figura
4.21 , sujeita a carga P = 45 kN, além do seu peso préprio. Sao dados
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os valores da tensao admissivel e da massa especifica em cada trecho.

e AB (ago) 120 MPa; 7.800 kg/m;
e BC (latao) 80 MPa; 8.300 kg/m;

Resposta: AB = 382mm? e BC = 570 mm?.

AW

10m

12m

P

Figura 4.21: Figura do exercicio 23

24. A haste de aco da Figura 4.22 suporta uma carga axial F', além de seu
proprio peso. Os diametros sao dy = 18 mm em AB e dy = 22 mm em
BC. Dados a massa especifica 7.850 Kg/m?, o médulo de elasticidade
longitudinal 210 GPa e a tensao normal admissivel 150 MPa, calcular
o valor maximo admissivel da carga F' e o correspondente alongamento
total. Representar os correspondentes diagramas de esforcos normais

e de tensoes normais.
Resposta: ' = 30,18 kN, AL= 477 mm.

400m

400m

F
Figura 4.22: Figura do exercicio 24
25. A haste de aco suspensa verticalmente suporta uma carga axial F' =
15 kN na sua extremidade, além de seu proprio peso. Ha uma reducao

do diametro no trecho AB, conforme indicado na Figura 4.23. Dados
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26.

27.

28.

7, = 120 MPa, E = 210 GPa e massa especifica = 8 t/m?, pede-
se dimensionar a haste (calcular os diametros em numero inteiro de
mm) e calcular o alongamento total. Representar a variacao da tensao
normal ao longo do comprimento (o, (x)).

Resposta: Dap= 15 mm, Dgc = 18 mm, AL = 366 mm.

X

500m

300m

=

Figura 4.23: Figura do exercicio 25

Uma haste de aco suspensa verticalmente tem 1.200 m de compri-
mento e suporta uma carga P em sua extremidade. Calcular o valor
admissivel de P e o

correspondente alongamento total da haste, se :

e O diametro ¢é constante e igual a 25mm.

e Sao quatro segmentos de 300 m, com diametros 16mm, 19 mm,
22 mm e 25 mm.

e Considere 7, = 100 MPa, E' = 210 GPa e v = 7850 kg/m

Resposta:

e P=2,847kN e AL = 302, 3 mm.
e P=15371kNe AL =482,5 mm.
Calcular o deslocamento vertical do vértice de um cone apoiado na

base e sujeito somente a acao de seu proprio peso, sendo a altura
igual a L, o peso especifico 7 e o moédulo de elasticidade F.

Resposta: AL =~ L? /6E.

Uma estaca uniforme de madeira, cravada a uma profundidade L na
argila, suporta uma carga F' em seu topo. Esta carga ¢ internamente
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29.

resistida pelo atrito f ao longo da estaca, o qual varia de forma pa-
rabodlica , conforme a Figura 4.24. Calcular o encurtamento total da
estaca, em fungdo de L, F', A (drea da secao transversal) e £ (m6dulo
de elasticidade).

Resposta: AL = —FL/4AF.

f= kx*

F

Figura 4.24: Figura do exercicio 28

Uma estaca de madeira ¢ cravada no solo, como mostra a Figura,
ficando solicitada por uma carga F' = 450 kN, axial, no seu topo.
Uma forca de atrito f (kN/m) equilibra a carga F. A intensidade da
forca de atrito varia com o quadrado da distancia z, sendo zero no
topo. Dados £ = 1,4 x 10* MPa , L =9 m e D = 30 cm, determinar
o encurtamento da estaca e representar os diagramas (f X z , N X z
e, X z).

Resposta: AL=-3,069 mm.

N

Figura 4.25: Figura do exercicio 29

71



Capitulo 5

Solicitacao por momento torsor

5.1 Introducao

Neste item serao estudadas das tensoes e deformacgoes em barras sujeitas a
torcao. Na primeira parte do capitulo o estudo envolvera:

e Barras sujeitas a torcao pura: somente o efeito do momento torsor
(torque), sendo os demais esforgos simples nulos.

e Barras de eixo reto e segao transversal circular (cheia) ou anular
(coroa circular) conforme Figura 5.1. Barras com estas caracteristicas
sao comumente denominadas de eixos

d=2r |D=2F

Figura 5.1: Segao circular e anular

e Eixos sujeitos a momento torsor constante conforme Figura 5.2.

G O @O = [IIEI™

Figura 5.2: Eixo sujeito a torsor constante

e Pequenas deformagoes: as segdes permanecem planas e perpendicu-
lares ao eixo, com forma e dimensoes conservadas. As deformacoes
sao deslocamentos angulares (angulos de tor¢ao), em torno do eixo-z
(eixo da barra), de uma secao em relagao a outra.
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O momento torsor, conforme estudado no item 3.4, esta associado as
tensoes cisalhantes 7., e 7,.. A equagao 3.45, que confirma esta afirmagao,
é reescrita abaixo para facilitar o trabalho do leitor.

T = [ (270 — y7z) dA (5.1)

Analisando um ponto P(z,y) genérico e contido numa se¢ao transversal
de um eixo conforme Figura 5.3, é possivel transformar a equacao 5.1 numa
forma mais compacta. Chamando de 7 a soma vetorial entre 7,, e 7, e
observando Figura 5.3 tem-se:

T = Toy+ Toz (5.2)
z = pcos¢ (5.3)
y = psing (5.4)
Tpy = TCOSQ (5.5)
Ter = —Tsing (5.6)
Substituindo as equagoes 5.2 a 5.6 na equacao 5.1 tem-se:
T = /A (pcos ¢t cos ¢ + psingrsin ) dA
T = /A p7(cos® ¢ + sin? ¢) dA
T = /A pr dA (5.7)

A equacao 5.7 pode ser compreendida como a equacao 5.1 em coorde-
nadas polares. Assim, as coordenadas que definem a posicao do ponto
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genérico P podem ser escritas como p e ¢. O préximo passo desta analise
é definir uma relagdo entre 7 e a coordenada (p, ¢) do ponto genérico P,
ou simplesmente: 7 = 7(p, ¢).

5.2 Analise de tensoes e deformacoes na torcao

Sejam:

e 7 a distorcao angular do “retangulo” abced, contido em uma superficie
cilindrica de raio p e comprimento dx conforme Figura 5.4.

e df o deslocamento angular (angulo de torcao) elementar da segao Sd
em relacao a secao Se conforme Figura 5.4.

S S — |
rr_,/J _.';’ A f—=——7 ZZ\ \
- 2p p )
cl—id b( \\/ ) zp
‘\ ; g /
- “ —_— ’Y
‘4 B Il N e o D
| ax | ~

X

L I dr |

Figura 5.4: Anadlise das deformacoes na torcao

Da Figura 5.4 pode-se escrever:

W = pdf
b = ~dx

[gualando as equacoes 5.8 e 5.9 tem-se:

do
- y)— 5.10
V= (5.10)
Da Lei de Hooke tem-se:
T=Gvy (5.11)

lembrando que GG é o moédulo de elasticidade transversal.
Substituindo o valor de v da equacao 5.10 na equagao 5.11 tem-se:

T=0p G% (5.12)
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Como @ varia linearmente com x,como visto na Figura 5.4, sua derivada
com relacao a x é constante e pode-se dizer que:

Gﬁ = constante = K (5.13)

dx
Pode-se concluir entao que 7 é funcao somente de p, nao é funcao de ¢,
ou seja, T = Kp, portanto constante em pontos de mesmo p (0 < p < R ),
para qualquer ¢ (0 < ¢ < 27 ). A variagao de 7 com p é linear, conforme

mostra a Figura 5.5.

} Tmay

Figura 5.5: Variacao da tensao cisalhante em funcao de p

Para calcular a constante K basta substituir 7 = K p na equacao 5.7:

T=[ prdA= [ pKpdA=(K /0" dA ) =K., (5.14)
Momento de inércia polar: I,
Logo:
T
K=— 5.15
T (5.15)
e:
T
= — 5.16
U (5.16)
A tensao cisalhante 7,,,, maxima se da p = R:
T
Tmar — ]—R (517)

A razao entre I, e R é chamada de médulo de resisténcia a torgao (W,).

Entao:
T

mar — Tr7 5.18
T = 7 (5.18)
Da Mecanica Geral, o valor de I, para uma secao circular é:

I, = 1D4(secéo circular) (5.19)
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e para secao anular, sendo D o diametro de eixo temos:

I, = —(D*— DY = = D1 — n")(secio anular) (5.20)

32 32

Sendo D, o diametro externo, D; o diametro interno do eixo e n = D; /D,

Substituindo os valores de R = D/2 (secdo circular), R = D, /2(secao
anular) e de I, das equagoes 5.19 e 5.20, pode-se chegar facilmente a:

16T

Tmar = ——= (sec¢do circular) (5.21)
wD3
16T 1

Toar = 7TD3(1—TL4) (secao anular) (5.22)

5.3 Calculo do angulo de torcao

O angulo de tor¢ao representa a rotacao relativa entre duas se¢oes distantes
de L unidades de comprimento como mostrado na Figura5.6:

Figura 5.6: Angulo de torcao

Lei de Hooke

o= [Fao=[" Taw =~ T 1, 5.23
_/0 _/0 ;x—/o G ™ (5.23)
——"
ver eq. 5.10

Substituindo o valor de 7 da equacao 5.16, a equacao 5.23 pode ser
reescrita como:

LT
0 = 0 TP — dx
< TF
eq.5.16
TL
0 = 5.24
a1 (5.24)



5.4 Torque Aplicado ao eixo na Transmissao de Poténcia

Em um eixo de tranmissao de poténcia, o trabalho executado pelo momento
torsor 1', constante, é:

AW = Td¢ (5.25)

onde ¢ é o deslocamento angular, em radianos. Como poténcia é trabalho
por unidade de tempo tem-se:

AW _dé
ou:
P=Tuw (5.27)

Para se aplicar a expressao 5.27, que relaciona a potencia aplicada a um
eixo que gira com uma velocidade angular w ao torque T, deve-se observar
as unidades, que devem estar no SI, ou seja:

e Poténcia (P): Watt (1W = 1 Nm/s).
e Velocidade angular w = 27 f: rad/s.
e Freqiiencia f: Hertz = Hz

e Torque (T): Nm.

Se a poténcia for expressa em cavalos-vapor (CV) ou horse-power (hp),
entao os fatores de conversao para W sao, respectivamente:

1CV=T736W e lhp=T46W (5.28)

5.5 Exercicios

1. Calcular os diametros externo e interno de um eixo de acgo sujeito a um
torque de 25 kNm, de modo que a tensao maxima de cisalhamento seja
84 MPa e o angulo de torcao seja de 2,5 graus para um comprimento
de 3 m. Dado G = 84 GPa. Resposta: D = 137,5 mm e d = 110,5

min.

2. A barra circular macica BC, de ago, é presa a haste rigida AB, e engas-
tada ao suporte rigido em C, como mostra a Figura 5.7. Sabendo-se
que G = 75GPa, determinar o diametro da barra, de modo que, para
P = 450N, a deflexao do ponto A nao ultrapasse 2mm e que a maxima
tensao de cisalhamento nao exceda o valor de 100MPa. Resposta:
d = 40, 5mm.

7



oo

380 mm

Figura 5.7: Figura do exercicio 2

3. Calcular o momento torcor maximo admissivel e o correspondente

angulo de tor¢cao em um eixo de comprimento de 2 m dados 7,4, = 80
MPa e G = 85 GPa e secao:

e Circular, D = 250 mm; Resposta: T = 245,4 kNm e # = 0,01506
rad.

e Anular, com d = 150 mm e D = 250 mm,;
Resposta: T'= 213,4 kNm e 8 = 0,01504 rad.

4. No eixo representado na Figura 5.8, calcular a tensao méaxima em cada
trecho e o angulo de torcao CxA. T7 = 6 kNm, 75 = 9 kNm, G = 84
GPa, D =100 mm em ABe D = 76 mm em BC.

Resposta: 74 = 15,3 MPa, 7c = 69,6 MPa e 6 = 0,01163 rad.
A B C
1,0m 0,7m

Figura 5.8: Figura do exercicio 4

5. Um eixo de aco (veja Figura 5.9), diametros D; = 80 mm em AB
e Dy = 60 mm em BC, esta sujeito a dois torques iguais a T nas
secoes B e C. Dado o mdédulo de elasticidade transversal de 82 GPa,
a tensao tangencial admissivel de 102 MPa e o angulo de torcao C'xA
admissivel 0, 08 rad, calcular o valor méaximo admissivel de T.

Resposta: T'= 3,913 kNm.
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o 0

A B C
1,0m 1,5m

+-—>

Figura 5.9: Figura do exercicio 5

6. Calcular o valor maximo admissivel do torque T e os valores corres-
pondentes das tensoes maximas e do angulo de torcao CxA, dados
D =50 mm em AB e D = 50mm e d = 30 mm em BC, a tensao
admissivel 7 = 80 MPa e o valor de G = 80 GPa.

Resposta: T = 1,709 kNm, 745 = 55,7 MPa, 73c = 80MPa e 6 =
0,001065 rad.

i,

§ 18T ’T
< ) ‘o
A , B C

90 cm 60cm

> «

» & »
» <4 »

Figura 5.10: Figura do exercicio 6

7. No eixo representado na Figura 5.11, calcular a tensao maxima em
cada trecho e o angulo de torcao C' x A, dados: T} = 6 kNm, T, = 8
kNm.

e AB aluminio, D; = 100 mm, G; = 28 GPa;
e B( latao, Dy = 60 mm, Gy = 35 GPa;

Resposta: 74 = 71,3 MPa, 7gc = 141,5 MPa e # = 0,1318 rad.

8. O tubo mostrado na Figura 5.12 tem um diametro interno de 80 mm
e um diametro externo de 100 mm. Se uma de suas extremidades é
torcida contra o suporte em A através de uma chave em B, determine
a tensao cisalhante desenvolvida no material nas paredes interna e
externa ao longo da regiao central do tubo quando as forgas de 80 N
forem aplicadas a chave. Resposta: 7. = 0,345MPa; 7, = 0, 276MPa.
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1,0m 0,60m

Figura 5.11: Figura do exercicio 7

200 mm | 300 mm

Figura 5.12: Figura do exercicio 8

9. A viga em balanco da Figura 5.13 esta sujeita ao carregamento indi-
cado. Calcular:

a) O valor admissivel de P. Resposta: P = 30, 8kN.

b) Para a carga P do item anterior, qual o giro da se¢ao extrema.
Resposta: 0 = 0, 28rad.

Dados: 7= 98,1 MPa e G = 78,45 GPa.

1.5P
) 15D p : P
H :
"1.5p P P
“ | 4m | ‘ 1.5P
dem

- — — -

W

" " >«

Figura 5.13: Figura do exercicio 9

10. A viga em balanco da Figura 5.14 esta sujeita ao carregamento indi-
cado. Calcular:

a) A tensao de cisalhamento maxima (7; ) devido ao momento torsor.

b) O deslocamento angular ou angulo de tor¢ao (6 ) devido ao mo-
mento torsor.
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Dados: G = 78,45GPa;p = 4,90kN; D = 10cm e d = 8cm.

..................................

Figura 5.14: Figura do exercicio 10

11. Dimensionar o eixo de uma maquina, de 9 m de comprimento, que
transmite 200 CV de poténcia, dados 7 = 21 MPa e G = 85 GPa a
uma freqiiéncia de 120 rpm, e calcular o correspondente deslocamento
angular, adotando:

e Secao circular cheia. Resposta: D = 142 mm, # = 0, 03107 rad.

e Secao anular com d/D = 0,5.
Resposta: D = 145 mm, # = 0, 03048 rad.

12. Dimensionar um eixo de secao circular que transmite a poténcia de
1800 CV a uma rotacao de 250 rpm, para uma tensao admissivel ao
cisalhamento de 85 MPa e para um angulo de rotacao de 1 grau para
um comprimento igual a 20 vezes o diametro. Dado o médulo de
elasticidade transversal de 80 GPa. Resposta: D = 195 mm.

13. Um eixo de aco, secao circular com D = 60 mm, gira a uma freqiiéncia
de 250 rpm. Determine a poténcia (em CV) que ele pode transmitir,
dado 7 = 80 MPa. Resposta: P =120,7 CV.

14. O eixo da Figura 5.15 tem secao circular com 50 mm de diametro, é
movimentado pela polia em C' a uma rotacao de 200 rpm e movimenta
duas maquinas em A (40 CV) e B (25 CV). Calcular a tensao méxima
em cada trecho e o angulo de tor¢ao BxA, dado G = 80 GPa.

Resposta: 74c = 57,3 MPa, 7¢p = 35,8 MPa e 6 = 0,01611 rad.

15. No exercicio 14, qual deveria ser a razao entre os diametros D1 em
AC e D2 em C'B de modo que a tensao maxima nos dois trechos seja
a mesma. Resposta: R = 1,17.
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A C B
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< 1,5m > < 1,5m

Figura 5.15: Figura do exercicio 14
5.6 Torcao em tubos de paredes delgadas

Supondo-se uma barra sujeita a torcao tenha secao vazada de forma qual-
quer, com espessura e, constante ou variavel. De forma semelhante ao
abordado na secao 5.2, pode-se mostrar que as tensoes cisalhantes sao di-
retamante proporcionais a distancia ao centro da secao. Sendo a espessura
pequena com relacao as dimensoes da secao, considera-se nestes casos a
tensao 7 constante na espessura, podendo variar ao redor da secao, con-
forme mostra Figura 5.16

Figura 5.16: Torcao em tubo de paredes delgadas

Seja um elemento de volume de espessura e e e; e dimensoes elementares
dx (longitudinal) e ds (transversal) conforme Figura 5.17

T ." {f/fy//: \\'1

-

~

|
—_— ‘l L o
|

Figura 5.17: Elemento infinitesimal

Sejam 7 e Ty as tensoes nas faces longitudinais do elemento infinite-
simal. Considerando-se constante estas tensoes, as correspondentes forgas
sao dadas por:

F1 =171 €1 dx (529)
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F2 — T9 €9 dx (530)

Obviamente, da condicao equilibrio escreve-se

Fi=F=me =me (531)

Como o elemento de volume é genérico, conclui-se que:

f=r (5.32)

sendo 7 constante ao redor da secao. O parametro f é chamado de fluxo
de cisalhamento.
Pode-se concluir também que:

e ¢ constante — 7 constante
® ¢ maximo — 7 minimo
e ¢ minimo — 7 Maximo

Fazendo-se o equilibrio de momento com relagao ao ponto A indicado
na Figura 5.17 tem-se, admitindo uma variagao linear da espessura:

73(612;62) dsdr = 7 e drds
T3(61;2F ) _ (5.33)

Tomando-se a resultante de forgas na face 3 do volume infinitesimal
obtem-se:

———F ds= fds (5.34)

A equacao de equilibrio entre forcas externas e internas numa secao
de tubo de paredes finas, equivalente a equacao 5.1 em tubos de secao
cheia, pode ser obtida fazendo-se o somatério ao longo da linha média
da espessura (L,,) dos torques elementares resultantes (d1° = F3r) num
comprimento ds do sélido infinitesimal, como indica a Figura 5.18.

T — /OL’"dT
T = /OL’"Fgr
T = /OLmrfds (5.35)
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\ fds
E
ds'

Figura 5.18: Equiliibrio entre forcas internas e externas

A equacao pode ser reescrita de forma mais simplificada, observando a
area média A,, da Figura 5.18, limitada pela linha média L,, e o fluxo de
cisalhamanto f é uma constante na secao:

24,
Ly,
T:f% rds=2A, f (5.36)
e observando equacao 5.32:
T
= 5.37
T 2e A, ( )

A equacao 5.37 é conhecida como primeira formula de Bredt.

Demonstra-se igualando a energia de deformacao com o trabalho efetu-
ado pelo torque T' que o angulo de torcao 6 para um comprimento L de
tubo é:

[ — (5.38)

sendo:

4 A2

o e

(5.39)

Para tubos de espessura constante tem-se:

4 AL e
="

I (5.40)

e a equagao H.38 fica:

T

T  LL LL
m_T m
= e A, 24, G 2G4, (5.41)

A equacao 5.41 é conhecida como segunda formula de Bredt.
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5.7 Exercicios

1. Um tubo de aluminio (G = 28 GPa) de 1,0 m de comprimento e se¢ao
retangular 60 mm x 100 mm (dimensoes externas) estd sujeito a um
torque T' = 3 kNm. Determinar a tensao de cisalhamento em cada
uma das paredes do tubo e o angulo de torgao, se:

a) a espessura ¢ constante, igual a 4 mm

b)devido a um defeito de fabricagao duas paredes adjacentes tém
espessura 3 mm, e as outras duas tém espessura de 5 mm.

Resposta: a) 69,75 MPa e 0,07044 rad b)55,80 MPa e 0,07513rad.

2. Um tubo circular vazado de espessura 25 mm e diametro interno 225
mm esta sujeito a um torque 7' = 170,25 kNm. Calcular as tensoes
maximas de cisalhamento no tubo usando a teoria aproximada da
tubos de paredes finas e a teoria exata de torgao

Resposta: 69,4 MPa e 76,08 MPa.

3. Um tubo fino de secao eliptica esta sujeito a um torque 7' = 5, 67 kNm.
Dados: espessura 5 mm, eixo maior = 150 mm, eixo menor = 100 mm,
medidas referentes a linha média, e G = 80,5 GPa, calcular a tensao
de cisalhamento e o angulo de torcao para um comprimento de 1,0 m.
Admita que o perimetro e a area da elipse podem ser aproximados
por:

P=157(a+b)—7Vab (5.42)
Am = mab

Resposta: 48,2 MPa e 0,0000109rad.

2b

2a

Figura 5.19: Figura do exercicio 3
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4. Um eixo de uma liga de aluminio com secao transversal mostrada na
Figura abaixo esta submetido a um torque 7. Dados: T'= 2kNm e

G = 28GPa. Pede-se:

a) A tensao cisalhante méxima.

b) O angulo de tor¢do em um eixo de comprimento 50,80 mm.
Resposta: 7 = 80,2MPa; 6 = 6, 84°.

B

Figura 5.20: Figura do exercicio 4

5. Um eixo de aco estrutural ASTM A-36 com secao transversal conforme

a Figura abaixo esta submetido a um torque 7. Dados: T'= 4kNm e
G = 79GPa. Determine:

a) A tensao cisalhante maxima.

b) O angulo de tor¢ao em um eixo de comprimento 1,2m.
Resposta: 7 = 136,8MPa; 0 = 1, 738°.

s \ o
iy

Figura 5.21: Figura do exercicio 5
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6. O tubo de plastico tem espessura e = dmm e as dimensoes médias
mostradas na Figura abaixo. Determinar a tensao de cisalhamento
nos pontos A e B se ele esta submetido a um torque de 7' = 5Nm.
Mostrar a tensao de cisalhamento em elementos de volumes localizados
nesses pontos. Resposta: 7, = 7, = 0, 05MPa.

50 mm

Ay T

40 mm _|, 40 mm

Figura 5.22: Figura do exercicio 6

60 mm

30 mm

7. O tubo de plastico tem espessura e = Hmm e as dimensoes médias
mostradas na Figura abaixo. Determinar a tensao de cisalhamento
nos pontos A e B se ele esta submetido a um torque de T' = 500Nm.
Mostrar a tensao de cisalhamento em elementos de volumes localizados
nesses pontos.

Resposta: 7, = 1, =9, 62MPa.

20mm 20 mm

30m

Figura 5.23: Figura do exercicio 7
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8.

10.

11.

O tubo de plastico esta sujeito a um torque del50Nm. Determinar a
dimensao média a de seus lados se a tensao de cisalhamento admissivel
é 60MPa. Cada lado tem espessura de 3mm. Resposta: a = 28, 9mm.

O tubo de plastico esta sujeito a um torque de 150Nm. Determinar
a tensao de cisalhamento média nele desenvolvidase cada lado tem
espessura de 3mm e a = 200mm. Resposta: 7 = 1,25MPa.

Figura 5.24: Figura dos exercicios 8 e 9

Calcular o torque maximo admissivel em um tubo de paredes finas de
espessura constante de 1,5 mm e secao representada na Figura 5.25
(dimensoes externas dadas em mm) para uma tensao admissivel ao
cisalhamento de 2,5 MPa.

Resposta: 10,89 Nm.

50

20

50

20

Figura 5.25: Figura do exercicio 10

Um eixo de comprimento 1,6 m e secao vazada representada na Figura
5.26 (dimensdes em mm) estd sujeito a um torque de 90 Nm. Dado
o médulo de eslasticidade transversal de 80 GPa, calcular as tensoes
nos pontos a e b e o angulo de torcao.

Resposta: 4,732 MPa e 0,005543 rad.
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12.

13.

14.

Figura 5.26: Figura do exercicio 11

A Figura 5.27 representa a secao transversal de um tubo de paredes
finas, de aluminio, com 7 = 85 MPa e G = 27000 MPa. O trecho
CD tem forma semicircular. As dimensoes externas estao indicadas
em mm. As espessuras sao e; = 4 mm em AB e e; = 3 mm em
ACDB. Calcular o momento de tor¢ao maximo admissivel e os valores
correspondentes do fluxo de cisalhamento, as tensoes nos pontos P e
M, e do angulo de torgao por metro de comprimento.

Resposta: 192,56 kN; 255 N/mm; 85 MPa e 63,75 MPa; 0,009095
rad

30!

40(

600

Figura 5.27: Figura do exercicio 12

Um eixo tubular de parede fina, com diametro interno de 100mm,
esta sujeito a um torque de 5675Nm. Calcular a espessura da parede
para uma tensao admissivel ao cisalhamento de 91MPa, usando a te-
oria aproximada de tubos de paredes finas e usando a teoria exata de
torcao.

Resposta: 3, 7mm e 3, Smm.

Deduzir as propriedades para calculo de 7 e # em um tubo circular
de parede fina (raio médio r e espessura e), sujeito a um torque T.
Comparar com as propriedades deduzidas para secao anular.
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15.

16.

17.

Comparar as tensoes de cisalhamento e os angulos de tor¢ao em dois
tubos de paredes delgadas, um de parede delgadas,um de secao cirular
e outro de secao quadrada, mas de mesmo comprimento, mesma area
de secao e mesma espessura, sujeitos ao mesmo torque.

Resposta: Lezeuler — () 7854 ¢ feireutar. — () 617.

quadrada equadrada

Uma chapa de aco de 500mm de largura e 3mm de espessura é usada
para fazer um tubo, curvando-se a chapa em 360" e soldando-se as
bordas juntas longitudinalmente (topo a topo). As formas a considerar
sao:

(a) circular,
(b) quadrada
(c) retangular 150 x 100mm

Admita um comprimento médio de 500mm (nenhum esfor¢o na placa
devido ao encurvamento e cantos retos para se¢oes nao circulares).
Calcular o momento torsor maximo admissivel e o correspondente
angulo de torcao para 2m de comprimento, em cada caso, dados

G = 80GPa e T = T0MPa.

Resposta: 8,04kNm e 0,0224rad; 6,25kNm e 0, 0287rad; 5,99kNm e
0, 0299rad.

A Figura 5.28 representa a secao tansversal da fuselagem de um aviao
feito de liga de aluminio (G = 27 GPa). As espessuras das placas sao
1,5 mm em AB e CD; 1,2 mm em BC e 1,0 mm em DA. Dados
7 = 85 MPa, calcular o momento torsor admissivel e o correspondente
angulo de torcao.

Resposta: 124,59 kN e 0,00575 rad.

700 mm

‘ 350 mm‘

500 mm

‘ 350mm‘

Figura 5.28: Figura do exercicio 17
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Capitulo 6

Solicitacao por momento fletor

6.1 Introducao

Uma barra de eixo reto e cargas transversais esta sujeita, dentre outros es-
forgos, a momentos. A barra é designada por viga e o efeito do momento
fletor é a flexao. A flexao em vigas pode ser classificada de acordo com
dois critérios, ou seja:

1. De acordo com os esforcos simples atuantes na secao trans-
versal

Flexao Pura: na secao atua somente momento fletor, sendo os
demais esforcos nulos. Exemplo: na viga da Figura 6.1 ha somente
momento fletor constante em todas as secoes entre os apoios A e B.

Figura 6.1: Flexao Pura

Flexao Simples: na secao atuam simultaneamente, o momento
fletor e o esforco cortante. Exemplo: na viga da Figura 6.2, observa-
se nas secoes do balanco a existéncia de momento fletor e esforco
cortante. No vao entre os apoios, ao contrario, ocorre flexao pura.

Flexao Composta: na secao ha combinacao de momento fletor e
esforco normal.
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Figura 6.2: Flexao Simples

2. De acordo com a direcao dos momentos fletores atuantes

Seja a viga em flexao da Figura 6.3a ,cuja secao tranversal é dada pela
Figura6.3b

\\\ Y
.
A | P ES
\\|\
.A I \\y\
b
K/ L >
Z
. Mg
D
(a)
q (b)

Figura 6.3: Flexao Simples

Denomina-se eixo de solicitagao (ES) como aquele formado pela intercecao
do plano das cargas com a secao transversal. Para o exemplo em questao, o
ES coincide com o eixo vertical y e o eixo de rotacao é o eixo perpendicular
ao EI, no caso o eixo z. A Figura 6.3b ilustra estes dois eixos.

Desta forma classifica-se a flexao de acordo com a posicao do eixo de
solicitacao da seguinte forma:

FLEXAO NORMAL OU RETA: O ES coincide com um dos eixos
principais de inércia.

Exemplo: Na Figura 6.4a e Figura6.4b os ES (eixo y) e os eixos de
rotagao (eixo z) coincidem com os eixos principais de inércia.
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Figura 6.4: Flexao normal ou reta

FLEXAO OBLIQUA: o ES e o eixo de rotagao nao coincidem com
0s eixos principais de inércia.

Exemplo: Na Figura 6.5a e Figura 6.5b nota-se que os ES e os eixos de
rotacao nao coincidem com os eixos principais de inércia, que sao os €ixos
y € Z.

;xrh'f»?
e }'}[1 .

%o ks
Figura 6.5: Flexao normal ou reta

No curso de Resistencia dos Materiais I serao estudadas as tensoes e
deformagoes em vigas submetidas a flexao normal, pura ou simples.

6.2 Calculo das Tensoes Normais

Para o calculo das tensoes normais serao estudadas vigas horizontais com
pequena inclinacao sujeitas a flexao pura e reta admitindo-se pequenas de-
formacoes elasticas e proporcionais, sendo vélida portanto a Lei de Hooke:
o, = Fe,

Pode-se entender o mecanismo de flexao observando a viga da Figura
6.6 Desta andlise, nota-se que: - Linhas longitudinais (fibras longitudinais
ao eixo) assumem o aspecto curvo. O eixo deformado a flexdo é a linha
elastica.

- Linhas transversais (se¢oes transversais) permanecem retas (planas) e
1 s ao eixo deformado. Sofrem um rotacao em torno do eixo-z local.
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- Uma camada de fibras situadas em um plano horizontal na confi-
guragao inicial mantém o comprimento L ( €, =0 — 0, = 0). E designada
por superficie neutra e sua intersecao com a secao transversal é a linha

neutra (LN).

A B o~ ~
PAN AN A AN
L A B
= > comp<L
M( F :I) M
comp > L

Figura 6.6: Configuragoes inicial e deformada de uma viga biapoia sob flexao pura.

Fibras superiores a LN sdo comprimidas / encurtadas
M>04q .. ay X ~ .
Fibras inferiores a LN sao tracionadas / alongadas

Compressao

Superficie o

& _neurra ;]
,

1

Superficie
neutra

dz

-

ds= (h

~ Sy

Figura 6.7: Elemento de volume sob flexao

Seja o elemento de volume genérico, limitado pelas secoes S. e Sy, de
Na configuracao deformada, dff é o angulo

comprimento elementar dx.
entre S, e Sy, o ponto O é o centro de curvatura e OM = ON = p é

o raio de curvatura da linha elastica na superficie neutra. Considerando
ds ~ dx para vigas horizontais ou de pequena inclinacao e para pequenas

deformagoes. A curvatura é:

Uma paralela a S, pelo ponto N mostra (sombreado) o encurtamento das
fibras superiores e o alongamento das fibras inferiores a superficie neutra.
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Estas deformagoes longitudinais du sdo mostradas na fig(6.8b). Seja uma
camada de fibras genérica, paralela a superficie neutra, de ordenada y em
relacio a LN (—ds < y < di). As Figuras6.8(c) e 6.8(d) mostram as
correspondentes deformagoes especificas €, e tensoes normais o,.

a b) c) d)

‘..

Figura 6.8: Diagramas de deformacao longitudinal, especifica e tensoes

Da analise da Figura 6.8 pode-se observar que:

du = dby (6.1)
du  db
p= = — 2
¢ dx dxy (6.2)
db
.= Fe, = FE— )
o ¢ e (6.3)

Nota-se pela expressao 6.3 que sendo dfl/dx constante, a tensao normal
o, varia lineramente com y, ou seja:

0. = ky (6.4)
df

k=E— :
o (6.5)

Recorda-se que o esforco normal resultante na secao é nulo. De acordo com
o estudado na secao 3.1, tem-se que:

N= [ odA=0 (6.6)
Combinando a equacao 6.6 com a equacao 6.4, temos:
N= [ o0dA= [ KydA=K [ ydA=0 (6.7)

Desta forma, pelos conceitos da geometria das massas, a origem do eixo
y, que define a posicao da LN, coincide com a ordenada do baricentro,
definida por:
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_ JaydA _
Y=

Conclui-se, entao, que a LN passa pelo baricentro da secao.

0

Recorrendo novamente aos conceitos apresentados na secao 3.1, tem-se
que:

Inserindo a expressao 6.4 na equacao 6.8, chega-se:

_ _ 2
M, = /Ayk;y dA = k/Ay dA (6.9)
Onde [y y*dA = I, sendo I o momento de inércia em relacao LN. Tem-se
portanto:

k= (6.10)

M
I

Retornando o valor de k na expressao 6.4 encontra-se a relacao entre o
momento fletor M e a correspondente tensao o,

_ My
T

Oz

(6.11)

Observacao:

e O diagrama de tensoes da fig6.8(d) é a vista longitudinal do sélido de
tensoes (fig6.9 para um segao retangular). Nas aplicacoes, o diagrama
de tensoes é suficiente para representar a variacao das tensoes normais
na secao transversal.

Figura 6.9: Solido de tensoes
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e Calculo das Tensoes Extremas (Maximas)

M M
= —d s = —(—ds) = —
Yy Y ]( s) T/ds
M M
y=di =0, =—(di) =

I -~ I/di

Fazendo I/ds = Ws, I/di = Wi - Médulos de resisténcia a flexdo (dimen-
sional L?),

Obtemos o3 = —M/Wse o= M/Wi— 0y = M/W em valor absoluto.

0s = Max. Tensao de compressao

M =0 { o; = Max. Tensao de tracao

os = Max. Tensao de tracao

M <0 . .
{ o; = Max. Tensao de compressao

6.3 Exercicios

1. A viga representada na fig6.10 tem segao constante, circular com
diametro 0,25 m. Dados L = 1,5 m; a = 0,35m e P = 120 kN, calcular
Omaz- Resposta: 27,38 MPa.

I I
~ i

=
vl

L/
A A
a L a

Figura 6.10: Exercicio 1

2. Uma comporta de madeira de altura A = 5, 5m é constituida de vigas
verticais AB de espessura e = 300mm, simplesmente apoiadas no
topo e no fundo. Determinar a tensao maxima de flexao nas vigas,
considerando que o peso especifico da dgua seja 10kN/m3. (Resposta:
7,1MPa)
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B

|

W

Figura 6.11: Figura do exercicio 2

3. Uma viga é construida com quatro pecas de madeira coladas como
mostrado abaixo. Supondo que o momento que atua sobre a secao
transversal seja M = 450Nm, determinar a forga resultante que a
tensao de flexao produz sobre a tabua superior A e na tabua lateral
B. Resposta:F4 = 0; Fg = 1, 50kN.

—

15mm

o

200mm

—

15mm

——

Figura 6.12: Figura do exercicio 3

4. Calcular as tensoes normais extremas da viga abaixo, dado P = 7 kN,
representada a secao transversal constante. Resposta: comp. 153,2
MPa nas fibras sup; tracao 88,7 nas fibras inf.
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A Vi /1 A
50cm 100cm 50cm

Figura 6.13: Exercicio 4

5. A viga representada na fig6.14 tem secao constante, retangular com h
= 2b. Calcular as dimensoes h e b para as tensoes admissiveis 12 MPa
a tragao e 10 MPa a compressao, de um certa qualidade de madeira.
Resposta: minimo 132 x 264 mm.

10 kN 25 kN 10 kN
l A l l
Y % v
A 1 A
Im 2m 2m 1m

Figura 6.14: Exercicio 5

6. Em uma segao anular (coroa circular) a razao entre os diametros ex-
terno interno é D/d = 1,5. Pede-se dimensiona-la para suportar um
momento fletor de 32 kNm, para uma tensao admissivel de 80 MPa.
Resposta: D = 172 mm.

7. Dimensionar um eixo de aco (7 =120 MPa, E=210 GPa ) de segao
circular cheia para suportar um momento flexao de 60 kNm. Calcular
o angulo de rotagao especifica da secao. Resposta: Diametro 172 mm;
Rotagao 0,00665 rd/m.

8. Uma viga tem momento fletor maximo 18 kNm. Para ama secao
transversal constante e retangular a x 2a, vazada por um retangulo
0,6 a x a (conservada a simetria), dimensionéd-la para uma tensao
admissivel 10MPa. Resposta: a = 143 mm

9. Calcular o valor minimo de a na segao transversal da viga da fig6.15/
para o; =100MPa e 5. =60 MPa. Resposta: a = 41 mm.

99



10.

11.

12.

Figura 6.15: Exercicio 9

Dimensionar a viga abaixo a flexdo (a=?7) e representar o diagrama
de tensoes da secao C. A viga tem secao constante de ferro fundido
com tensoes admissivel 35 MPa a tracao e 140 MPa a compressao.
Escolher a mais favoravel entre as posi¢oes 1 (T ) e (_L ) da secdo.
Resposta: a = 4,2 cm, posicao 2

i?"’k“ i""’k“ B A =

A
AN c p /A 7a
4 1 1 A
2,2m 2,2m 2.2m

2a a 2a

Figura 6.16: Exercicio 10

Calcular o valor maximo admissivel de q na viga da fig6.17, para
tensoes admissiveis 140 MPa a tracao e 84 MPa a compressao, sendo

a se¢ao transversal constante mostrada (dimensées em cm). Resposta:
21,3 kN/m

VYVVYVYY VVY VYV Y
C—é/;zA E B/\ D

T 10,1€

-~

2,54

V| 4 vV
A /1 Al
1,2m 2m 2m 1,2m

-

2,54 25,4 2,54

Figura 6.17: Exercicio 11

A viga da fig6.18 tem sec¢ao constante em duplo T assimétrico (mom.
de inércia em relacao & LN 7570 cm?), que pode ser colocado na
posicao 1 (T ) ou 2 ( _L ). Dados 7; =150 MPa e 5. = 120 MPa, cal-
cular guq, na posigdo mais eficiente (aquela que suporta maior carga).
Resposta: 18,55 kN /m na posigao 2.
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13.

14.

7,65cm

)—q
%MHHHB

13,60cn

3m

Figura 6.18: Exercicio 12

A viga abaixo é constituida por duas pecas de madeira de secao 300
mm x 100 mm, conforme mostra a Figura. Dadas as tensoes ad-
missiveis 12 MPa a compressao e 18 MPa a tracao, calcular P,g, e
representar o diagrama de tensoes da secao E. Resposta: P = 102 kN.

P P
lC A E B l D
60cm 60cm 60cm 60cm

Figura 6.19: Exercicio 13

Foram propostos duas solugoes para o projeto de uma viga. Deter-
minar qual delas suportara um momento M = 150kNm com o menor
esforco de flexao. Qual é este esforco? Com que porcentagem ele é
mais eficiente?

Resposta: o = 74, TMPa; percentual de eficiéncia = 53,0 %

200mm

|
200mm |

|
|
15mm L’ /J Eng Aéﬁa 30mm

15mm

300mm 30mm 300mm

mm %% 7 2|
s Z V7, |

)

Figura 6.20: Figura do exercicio 14
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6.4 Varias formas da secao transversal

6.4.1 Secoes simétricas ou assimétricas em relacao a LN

Com o objetivo de obter maior eficiéncia (na avaliagdo) ou maior econo-
mia (no dimensionamento) deve-se projetar com op,q, = @, onde Gy, € a
tensdo maxima na se¢do e @ é a tensdo maxima admissivel(propriedade do
material).

Levando-se em conta que

h& dois casos a considerar:

1. Se o material é tal que &, # @, entao é indicada a forma assimétrica
em relacao a LN, ficando esta mais proxima da fibra de menor . A

. ~ . ds - U_s . .
situacao ideal corresponde a I = &, Dois neste caso pode-se projetar

U_i’
os = 05 e 0; = 0;.Considere, por exemplo, uma secao transversal de
uma viga com g—t = 0,5. Assim a distribuicao da tensao normal é
mostrada na Figura 6.21. O ideal, neste caso, é entao dimensionar a

area da secao transversal com % =0, 5.

s = O'C

\ ds=h/3
di=2h/3
-+

gj = 0t o

Figura 6.21: Forma assimétrica.

2. Se o material é tal que . = 7, entao é indicada a secao simétrica
em relagdo a LN, ou seja: dy = d; = h/2. Este tipo de projeto
pode contemplar portanto a situacao ideal de: ,,,, = @ (tragdo ou
compressao).

0j=0

Figura 6.22: Forma simétrica.
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6.4.2 Secoes simétricas a LN - Secoes 1

Sejam varias secoes simétricas a LN, com a mesma area A:

e Secao circular de diametro D:

nD?

A= —— 6.12
| (6.12)

D3 AD
W=—=":— 6.13
32 8 ( )

e Secao retangular de base b e altura h:

A =0bh (6.14)

bh?>  Ah
=— = — 6.15
6 = 6 (6.15)

Das expressoes 6.14 e 6.15, nota-se que para secoes retangulares de
mesma area, a mais eficiente é a de maior altura(maior W)

e Secao quadrada de lado I:

A= (6.16)

W =0,167Al (6.17)

Comparando a expressao 6.12 com a expressao 6.14, tem-se [ = 0, 886.D.
Assim, a equacao 6.17 fica:

W =0,148A4D (6.18)

Na Figura 6.23 esses perfis sao comparados em termos de ordem cres-
cente de eficiéncia, do perfil circular ao retangular.Vale lembrar que maior
area A da secao transversal nao significa maior médulo de resisténcia a
flexao W, pois este depende da forma da secao.

1. Entre duas secoes de mesmo W, a mais econdmica ¢é a de menor A

2. Entre duas se¢oes de mesma A, a mais eficiente é a de maior W
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Eficiéncia crescen

Figura 6.23:

Conclui-se entao que, para obter maior eficiéncia, deve-se dispor a maior
massa do material (drea de segdo) o mais afastado possivel da LN,
Todavia, na pratica, adotam-se perfis como o mostrado na Figura 6.24

O s e
' ' 812
. 3/2
o AIHHIIHIIEEEETTTESESDSES.
Figura 6.24:

e Perfis I ou S tém altura bem maior que a largura.

e Perfis H ou WF (abas largas) tém largura mais préxima da altura.

Os fabricantes de perfis estruturais fornecem Tabelas com as caracte-
risticas geométricas (dimensoes, area, momento de inércia...) necessarias
ao projeto. No curso de Resisténcia dos Materiais I serao utilizadas as
Tabelas do livro “Resisténcia dos Materiais” de Beer e Johnston, que estao
reproduzidas em anexo.

Os perfis sao designados pela letra S(perfil I) ou W(perfil H) seguida da
altura nominal (mm) e da sua massa em kg por metro (kg/m). Encontram-
se em ordem decrescente de altura e, em cada grupo de mesma altura, em
ordem decrescente de peso.

6.5 Exercicios

1. Calcular as tensoes extremas na viga da Figura 6.25, indicando a secao
onde ocorrem para:

a) Perfil W130 x 28, 1. Resposta: £66,1 MPa
b) Perfil W150 x 37,1. Resposta: +44,28MPa
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ll,SkN

|
5,0m 1

Figura 6.25: Exercicio 1

2. Calcule as tensoes extremas na viga abaixo, cuja secao ¢ um perfil
W150x37, 1, se além da carga indicada a viga esta sujeita a acao de
seu proprio peso.

Resposta: £+2,876 MPa

N ¢ b
JAN

NS 36m = lm

|.- -.|.-
|-- | %

v

Figura 6.26: Exercicio 2

3. Escolher o perfil I mais econéomico para a viga da Figura 6.27, para
o = 140MPa. Desprezar o peso proprio.

Resposta: S 510 x 97,3

27KN/rr
IR

Figura 6.27: Exercicio 3

4. A viga da Figura 6.28 ¢é contituida de um perfil W 200 x 86, de ago com
o = 130 MPa. Calcular o valor maximo admissivel de P desprezando
0 peso proprio.

Resposta: 59,57 kN/m
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54m

Figura 6.28: Exercicio 4

5. Escolher o perfil mais economico (I ou W, conforme indicado) para
cada uma das Figuras 6.29, desconsiderando o efeito do peso préprio.
As tensoes admissiveis sao dadas.

a) Perfil |, b) Perfil I,
0= 140Mpa ) e s
30kN
llsz 10kN/m
= L
I _— VAN
ox1 b .v B
(5130x15) 2,0m 2,0m
(S310x47,3)
c) Perfil W,
o =120Mpa & Perfil W,
G = 140Mpa
65kN 65KN .
- )
Vs +# - - 3]0m -
0,6m 1,0m 0,6m 4501 52)

(W 250 x 32,7 ou W 310 x 32,7)

Figura 6.29: Exercicio 5

6. Calcular o valor maximo admissivel da carga P, na viga na Figura
6.30 para uma @ = 140MPa, se a viga é um perfil W150 x 37,1. Nao
desprezar o peso proprio do perfil.

Resposta: 14, 88 kN

2,5m 1

Figura 6.30: Exercicio 6

7. Duplicando a carga da viga do exercicio 3 (¢’ = 54 kN/m) e conser-
vando o perfil adotado, para se obter resisténcia sao soldados duas
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chapas, com @ = 140 MPa, sobre as mesas, de espessura do reforco
igual a espessura da mesa. Determine a largura das chapas e o trecho
da viga em que é necessario usa-las. Desprezar os pesos proprios.

Resposta: largura 121 mm, reforco nos 5,0 m centrais da viga

8. Para uma tensao admissivel de 150 MPa, calcular o valor maximo
admissivel de ¢ na viga da Figura 6.31, constitudida por duas chapas
de aco, 200 mm de largura e 12 mm de espessura, soldadas a dois
perfis I (S 180 x 30), conforme indicado na Figura 6.31.

Resposta: q = 27,05 kN/m

q(KN/m’

IEEEREEREE

0,6m 6,0m

Figura 6.31: Exercicio 8

6.6 Vigas de dois materiais

Sao vigas de madeira reforcadas por cintas metalicas, vigas de concreto re-
forcadas com barras de aco (concreto armado), vigas-sanduiche, etc, gene-
ricamente designadas por vigas armadas.

Estas vigas sdo constituidas por elementos longitudinais (camadas) de
materiais diferentes, seguramente aderentes de modo a ter necessaria re-
sisteéncia as tensoes tangenciais longitudinais

Para este estudo, sao admitidas as mesmas hipdéteses da flexao em vi-
gas de um s6 material. Portanto, para um momento fletor M, = M, as
secoes permanecem planas e normais ao eixo e a deformacao especifica em
uma camada de ordenada y em relagdo a LN (linha neutra) é ¢, = ky (k
constante) A Figura 6.32 representa a secao transversal, o diagrama de
deformacoes especificas e o diagrama de tensoes de uma viga em concreto
armado, com as barras de ago resistindo a tracao e o concreto a compressao.
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EC GC

€a

b
Diagrama de deformacio

ca— deformacdo do ago
gc > deformacdo do concreto

Figura 6.32: Viga de dois materiais

Diagrama de tensdo

LN

Para este estudo, sao necessarias estabelecer as equagoes de equilibrio e

de compatibilidade de deformacao.

e Compatibilidade de deformagoes:

€a _ d—x
. x
e Equilibrio:
YFr =0
ot
C="-""b
2
T=0,A,
Como C' =T, tem-se:
chb = 0,4,
2
Logo, > M =0e M = My + Mg
MT = T(d — .I)
2x
MC — C?
Portanto, tem-se:
2
M= [g 4 (d — 2)]oaAy

(6.19)

(6.20)

(6.21)



Substituindo a lei de Hooke na relagao 6.19, tem-se:

Ja d —
L. = xx (6.22)
E.
o, E. d—=x
—— = 6.23
o. b, x ( )
Fazendo n = %

Chega-se, portanto a um conjunto de trés equacoes e trés incognitas,
que sao: a posicao da LN (z) e as tensdes no ago(o,) e no concreto(o).

—) = 6.24
(%) = (6.24)
o. 24,
e _ 6.25
O, xb ( )
2x
M = [? + (d — x)]o,A, (6.26)
De 6.24 em 6.25:
24, x
n pr
xb d—x
2nA,(d — x) = 2°b
2nA,d — 2nA,x = x%b
b’ + 2nA.x — 2nA.d =0 (6.27)
Dividindo 6.27 por 2nA,, temos:
b e —d=0 (6.28)
QnAax x = .
fazendo a = in;la
ax’ +x—d=
1+ 1+ 4ad
r=— o (6.29)
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6.6.1 Exemplo

e Determinar as tensoes maximas no aco e no concreto em uma viga
de concreto armado sujeita a um momento fletor positivo de 70 kNm.
A Figura 6.33 que representa a secao transversal, as dimensoes estao

indicadas em mm. Cada uma das barras de aco tem 700mm? de area.
Admitir E,/E. =n = 15.

50C

\ 60

250

Figura 6.33: Figura do Exercicio 6.6.1

0, ="0,="

M =T70kNm
A, = 700mm?(p/barra)
d = 500mm
b = 250mm
E,
n = E =15
e Solucao:
- b 250 1
2nA, 2x15%1400 168
1 JTEILO
1/84
Resolvendo:
x1 =217, 75mm
To = —385, 7Tomm
Portanto:

r =217, 75mm
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Equacao 6.26:

2% 217,75

10 % 10° = | + (500 — 217, 75)]14000,

0, =116,98 = 117,0M Pa
Equacao 6.25:

117 % 2 % 1400
.= =6,02MP
%= mpezp0  0UEMPa
Resposta: o, = 117 MPa e 0. = 6.02 MPaResposta: o, = 117 MPa e

o. = 6.02 MPa

6.6.2 Exercicios

1. Uma viga bi-apoiada de concreto armado suporta uma carga unifor-
memente distribuida de 25kN/m em um vao de bm. A viga tem secao
retangular de 300mm de largura por 550mm de altura e a armadura
de aco tem 4rea total de 1250mm?, com os centros das barras coloca-
dos a 70mm da face inferior da viga. Calcular as tensoes maximas no
concreto e média no acgo, dados E. = 20Gpa e E, = 210Gpa.

Admitir que o concreto nao resiste a tracao
(Resposta: 7,4Mpa e 147,2Mpa)

2. Uma viga de concreto armado tem secao retangular 200 mm x 400
mm. A armadura é constituida por trés barras de aco de 22mm de
diametro, cujos centros estao a 50mm da face inferior da viga. Calcular
o momento fletor positivo maximo que a viga pode suportar, dados:
E.=21Gpa, E, = 210Gpa, 7. = 9.3Mpa, 7, = 138Mpa
(Resposta: 42, 03kNm)

3. A Figura 6.34representa um trecho de uma laje de concreto armado,
com armadura longitudinal de barras de ago de 16 mm de diametro a
cada 150 mm. Calcular a tensao maxima no concreto e a tensao média
no a¢o para um momento fletor positivo de 4 kNm a cada 300mm de
largura da laje. Dados: E. = 21 GPa, E, = 210 GPa,

(Resposta: 7,65 MPa e 114,8 MPa)
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120mm

Figura 6.34: Figura do Exercicio 3

4. Uma laje de concreto com 150mm de espessura é reforcada longitudi-
nalmente com barras de aco de 25mm de diametro a cada 80mm de
largura, cujos centros estao a 10mm da face inferior da laje. Determi-
nar o momento fletor maximo admissivel por metro da laje.

Adotar n = 12 e tensoes admissiveis 150 MPa para o aco e 8Mpa para

0 concreto.
(Resposta: 37,1 kNm/m)

6.7 Flexao Inelastica

Referencia a R.C. HIBBELER. Resisténcia dos Materiais. 5° Edicao

As equacoes para determinar a tensao normal provocada pela flexao,
desenvolvidas anteriormente, sao validas apenas se o material comporta-se
de maneira linear-eldstica. Se o momento aplicado provocar escoamento do
material, deve-se entao usar uma analise plastica para determinar a distri-
buicao de tensao. No entanto, as trés condicoes para flexao de elementos
retos tanto no caso eldstico como no plastico, devem ser satisfeitas.

1. Distribuicao da Deformacao Normal Linear - €,. Com base em condig¢oes
geométricas, mostramos na secao anterior que as deformacoes normais
que se desenvolvem no material variam sempre linearmente, de zero,
no eixo neutro da secao transversal, até o maximo no ponto mais
afastado deste eixo neutro.

2. O Esfor¢co Normal é Nulo. Como somente o momento interno resul-
tante atua sobre a secao transversal, a forca resultante provocada pela
distribuicao de tensao deve ser nula. E, uma vez que o, cria uma forca
sobre a area dA tem-se dF, = 0,dA (Figura 6.35), para toda area da
secao transversal A temos:

N = /A ordA =0 (6.30)

A equagao 6.30 nos permite obter a localizacao do eixo neutro.
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Figura 6.35:

3. Momento Resultante. O momento resultante na secao deve equivaler
ao momento provocado pela distribuicao de tensao em torno do eixo
neutro. Como o momento da forca dF, = o0,dA em torno do eixo
neutro é dM, = y(o,dA) o somatério dos resultados em toda a segao
transversal sera:

M. = [ yo.dA (6.31)

Essas condicoes de geometria e carregamento serao usadas agora para
mostrar como determinar a distribuicao de tensao em uma viga sub-
metida a um momento interno resultante que provoca escoamento do
material. Supoem-se, ao longo da discurssao, que o material tem o
mesmo diagrama tensao-deformacao tanto sob tragao como sob com-
pressao. Para simplificar, considera-se que a viga tenha area de secao
transversal com dois eixos de simetria; nesse caso, um retangulo de
altura h e largura b, como o mostrado na Figura 6.36. Serao conside-
rados trés casos de carregamento que tém interesse especial. Sao eles:
Momento Eldstico Mdximo; Momento Pldstico e Momento Resistente.

Figura 6.36:
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Figura 6.37: Diagrama de deformacao

Momento Elastico Maximo.

Suponha-se que o momento aplicado M, = Mg seja suficiente apenas
para produzir deformacgoes de escoamento(e,) nas fibras superiores e in-
feriores da viga, conforme mostra a Figura 6.37. Como a distribuicao de
deformacao é linear, pode-se determinar a distribuicao de tensao corres-
pondente usando o diagrama tensao-deformacao da Figura 6.38. Nota-se
que a deformacao de escoamento g causa o limite de escoamento og, en-
quanto as deformacoes intermediarias €1 e €9 provocam as tensoes op e
09, respectivamente. Quando essas tensoes, e outras como elas, tém seus
graficos montados nos pontos y = h/2, y = y1, y = 4o, etc., tem-se a dis-
tribuicao de tensao da Figura 6.39 ou 6.40. Evidentemente, a linearidade
de tensao ¢é consequencia da Lei de Hooke.

o

A

Figura 6.38: Diagrama tensao-deformagao

Agora que a distribuicao de tensao foi estabelecida, pode-se verificar se
a equacao 6.30 foi satisfeita. Para isso, calcula-se primeiro a forca resul-
tante de cada uma das duas partes da distribuicao de tensao da Figura
6.40. Geometricamente, isso equivale a calcular os volumes de dois blocos
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triangulares. Como mostrado, a se¢ao transversal superior do elemento
esta submetida a compressao, enquanto a secao transversal inferior esta
submetida a tracao. Tem-se, portanto:

1 /h 1

Como T ¢é igual mas oposta a C, a equacao 6.30 é satisfeita e, de fato,
0 eixo neutro passa através do centroide da area da secao transversal.

O momento elastico maximo Mg é determinado pela equacao 6.31. Para
aplicar essa equacao geometricamente, determina-se os momentos criados
por T e C em torno do eixo neutro . Como cada forga atua através do
centréide do volume do seu bloco de tensao triangular associado, tem-se:

Mg = —bhog (6.33)

Naturalmente, esse mesmo resultado pode ser obtido de maneira mais
direta pela férmula da flexdo, ou seja, o = Mg(h/2)/[bh®/12], ou Mg =
bh2o /6

Ce
h|Y, 4+ -— o2
2y, - Oy
A
Y, +—————— = O
2 y, — —_ 02
O

Figura 6.39: Diagrama de tensao
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Figura 6.40:

Momento Plastico

Alguns materiais, tais como aco, tendem a exibir comportamento elastico
perfeitamente plastico quando a tensao no material exceder og. Considera-
se, por exemplo, o elemento da Figura 6.41. Se o momento interno M >
Mg, o material comeca a escoar nas partes superior e inferior da viga, o
que causa uma redistribuicao de tensao sobre a secao transversal até que o
momento interno M de equilibrio seja desenvolvido. Se a distribuicao da
deformacao normal assim produzida for como a mostrada na Figura 6.37,
a distribuicao de tensao normal correspondente sera determinada pelo dia-
grama tensao-deformacao da mesma maneira que no caso elastico. Usando
esse diagrama para o material mostrado na Figura 6.42, tem-se que as de-
formacoes €1, €2 = €, €5 correspondem, respectivamente, as tensoes oy, 0o
= o, 0. Essas e outras tensoes sao mostradas na Figura 6.43 ou na 6.44.
Nesse caso, observa-se na Figura 6.44, que o solido de tensoes de esforcos
de compressao e tracao sao parte retangulares e parte triangulares.

M > Mg

Figura 6.41:
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Figura 6.42:
- UEE
- O,
h - T
T D —
9
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h G,
2 Y
- O

Figura 6.43: Diagrama de tensao

Apliicando-se, portanto, a condicao 6.41 e observando-se os diagramas
6.43 e 6.45 tem-se:

1
T1 = Cl = §yEOEb (634)

h
Tg = Cg = <§ — yE> O'Eb (635)

Devido a simetria, a equacao 6.30 é satisfeita e o eixo neutro passa
através do centrdide da secao transversal como mostrado. O momento
aplicado M pode ser relacionado ao limite de escoamento or por meio da
equacao 6.31. Pela Figura 6.44, requer-se que:

2 2 1/h 1/h

M =1 <§yE> + C4 <§yE> + T e+ 3 <§_yE> + Cy e+ 3 <§_yE>
1 2 h 1/h

M = 2 <§yE0Eb> <§3/E> +2 [(5 - yE) opb| |5 <§ + yE)

Vi Ly 4yp®

Ou, usando a equagao 6.33:
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3 dyp?
M =S Mg (1 . —yi) (6.37)

Escoamenb\

plastico
Nucleo A
elastico
N 2< C,

Escoamen&)\ Ci
plastico N

Figura 6.44:

N
g

E

LN

LSS SN

e

o VS

Figura 6.45: Momento plastico

A analise da Figura 6.44 revela que M produz duas zonas de escoamento
plastico e um nucleo eldstico no elemento. A fronteira entre eles esta a uma
distancia + yg do eixo neutro. A medida que M cresce em intensidade, yg
tende a zero. Isso tornaria o material inteiramente plastico, caso em que
a distribuicao de tensao teria a aparéncia mostrada na Figura 6.45. Pela
equacao 6.36 com yrg = 0, ou determinando os momentos dos sélidos de
tensao em torno do eixo neutro, pode-se escrever o valor limitante como:

1
Mp = 1.b.h?aE (6.38)

Usando a equagao 6.33, tem-se:
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Mp = gM E (6.39)

Esse momento é denominado momento plastico. Seu valor é inico ape-

nas para a secao retangular mostrada na Figura 6.45, visto que a anélise
depende da geometria da secao transversal.

As vigas usadas em estruturas metalicas as vezes sao projetadas para

resistir a um momento plastico. Nesse caso, os codigos em geral relacionam

uma, propriedade de projeto da viga chamada fator forma, definido como

a relacao:
= — (6.40)

Esse valor especifica a quantidade adicional de momento que uma viga
pode suportar além de seu momento elastico maximo. Por exemplo: pela
equacao 6.39, uma viga de secao transversal retangular tem fator k =
1,5. Pode-se, portanto, concluir que a secao suportara 50% mais momento
fletor além de seu momento elastico maximo quando se tornara totalmente
plastica.

Pontos Importantes

e A distribui¢ao de deformagao normal (¢, ) na se¢do transversal de uma
viga baseia-se somente em consideragoes geométricas e sabe-se que é sempre
linear, independentemente da carga aplicada. A distribuicao de tensao
normal, no entanto, deve ser determinada pelo comportamento do material
ou pelo diagrama tensao-deformacao, uma vez estabelecida a distribuigao
de deformacao.

e A localizacdo do eixo neutro é determinada pela condicao de que a
forca resultante normal na secao transversal seja nula.

e O momento interno resultante sobre a se¢ao transversal deve ser igual
ao momento da distribuicao de tensao em torno do eixo neutro.

e O comportamento perfeitamente plastico supoe que a distribuicao de
tensao normal é constante sobre a secao transversal e, assim, a viga con-
tinua a fletir-se mesmo que o momento nao aumente. Esse momento é
chamado de momento pldstico.

6.7.1 Exemplos de aplicacao

1. A viga em duplo T tem as dimensoes mostradas na Figura 6.46 Su-
pondo que seja feita de material eldstico perfeitamente plastico com
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limite de escoamento de tracao e compressao op = 248, 2 MPa, deter-
mine o fator forma da viga.

12,7 mm

228,6 mr

12,7 mm

203,2 mm

Figura 6.46:

Solucao:
A fim de determinar o fator de forma, primeiro é necessario calcular
o momento elastico maximo Mg e o momento plastico Mp.

Momento Eldstico Mdzimo. A distribuicao de tensao normal do mo-
mento elastico maximo é mostrada na Figura 6.47.

O

0-E
Figura 6.47:

O momento de inércia em torno do eixo neutro é:

I = % (12,7) (228, 6) 3} +2 [% (203,2) (12,7) % + (203,2) (12,7) (114, 3) 2

I, = 87,84 x 10° mm*

Aplicando a férmula da flexao, temos:

S Mgy
B T
Mg(127)
2482 = ——— "
"% 87,84 % 100
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248,2 MPa

1
T Me
248,2 MPa 2

Figura 6.48:

Mg = 171,67 kNm

Momento Plastico. O momento plastico provoca escoamento do aco
em toda a secao transversal da viga, de modo que a distribuicao de
tensao normal fica com a aparéncia mostrada na Figura 6.48. De-
vido a simetria da area da secao transversal e como os diagramas
tensao-deformacao de tracao e compressao Sao 0s mesmos, 0 eixo neu-
tro passa pelo centrdide da secao transversal. Para determinar o mo-
mento plastico, dividi-se a distribuicao de tensao em quatro sélidos
retangulares compostos, sendo o volume de cada sélido igual a forca
por ele produzida. Portanto, tem-se:

Oy =T, =248,2 x 12,7 x 114,3 = 360 kN
Cy =Ty =248,2 x 12,7 x 203,2 = 641 kN

Essas forcas atuam através do centrdide do volume de cada sélido.
Calculando os momentos dessas forgas em torno do eixo neutro, obtem-
se 0 momento plastico:

Mp =2](57,2) (360)] + 2[(120, 7) (641)] = 195,92 kNm

Fator Forma Aplicando a equacao 6.40, tem-se:

Mp 195,92
| ik I V'
Mg 171,67




Esse valor indica que a viga em duplo T oferece uma secao eficiente
para resistir a um momento elastico. A maior parte do momento é de-
senvolvida nas abas da viga, isto é, nos seguimentos superior e inferior,
enquanto a alma ou seguimento vertical contribui muito pouco. Nesse
caso particular, apenas 14% de momento adicional pode ser suportado
pela viga além do que pode ser suportado elasticamente.

. Uma viga em T tem as dimensoes mostradas na Figura 6.49. Supondo
que seja feita de material elastico perfeitamente plastico com limites
de escoamento de tragao e compressao op = 250 MPa, determinar o
momento plastico a que ela pode resistir.

100 mm

120 mm

15 mm

Figura 6.49:

15 mm

(120 mm -d)

Figura 6.50:

Solucao

A distribuicao de tensao plastica que atua sobre a area da secao trans-
versal é mostrada na Figura 6.50. Nesse caso, a secao transversal nao
¢ simétrica em relacao a um eixo horizontal e, consequentemente, o
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eixo neutro nao passa pelo seu centréide dela. Para determinar a
localizagao do eixo neutro d, é preciso que a distribuicao de tensao
produza uma forca resultante nula na secao transversal. Supondo que
d < 120 mm, tem-se:

/adi:()
A
T—-Ci—Cy=0

250 x (0,015) x (d) — 250 x (0,015) x (0,120 — d)

—250 x (0,015) x (0,100) = 0
d=0,110m < 0,120m OK

De acordo com esse resultado, as forcas que atuam em cada seguimento
sao positivas, assim:

T =250 x (0,015) x (0,110) = 412,5 kN

Cy = 250 x (0,015) x (0,010) = 37,5 kN
Cy = 250 x (0,015) x (0,100) = 375 kN

Entao, o momento plastico em torno do eixo neutro é:

0,110 0,010 0,015
J\4p:412,5><<’2 >+37,5><<’2 >+375><<0,01+ 5 )

M, = 29,4 kN.m

6.7.2 Exercicios

1. A viga em U, da Figura 6.53 ¢é feita de um material elastico perfei-
tamente plastico para o qual o = 250M Pa. Determinar o momento
elastico maximo e o momento plastico que podem ser aplicados a secao
transversal.

Resposta: Mg = 13,8 kNm; Mp = 25,6 kNm.
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~"120 mm

10 mm

E Mz 100 mm
/
_/ 1T
-

10 mm

Figura 6.51: Figura do exercicio 1

2. A secao transversal de uma viga é representada na Figura 6.52. A
mesma é feita de material elastico perfeitamente plastico. Sendo

0. = 250MPa, determinar o o momento pléstico maximo que podem
ser aplicado a secao transversal. Resposta: Mp = 240, 75kN.m.

| 180 mm |

| |

% j 20 mm

30 mm
180 mm

Y

7 20 mm
i

Figura 6.52: Figura do exercicio 2

3. Uma barra da ago A-36 retangular tem largura de 25,4 mm e altura de
76,2 mm. Determine o momento aplicado em torno do eixo horizontal
que provoca escoamento de metade da barra.

Resposta: M = 8,55 kNm.

4. A viga em T é feita de um material eldstico perfeitamente plastico.
Determinar o momento eldstico maximo que pode ser aplicado a secao
transversal. op = 248,2 MPa (Figura 6.55)

Resposta: Mg = 443,3 kNm.

5. Determinar o fator forma para as seguintes secoes transversais:
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a)Figura 6.53. Resposta: k = 1,27.
b)Figura 6.54. Resposta: k = 1,57.
c)Figura 6.55. Resposta: k = 1,77.
d)Figura 6.56. Resposta: k = 1,4.
e)Figura 6.57. Resposta: k = 1,61.
)

f)Figura 6.58. Resposta: k = 1,71.
25 mm
150 mm
25 mn
150 mm
25 mm 25 mm

Figura 6.53: Figura do exercicio 5

NNy

x
——3 20 mn
\ /M\p 200 mm
| 200 mm
|
20 mm 20 mm

Figura 6.54: Figura do exercicio 5
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254 mm

76,2 mm

254 mm E

76,2 mm

H

Figura 6.55: Figura do exercicio 5

a
2
a
a
2
a
a a
2 2

Figura 6.56: Figura do exercicio 5

2d

S

Figura 6.57: Figura do exercicio 5
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|a a a|

Figura 6.58: Figura do exercicio 5

6. A viga é feita de material eldstico perfeitamente plastico. Determine
o momento plastico maximo e o momento plastico que podem ser
aplicados a secao transversal. Adotar a = 50,8 mm e o = 248,2 MPa
(Figura 6.58).

Resposta: Mg = 52,47 kN.m e Mp = 89,48 kNm.
7. A viga-caixao é feita de material elastico perfeitamente plastico. De-
terminar o momento elastico maximo e o momento plastico que podem

ser aplicados a secao transversal. Adotar ¢ =100 mm e o = 250 MPa
(Figura 6.56).

Resposta: Mg = 312,5 kN.m e Mp = 437,5 kNm.
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Capitulo 7

Solicitacao por Esforco Cortante em
Vigas

7.1 Introducao

No capitulo 2 a tensao de cisalhamento causada pelo esforco cortante @)
em uma area A é a tensao média calculada por:

T = 1 (7.1)

Todavia, deve-se observar que nas areas analisadas o valor do momento
fletor era muito pequeno, podendo entao ser desprezado. Para o estudo de
vigas em flexao simples, onde numa mesma secao atuam simultaneamente,
o momento fletor e o esforgo cortante, a tensao de cisalhamento nao obedece
a relagao 7.1.

Estabelecer, portanto, a relacao entre o esforco cortante e a tensao de
cisalhamento na flexao simples é o objetivo desta secao. Para tal, inicia-se
com o seguinte exercicio preliminar.

Seja a secao retangular b x h da Figura 7.1. Seja uma camada de fibras
AB // LN, de ordenada g; em relagao a LN. Sejam as areas A; e As, res-
pectivamente inferior e superior a AB. Sejam My; e M, seus respectivos
momentos estdticos (momento de 1° ordem) em relacdo & LN. Demonstre
que:

2
| M| = Ma; = 3 {%2 —2 }

Demonstracao: Pela Figura 7.2, nota-se que dA = b.dy
Calculando-se os momentos estaticos, inferior e superior, em relagao a LN,
tem-se:

h/2 y? b [/h\2
My = [ ydA= [ " ybdy =07 [}* = [(5) — (7.2)
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b/2 b/2

h/2

h/2

Figura 7.2: Demostracao

2
. . Y1 . y_
MAS_/ASydA—/_h/bedy—b2

2
Y=g i (5) | =y 9
Observa-se pelas equagoes 7.2 e 7.3, que: My; > 0 e My, < 0, tais que:
Mys = —My; entao M ags+My; = My = 0, 0 que de fato é verdadeiro, pois o
momento estatico da area total em relacao a um eixo baricéntrico
é igual a zero.

Observacgoes:

1. A partir deste ponto do texto, o valor absoluto do momento estatico
de A; ou de A, em relacao a LN passa a ser indicado por:

bl h
M, = My = |May| = ¢ [(§>2 - yﬁ] (7.4)

2. A Figura 7.3 ilustra a variagao de M, em relacao a y. Nesta, indica-se
seu valor maximo, que ocorre na LN e equivale a:

bh*
Mgna:v _ "
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-h/2
DZ/S ‘Ms

h/2

y

Figura 7.3: Variacao do Momento Estatico

7.2 'Tensoes de Cisalhamento em Vigas de Secao Re-
tangular Constante

Sejam conhecidos o DMF e o DEC da viga biapoiada da Figura 7.4

O elemento de volume, da Figura 7.5, de comprimento elementar dx,
limitado pelas secoes de abscissas x e x + dx e o elemento de area dy x dz
em torno de um ponto P(y, z) genérico da se¢ao determinam um elemento
de volume dx x dy x dz.

q(x)
Y Y ¥
e s
X dx
Figura 7.4: Viga bi-apoiada
dd 7 _""1__1’""3
) ¥ R | 3
~~~~~~~ d) F ﬂz ;
6? d4 %
' v

dx

Figura 7.5: Elemento de Volume
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Como estudado na secao 2.1.2, o tensor de tensoes é simétrico, o que im-
plica na existéncia concomitante de tensoes de cisalhamento (7) de mesmo
valor em planos ortogonais.

Para o calculo das tensoes de cisalhamento, além das hipéteses admitidas
na analise das tensoes normais de flexao, admiti-se a hipotese basica de que
a tensao de cisalhamento 7 é constante na largura da secao. A Figura 7.6
ilustra essa situagao, para uma camada de fibras AB//LN, de ordenada y.

Figura 7.6: Tensao tangencial constante na largura da viga

A Figura 7.7 representa o diagrama de corpo livre do elemento infinite-
simal d, da viga da Figura 7.4 e ao lado tem-se a distribuicao das tensoes
normais o,. Na Figura 7.8 destaca-se a porcao inferior a esta camada neste
elemento.

A resultante na dire¢ao longitudinal nas duas faces da Figura 7.7 fornece:

F = " o.dA = é aresultante das tensoes normais na face esquerda.
1

F+dF = /A (0 + do,)dA = é aresultante das tensdes normais na face direita.
(7.5)

a(s) m
M( T l >M+dM ? 7

Q@ Q+dQ gx—\é i{eraz

dx

Figura 7.7: Tensoes normais na flexao
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ax ey
Figura 7.8: Equilibrio de forgas

A condicao de equilibrio € a existéncia da forca dF' no plano longitudinal
superior, de area bdx. Portanto:

dM
dF = rpbde = [ do,dA= [ —ydA (7.6)
obtém -se: L aM
wy =T = ——— dA 7.7
Ty =7 Izbd:z:/Aiy (7.7)
Ms
lembrando que ‘il—x = ( (esforco cortante ) = Q) tem-se entao:
QM

T =Ty = Th (7.8)

Associando a expressao 7.8 do exercicio preliminar, do retangulo M, =
fy) = 5[(5)* — %], nota-se que a variagao de M, é uma pardbola de 2°,
entdo a variacao de 7 = 7(y) é também uma parabola do 2° grau.

Analisando a secao retangular, a tensao de cisalhamento maxima, 7,4, ,

equivale a:
bh? Qbr?/8 3 Q
:0 Mmaa::_ MAT — 7739 /o~ — <73 79
y=r="% 8 T T 2 T 20k (7.9)
Q
maxr — 175_
! A

onde A = bh é a area da secao.
Observa-se que Ty = 1,5, e portanto T,eq (50% superior a 7,.q = %)

Observacoes

1. Demonstra-se da Teoria da Elasticidade (Mecanica dos sélidos I) que
a tensao de cisalhamento nao é exatamente constante na largura da
secao, conforme a hipdtese basica. Entao a tensao calculada é a tensao
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y
T mec

Figura 7.9: Tensoes cisalhante média

média na largura, enquanto que a tensao maxima é calculada na teoria

da elasticidade. T,0q = Qlf\g

A Tabela 1 (extraida do livro Beer e Johnstom), mostra que o erro

b
7

cometido varia com a razao

Tabela 7.1: Erro com a variacao de b/h

| b/h [ 1/a]1/2] 1 | 2 | 4 |
| Tinaz | Tmed | 1,008 [ 1,033 [ 1,126 | 1,396 | 1,988 |
‘ diferenca percentual ‘ 0,8% ‘ 3,3% ‘ 12,6% ‘ 39,6% ‘ 98,8% ‘

2. Na realidade as secoes permanecem planas, mas “empenadas”, pois a
deformagao especifica no cisalhamento ¢ a distor¢ao angular v = £.

Figura 7.10: Deformacao cisalhante especifica nas bordas

7

Esta deformacao, em um calculo mais rigoroso, altera a andlise de
tensoes e deformacoes na flexao simples. No entanto, este efeito é
desprezado, pois o erro cometido é muito pequeno, exceto na regiao
de aplicagao de cargas concentradas.

7.3 'Tensoes de Cisalhamento em Vigas de Secao de
Diferentes Formas

Admite-se a mesma hipdtese basica da secao retangular, isto é, 7 constante
na largura da secao. A variacao da tensao de cisalhamento na secao obedece
a mesma relacao anteriormente definida, ou seja:
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QM
Lt

T =

sendo t = t(y) é a largura (espessura) da camada considerada.

Na pratica, encontram-se diferentes tipos de secoes de espessuras variaveis.
alguns casos sao ilustrados na Figura 7.11, para secoes com lados paralelos
ou perpendiculares a LN.

==

Figura 7.11: Tipos de segoes

Considerando, por exemplo, um perfil T a Figura 7.12 ilustra o diagrama
de 7, onde observa-se uma descontinuidade na transi¢ao entre a mesa ¢ a
alma.

b,

A
\

Figura 7.12: Secao T

O mesmo ocorre para vigas de secao I, como ilustra a Figura 7.13. Em
todos os casos, a tensao maxima (7,,,,) € aquela avaliada na LN. Destaca-
se ainda que na mesa o calculo de 7 estd sujeito a erro consideravel (%
grande), mas de qualquer forma sdo tensdes pequenas.

b

/4//
.

Figura 7.13: Secao I
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7.4 Exercicios

1. Uma viga simplesmente apoiada em seus extremos tem 200 mm de lar-
gura por 400 mm de altura e 4 m de comprimento. Esta viga suporta
uma carga uniformemente distribuida sobre todo seu comprimento. A
tensao longitudinal admissivel é 12 MPa (tracdo e compressao) e a
tensao tangencial horizontal admissivel é de 0,8 MPa. Determine o
valor maximo admissivel da carga por unidade de comprimento.

Resposta: q = 21,4 kN /m.

2. Calcular o valor méximo admissivel de P na viga da Figura 7.14 (di-
mensoes em m), de se¢ao retangular 100 mm x 150 mm, de madeira
COM Tiracio e comp. =10 MPa e 7 =1,4 MPa

Resposta: P = 8,333kN.

©

AN

0.45 2.10 0.45

Figura 7.14: Figura do exercicio 2

3. Calcular o valor méaximo admissivel de uma carga P na extremidade
livre de uma viga em balanco de 0,9 m. A secao transversal ilustrada
na Figura 7.15 é constituida por trés tdbuas de madeira de secao
100 mm x 50 mm, sabe-se que Tuiao =350 kPa. Para o valor de P,
Calcular 0,4,

Resposta: P = 3937,5 N e 0 = 9,45 MPa.

Figura 7.15: Figura do exercicio 3

4. A viga da Figura 7.16 ¢é feita de duas tabuas. Determinar a tensao
de cisalhamento maxima na cola necessaria para manter as tabuas
unidas ao longo da juncao. Os apoios e B e C somente exercem reacoes
verticais. Resposta:T = 4,88 MPa.

5. A viga T esta submetida ao carregamento mostrado na Figura abaixo.
Determinar a tensao cisalhamento maxima sobre ela na secao critica.

Resposta: myyax = 14, TMPa.
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| 150 mm

7 7 30 mm

6,5 kN/m

B N

‘ 4m 4m

Figura 7.16: Figura do exercicio 4

| 100 mm

Z 7 20 mm

8 kN/m

PR S 111111

| 2m 2m 3m |
| 1

Figura 7.17: Figura do exercicio 5

6. Calcular os valores méaximos da tensao normal e da tensao tangencial
na viga da Figura 7.18 conhecida sua secao transversal (dimensoes em

Resposta: o = 7,872 MPa e 7 = 929,6 kPa.

° STy

50
100 —- = J5,36kl\
1m

2m
50

100

Figura 7.18: Figura do exercicio 6

7. A Figura 7.19 (dimensoes em mm) mostra a se¢ao transversal de uma
viga de 4 m de comprimento, simplesmente apoiada nos extremos, que
suporta uma carga uniformemente distribuida de 4 kNm sobre todo
seu comprimento. Em uma secao a 0,5 m da extremidade esquerda
e em um ponto desta secao a 40 mm abaixo da superficie neutra,
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calcular a tensao normal e a tensao tangencial.

Resposta: o = 1,402 MPa,tracao; 7 = 925,5 kPa.

40

120

40 L ]
70 "40" 70

Figura 7.19: Figura do exercicio 7

8. A Figura 7.20 (dimensoes em mm) mostra a se¢ao transversal de um

trecho de uma viga. Na secao A o momento fletor é - 4 kNm e o esforco
cortante é 5 kN. Calcular a tensao normal e a tensao de cisalhamento
na camada situada 40 mm da LN, na secao B.

Resposta: o = -3,505 MPa e 7 = 1,084 MPa.

40
6kN/m

120

40 40 40

Figura 7.20: Figura do exercicio 8

. Calcular os tensoes maximas de tracao, compresao e cisalhamento
em uma viga engastada e livre de comprimento 0,38 m que suporta
uma carga concentrada transversal de 6,7 kN na extremidade livre. A
Figura 7.21 mostra a segao transversal da viga (dimensoes em mm).

Resposta: o; = 92,58 MPa; 0. = 277,75 MPa e 7 = 16,45 MPa.

100

10| |
75 75

50

10

Figura 7.21: Figura do exercicio 9

10. Uma viga de se¢ao “ T 7 (dimensdes em mm). Suporta cargas indica-

das. Calcular a tensao:
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(a) tangencial maxima.
(b) normal de flexdo méaxima de compressao.

(c) tangencial vertical a 3,4 m da extremidade esquerda e 60 mm
acima da base.

(d) normal de flexao a 1,5 m da extremidade direita e 50 mm acima

da base.

Resposta: 10a) 694 kPa; 10b) 11,73 MPa de compressao; 10c) 148,1
kPa e 10d) 6,17TMPa de tracao.

200

2kN/m 15 'IN N N 50

T §mo

<>

3m 2m 2m 2m 75

Figura 7.22: Figura do exercicio 10

11. Verificar a estabilidade da viga 7.23 (dimensoes em mm na se¢ao trans-
versal). Para Giacao = 160MPa, Teompressio = 110MPa e 7 = 14MPa.

Resposta: As tensoes méaximas sao 15,35 MPa; 9,43 MPa e 1,27 MPa.

Iix)

20K N/m

F ¥ 9 F ¥ 1 3 1

£ 175

I.3m £.5m I.3m “9__,‘;

Figura 7.23: Figura do exercicio 11

12. Calcular os valores maximo admissivel da carga ¢ na viga da Figura
7.24, secao “ T 7 constituida por suas pecas de madeira 40 mm x 120
mm, para ¢ = 9 MPa (de flexdo, tracao ou compressao) e 7 = 0,7
MPa (tangencial horizontal).

Resposta: q = 1,741 kN/m; T4, = 0,6 MPa; o7, = 9,0 MPa e
0maz = 9,4 MPa.

13. Calcular os valores maximo admissivel da carga P na viga da Figura
7.25, de modo que a secao longitudinal de tracao nao exceda 12 MPa
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Figura 7.24: Figura do exercicio 12

e a tensao tangencial horizontal nao ultrapasse 0,7 MPa. Na Figura
as dimensoes sao dadas em mm.

Resposta: 14,58 kN.

75

o~ §2oo
NS S ALy se

Figura 7.25: Figura do exercicio 13

14. Uma viga bi-apoiada nos extremos, de 6 m de comprimento, suporta
uma carga uniformemente distribuida de 5 kN/m em todo o seu com-
primento. A segao transversal é mostrada na Figura 7.26 (dimensoes
em mm). Determine

(a) a tensdo tangencial horizontal maxima, indicando onde ela ocorre
na secao transversal.

(b) a tensdo tangencial vertical a 0,5 m da extremidade direita e a
100 mm abaixo do topo.

Resposta: 931 kPa e 751 kPa.

60 160 60

140

60

Figura 7.26: Figura do exercicio 14

15. O tensor de tensoes apresentado para este exercicio foi obtido apli-
cando a teoria da resisténcia dos materiais a ser detalhada no capitulo
3 a uma viga com o carregamento mostrado na Figura 7.27. Esboce

139



os graficos projetados no plano xy que relacionam as tensoes o, e 7y,
com a posicao no ponto e comente-os. Resposta no final. Dado x e y
em (m) — o em (MPa).

—120z (z — 1)y 0,15 (22 — 1) (400y* — 1) 0
o=10,15(2x — 1) (400y* — 1) 0 0
0 0 0
2 kN/m
: . - 0,10 r
T ———— X
Z — P 0,10 m

Figura 7.27: Figura do exercicio 15

-15MPa

(a) Resposta para o,

0,15 MPa

Ty

-0,15 MPa

(b) Resposta para T,

Figura 7.28: Resposta do exercicio 15
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Capitulo 8

Deflexao em vigas de eixo reto

8.1 Definicao

Linha elastica da flexao é a curva formada pelo eixo de uma viga inicial-
mente retilineo, devido a aplicacao de momentos de flexao.

Figura 8.1: Exemplo de viga em flexao

Figura 8.2: Exemplo de viga em flexao

A viga da Figura 8.1 é um exemplo de viga em flexao. Antes da aplicagao
das cargas, a superficie neutra se encontra contida em um plano horizontal.
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Com a aplicacao das cargas a superficie neutra se transforma em uma
superficie curva.

A curva da superficie neutra representa a deformacao de toda a viga.
Esta curva se denomina curva elastica e, por simplicidade, é representada
pela intersecao do plano de simetria com a superficie neutra.

Desta forma, a curva eldstica representa os deslocamentos dos centros
de gravidade de todas as secoOes transversais que formam a viga. Mate-
maticamente a curva elastica ou simplesmente elastica se representa pela
equacao no plano de simetria. Se representarmos o eixo das deflexoes por
v a curva eldstica se torna uma fungao v(,), que dependera também das
cargas aplicadas e das propriedades mecanicas do material que compoe a
viga. A Figura 8.3 mostra uma representacao plana da deformada da viga,
onde x coincide com o eixo da viga e v = v(x) é o deslocamento no caso
vertical, de cada secao da viga.

l

Linha elastica
v

Figura 8.3: Representacao plana da deformada da viga

O objetivo portanto é o de determinar a equacao da linha elastica para
diversos tipos de vigas. Com esta equacao pode-se determinar as deflexoes
e rotagoes em todos os seus pontos.

8.2 Equacao diferencial da LE

Para a determinacao da equacgao da LE de vigas sujeitas a flexao, considere
a barra de eixo originalmente reto que, mediante a atuacao de um momento
fletor M, se torna curvo, de acordo com a Figura 8.4. Nesta Figura, tem-se:

e secoes A e B: duas secoes adjacentes da viga. Antes da aplicacao do
carregamento estas secoes estavam paralelas e distantes entre si dzx.

e ds = AB: o comprimento do trecho do eixo compreendido entre A e
B

e A'B’: um segmento de reta paralelo ao eixo e de comprimento ds +
ds e, = ds(1+¢€,)

e y: A distancia entre Ae A', Be B’
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Figura 8.4: Trecho de uma barra sujeita a flexao pura

e p: o raio de curvatura do trecho AB do eixo da barra apds a atuacao
de M;

e df: o angulo de curvatura do trecho do eixo entre AB que, por con-
seqiiéncia, também é o angulo de curvatura de A'B’

De acordo com o que foi apresentado no Capitulo 6 de solicitacao por
momento fletor, as tensoes normais na flexao se relacionam com o momento
fletor atuante nela da seguinte forma:

M,
o= (8.1)
e a deformacao correspondente é
o, M,
T - — == 8.2

O comprimento de AB apds atuacao do carregamento é ds pode ser
relacionado com R e df da seguinte forma:

dg 1
ds=pdf = — = — 8.3
s=p P (8.3)
Como visto no capitulo 6, a curvatura x da barra é expressa como:
1 df .
k=-=o=2 (8.4)
p ds y

Para pequenas deformacoes, pode-se fazer a seguinte simplificacao:

ds = dx (8.5)
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Logo, o angulo de curvatura pode ser obtido através da seguinte equagao

8.6. A equacao 8.6 é aplicavel a barras retas com pequena curvatura.
g do M,
— = (8.6)
ds dx FEI,

Seja a barra de eixo originalmente reto submetida ao carregamento ¢(x)
da Figura 8.5. Nesta Figura tem-se o eixo na configuracao indeformada
representado pela linha cheia, a LE representada pela linha tracejada, S e
T secoes adjacentes originalmente verticais na configuracao indeformada e
S’ e T’ suas correspondentes na configuracao deformada.

_Ax).

5,1 Ry H

v
Figura 8.5: Viga sujeita a carregamento ¢(z)

A Figura 8.6 representa o trecho da barra nas proximidades de S e T
com maior nivel de detalhes. Nesta Figura d¢ ¢ o incremento de inclinacao
correspondente a diferenca entre as tangentes em T e S, respectivamente
e, graficamente, verificamos que é equivalente a df:

dp = df = ¢ =0 (8.7)

Figura 8.6: Detalhe da regiao que contém as segoes S e T

Sendo tan ¢ o coeficiente angular da reta tangente a LE v numa posicao

x e considerando a hipétese de pequenos deslocamentos e deformagoes tem-
se:

dv dp d*v
tang ~ ¢(x) = e (8.8)



Com isso, cosiderando equagcoes 8.6, 8.7 e 8.8, tem-se que:

d*v M,
de? ~ EL (8.9)

A equacao 8.9 é a equacao diferencial da LE partindo-se dos momentos
fletores, que resolvida resultard em uma funcao v(z) que representard a
configuragao deformada do eixo da barra sujeita ao momento M, (z).

Para adequar a equacao 8.9 com o referencial de sinais que adota flecha
positiva para baixo e rotacoes positivas no sentido horario e considerando a
convencao de momento fletor positivo tracionado as fibras situadas abaixo
da linha neutra, faz-e necessario a inclusao do sinal negativo na equacao
do momento fletor:

d*v M,
o7 1
dz? ET, (8.10)
Derivando-se a equacao 8.10 com relacao a x, tem-se:
d? 1 dM, v
U= _ ¢ (8.11)

dz3~  EIL dr  FEIL

que é a equacao diferencial da LE partindo-se dos esforcos cortantes @, ().
Derivando-se uma vez a equacao 8.10 com relacao a x duas vezes, tem-se

d'v ~1.dQ,  q(z)
dz* EI dxr  EL

(8.12)

que é a equacao diferencial da LE partindo-se do carregamento ¢(x).

Para se determinar v(x) basta resolver uma das equagdes diferenciais
8.10, 8.11 ou 8.12. As constantes de integragao sao determinadas a partir
da consideragao das condigbes de contorno (apoios). Essas condigbes re-
presentam os valores conhecidos das fungoes em determinados pontos da
viga e as mais usadas estao resumidas na Tabela 2.

Se uma unica coordenada x nao puder ser usada para expressar a equagao
da inclinacao ou da linha elastica, entao devem ser usadas condigoes de
continuidade para calcular algumas das constantes de integracao.

Na Tabela 1 tem-se as respostas para alguns casos classicos e, na seqiiéncia,
mostram-se a solugao dos casos 7 e 5 respectivamente.

e Exemplo 1: Viga simplesmente apoiada com carga distribuida
(caso 7)

A equacao diferencial da linha eldstica sera usada agora na obtencao
das deflexoes de uma viga simplesmente apoiada. Se a viga suporta
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L2 L2

Figura 8.7: Viga simplesmente apoiada com carga distribuida

uma carga uniformemente distribuida ¢, conforme a Figura 8.7 , o
momento fletor, a distancia x do apoio da esquerda, sera:

M:¢1L_x_q_a:2
2 2

Da equagao 8.10 tem-se:

d*v _ qlzx qr?

El— = — 1
dz? 2 * 2 (8.13)
Sabe-se que:
d*v do
EI@ = EI% (8.14)
dv
El0=FEI— 8.15
T (8.15)

Substituindo 8.14 na expressao 8.13 e integrando-se ambos os mem-
bros, tem-se:

EI [do = /(—QLTx + %ﬁ)dx

Resolvendo a expressao, tem-se:

L 2 3
—qf +%+C1 (8.16)

Substituindo 8.15 na expressao 8.16 e integrando-se ambos os mem-
bros, tem-se:

EI0 =

L2 3
E[/dv:/(—qf +%+C’1)dx
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Resolvendo a expressao, tem-se:

L 3 4
—qlf +q2i4+clx+c2 (8.17)

Onde Cf e (5 sao constantes de integracao.

Elv =

Condicoes de contorno:

Para a determinacao de (', observa-se que pela simetria, a inclinacao
da curva elastica no meio do vao é zero. Entao tem-se a condicao:

Para x =1/2, 6, = 0, = 0. Entrando na expressao 8.16, tem-se:

l3
Cy = ‘;—4 (8.18)
Assim a expressao 8.16 torna-se:
22 3 3
pro= -2 10 T (8.19)

1 6 24

A constante de integracao Cy é obtida pela condicao:

Quando v = 0, x = 0. Com esta condicao verifica-se pela expressao
8.17 que Cy = 0. A equacao 8.17 transforma-se em:

gLz gzt qxl®
Elv=— 8.20
! 12 T or Ty (8.20)

A equacao 8.20 permite obter a deflexao em qualquer ponto ao longo
da viga. O valor maximo de v, ocorre no meio do vao e é calculado
fazendo-se x = L/2:

5qL*
VUmar = =————=
" 384FE1
A inclinacao méxima ocorre nas extremidades da viga.

Na extremidade esquerda(a) é:

L3
O =
24E1
Na extremidade direita(b) é:
L3
Oy = ——
24E1
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Oa ob
T

Figura 8.8: Viga simplesmente apoiada com carga concentrada

e Exemplo 2: Viga simplesmente apoiada com carga concen-
trada(caso 5)

Considere-se agora uma viga simplesmente apoiada com carga con-
centrada P como mostra a Figura 8.8, cuja posicao ¢ definida pelas
distancias a e b das extremidades. Neste caso, existem duas expressoes
para o momento fletor,uma para a parte a esquerda da carga e outra
para a direita. Assim, deve-se escrever a expressao 8.10 separadamente
para cada parte da viga:

d*v Pbx
Fl—=—— 21
dx? L (8:21)
Para: (0 <z <a)
d*v Pbx
El = — P(x — 22
72 7 + P(x —a) (8.22)
Para: (a <x <L)
Sabe-se que:
g1l _ pr® (8.23)
de? dx '
dv
EI10 = FEI— 8.24
7 (8.24)

Substituindo a expressao 8.23 nas expressoes 8.21 e 8.22 e integrando-
se ambos os membros, tem-se:

Pbz?
2L

EIf = — +C (8.25)

Para: (0 <z <a)
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Pbz? Pz —a)?

EI0 = —
2L * 2

+ O, (8.26)

Para: (a <z <L)

Substituindo a expressao 8.24 nas expressoes 8.25 e 8.26 e integrando-
se novamente ambos os membros, tem-se:

3

P
Joy P

6L + Clx + 03 (827)

Para: (0 <z <a)

Pbz® Pz —a)

Elv = —
v G

+ CQ$ + 04 (8.28)

Para: (a <z <L)
Onde C, (5,C5 e (4 sao constantes de integracao.
Condicoes de contorno:

As quatro constantes de integracao que aparecam nas expressoes an-
teriores podem ser calculadas pelas seguintes condigoes:

1. Em x = a: as rotacoes das duas partes da viga sao iguais;
2. Em x = a: as deflexoes das duas partes da viga sao iguais;
3. Em x = 0: a deflexao é nula;

4. Em x = L: a deflexao é nula.

Pela condicao 1, as expressoes 8.25 e 8.26, para as inclinagoes devem
ser iguais quando x = a. Tem-se:

Pba? L C Pba?
_ L= —

oL or, T &

Portanto, C = Cs.

A condigao 2, iguala as expressoes 8.27 e 8.28, quando z = a;:

Pba? Pba?
- 6L +Cla+C3—— 6L

+ Coa + Cy

O que torna C5 = Cy. Finalmente, considerando as condigoes 3 e 4 e
as expressoes 8.27 e 8.28, tem-se:

C3=0



B PbL*  PV?

CoL =0
5 + 6 + G2
De todos esses resultados, tem-se:
Pb(L? — b?)
O =y —
1 2 6L
C3=C;=0

Com esses valores estabelicdos, as expressoes 8.27 e 8.28 dao para a
linha elastica:

Pbx
ELv=—"~(L*—b*—2” 2
V=27 ( ) (8.29)
Para: (0 <z <a)
Pb Pz — a)?
ELv= G—LI(L2 -+ % (8.30)

Para: (a <x <L)

A equacao 8.29 fornece a linha eldstica para a parte da viga a esquerda
da carga P e a equacao 8.30 fornece a deflexao da parte a direita. As
equacoes 8.25 e 8.26 fornecem as rotacoes das duas partes da viga,
apos substituicao dos valores de C e Cs:

Pb
EI0 = —(L* — v* — 322 31
0= (L0 =327 (8.31)
Para: (0 <z <a)

Para: (a <z <L)

Com estas equacoes, a inclinacao, em qualquer ponto da linha elastica,
pode ser calculada. Para o calculo do angulo de rotacao nas extremi-
dades da viga, basta fazer x = 0 na equagao 8.31 e x = L na equacao
8.32. Assim, tem-se:

_ Pb(L*—1b*)  Pab(L+D)
“  G6LEI 6LEI

(8.33)
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_ Pab(L + a)
 G6LEI

A deflexao maxima da viga ocorre no ponto da linha elastica em que
a tangente é horizontal. Se a > b, tal ponto estara na parte esquerda
(entre z = 0 e = a) e podera ser encontrado igualando-se a in-
clinacao #, da equacao 8.31, a zero. Chamando de z; a distancia
da extremidade esquerda ao ponto de deflexao maxima, tem-se, pela
equacao 8.31:

0, (8.34)

L2 _ b2
Xi=\ " (8.35)

(a = 0)

Verifica-se, por esta equagao que, quando a carga P move-se do meio
do vao (b = L/2) para a direita(b aproxima-se de zero), a distancia
r1 varia de L/2 a L/v/3 = 0,577L, o que mostra que a deflexdo
maxima sempre ocorre nas proximidades do centro. Encontra-se o
valor da deflexao méaxima, entrando com o valo de x; da equacao 8.35
na equacao 8.29:

— Pb(L?* — 4b%)3/?
(maz) = "9 BLEI

(8.36)

(a = 0)

Obtem-se a deflexdo no meio do vao, fazendo-se x = L/2 na equagao
8.29:

Pb(3L% — 4b%)
A8E]

Ve = (8.37)

(a>b)
Como a deflexao maxima sempre ocorre proximo do centro, a equagao
8.37 da uma boa aproximacao para seu valor. No caso mais desfa-

voravel(quando b se aproxima de zero), a diferenga entre a deflexao
maxima e a do meio do vao é menor do que 3% da flexa méxima.
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Com a carga P no meio do vao, caso 6, Tabela 8.10, (a = b = L/2),
os resultados precedentes tomam formas mais simples:

PL?
0,=1=0 —
" T 16E1
PL3
Vmaa: — ‘/(L/2) = @

A Figura 8.9 mostra alguns esquemas de apoios e articulacoes adotados
para indicar as restricoes de deslocamentos impostas as vigas. A Tabela
8.10 mostra alguns casos de deflexoes e rotagoes em vigas.

i
i

=0 Rolete

i
)

v=0 =0 |v=20 M=0
Extremidade fixa | Extremidade livre
7

[ e
M=0

Pino ou articulagdo interna

Figura 8.9: Apoios e articulagoes.
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TABELA DE DEFLEXOES E ROTACOES

EM VIGAS
. Rotagao na . gl
C Carga € apoios extremidade Deflexao maxima
aso|  (Comprimento L) (+ <IT ) (+ para baixo D
7 x P PL2 PL’
I N Ymir.= ¥ 35T
g _\%ém‘ paraz = L paraz = L
2 - wl? wl*
? ﬁi" o X R i = + g57
8- para:c=L paraI=L
L7 A— wl? wL*
3 M =+ aum Ymix.= + 3057
%"paran:=ll paraz = L
y ML ML?
%z:- M T ol i B ey et
4 | ® o |° EI Lo 2EI
0 Ymix. | para z = L paraz = L
PY(L* = b?) Pb(L* — b*)’?
P i A - o TG =
a b b=+ —eter |V~ T o ALEI
5 ’ * o s =P2(L’ -~ a?) b= M1 — Pl
Q\__::__,?A’z b= — |, PHEL — 4bY)
T " o miximo | ABEL
i P a>b
PL?
6 ymix. = + FI
paraz = L/2
[’ x e - - 5w_L‘
7 \’{ % vz para z —w(l; Ymix. = + 384E1
t 202 |, = — paraz = L/2
Frmi. para z = L
ML ML?
81-+B_ﬁ ymi:.—-l-m
= ()
8 para x e parazxr = L/‘\/§
0 = — — ML?
3EI Yeentro = +"1”6_E_I
para z = L nfo méximo

Figura 8.10:

Deflexoes e rotacoes em vigas.
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8.3 Exercicios

1. Demonstrar as propriedades da Tabela 1 , referida anteriormente,
através do método da integracao direta.

2. Calcular o angulo de rotacao e a flecha na extremidade livre da viga
do exercicio 3.3.5.7-a, adotado o perfil de aco S130 x 15, e na viga do
exercicio 3.3.5.7-d, adotado o perfil de aco W460 x 52. Dado E = 210
GPa.

Resposta: a) 0,003571 rad e 1,905 mm; d) 0,002527 rad e 5,686 mm.

3. A viga da Figura 8.11 esta submetida a forca P concentrada na sua

extremidade. Determinar o deslocamento em c¢. Considerar F/I cons-

. _ Pd
tante. Resposta: Ve = 7.

Z T ‘

| 2a l a |

Figura 8.11: Figura do exercicio 3

4. Pede-se um esbogo da LE da viga da Figura 8.12 (EI constante) e
calcular as rotagoes e as flechas em B, C' e D. Resolver pelo método
da integracao.

. _ 2M, _ _ 3M, _ M,d? _ TM,ad?
ReSpOSta' ¢B — E[aa qu' - qu - E]av Yp = E? y Yo = 2E}l’
_ 13M,a?
Yp = —3Er -
Mg Mg
7 [ [
N N b
a a a

Figura 8.12: Figura do exercicio 4

5. Para a Figura 8.13, fazer o mesmo que o pedido no exercicio anterior.
Resolver também usando a Tabela de flechas.

. _ _ Pd? _ Pa? _ Pa? a
Resposta: ¢p = ¢c = 577, Y = 357 Yo = 557(L — §).
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k
X
K

72 Y
7 A

Figura 8.13: Figura do exercicio 5

6. Calcular a flecha maxima (no meio do vao) e os angulos de rotacao
nos apoios da viga do exercicio 3.3.5.7-b, adotado o perfil de aco
S310x47, 3. Resolva pelo método da integracao direta ou pela Tabela,
fazendo-se a superposicao de efeitos. Dado E = 210 GPa.

Resposta: 0,002975 rad e 3,85 mm.

7. Dados I = 20.10° mm* e £= 210 GPa, calcular a flecha em B na viga
da Figura 8.14 (por integragao ou pela Tabela).
Resposta: 7,62 mm.

5 kN/m
Z AR RREEREY!
A 6 kN
| 4m .

7 A

Figura 8.14: Figura do exercicio 7

8. Determinar a deflexao méaxima na viga da Figura 8.15.

LW,
120ET"

Considerar E1 constante.Resposta:d =

Wo

/v/frﬂ/ 1YY m

7 4 L L T
- 2 2 |
|

Figura 8.15: Figura do exercicio 8

R

9. Determinar a deflexao maxima da viga e a inclinagao em A da Figura
8.16. Considerar E'I constante.

M()CL,5 _ —5MQCL2
2EI —  8EI -

Resposta: 04 =
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a | a | a |
I | I |

Figura 8.16: Figura do exercicio 9

10. Determine as inclinagoes em A e B da viga da Figura 8.17. Considerar
ET constante.

Resposta: 04 = —378kN.m?/EI;0p = 359kN.m?/E1I.

T b

Figura 8.17: Figura do exercicio 10
. ~ . . / 2
11. Demonstrar que a flecha no meio do vao da viga da Figura 8.18 é 51]\64%1} :
Calcule também as rotagoes nos apoios. Resolva por integragao direta
e também utilizando a Tabela através de superposicao de efeitos.

2M, 3M,

R

72 ¥
7 7

Figura 8.18: Figura do exercicio 11

12. Calcular a flechas em C' e D e as rotacoes em A, B e E na viga da
Figura 8.19 (EI constante).

3 2
Resposta: yo = —yp = go7 € ¢4 = ¢p = —¢p = o7
ip
A D B
A C E T A

P
| a . a , a !l a|

Figura 8.19: Figura do exercicio 12
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13. Calcular a flecha méxima (no meio do vao) e os angulos de rotagao
nos apoios da viga da Figura 8.20 (E1 constante)

3 2
ReSpOSt33 Ymazx = 1(155? ) ¢A - _¢B - 3212?1
S
A B
A a
L a 2a , a I,

Figura 8.20: Figura do exercicio 13

14. Calcular ¢4, ¢p, yr e yo na viga da Figura 8.21, dados P = 25 kN e
ET = 11200 kNm?, constante.

Resposta: ¢4 = —0,0015625 rad, ¢p = 0,003125 rad, yp = —1, 758
mm e yo = 6,417 m.

P

A E B '
AN A C
~ \ ~ .
N 15m  ~  15m ~  1,4m !

Figura 8.21: Figura do exercicios 14

15. Calcular ¢4, 05, yc e yp para a viga da Figura 8.22, dado: EI = 10°
kNm?, constante.

Resposta: yo =3,73 mm | e yp = 1,6 mm 7.
10kN/m 20kN

ST T T s
A C §§§ D

N AN AN \ll\
N 4.0m N 40m D 20m

Figura 8.22: Figura do exercicios 15

16. Desenhar a linha elastica da viga da Figura 8.23, indicando os valores
principais, dado: EI = 10° kNm?.

Resposta: ¢4 = ¢op = 0,0012 rad; yp = 3,2 mm; yc = yp = —3,6
mm.
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17.

18.

19.

20.

C A | B D
A E A
- -
\ll\ \II\ \II\ {\ I\
3.0m 4,0m 4,0m 3.0m |

Figura 8.23: Figura do exercicios 16

q q
iy ARAR,
A A

N a N b N a

Figura 8.24: Figura do exercicios 17

Calcular a flecha no meio do vao da viga da Figura 8.24.

212
Resposta: y = j"éEbI.

Dado EI = 7200 kNm?, constante, calcule ¢4, ¢p, yp e yg na viga da
Figura 8.25.

Resposta: ¢4 = —¢p = 0,003407 rad,yc = yp = —3,37 mm, yp =
5, 26 mm.

20kN
REEEEEEEEE
C DA E :fMB D

| AN|
N12m N 20m D 20m N 12m

Figura 8.25: Figura do exercicios 18

Dimensionar uma viga em balanco com uma carga uniformemente
distribuida de 10 kN/m ao longo de seu comprimento de 4 m. A
viga tem secao retangular A x 2A. Calcular A em nimero inteiro de
centimetros. Dados £ = 2.10°MPa, & = 120 MPa e 7 = 12cm.

Resposta: A =10 cm, 0,0, = 120 MPa e Y0, = 11,574 mm.

Dimensionar a viga do exercicio anterior para A = 2m, P = 30 kN,
E = 110GPa, @ = 80 MPa e 7 = 10mm. Adotar uma secao I de
espessura t constante, altura total 8¢ e largura de abas 5t.

Resposta: t = 23mm.

158



21.

22.

23.

24.

Escolher o perfil de aco de abas largas (tipo W) mais econdmico para a
viga da Figura 8.26. Representar os diagramas de tensoes das secoes
das secoes A e C e calcular y.. Dados M = 25kNm, P = 82 kN,
=140 MPa e 7 = 5 mm, E = 210 GPa.

Resposta: W310x32,7, 0 = 60,24MPa, 0¢, = 137,35MPa e
yo = 4, 35mm.

M iF’ M
B ) 2m . 2m k—v

Figura 8.26: Figura do exercicio 21

Para uma viga em balanco de comprimento 2,5m e carga unifor-

memente distribuida ¢ em todo o comprimento, dados EF=210GPa,
o = 140M Pa e 7 = 8mm,

e Calcular g.q¢m se a viga é um perfil W200x52.

e Escolher o perfil W mais economico se ¢ = 28kN/m.

Resposta: ¢ = 18,2kN/m e W410238, 8.

A viga da Figura 8.27 é constituida por um perfil W310 x 38,7, de
aco (£ =210 GPa). Dados L = 3,2 m, M, = 28 kNm, ¢ = 160 MPa
e ¥ = 4,6 mm, calcular o valor maximo admissivel da taxa de carga q
e os valores correspondentes da tensao maxima e da flecha maxima.

Resposta: ¢ = 33,8 kN/m, 0 = 130 MPa, y = 4,6 mm.

i T T T T T T 7 1
A

AN {

SSSSS e——
SSSSSSS

N L N

Figura 8.27: Figura do exercicio 23

Calcular o,,,; ¢ as flechas no meio do vao e nas extremidades dos
balangos da viga da Figura 8.28, de aco (£ = 210 GPa), com secao
circular de diametro 100 mm.

Resposta: o = 101, 83 MPa, Ymeio = 7,98 mm € Ypaianeo = 19, 36 mm.
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10kN 10k?
! }
AN A
N N

1,0m N 2 5m N 1.0m

Figura 8.28: Figura do exercicio 24
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Capitulo 9

Problemas estaticamente
indeterminados

Sao estruturas com as quais sao necessarias outras equacoes além das
equacoes de equilibrio estatico para que se possa resolve-las. Estas equacoes
podem ser equagcoes de compatibilidade de deslocamentos.

9.1 Exemplos

1. Calcular as reagoes de apoio na barra bi-engastada representada na
Figura 9.1, de peso proéprio desprezivel, sujeita a carga axial P.

—~— —~—

p R

Material 1

Material 2

Figura 9.1: Figura do exemplo 1

2. Calcular as reacoes de apoio na barra representada na Figura 9.2, de
peso proprio desprezivel, sujeita as cargas axiais Fj e Fb.

Fy )
Ra Rp
— ~ o
L1A1Eg L3AzE3
LA E)p

Figura 9.2: Figura do exemplo 2

3. Uma barra AB, de ago, de se¢ao retangular 40 mm x50 mm e de com-
primento de 800,4 mm é encaixada entre dois apoios fixos distantes
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entre si e em seguida sofre o aumento de temperatura At = 48°C .

Calcular as reacoes de apoio e a tensao normal na barra. Considerar
para o aco E = 210000 MPa e o = 12 x 1075(°C) ..

N L
AN e
~ At=48C L
N 800 mm L

Figura 9.3: Figura do exemplo 3

4. Calcular os esforgos normais de tragao nos tirantes BC e DE da es-
trutura da Figura 9.4. Todos os pesos préprios sao despreziveis e a
barra AB é rigida (nao sofre flexdo). Dados: BC (FEi, Ay, L), DE
(Ea, Ag, Lo).

Qc
E Az
A1 Lo
L1 E,
A E1
el oD OB
a b

Figura 9.4: Figura do exemplo 4

5. Seja o pilar de concreto armado da Figura 9.5 com armadura disposta
simetricamente em relacao ao eixo, sujeito a carga P de compressao.
Dados E,, A,, para o aco e E.,A. para o concreto. Calcular as tensoes
0, € 0. nos materiais. Dados 7, = 150 MPa,g. = 9 MPa, E, = 210
GPa, £, = 14 GPa,A, = 490 mm?, A. = 40000 mm?.
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P=400 N

/

Figura 9.5: Figura do exemplo 5

6. Um eixo é formado por um nicleo de aluminio (G; = 28 GPa),
diametro 50 mm, envolvida por uma coroa de ago de (G = 84 GPa),
diametro externo 60 mm, sendo rigida a ligacao entre materias. Repre-
sentar a variacao das tensoes tangenciais para um torque solicitante

de 1,5 kNm.

1,5 KNm T
X - ‘
oA [N
{ O Aluminio__ (_(O) _450mm | 60mn
/, Y

A C

Figura 9.6: Figura do exemplo 6

7. Dados, para o eixo da Figura 9.7: o eixo AC G7 = 28 GPa, 77 = 30
MPa, o eixo CB Gy = 84 GPa, 3 = 40 MPa; T, = 3 kNm e a
razao entre os diametro g—; = 2, pede-se calcular as reacoes em A e B,
dimensionar o eixo e calcular o angulo de torcao em C.

T =3KNm

1,6m 0,8m

Figura 9.7: Figura do exemplo 7

8. Calcular o diagrama de momentos fletores da viga da Figura 9.8.

9. Calcular a flexao maxima para a viga da Figura 9.9.
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N 2.0m " 4.0m ™

Figura 9.8: Figura do exemplo 8

5kN/m 10kN
Vovyovo vy '
JAY JAN JA\ AN
\\I \:\::\;\I:<<< ‘\\\\IT' N
N"20om O 3,0m N 20m

Figura 9.9: Figura do exemplo 9

9.1.1 Exercicios

1. Calcular as reacgoes de apoio na barra da Figura 9.10, dados P, = 5
kN e P, = 2,5 kN.

Resposta: H, = 4,25 kN e H, = 3,25 kN.

Ra

3a 4a 3a

Figura 9.10: Figura do exercicio 1

2. A barra ABCD da estrutura representada na Figura 9.11 é rigida
(nao flexiona). Os tirantes CE e DF sao de aluminio com modulo de
elasticidade 7 x 10* MPa e tem secao de circular com diametros de 10
mm CE e 12 mm DF. As dimensdes sao dadas (em mm) e a reagao
vertical no apoio B (em kN). Desprezar os pesos préprios. P = 10kN

Resposta: ocp = 145,5 MPa; opp = 194,0 MPa; A4 = 1,871 mm;
Vp = 65,37 kN.

3. Os tirantes 1 e2 da estrutura 9.12 tém areas de secao A1 e Ay, = 1,54,
e 0o mesmo comprimento L = 1,2 m. Dados: P = 120 kN, E; = 2x10°

MPa, 7 = 180 MPa, F; = 1,4 x 10> MPa, 73 = 110 MPa. Calcular
Al) A27 01, 02 € A[/B

Resposta: 394 mm?, 591 mm?, 78,74 MPa e 1,8 mm.
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450 300 200

A B C D
|
e
P
600 750
E
i F
4>
Figura 9.11: Figura do exercicio 2
s %/
2 1
1,2m 1,2m
A B C
\ "
|
1,5m 0,5m 0,4m

Figura 9.12: Figura do exercicio 3

4. Um pilar de 2,8 m de altura, é constituido por um perfil I de aco,
cuja area de secao é 68,5 cm?, coberto por concreto, ver Figura 9.13.
o pilar esta sujeito a uma carga P axial de compressao. Os pesos
sao despreziveis e as deformacoes sao elasticas proporcionais. Sao
dados: 7, = 162 MPa, 5, = 15 MPa, £, = 2,1 x 10° MPa, E, =
1,75 x 10* MPa. Calcular o valor méximo admissivel de P e os valores
correspondentes das tensoes o,, 0. do encurtamento do pilar.

Resposta: P = 3177 kN, o, = 162 MPa, 0. = 13 MPa, e AL = 2,16
mm.

5. Calcular as tensoes no cobre e no aluminio da peca 9.14 para o au-
mento de temperatura de 20°C. Dados E,, = 1,2 x 10° MPa, E, =
0,7 x 10° MPa, a, = 16,7 x 10°(°C)™1, a, = 23 x 10°(°C)~!

Resposta: o. = 14,5 MPa e o, = 54,5 MPa.

6. A peca sujeita a cargas axiais P = 30 kN aplicadas em B e C e
a um aumento de temperatura de 30°. Dados E = 210 GPa, a =
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400mn

[

Figura 9.13: Figura do exercicio 4

Cobre, &, = 75ch

Aluminio Sy = 20c

\
Y

60cm B 40cm

Figura 9.14: Figura do exercicio 5

11,7 x 1075(°C)~! e as dreas das secoes 500mm? em AB e CD, e
750mm? em BC, representar a variacao do esforco normal e da tensao
normal ao longo do comprimento.

Resposta: Compressao de 81,43 MPa em BC e de 62,14 MPa em AB
e CD.

15cm 15cm
5¢ 45cm L]

Figura 9.15: Figura do exercicio 6

. O eixo engastado em A e B, de secao circular constante, esta sujeito
aos torques 771 = 1,3 kNm em C e 15 = 2,6 kNm em D, conforme a
Figura 9.16. Dado 7 = 30 MPa, pede-se calcular as reacoes em A e B,
dimensionar o eixo e calcular os valores correspondentes das tensoes
maximas em cada trecho.

Resposta: T4 = 1,625 kNm e Tz = 2,275 kNm, 745 = 21,3 MPa,
e = 4,25 MPa e 745 = 29,8 MPa.

. Calcular o angulo de tor¢ao C x A e representar a variacao das tensoes
de cisalhamento em cada trecho do eixo. Em BC o nitcleo interno
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A
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Figura 9.16: Figura do exercicio 7

(material 1), e a luva (material 2) sao rigidamente ligados entre si.
Dados Dy = 100 mm, Dy = 150 mm, G; = 70 GPa, G5 = 105 GPa e

o torque de 7' = 12 kNm.
Resposta: 8 = 0,02115 rad, ; = 61,11, » = 19,4 MPa.

T D1 G

\
100cm 150cm

Figura 9.17: Figura do exercicio 8

9. Calcular a flecha méxima para a viga da Figura 9.18.

2kN/m 3kNm 10kN
FV 30y N broe
A JAN A A
N 2.0m ™ 2,0m D 20m

Figura 9.18: Figura do exercicio 9

10. Desenhe o diagrama de momento fletor para a viga da Figura 9.19.

3kN/m 15kN KNI

BEERE y -

JAN JAN A
N 15m ™ 2,0m N

Figura 9.19: Figura do exercicio 10
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