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Michéle Farage Produto de inércia de areas

O momento de inércia de uma area é diferente para cada
eixo em relacdo ao qual ele é calculado.

Em algumas aplica¢bes estruturais ou mecanicas é preciso
conhecer a orientacdo dos eixos em relacao aos quais se tem,
respectivamente, o maximo e o minimo momentos de inércia.

Para este fim, é necessério calcular o produto de inércia e os
momentos de inércia da drea em relacdo a um par de eixos
X,Y.
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Michele Farage Defi n igéo

O Produto de inércia de um elemento de drea dA localizado
no ponto de coordenadas x, y é: dl,, = xydA
Entdo, para a drea A, o produto de inércia é:

Ly = / xydA
A
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Michsle Farage Caracteristicas

O produto de inércia tem unidade de comprimento elevado a
quarta poténcia.

Pode ser: positivo, negativo ou nulo (quando x ou y é um
eixo de simetria).

-Ixy 'Ixy

Ixy _ -Ixy
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Michile Farage Teorema dos eixos paralelos

by = [yda= [ <+ 200"+ 8,)dA
A A
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by = / xydA = / (¢ + D) + A,)dA
A A

le:/x’y’dA+AX/y'dA+Ay/X'dA+AxAy/dA
A A A A
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Michile Farage Teorema dos eixos paralelos

by = / xydA = / (¢ + D) + A,)dA
A A

le:/x’y’dA+AX/y'dA+Ay/X'dA+AxAy/dA
A A A A

Ixy = 7x/y/ + AAXAy
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Michle Farage Exem P | (0]

Determinar /,, empregando o teorema dos eixos paralelos.
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Exercicio proposto

Determinar o produto de inércia da drea da se¢do transversal

da viga mostrada abaixo em relacdo aos eixos que passam
pelo centrdide C.

a = 4in
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

S30 empregadas leis de transformac3o que relacionam os
momentos e o produto de inércia de uma 4rea em relacdo a
um par de eixos inclinados u e v com os relativos a um
sistema Xx,y.
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

S30 empregadas leis de transformac3o que relacionam os
momentos e o produto de inércia de uma 4rea em relacdo a
um par de eixos inclinados u e v com os relativos a um
sistema Xx,y.

in 0
y s\ 0
x €08
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relacdo a eixos inclinados
in 0
y 8

x cos &
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

Leis de transformacao:

u=xcost + ysinf
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcost + ysinf

v =ycosf — xsinf
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosfl — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v3dA
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relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf

Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = u*dA
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
dl,, = uvdA
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
dly, = uvdA = (x cos @ + ysin6)(y cos @ — xsin0)dA
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
dly, = uvdA = (x cos @ + ysin6)(y cos @ — xsin0)dA

Expandindo e integrando:
l, =1, cos® 0 + ly sin 20 — 21,y sinf cos t
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relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
dly, = uvdA = (x cos @ + ysin6)(y cos @ — xsin0)dA

Expandindo e integrando:
l, =1, cos® 0 + ly sin 20 — 21,y sinf cos t

I, = I, sin?0 + ly cos? 0 + 21,y sinf cos
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

u=xcosf+ ysinf v =ycosf — xsinf
Momentos e produto de inércia de dA em relacdo a u e v:
dl, = v2dA = (y cosf — xsin §)2dA
dl, = 1?*dA = (xcosf + ysin§)2dA
dly, = uvdA = (x cos @ + ysin6)(y cos @ — xsin0)dA

Expandindo e integrando:
l, =1, cos® 0 + ly sin 20 — 21,y sinf cos t

I, = I, sin?0 + ly cos? 0 + 21,y sinf cos

lyy = Ixsinfcos® — I, sinf cos§ + Ixy(cos2 0 — sin? 0)
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados

Identidades trigonométricas:
sin20 = 2sinf cosf e cos 26 = cos? § — sin? @

I+ 1 Iy —
= Y

/ )
> 5 ycos29—lxysm29

lu
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados
Identidades trigonométricas:
sin20 = 2sinf cosf e cos 26 = cos? § — sin? @

L+ 1 I, — )

l, = —;y + > ycos26—lxysm29
I+ 1 L — 1 .

I, = —; A 5 Y c0s 26 + I,y sin 20
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em
relacdo a eixos inclinados

Identidades trigonométricas:

sin20 = 2sinf cosf e cos20 = cos? § — sin® 0

L+ 1 Iy — 1 .
l, = Zy+ > ycos26—lxysm29
L+ 1 I —1 .
I, = —; A 5 Y c0s 26 + I,y sin 20
L—1, .
Iy, = sin 20 + I, cos 20

Momento polar de inércia em relagdo ao eixo z que passa
pela origem O:
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em
relacdo a eixos inclinados
Identidades trigonométricas:
sin20 = 2sinf cosf e cos20 = cos? § — sin® 0

L+ 1 Iy — 1 .
l, = Zy+ > ycos26—lxysm29
L+ 1 I —1 .
I, = —; A 5 Y c0s 26 + I,y sin 20
L—1, .
Iy, = sin 20 + I, cos 20

Momento polar de inércia em relagdo ao eixo z que passa
pela origem O:

JO:lu+lv:
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relacdo a eixos inclinados
Identidades trigonométricas:
sin20 = 2sinf cosf e cos20 = cos? § — sin® 0

L+ 1 Iy — 1 .
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Rhcheiclianacs Produto de inércia de uma area em

relacdo a eixos inclinados
Identidades trigonométricas:
sin20 = 2sinf cosf e cos 26 = cos? § — sin? @

L+ 1 Iy — 1 .
l, = —; Y 4 > ycos26—lxysm29
L+ 1 I —1 .
I, = —; A 5 Y c0s 26 + I,y sin 20
L—1, .
Iy, = sin 20 + I, cos 20

Momento polar de inércia em relagdo ao eixo z que passa
pela origem O:

Jo=1l,+ 1, =L+,

Jo independe da orientacdo dos eixos. u e .v.
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Michele Farage Momentos principais de inércia de uma
area

S30 os valores méximos e minimos dos momentos de inércia
da drea em relacdo a eixos com origem em um determinado
ponto O - eixos principais de inércia.

e+

_ _
> + > ycos26—lxysm29

lu
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area

S30 os valores méximos e minimos dos momentos de inércia
da drea em relacdo a eixos com origem em um determinado
ponto O - eixos principais de inércia.

I+ 1 Iy — 1 .
l, = Zy+ > ycos26—lxysm29

dl L—1, .
Tg = —2% sin20 — 2/, cos20 = 0
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Momentos principais de inércia de uma

area

S30 os valores méximos e minimos dos momentos de inércia
da drea em relacdo a eixos com origem em um determinado
ponto O - eixos principais de inércia.

lu

dly
do
dly
do

bl bl

> > Y cos26 — lyy sin 20

e — 1
—zi513m29—2gmm29:0

L—1, .
—27}/ sin20 — 2/,, cos20 =0
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Michele Farage Momentos principais de inércia de uma

area

S30 os valores méximos e minimos dos momentos de inércia
da drea em relacdo a eixos com origem em um determinado
ponto O - eixos principais de inércia.

I+ 1 Iy — 1 .
l, = Zy+ > ycos26—lxysm29
dlu IX _I .
- = —27}/ sin20 — 2/, cos20 = 0
dl, Ie—1, .
= —27}/ sin20 — 2/,, cos20 =0

—ly

tan20, = ———
M= —1)2
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area

Dada a origem O, os eixos principais de inércia tém
orientacdo definida pelo angulo 6.

— IXy

B2 = =12

Ixy

. (Ix-Iy)/2

£V
20p;
-

|
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Momentos principais de inércia de uma

_ area
Para 0, : sin20p, = =
P1 <’x—ly>2+/2
xy
=1,
cos 20, =




MECANICA

Michele Farage

Para 0p,:

Para 0,,:

Momentos principais de inércia de uma

I
sin 20, = Xy2
(%5") +5
=1
cos 20, = );
2/ (52) +
lyy
sin20,, = >
(") +4
L= 1
cos20,, = — =7

area
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Michele Farage Momentos principais de inércia de uma
| area
. . xy
Para 0, sin20p, = 2
(55%) + 13
Iy =1
cos 20, = o );
2/ (52) +
Para 0,: /
’ sin20,, = Xyz
l—1
()%
Iy =1
cos20,, = — a2




MECANICA

Michele Farage

Momentos principais de inércia de uma

. by area
Para 0, sin20p, = — ]
ek
cos 20, = X );
2/ (52) +
Para 0,,: |
& sin20,, = Xyz
I—1
()5
Iy =1
cos20,, = — a2
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Michele Farage Momentos principais de inércia de uma
| area
xy

Para 0, sin20p, = —
( xg y + I)%y
Iy =1
cos 20, = = );
2/ (52) +
Para 0, /
’ sin20,, = Xy2
(") +4
Iy =1
cos 20, = =7

I+ 1, le—1,\?
max — —= + i I2
Imin 5 \/< 5 + Xy

l,, = 0 — todo eixo de simetria é eixo principal de inércia.
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Michéle Farage Exemplo

Determinar as orientacdes dos eixos principais de inércia
passando pelo centréide da secao L e determine os
momentos de inércia maximo e minimo correspondentes.

10

<] (< 2.5
M = .0 mm

y
ol
I

[
|
|
[
[
|
I
|

50 mm

10 mm

4 40 mm -
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Michle Farage RaiO de giragﬁo

Raio de giracao de uma area plana é uma grandeza usada
em projetos de colunas (pilares). A definicdo é dada por:

I
ke = 1] =
x A
I
ky:,/ﬁ
Jo
kg = 1/ 2
0 A

O raio de giracdo é usado para calcular o indice de
esbeltez de barras, que define o comportamento do
elemento estrutural em problemas relacionados a
estabilidade (flambagem).



