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1 ANALISE DE AGRUPAMENTO (AA)

Procedimentos exploratdrios sdo bem uteis no entendimento da natureza complexa de
relagdo multivariada. Encontrar nos dados uma estrutura de agrupamento natural ¢ uma
importante técnica exploratéria. Isso porque agrupamentos podem fornecer um
significado informal para avaliar a dimensionalidade, identificar outliers e sugerir
hipoteses acerca da estrutura de relagdes dos dados. Em linhas gerais, a analise de
Agrupamentos (clusters) consiste em uma técnica de procedimentos exploratorios que
busca descobrir agrupamentos naturais de individuos (ou varidveis) a partir dos dados
observados, agrupando individuos com base na similaridade ou distancias

(dissimilaridades).

Nessa técnica, a ideia ¢ maximizar a homogeneidade de individuos dentro de grupos, ao
mesmo tempo em se maximiza a heterogeneidade entre os grupos. A escolha do método
de cluster a ser utilizado ¢ balizada por duas questdes: i) Como medir as similaridades

entre individuos? ii) Como agrupar individuos semelhantes?

1.1  Objetivos principais

Tem por objetivo de particionar um conjunto de elementos em dois ou mais grupos
(clusters) com base na similaridade dos elementos a partir de um conjunto de
caracteristicas especificadas (variaveis aleatdrias).

Esse método possui trés aplicagdes mais comuns:

a) classificacdo de elementos (taxonomia): identificacdo de grupos naturais dentro
dos dados;




b) simplificacdo de dados: a capacidade de analisar grupos de observagdes
semelhantes em vez de todas as observagdes individuais;

c) identificacdo das relacdes entre os elementos: a estrutura simplificada de anélise

de cluster retrata relacdes nao reveladas.

1.2 Quando usar a técnica

Deve-se usar essa técnica quando a preocupagdo principal ¢ dividir os elementos da
amostra (ou populagdo) em grupos, de forma que os elementos de um mesmo grupo sejam
homogéneos com relagdo as varidveis estudadas e os elementos em grupos diferentes

sejam heterogéneos em relacdo a estas mesmas variaveis.

2 MEDIDAS DE DISSIMILARIEDADES E SIMILARIDADES
A semelhanca entre os individuos pode ser medida de acordo com suas similaridades ou,

em sentido oposto, por suas dissimilaridades, chamadas de distdncias no espago das

variaveis. Quando os individuos sdo agrupados, a proximidade ¢ usualmente indicada por

algum tipo de distancia. Vale ressaltar que isto difere do agrupamento de variaveis, que

usualmente ¢é feito com base de medidas de associagao.

2.1 Medidas de dissimilaridades (distancias) para variaveis quantitativas

Considere o vetor aleatorio, X', =[X,, X ,,..., X, ], composto por p variaveis para cada
elemento j das n observagdes da amostra. Assim, utiliza-se uma das medidas de
dissimilaridades ou distdncia, que quanto menor o seu valor, mais similares sdo os
elementos comparados:

a) Distancia euclidiana:

» el
0, 3) =100 =X = S0 -3 | e

1

1.e., dois elementos sdao comparados em cada varidvel i.

b) Distancia generalizada ou ponderada:




d(Xzan):[(Xz_Xk)'A(Xz_Xk)]% (=D
se
A=1=>d(-) éuma euclidiana.
A=S"=d(-) éumaMahalanobis.
A=diag(1/ p)=>d(-) éuma euclidiana média.

em que 4 ¢ a matriz de ponderagdo. A sua escolha reflete o tipo de informagdo a ser

utilizada na ponderacao das diferencas das coordenadas dos vetores comparados. Se ainda

A=diag(S}?)™", leva em consideragdo somente a diferenga de variabilidade entre as

varidveis (S” é variancia amostral da i-ésima variavel). J4 quando 4=S"", pondera as

possiveis diferencgas de variancias e covariancias entre as variaveis.

¢) Distancia de Minkowsky

!

P
d(Xl’Xk)=|:zWi|Xi1_Xik|ﬂ:| (=)
i1

se
A=1=d(-) éuma city-block ou Manhattan

A=2=d(-) éuma euclidiana.

em que w,'s sdo os pesos de ponderagdo para as variaveis. A métrica de Minkowsky ¢

menos afetada pela presenca de outliers do que a distiancia euclidiana.

As distancias entre os elementos sdo armazenadas em uma matriz de distancias:

0 dl 2 dl 3 d14

D = O d23 d24

(nxn) O d34
0

em que dy representa a distancia do elemento / ao elemento £.

d) Métrica de Canberra




e) Coeficiente de Czekanowski

2Zp:min(Xﬂ - Xu)
d(X,X,)=1-—=L (=)
Z(Xil +Xik)
i=1

Para o calculo da A métrica de Canberra ¢ o coeficiente de Czekanowski, as variaveis

devem ser ndo negativas somente.

2.2 Medidas de similaridades para variaveis qualitativas
Em muitas situagdes, a pesquisa envolve a andlise de variaveis qualitativas. Para tanto,
ha duas alternativas:

1.  transforma-as em quantitativas e, em seguida, usa-se as medidas de distancias;

ii.  trabalha-se com coeficientes de similaridades e, posteriormente, comparam-se 0s

elementos de acordo com a presen¢a ou auséncia de certas caracteristicas.

Para entender o problema de quando se tém variaveis qualitativas, considere 5 variaveis

binarias:
Variaveis
1 2 3 4 5
Item / 1 0 0 1 1
Item k 1 1 0 1 0

Existem dois pares (1,1), um par (0,0) e dois pares incompativeis (0,1;1,0). Logo o
quadrado da distancia fornece 0 mesmo niimero de itens dissimilares:

5

(X, —X,) =(1-1)%+(0-0)>+(0-1)* +(1-0)* =2
i=1
Em geral, deve-se comparar os elementos de acordo com a presenca ou auséncia de certas
caracteristicas. Elementos “parecidos” devem ter em comum mais itens similares que
dissimilares. No exemplo acima, os pares (1,1) e (0,0) sdo ignorados no computo da

distancia na sua versdo original.



Considere o esquema abaixo, que organiza a frequéncia de similaridades e

dissimilaridades para os elementos / e k.

Elemento &
1 0 Total
1 a b a+b
Elemento /
0 c d ct+d
Total atc b+d p=a+b+tc+td

Neste esquema, a representa a frequéncia do par (1,1), b a do par (1,0), e assim por diante.
A partir disso, conforme o quadro abaixo de Johnson e Wichern (2002, p.674), pode-se

desenvolver os coeficientes de similaridades para o agrupamento dos itens.

Coefficient Rationale
+d .
- Equal weights for 1-1 matches and 0-0 matches.
P
2(a+d
2 # Double weight for 1-1 matches and 00 matches.
2(a+d)+b+c
vl ; =
Yo m————————— Double weight for unmatched pairs.
@ e it BB A=)
4.2 No (-0 matches in numerator.
P
e . & No 0-0 matches in numerator or denominator.
at+btec (The 0-0 matches are treated as irrelevant.)
) 2a . .
B oo No 0-0 matches in numerator or denominator.
2a+b+ec Double weight for 1-1 matches.
7 W — No 0-0 matches in numerator or denominator.
a+2(b+c) Double weight for unmatched pairs.
a
8. Ratio of matches to mismatches with 0-0 matches
b+e excluded.
*[p binary variables; see (12-7).]

Pode-se destacar e exemplificar alguns deles, como segue:

a) concordancia simples: considera os pares concordantes, (1,1) e (0,0), em relagdo

ao total de pares.

s(Lk)= atd = exemplo anterior : % =0.6

1 5(-) =7 similaridade



b) concordancia positiva: considera somente o par (1,1), pois (0,0) nao

necessariamente representa concordancia (ideia do caso contrario).

s(lk)= N exemp lo anterior : % =04
p

T s(-) =7 similaridade

¢) concordancia de Jaccard: considera a propor¢do do par (1,1) em relacao ao total

de pares diferentes de (0,0).

s(l,k)= 4 o exemplo anterior : 2 =0.5
a+b+c 4

1 5(-) =71 similaridade

d) distancia euclidiana média, um indice de dissimilaridade.

b
d(l,k)= (C+bJ = exemplo anterior : \/% =0.63
p

1 d(-) =7 dissimilaridade ou ¥ similaridade

em que s(/,k) =1-d(-)* = similarida de simples

2.3 Medidas de similaridades para variaveis quantitativas
Qualquer medida de distancia usada para variaveis quantitativas pode ser transformada

em um coeficiente de similaridade.

s(Lky=1-d"(1,k)

d(l,k)—min(D)
max( D) —min(D)

em que : min( D) € o menor e max( D) ¢ o maior valor dos elementos fora da diagonal de D.

d’(1,k)=

2.4 Alternativas com varidveis quantitativas e qualitativas



Uma situagdo comum ¢ quando p varidveis quantitativas e g variaveis qualitativas sao
observadas nas n observagdes. Assim, pode-se escolher:

a) transformar as varidveis qualitativas em quantitativas ao atribuir valores

numéricos as categorias (ad hoc). Em seguida, utiliza-se uma das medidas de
distancia para comparar as p+q variaveis;

b) transformar as varidveis quantitativas em qualitativas categorizando os seus

valores por algum critério. Depois disso, utiliza-se uma das medidas de

similaridade para comparar as p+¢g variaveis.

c) construir medidas de semelhanca mistas e utilizd-las para a comparacdo dos
elementos amostrais. Elabora-se uma combinacdo linear entre os dois tipos de
variaveis (p € q).

c(l,k)y=w,c,(,k)+ao,c, k)

em que

o, = P e o =-1 ;ec, () ec,()slocoefientes de similaridade.
pP+q +q

q

A definicao dos pesos de ponderagdo, @, permite que os coeficientes estejam no

mesmo intervalo de variagdo. Para manter os coeficientes, c,(-) € ¢,(-), na

mesma dire¢do e o mesmo padrio, usa-se s(/,k)=1-d (I,k) no caso das

variaveis quantitativas.

d) Coeficiente de Gower (1971): para cada variavel j, considera-se um coeficiente

de semelhanga, s;, em um intervalo [0,1]. Comparando os elementos / e £, a

similaridade entre os mesmos ¢ dada por:

S (ks (1)
d(lk)y=|

em quel,(/,k) € uma variavel igual alse/ ek podemser comparados segundo a

variavel X ;o

Por exemplo, se existir 6 variaveis, porém para / somente ha os valores de 4

variaveis, entdo a comparagao de / e k sera feita justamente entre as 4 variaveis. Para



usar esse coeficiente, € preciso transformar as medidas de distancia das variaveis

quantitativas em medidas de similaridades.

2.5 Medidas de similaridades para pares de variaveis
Ao invés dos elementos, as varidveis serdo agrupadas. Para tanto, geralmente usa-se os
coeficientes de correlagdo amostral. Entretanto, em algumas aplica¢des, correlagdes

negativas sao substituidas por valores absolutos.

Quando as variaveis sdo bindrias, os dados podem ser agrupados na forma de tabela de

contingéncia. As variaveis, ao contrario dos itens, delineiam as categoriais.

Variavel k&
1 0 Total
1 a b a+b
Variavel [/
0 c d ctd
Total a+tc b+d n=a+b+c+d

A correlagdo aplicada para as variaveis bindrias é:

ad — bc
[(a+b)c+d)a+c)b+ d)]%

r(l,k) =

Esse nimero pode ser tomado como uma medida de similaridade entre duas varidveis.
Essa correlagio ¢ relacionada a uma estatistica qui-quadrada (7*> = y°/n) para testar a

independéncia de duas variaveis categoricas. Para n fixado, a grande similaridade ¢

consistente com a auséncia de independéncia.

3 TECNICAS HIERARQUICAS DE AGRUPAMENTO
Essas técnicas se dividem entre Hierdrquicas (aglometarivas e divisivas) e ndo

hierarquicas. As técnicas ndo hierdrquicas, nimero g de grupos ja deve ser pré-

especificado. J4 as hierarquicas procuram identificar agrupamentos e o provavel nimero
g de grupos, por prosseguir por uma série de fusdes sucessivas (aglomerativas) ou uma

série de sucessivas divisoes (divisas).



Nos métodos hierdrquicos aglomerativos, os elementos sdo inicialmente agrupados por

suas similaridades, cujos grupos, em etapas posteriores, sio combinados de acordo com
as suas semelhancas. Eventualmente, como a semelhan¢a diminui, todos os subgrupos

sdo fundidos em um Unico cluster.

Por sua vez, os métodos hierdrquicos divisivos trabalham na dire¢do oposta. Um tnico

grupo de elementos ¢ divido em dois subgrupos dissimilares. Esses subgrupos sdao, em
seguida, subdivididos em mais subgrupos dissimilares. O processo continua até que cada

subgrupo seja o proprio elemento amostral.

Os resultados de ambos os métodos, aglomerativos e divisivos, podem ser observados em

um diagrama de duas dimensdes: dendograma. O dendograma ilustra as fusdes ou

divisdes que tém sido feitas em niveis sucessivos.

3.1 Técnicas hierarquicas aglomerativas (populares)
A seguir serdo apresentadas a técnicas mais populares, como single linkage (distancia
minima), complete linkage (distincia maxima), e avarege linkage (distancia média).

Cluster distance
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Figure 12.2 Intercluster distance (dissimilarity) for (a) single linkage, (b) complete
linkage, and (c) average linkage.



M1. Single linkage: a similaridade entre dois grupos ¢ definida pelos elementos mais
proximos, 1.e., entre aqueles cuja distancia ¢ minima. Inicialmente o algoritmo agrupa
dois elementos em um cluster (UV) conforme distdncia minima, Min[D ={d, }]. As
distancias entre esse cluster (UV) e outro qualquer (W) sdo computadas pelo critério
dyyyy =min{d,, ,d,, } . Em seguida, o passo se repete até que todos os elementos

estejam contidos em um unico cluster. O exemplo 12.4 Johnson e Wichern (2002, p.681-

682) apresenta bem os passos dessa técnica, cuja matriz de distancia é:

1[0
(35[0
209 0 (135)[0
1{(3) o (135)[ 0
D =313 7 0 = = 2 |7 0 =
(nxn) 2 7 9 O (24) (6) O
46 5 9 0 4 16 (5 o] =1 =
4 8 6 5 0 7 Passo4
511 10 (2) 8 0 o ! Passo3

Passol
Os elementos 3 e 5 sdo fundidos em um Unico grupo, pois min(d,, ) =d,; =2 . Esse novo
grupo (35) passa a ter as seguintes distancias minimas:
d 35, =min(ds,,d ) =min(3,11) =3; d ;5, =min(d,,,ds)) =7; d;s5, =min(d;,.d;,)=8
, de acordo com a matriz do passo 2. Em seguida identifica-se a menor distdncia na matriz
do passo 2, min(d,)=d s, =3, gerando um novo grupo (135) e preservando as
distancias minimas entre os elementos (35) e (1). No passo 4, observa-se a formacgao de
dois clusters: (135) e (24) de tal modo que os mesmos serdo agrupados pela

min(d,, ) =d 35,4 =4. O dendograma abaixo ilustra a sucessdo de construgdo dos

clusters no referido exemplo.

Distance
I

0L . ®
1 3 5 2 4

Objects
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M?2. Complete linkage: procede do mesmo modo que a técnica anterior, com uma
importante excecao. As distancias dos novos clusters sao computadas pelo critério de
maior distancia entre os elementos combinados, i.e., d,,, =max{d,, ,d,, }. Isto
assegura que todos os elementos em um cluster estdo dentro de uma méaxima distancia

(ou minima similaridade) de cada outro. Resumidamente, o agrupamento em cada estagio

¢ feito entre os elementos que apresenta o menor valor da distdncia maxima. Usando a

mesma matriz do exemplo anterior:

1[0
(35[0
209 0 (35[0
1|11 0 (35 [ 0
=33 7 0 = = 1|10 O =
(nn) 2110 9 0 (124)| (11) ©
46 5 9 0 Q11 (9) o] =L ©
419 6 (5 0 , Passod
511 10 (2) 8 0 —— , Passo3

Passol

Os elementos 3 e 5 s@o fundidos em um Unico grupo, pois min(d, ) =d,; =2 . Esse novo
grupo (35) passa a ter as seguintes distancias maximas:
d 55, =max(dy,,ds) =max(3,11)=11; d 5, =max(d;,,ds,)=10; d;5, =9, conforme
a matriz do passo 2. Posteriormente, observa-se a menor distancia na matriz do passo 2,
min(d, )=d,, =5, gerando um novo grupo (24) com distdncias maximas entre os
elementos (2) e (4). No passo 4, nota-se a formacao de dois clusters: (35) e (124) de tal

modo que os mesmos serdo agrupados conforme min(d,)=d ;s ,, =10. Essas

sucessivas formagdes de agrupamentos estdo ilustradas no dendograma abaixo.

—
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M3. Average linkage: segue os mesmos passos, porém para computar as distancias de
cada cluster formado, utiliza-se a distancia média entre os seus membros € os demais

elementos amostrais:

em que d,, ¢ a distancia entre o elemento / no cluster (UV) e o elemento & no cluster W; e

Ny, € Ny, sdo os numeros de elementos contidos no cluster (UV) e W, respectivamente.

MA4. Centroid method: a distancia entre dois clusters é definida como sendo a distancia

entre os vetores de médias (centroide) dos grupos comparados.
d(UV)W = ()?UV_‘YW )'()?UV - XW)

que ¢ a distancia ao quadrado entre os vetores de médias X, € X,. O agrupamento em

cada passose da pelo menor valor da distancia.

Contudo, para fazer o agrupamento € necessario voltar aos dados originais e a cada passo

para o célculo da matriz de distancias.

3.2 Método de agrupamento hierarquico de Ward (1963)

A parti¢do “desejada” ¢ aquela que produz os grupos mais heterogéneos possiveis entre
si € 0 mais possivel homogéneo internamente. Quando se passa de (n-k) para (n-k-1)
clusters, a qualidade de parti¢do decresce, pois o nivel de fusdo aumenta e o nivel de
similaridade decresce. Ou seja, a variagdo (diferencas) entre grupos diminuem e as

dissimilaridades (variacao) dentre dos grupos aumentam.

C1 U Cz ST ~L;t entre oS grupos (Cl,cz)
1% dentro do grupo (C)
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Ward procurou minimizar as “perdas de informacao” diante da juncao de dois grupos. Ou
melhor, o autor prop0s um tratamento para essa “mudanga de variagao” nos dois casos
(inter e intragrupo). Para um cluster i, £SS; ¢ a soma dos desvios de cada elemento no
grupo em relacdo a média do grupo (centroide):

SS, :Z(Xy _‘}?i.)(Xij _)?i.)

J=1

sendo n, o nimero de elementos no cluster i.

Sk
No passo k, a soma de quadrados total dentro dos grupos ¢ SSR = ZSSi . Ja a distancia

i=l
entre os clusters ¢ definida como:
(6| T, - (X - )
n,+n,

que ¢ a soma dos quadrados entre os cluster C, e C,.

Em cada passo do algoritmo de agrupamento, os dois clusters que minimizam esta
distancia sdo combinados. Esta medida de distancia ¢ a diferenca entre o valor de SSR
depois e antes de combinar os dois c/usters num unico conglomerado. Assim, em cada
passo o método combina os 2 clusters que resultam no menor valor de SSR. Ademais,

diferentemente do método de centroide, o de Ward considera a diferenca dos tamanhos

~ —1
dos grupos em comparagao: (nlni )(”z +”,~) .

Importante: para o uso do método de Ward, basta que as p-varidveis sejam quantitativas

e passiveis, portanto, do calculo de médias.

3.3 Coeficiente de Lance e Williams (1967)

Os autores desenvolveram uma férmula de recorréncia que define, como casos especiais,

a maioria dos métodos hierarquicos bem conhecidos, incluindo todos os métodos

hierarquicos encontrados no Stata. A férmula de recorréncia de Lance-Williams ¢é:

13



dy = ady +a,d, + pdy +7ld,, —d,

em que

d; ¢ adistancia (ou dissimilaridade) entre o cluster i e o cluster j; d,,;, € a distancia entre
o cluster k € 0 novo cluster formado pela combinagdo do clusteri e cluster j; e o, ¢, f3,

e ¥ sdo parametros que sao conjuntos baseados em um método hierarquic o particular.

A formula de recorréncia permite, a cada novo nivel do agrupamento hierarquico, a
dissimilaridade entre o grupo recém-formado e o resto dos grupos a ser calculado a partir
das diferencas do agrupamento atual. Esta abordagem pode resultar em grandes
economias computacionais nos calculos de cada passo de hierarquia dos elementos
amostrais. Esta caracteristica da formula de recorréncia permite utilizar uma matriz de
similaridade ou dissimilaridade. A tabela abaixo expde os valores de parametros para

cada método hierarquico.

Clustering linkage method ; Ta 5% 6] y
Single - - 0 -5
Complete 1 1 0 1
E 3 ) 2
: n; nj
Averags 1 + T n; +n; 0 0
Weighted average % ?l: 0 0
. T L]
Centroid m e —~ iy 0
Median - l ~L 0
2 2 El
Ty T n; + ny — 7
Ward’s T4 Jr‘ n; +ny N + Ny + Ny g + 1y + Ny 0

A formula Lance-Williams, usada para o calculo de agrupamento hierarquico no Stata, ¢
convertida em medidas de dissimilaridade. Antes de realizar agrupamento hierarquico, o
software transforma as medidas de similaridade, tanto continuas e bindrias, para
dissimilaridades:
d(l,k)=1-s(l,k)

que ¢ usada transformar a partir da similaridade para uma medida de dissimilaridade, e
de volta. Ha dois intervalos possiveis para essa formula. Medidas de similaridade variam
de 0 a1, resultando em dissimilaridades de 1 a 0. Também, podem as similaridades podem

variar de -1 a 1, resultando em dissimilaridades de 2 a 0. Para variaveis continuas, o

14



sofiware fornece medidas de dissimilaridades L, e L. A primeira, L,, ¢ usada para os
métodos de ligagdo tradicionais (simples, completo e média). Ja para outros métodos,

como o de Ward, utiliza-se L.

Lance e Williams (1967), Anderberg (1973), Jain e Dubes (1988), Kaufman ¢ Rousseeuw
(1990) e Gordon (1999) advertem sobre o uso de muitos tipos de medidas de similaridade
e dissimilaridade, apontando que o melhor ¢ usar o padrao, que ¢ distancia quadrada
euclidiana (ou distancia euclidiana), em vez de ter resultados com interpretacdes dificeis.
Na auséncia de uma familiaridade maior com os métodos hierarquicos, use a medida de

dissimilaridade padrao.

3.4 Comentarios gerais

Todos os métodos de agrupamento hierarquico seguem um algoritmo basico, porém com
0s seus proprios critérios (métrica). Como em muitos métodos de agrupamentos, as fontes
de erro e de variagdes ndo sdo formalmente consideradas em nenhum deles, o que torna
tais métodos mais sensiveis aos outliers (ou “pontos de ruidos”). Inexiste provisdo para a
realocacdo dos elementos que podem ter sido agrupados incorretamente em um estagio
anterior. Consequentemente, a configuracdo final de clusters deve sempre ser

cuidadosamente examinada, verificando se a mesma ¢ sensivel.

Uma boa ideia ¢ experimentar varios métodos. Se os resultados gerados sao
aproximadamente consistentes de um método com o outro, entdo, talvez, um caso de

agrupamento natural pode ter alcancado.

A estabilidade de uma solu¢do hierdrquica pode, algumas vezes, ser verificada, aplicando
pequenas perturbagdes nas unidades de dados e comparando os resultados entre o antes e
o depois do método de agrupamento. Se os grupos forem razoavelmente bem
distinguidos, os agrupamentos entre o antes ¢ o depois das perturbagdes devem se

aproximar ou concordar.
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Valores comuns na similaridade ou na matriz de distancia podem produzir multiplas
solucdes para um problema de agrupamento hierarquico. Ou seja, os dendogramas
correspondentes aos diferentes tratamentos podem gerar similaridades diferentes,
particularmente em niveis menores. Isto ndo € um problema inerente de qualquer método,

em vez disso, multiplas solugdes ocorrem para certos tipos de dados.

Multiplas solugdes ndo necessariamente sao ruins, mas o usudrio necessita conhecer as
suas existéncias de maneira que os dendogramas, com os diferentes grupos formados,

possam ser corretamente interpretados.

Tais métodos também podem provocar inversdes, que ocorrem quando um elemento se
junta a um cluster existente em uma distancia menor que na consolidacao anterior. Veja
as figuras abaixo. No painel (i), o método de agrupamento junta A e B em uma distancia
20. No proximo passo, C ¢ adicionado ao cluster (AB) a uma distancia 32. Devido a
natureza do algoritmo de agrupamento, D ¢ adicionado ao grupo (ABC), a uma distancia
de 30, inferior a distancia a qual se juntou C (AB). Em (i) a inversdo ¢ indicado por um
dendrograma com cruzamento. Em (ii), a inversdo ¢ indicado por um dendrograma sem

escala ordenada de distancia (ndo monotonica).

32 304
Ei= 2

A B C D A B C D
(i) (i)

Inversdes podem ocorrer quando ndo existe uma estrutura de cluster clara.
3.4.1 Comparacgoes dos métodos

Apods a apresentagdo dos métodos hierdrquicos mais tracionais, torna-se oportuno

compara-los de forma simples e direta.
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a) single linkage: pode gerar estruturas geométricas diferentes, mas € incapaz de
delinear grupos pouco separados.

b) complete linkage: tende a gerar clusters de mesmo didmetro e isolar os outliers
nos primeiros passos.

c) avarege linkage: tende a gerar clusters de mesma variancia interna, produzindo
melhores parti¢des.

d) Método de Ward: tende a gerar clusters com o mesmo numero de elementos,

baseado nos principios de analises de variancias.

Os trés métodos, (a), (b) e (c), s@o aplicaveis as variaveis quantitativas e qualitativas,

enquanto que o método de Ward aplica-se somente para variaveis quantitativas.

Importante: a consisténcia entre as solu¢des obtidas pelos métodos pode ndo ocorrer se

ha um grande nimero de dados e variaveis.

4 ONUMERO DE CLUSTER DA PARTICAO FINAL
Existem basicamente 7 procedimentos para alcancar o niumero de cluster numa particao
final, a saber:

a) Analise do comportamento do nivel de fusdo (distancia);

b) Analise do comportamento do nivel de similaridade;

¢) Analise da soma de quadrados entre grupos: coeficiente R?;

d) Estatistica Pseudo F;

e) Correlacao semiparcial (Ward);

D Estatistica Pseudo T?;

g) Estatistica CCC (Cubic Clustering Criterion);

4.1 Nivel de fusdo

Quando se avanca os estagios de agrupamentos, a similaridade entre os clusters existentes
diminui (aumenta a distancia). Pode-se usar o dendograma ou construir um grafico entre
o numero de cluster e a distdncia (fusdo) do agrupamento em cada estagio. Se existir

pontos de salto relativamente grandes, os mesmos indicam que ja se alcangou o numero

final de clusters.
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4.2 Nivel de similaridade
Computa-se a medida abaixo para detectar pontos em que ha decréscimo acentuado na

similaridade dos grupos:

S, =[1-—% 1100 - jk=12,n
maxd

em que max {d it }é a maior distancia entre os z elementos de D no primeiro estagio.

Em geral, faixa de similaridade acima de 90% resulta num niimero muito grande de

grupos.

4.3 Coeficiente R?
Em cada estagio, pode-se calcular a soma de quadrados intergrupos e intragrupos da
particdo correspondente. Seja:

. L. D C .
X = (X“j X one Xipj),o vetor aleatdrio para o j - ésimo elemento do i - ésimo grupo;

X = ( X )_(ip.lo vetor de médias do i - ésimo grupo;

I.

X'= (XJ X,.. X, ),o vetor de média global.

Entdo, tem-se:

a) a soma de quadrados total:

sste=3"3(x, - X)(x, - ¥)

b) A sor;; 21; quadrados totalintragrupo (residual) :
SSR = issl. = iZ<X/ -X.)(x,-x,)

) A so;la de qu;(lir;_cllos totalintergrupos :
ssB=$n (X, - X)(¥, - X)

i=1

SSB
SSTc

Logo: R* =

Assim, quanto maior R’, maior a soma de quadrado entre grupos e menor a soma de
quadrados residual. Procure se héd algum “ponto de salto”, que deve ser o momento de

parada. Observe a queda de R’ quando o nimero de g grupos decresce.
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4.4 Estatistica Pseudo F
Clinski e Harabasz (1974) sugerem o célculo da estatistica F', definida em cada estagio

do agrupamento:

P SSB(g*-1)" _[n—g*}[ R J

- SSTe(n-g*)" g*—1 J1-R?
Se F apresentar um valor de maximo, logo g * ¢ a particdo ideal dos dados. Na pratica,
busque o maior valor de F, que relaciona com a menor significancia, rejeitando a
igualdade dos vetores de médias, i.e., leva a particdo com maior heterogeneidade entre os
grupos. A estatistica tem distribui¢do F com p(g*-1) e p(n-g*) graus de liberdade, quando
os n elementos sdo uma amostra aleatdria de uma distribui¢do normal p-variada e quando

os elementos sdo alocados aleatoriamente em grupos.

4.5 Correlacao semiparcial (Ward)

Se, em um passo do agrupamento, o conglomerado C, = C, UC,, entdo o coeficiente de

correlagdo semiparcial (ndo descrescente) é:

spR? = Bi_
SST.

le— el (_ _)?1.)'(_1'._)_(1)
n, +n,

em que B, ¢ a distancia intergrupos (Ward).

Para cada passo do agrupamento ¢ calculado o referido coeficiente, tragando um grafico
entre o passo ¢ o valor de coeficiente. Neste grafico, busca-se o ponto da curva em que

ocorre um salto maior que os restantes, que deve indicar o nimero de clusters e particdo

ideal.

4.6 Estatistica Pseudo T?

Proposta por Duda e Hart (1973) e sob um passo do agrupamento, C, =C, UC,, essa

estatistica definida como:
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PT? = By

>|x, - )?,_Hz +Y|%, _)?,_HZ (n, +n,—2)"
JjeC; C,

JjeC

emque”)?kj —)_(k.H: [(ij —)_(k.)(ij _)?k.)F

Essa estatistica teria distribui¢do F com p e (n;+n;-2) graus de liberdade. Contudo, na
pratica, alocagdo aleatéria nao ocorre, dada parti¢ao dos elementos por meio dos métodos
de agrupamento com critérios de similaridade. Em cada passo do algoritmo, o valor da
estatistica é calculado e um grafico que relaciona o passo versus o valor Pseudo T2. Esse
valor maximo relaciona-se com a menor probabilidade de significancia do teste,

rejeitando a igualdade dos vetores de médias com maior significancia.

4.7 Estatistica CCC (Cubic Clustering Criterion)

Essa estatistica compara o R calculado e o seu esperado, £/R’], supondo que 0s grupos
sdo gerados com uma distribuicdo uniforme p-dimensional. Quando os valores da
estatistica sdo positivos, os mesmos indicam que R’ > E/R?], i.e., a estrutura de cluster é
diferente da particdo uniforme. O nuimero de grupos da parti¢do final relacionado com

valores de CCC maiores que 3.

4.8 Resumo
O quadro abaixo expde um resumo dos 7 procedimentos em relagdo aos niameros de
passos de agrupamentos realizados. Veja a analise feita no Exemplo 6.8 da Mingoti (2005,

p.184 — 187).

Indicador Observacao
Nivel de fusao (distancia) Salto do 1D: parar no passo anterior
Nivel de similaridade Salto da |S: parar no passo anterior (= 90%)
Coeficiente R? Salto da | R2: parar no passo anterior (> 90%)
Estatistica Pseudo F Salto da | F: parar no passo anterior
Correlagdo Semiparcial (SPR?) Salto do 1 SPR2: parar no passo anterior
Pseudo T? (P.T?) Salto do | P.T?: parar no anterior ou vigente.
Estatistica CCC Salto do | CCC: parar no passo anterior
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5 TECNICAS NAO HIERARQUICAS DE AGRUPAMENTO
Tem por objetivo encontrar diretamente uma particdo de n elementos em k clusters,

atendendo a dois requisitos: 1) semelhanca interna e 1ii) isolamento dos clusters formados.

Para encontrar a melhor particdo de ordem £, € usado algum critério de qualidade da

particdo, ou seja, sao necessarios processos de investigagao das parti¢des possiveis.

As principais diferengas em relagdo as técnicas hierarquicas sao:

a) defini¢do prévia do namero de clusters;

b) em cada estagio, novos clusters podem ser formados por divisdo ou juncao de
clusters inicialmente definidos. Assim, ndo ¢ mais possivel a construcdo de
dendogramas;

c) os algoritmos sdo iterativos e tém uma maior capacidade de analise do conjunto
de dados.

Existem, por exemplo, técnicas como: k-Médias, Fuzzy c-Médias, redes neurais

artificiais.

5.1 Técnica de k-médias

MacQueen (1967) sugere essa técnica em que cada elemento amostral ¢ alocado para um
cluster que tem um centroide mais proximo (média). Tal técnica € composta pelos
seguintes passos:

a) escolher k centroides (sementes) para iniciar o processo de particao;

b) comparar cada elemento com o centroide inicial por um tipo de distancia (e.g.,
euclidiana). Os elementos sdo alocados aos clusters pelo critério de menor
distancia;

c) apos a alocacdo dos n elementos, recalcular os centroides para cada novo cluster
formado, repetindo o passo (b) a partir destes novos centroides.

d) repetir os passos (b) e (c) até que todos os elementos estejam bem alocados em

seus grupos (i.e., até que nenhuma realocagdo de elementos seja necessaria).

21



Veja o exemplo 12.12 em Johnson e Wichern (2002, p.695).

Nesse procedimento, a escolha das sementes iniciais influencia no agrupamento final.

Assim, seguem algumas sugestoes para essa escolha:

Sugestao 1: Use alguma técnica hierarquica para obter os k clusters iniciais. Depois disso,
calcule o vetor de médias de cada grupo, que serdo as sementes iniciais. Isto foi feito no

exemplo 12.12 em Johnson e Wichern (2002, p.695).

Sugestao 2: Escolha aletoriamente os & centroides iniciais (e.g. amostragem aleatoria
simples sem reposi¢cao). Em seguida, selecione m amostras aleatorias com k centroides e

repetir a amostragem m vezes €, no final, calculam-se os m centroides para cada grupo.
Sugestao 3: Escolha a varidvel de maior variancia dentre as p componentes do vetor X.
Posteriormente, divida o dominio da variavel em k intervalos. A semente inicial sera o
centroide de cada intervalo.

Sugestao 4: Escolha os k outliers identificados, que serdo as sementes iniciais.
Sugestao 5: Escolha prefixada (ad hoc) — nao muito recomendavel.

Sugestao 6: Selecione os k primeiros valores do banco de dados. Grande parte dos
softwares usa como padrdo esta sugestdo para atribuir as sementes iniciais. Em geral,
fornece bons resultados quando os elementos sdo bem discrepantes entre si. Assim, esta

sugestao nao ¢ recomendavel quando os elementos sao bem semelhantes.

Cabera o usudrio verificar o que esta ocorrendo com o seu banco de dados e rearranja-lo

de modo a obter os melhores resultados.
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Importante: no exemplo 7.1 da Mingoti (2005, p.194), a autora aponta que a solucao da
k—médias, utilizando como sementes iniciais a técnica de Ward, gera melhores

resultados que a solucdo e k~-médias, usando os quatro primeiros valores.

5.2 Técnica Fuzzy c-Médias
Também uma técnica iterativa e exige a definicao inicial de £ clusters. Sendo n elementos
e p variaveis aleatorias, busca-se a parti¢do que minimiza:

J :ii(“y‘)(ﬁd(Xj’Vi)

i=1 j=1

em que V; € o centroide ponderado do cluster i; m > 1€ o parametro de Fuzzy u,, € a probabilidade

1

do elemento X, de pertencer ao grupo de centroide V;; d (X i K) ¢ a distancia escolhida.

A fung¢éo ¢ minimizada quando as probabilidades, u,, sdo escolhidas como abaixo:

u, = em que V, =L
P2 d(X V)

k=1 Z (”y )ﬂ

J=1

: (d(X,aV,)J%"” _1 2 L),

Para encontrar solu¢@o final, deve-se ter os centroides e probabilidades iniciais, u,,

geradas de uma distribuicao uniforme [0,1]. Os centroides se modificam a cada iteragao
e o processo cessa quando a distancia entre os centroides de uma iteragdo em relagdo a

anterior € menor ou igual a um valor de erro € pré-estabelecido: d(V,,V,,,)<¢.

Na técnica Fuzzy, para cada elemento ¢ estimada a probabilidade de pertencer a um dos
c clusters. A parti¢do final alocara os elementos nos grupos de acordo com a sua maior
probabilidade, o que torna possivel identificar os elementos que se assemelham a mais de
um dos ¢ grupos. Em oposicao, a técnica de k-Médias gera uma parti¢ao na qual cada

elemento pertence a um unico cluster. Veja o exemplo 7.2. em Mingoti (2005, p.197).

5.3 Comentarios finais
Assim como as técnicas hierarquicas, essas técnicas sdo sensiveis as dispersoes das

variaveis de diferentes escalas e por outliers. As variaveis de maior dispersao dominam a
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defini¢do da distancia euclidiana (e.g.). Para evitar isso, pode-se padronizar as variaveis
ou usar métodos de agrupamentos com distancias ponderadas. Aconselha-se que se faca
uma andlise exploratoria prévia para verificar a existéncia de outliers.
Além disso, existem forte argumentos para ndo fixar o nimero de clusters, como nas
técnicas ndo hierarquicas:
a) se dois ou mais sementes ocasionalmente encontram-se dentro de um cluster, os
clusters resultantes serdo pobremente diferenciados;
b) a existéncia de outliers pode produzir pelo menos um cluster com itens muito
dispersos;
c) mesmo que os elementos sejam conhecidos para compor os k clusters, pode-se
deixar de obter informacdes latentes ou dados de grupos raros que nao apareceram
na amostra. Assim, os k grupos iniciais poderia conduzir aglomerados sem

sentido.

Importante: se mesmo em alguns casos, o usudrio precise especificar previamente k

clusters, sempre € uma boa ideia executa-lo por varias escolhas.

Além disso, quando comparados as técnicas nao hierarquicas, pode-se afirmar que:

e quando os grupos da particdo natural estdo bem separados no espaco em
relagdo as p variaveis, qualquer método leva a resultados satisfatorios;

e quando a particdo natural permite uma grande intersecao entre os grupos, o
método Fuzzy ¢ mais adequado por estimar a probabilidade de que ele
pertenca a cada um dos grupos;

e para determinar o numero final de grupos, pode ser utilizado o bootstrap para

definir um intervalo de confianca.
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