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1 ANALISE MULTIVARIADA

A investigagdo cientifica ¢ um processo interativo, que, muitas vezes, envolve a coleta e
andlise de um grande conjunto de dados para explicar o fendmeno de interesse, ou até
mesmo sugere modificagdes nas interpretacoes do fendmeno. Contudo, devido a
complexidade destes fendmenos, o pesquisador adiciona ou suprimi variaveis em seus
estudos, algumas vezes por causa dos problemas ou complexidades gerados pela
simultaneidade de multiplas varidveis. Diante dessas complexidades, esta disciplina esta
preocupada com os métodos estatisticos designados para extrair informagdes a partir
desses tipos de conjuntos de dados. Como os dados incluem medi¢des simultaneas de

muitas variaveis, este corpo de metodologia ¢ chamado de andlise multivariada. A

necessidade de compreender as relagdes entre muitas varidveis faz com que as analises

multivariadas sejam um assunto complexo ou inerentemente dificil.

Por conceito, a Andlise Multivariada refere-se a um conjunto de métodos estatisticos

que torna possivel a analise simultanea de medidas multiplas para cada individuo,
objeto ou fendmeno observado. Por realizar andlise simultinea de mais de duas
variaveis para cada observacdo da amostra, os métodos podem ser considerados como
integrantes da Andlise Multivariada. Em geral, as observagdes sdo correlacionadas e
quanto maior o namero de variaveis, mais complexa ¢ a andlise univariada. Ademais, as
variaveis selecionadas para cada observagdo podem ser quantitativas (discretas ou
continuas) ou qualitativas (ordinais ou nominais). O truque na da estatistica
multivariada consiste em escolher o método apropriado ao tipo de dados, e usa-lo
corretamente, bem como saber interpretar os resultados e retirar deles as conclusdes

corretas (REIS, 2001).



Na disciplina serao discutidas técnicas exploratérias de sintetizacdo (ou simplificacao)

da estrutura de variabilidade dos dados, algumas vezes em aplicagdes na economia.

Os objetivos mais gerais do emprego de técnicas multivariadas sdo:

a)

b)

reducdo de dados ou simplificacdo estrutural: a partir de correlagio ou

associacdo das varidveis originais, busca-se construir indices ou variaveis
alternativas que sintetizam as informagoes originais, sem sacrificar informagdes
valiosas e que tornam as interpretacdes mais simples. Por exemplo: Andlise de
Componentes Principais (ACP), Andlise Fatorial (AF), Anélise de Correlacao
Canonica (ACC) ou Andlise de Correspondéncia Multipla (ACM);

classificacdo e discriminacdo: criam-se grupos de objetos ou varidveis similares,
baseados em dados amostrais ou experimentais. Para tanto, utilizam-se as
técnicas de analise de cluster (AA), quando a divisdo da populagdo ndo ¢
conhecida a priori, ou andlise discriminante (AD), quando ja se detém
conhecimento prévio sobre os possiveis grupos a fim de classificar um elemento

amostral;

investigacdo de relacdo entre as varidaveis: com o auxilio de técnicas

multivariadas busca-se investigar a natureza da relacao ente as variaveis, ou seja,
se as mesmas sao mutuamente independentes ou uma ou mais sdo dependentes
de outras. Técnicas como regressdo multipla, regressao logistica, modelagem de

equagdes estruturais, dentre outras, sdo Uteis para atingir esse objetivo.

A utilizacdo adequada da andlise multivariada depende do bom conhecimento das

técnicas e das suas limitagdes. Como afirma Marriot (1974): “se os resultados

divergirem com a opinido formada, impedirem uma simples interpretagdo ldgica, ndo

estiverem claramente em uma apresentagdo grafica, logo os mesmos estariam

provavelmente errados. [...] Os métodos ndo devem ser utilizados como maquinas

automaticas de encher linguica, transformando massas numéricas em pacotes de fatos

cientificos”.



Feitas essas consideragdes iniciais, tona-se oportuno incialmente apresentar os conceitos

e propriedades mais tradicionais da Analise Multivariada.

2 CONCEITOS BASICOS
2.1 Matriz de informacio

E representada por uma matriz X, com »n elementos amostrais (observacdes) e p > 1

nxp

variaveis aleatdrias ou caracteristicas:

X1 X Xik Xip
Xor KXo Xok Xa2p
X = V k=12,.,p; j=12,..,n.
nxp le xiz e xjk cee xjp
_'xnl an xnk xnp_

em que usa-se a notagdo x, para indicar o valor da k-ésima variavel observada no j-

ésimo elemento (item, objeto, individuo, fenomeno, ...). A partir desta matriz de

informacao, X, pode-se simplificar, definindo o vetor aleatorio, cujos elementos sao as
nxp

variaveis aleatorias:

X'=lX1 X, - X, - XJ

Nos extremos, o vetor X pode consistir em 7 observagdes em apenas uma variavel, ou
de uma observacdo multivariada em p varidveis. Alids, quando se tem um vetor
aleatorio, cada variavel pode ser analisada separadamente. Contudo, vale a pena analisa-

lo como um todo, pois nele pode ter associagdes entre as p-variaveis.

2.2 Estatisticas descritivas
As estatisticas descritivas fornecem um valor central, a variabilidade e associacdo linear

para o conjunto de dados.



2.2.1 Vetor de médias (ou esperanca):

Sendo X um vetor aleatorio, pode-se calcular a média x, para sintetizar a informagao

de tendéncia central da distribuigdo de x, .

E(X)) Hy
EX)= :

I
-
I

E(X,) 4,
— 1 &

E(X,)=2X, =;ijk :
Jj=1

sendo X, também a média amostral, cujo vetor ¢ X' =[X, -+ X p].

Lembre-se que x,= Jxk S (x,)dx, , se for variavel continua com fun¢do densidade de

probabilidade f,(x,); ¢ = Zxk p,i(x,)se for variavel discreta com fungdo de
vk

probabilidade p,(x,). Essa diferenca vale para as demais medidas estatisticas, porém

elas ndo serdao apresentadas.

2.2.2 Matriz de variancia-covariiancia

As p variancias e p(p-1)/2 covariancias sdo contidas em uma matriz simétrica:

a) Populacional:
Xy = O 0 Oy
o EX-pX-w = | P (K e X)) '
Xp—pp o
Var(X,) =0} =0y = E(X, —1,)";

pl oo Gpp

CkO'V(X X)) =0, =E[(X, —u)X, —u)]. E dificil julgar se a relagdo ¢ forte

ou ndo, bem como € sensivel a escala.

b) Amostral (estimativa de X ): representa uma amostra de X, logo as matrizes
pp

nxp

precisam ser estimadas.




1 , Sll oo Sl
s::;jTEQQXjﬁxxxy-uxyz

pxp

P

J=1 s
pl )72

Sik = (I’l - 1)_12()(‘/1' _')_Ci)(xjk - )_Ck)

izk J
Veja a demonstragdo para o estimador ndo enviesado de o, em Johnson e

Wichern (2002, p.122-123).

c¢) Propriedades gerais:

i. Simétrica: X=X' ou o, =0,, necessariamente quadratica.
Logo, tem-se uma consequéncia direta para composi¢do espectral.
Para verificar isso, calculam-se os autovalores e correspondentes
autovetores;

ii.  Pode ser ndo negativa definida (n.n.d.), i.e., aZa>0,V a #0.
pxl

Todos os menores principais sdo nao negativos. Seus p

autovalores sdo ndo negativos (4, 20, Vk=12,..,p).

iii.  Pode ser positiva definida (p.d.), i.e., aZa >0,V a > 0. Todos os
pxl

menores principais sdo positivos. Seus p autovalores sao

positivos. Veja Simon e Blume (2004, p.389-395).

8 =2
d) Exemplo 1: testando as Propriedades gerais para ¥ :[ ) s } :
2x2 —

e i E simétrica, pois X=X' ou 0, =0, =-2.
e iiouiil.
Autovalores (4,): resumem as propriedades essenciais € sdo valores

caracteristicos da matriz: det(X—A/) =0

8—1 -2
da[ S s l}=0:>@—ﬂx5—z)—4:0:>og:9J2:4)

Todos os autovalores sdo positivos. Para maiores detalhes, veja Johnson e

Wichern (2002, p. 63-65).



Autovetores (e, ): para cada autovalor, tem-se um respectivo vetor positivo se:

Ye, =4e = (X—-Ae, =0.

8-9 -2 a 0 —a-2b=0 -2
Para A, =9: = = Sa=-2b=e =
-2 5-915b 0 —-2a+b=0 1

Para A, =4: 8-4 -2 )a = 0 :a:é:%: !
-2 5-4|b 0 2 2

Ambos autovetores nido estdo normalizados (comprimento unitario). Por sua vez, os
menores principais sao:

det(X,) =8 e det(X,) =36. Portanto, X ¢ uma matriz positiva definida (iii).

A condi¢do de £ como n.n.d. implica que as combinagdes lineares construidos do vetor

X sdo sempre nao negativas. Isso permite que se construam novas variaveis definidas

nxp

em termos estatisticos.

2.3 Particionamento da matriz de Covariiancia
Uma abordagem para medir as caracteristicas de grupos distintos € considera-lo como

subconjunto no total de colecdes de caracteristicas:

i : X
. . 5 qxq gx(p=q)
X’=[X(”:X(2)],u'= p0p® [T = EX (X —p) =
Lp bxq 1x(p=9) ] 1xp Ixg 1x(p—q)| PXP Y : X
21 : 22
(p—q)xq (p—9)x(p—q)

em que Xi» =X2. A matriz de covaridncias de X"¢é i1, de XP¢é X, e entre os

elementos de X" e X® ¢ X,. Esta matriz, 1>, ndo necessariamente ¢ simétrica ou até

quadratica.

2.4 Variancia total e generalizada

a) Variancia total: ¢ uma forma de sintetizagdo da variancia global da distribui¢ao

multivariada. Nao considera as associagdes entre as p variaveis:



trag’o()l) =0,t0y+..toy +..+0,,
pxp

b) Variancia generalizada: ¢ uma forma de sintetizacdo da variancia global da

distribuicdo multivariada. Ou melhor, ¢ desejavel atribuir um tnico valor

numérico para expressar a variacdo de £ ou S . Assim, uma escolha para esse
pxp pxp

valor ¢ o determinante de ambas as matrizes, que reduz para uma unica
caracteristica — fornece um modo de escrever as informacdes sobre todas as

variancias e covariancias como um unico valor:

det( Ej =
pxp

Por ser determinante, a mesma ¢ influenciada pelas associagdes entre as p varidveis.

Y

pxp

Para maiores detalhes das propriedades de determinante e trago, veja Johnson e Wichern

(2002, p.98).

2.4.1 Matriz de correlacao

Para retirar a influéncia de escala, ¢ possivel normalizar os elementos das matrizes X e
pxp

S , como:
pxp

— Populacional:

1 py,
P=| @ . ! |emque p,{zi
pxp ' ' ) i¢lk O'iiO'kk
P, 1 \
— Amostral:
1 r

1
! Sik

R=|: " :|emquer =——
pxp | i#k SiiSkk

Estas matrizes sdo adequadas para avaliar o grau de relacionamento linear entre as

variaveis (muitas), pois —1< p, <1 e —1<7, <1 . Cabe lembrar que capta somente a

relacdo linear entre as varidveis. Relagdes ndo lineares geram covariancia e correlacao

nulas.

Ademais, se for definida uma matriz de desvio-padrao, como por exemplo:



/O-H 0
V% = : . :
pxp

pp

Entdo, € possivel alcancar as seguintes relacdes:
VPV -y e [V% )z[v‘%) —p

Veja exemplo 2.14 em Johnson e Wichern (2002, p.73).

(X, —1)

O

Caso os dados, por exemplo, sejam padronizados: z, = , ou em forma

-1 . “A . , . .
matricial, Z =V % (X —p), a matriz de covariancias resulta na propria matriz de
pxp

correlagao.

2.4.2 Distancias
A maioria das técnicas multivariadas ¢ baseada no simples conceito de distancia, sendo
o mais comum a euclidiana. Pelo teorema de Pitdgoras, a distancia de um ponto

P =(x,,x,) emrelacdo ao ponto O = (0,0) ¢ definida como:

d(O,P)=+/x7 +x =Jx'x = XX=x+x:=c
1 2 1 2

2

L

P P

I
. g:%
5

Bl ! I

sendo L. o comprimento do vetor de posi¢dox’ =[x, x,]. Por generalizagdo, a

distancia entre dois pontos com suas respectivas coordenadas, P =(x,,x,,...,X,) €

Q=Y Y35Y,), € definida por:

d(P,0)=(x, = 1) +(x, = 1,) +ot (x, = »,)" = (x-y)(x-y)=c

em que ¢’ representa uma hiperesfera (um circulo se p=2), e os pontos equidistantes da
origem pertencem a mesma. Quando estas coordenadas representam medidas sujeitas
as flutuacdes aleatorias de diferentes magnitudes, ¢ desejavel ponderar as coordenadas
com grande variabilidade por menores pesos do que aquelas com baixa variabilidade.
Nesse sentido, adota-se a “distancia estatistica”, na qual a distancia dependera das

8




variancias e covariancias (amostrais). Na figura abaixo, parece mais razoavel ponderar

x, com mais peso do que x, no célculo da distancia, dividindo pelo desvio padrdo

(amostral):
.
2
C

Ty

e

Forma-se uma elipse de distancia estatistica constante, em que figura acima ¢ de p=2.
Veja exemplo 1.14 em Johnson e Wichern (2002, p.33). Generalizando a equacdo para

as coordenadas dos pontos, P e O (supondo este fixo), tem-se:

et
Si Sao s

2 2 2
X, — X, — (x,—»,)
dz(P,Q)= ( 1 yl) +(2 yz) +. P p
pp
Quando a variabilidade ¢ diferente entre as coordenadas e a0 mesmo tempo as mesmas
estdo correlacionadas, pode-se rotacionar o sistema de coordenadas originais por um

anglo de # mantendo a dispersdo fixa. Na figura abaixo, a nova distancia a partir de

Lt

X, = x, cos(0) + x,sen(0) e X, =—x,sen(6) + x, cos(0), seria:

d(O,P) =

~

_\/ 2.9 2 " A x =2 ‘nh,:'ﬁ,‘- e\
=\ x) +2a,%00, +a5,% =X Ax=c el

em que d(O,P)>0, os elementos positivos da matriz quadratica e simétrica A sdo
determinados pelo anglo @ e s, sdo calculados pelos dados originais. A forma
particular dos elementos de 4 ndo ¢ importante, mas sim o produto cruzado 2a,,x,x,,
necessario para uma correlagdo 7, ndo nula. Generalizando para p varidveis aleatorias

correlacionadas como coordenadas de um ponto no espaco p-dimensional:

2
X Ax=c
1xp pxp pxl




Considerando varidveis correlacionadas, a distancia estatistica do P =(x,x,,...,x,) a

partir do ponto fixado O =(y,,y,,--,,) €

(x—y) A(x-y)=¢’
pp

Todos os pontos (P) situados a uma distdncia quadratica constante de Q, pertencem a

uma elipse centrada em (@, em que seus eixos sdao paralelos as coordenadas

rotacionadas.

2.5 Ortogonalidade e Teorema de decomposicio espectral

Sejam dois vetores, x'=[x, x,] e y'=[y, v,], com respectivos comprimentos

L, =+x'xe L, =,/y'y, ambos plotados como segue:

oos i) =

IFy + LYy

1

Logo,

o3 o) (i)

~— ~—
cos(6,) cos(6,) sen(6,) sen(6,)

[
_ N +Xy, XYy

LL, LL,

Desde que 0 cos(90°) = cos(270°) =0e cos(8) =0, somente se, X'y =0, entdo x Ly
(perpendiculares). Os referidos vetores sdo linearmente dependentes se existir a,,a, #0
, tal que ax+a,y=0, caso contrario o conjunto de vetores sdo linearmente

independentes. Importante: vetores mutuamente perpendiculares sdo linearmente

independentes. Vetores L =1_sdo mutuamente perpendiculares e linearmente

independentes. Para tanto, se necessdrio, divida os elementos de um vetor pelo seu

comprimento, tornando-o de L =1. Matrizes com vetores de comprimento unitario sao

conhecidas como ortogonais. Uma matriz ortogonal O com vetores de comprimento
pxp

10




unitario (L =1) deve satisfazer: O'O=00"=1 ou O=0". Por exemplo,

pxp

—1/\2 1/42

O uso de vetores perpendiculares ou de matriz ortogonal ¢ fundamental em analise de

0{1/\/5 1/2

}é ortogonal.

estatistica multivariada, uma vez que matrizes simétricas e de formas quadraticas, como

Y ou S, sdo consequéncias diretas de uma expansao por decomposi¢cdo espectral:
pxp pxp

0X0=A

P
X =0A0 ==) Je.e;

k=1

A 0 e,
sendo A = A, o424 2...22,>0; e, =| : | um vetor normalizado;
ﬂ, pxl
P €

eO =[e,,e,,....,e,], tal que ee =I1(L, =1) e ee =0 (mutualmente
pxp

perpendiculares e linearmente independentes). No exemplo 1 anteriormente
mencionado, conforme Mingoti (2005, p.37), apos normalizar os autovetores para que
tenham, tem-se:
8§ -2 2 4/5 =2/5 1/5 2/5 8§ -2
Y= =Zﬂkeke{( =9 +4 =
w |-2 5| & ~2/5 1/5 2/5 4/5| |-2 5
det(X) =A4,x4, =9x4 =36 traco(X)=A, +1,=9+4=13

Logo, como X ¢ similar a A pelo teorema espectral, os seguintes resultados sdo
pxp pxp

alcancados:

a) trago(X)=1trago(A)=A + 4, +...+ 4, (variancia total);

P
b) det(X)=det(A) = H A, (variancia generalizada);

k=1

c) L' =0A"0' ==

P
ro.

ekek s

k=1 "

P
d) 7 =020 =Y [A el .
k=1

11




2.6 Interpretacio geométrica da matriz quadratica
A expressao da distancia como raiz quadrada de uma forma quadratica positiva definida
(p.d) possibilita a interpretacdo geométrica baseada nos autovalores e autovetores de

uma matriz. Dada a matriz A , e suponha que p=2, os pontos x' =[x,,x,]de distancia
pxp

constante ¢ da origem satisfazem a:
f e 2 2 2
XAX = a, x; +2a,,x,x, +a,,Xx5 =c¢
Pela decomposigao espectral:

A=Aee +1,e.e, = xAx=x'(lee +1e,e,)x=

=X,AX=Cz=ﬂl(XH,,e_1‘)2+ﬂz(X;,e_2‘)2 = :ﬂvl(yl)z"i'ﬂz(yz)z

N V2

em que ¢’ ¢ um elipse, pois 4,4, >0 quando A ¢é positiva definida (p.d.). Verifica-se

1

% . % - . .
que x=cl, e, satisfiz x'Ax=4(cl, ele)) =c’e x= cﬂbzée2 dd a apropriada
distancia na direcdo e,. Portanto, os pontos de distdncia constante ¢ pertencem a uma

elipse cujos eixos sdo dados pelos autovetores de A com tamanhos proporcionais ao

reciproco da raiz quadrada dos autovalores. O semi-eixo na diregdo e, tem L, =c4,

. ’
Exclusivamente neste caso, 4, <A4,. Se p>2, os pontos x'=[x,x,,...,x,] de uma

distancia constante ¢ =+/x'4Ax da origem formam um hiperelipséide, cujos eixos sdo

dados pelos autovetores de A .

2.7 Maximizacao de formas quadraticas
Na analise multivariada ¢ geralmente necessaria a maximizacdo de uma forma

quadratica.

12



2.7.1 Unica forma quadritica

Como a forma quadratica Q =x'4Ax pode ser aumentada quando se multiplica por x
muito grande (x'x > 1), restringe-se o vetor x'’x =1 na maximizacdo de Q. Assim, essa

maximizagao se transforma na razo:

_ x'Ax

x'x

A

C.P.O (uso da regra do quociente)

%=0=2Ax(xx)—22(xAx)x=l A_XAXIX:> +i N A—XAXIX=O
ox (x'x) x'x x'x x'x

(A-A1)x, =0
Para a solugdo acima, ¢ importante que a matriz (A -1 ) seja singular, ou seja, que o

det(4—A,7)=0 (ou que ndo tenha um posto completo). Também significa que X, =e¢;,

ee, =1, ee, =0 e A ¢ maximo valor da forma quadratica de Q =x'4Ax. Note que o
problema de maximizagao forma o Lagrange:

Max x)Ax, s.a. xXx, =1

L=x/4x, - A(xx,-1) = C.PO. = Ax, - Ix,=0=(A-AI)x,=0 ou X/ Ax,=1

2.7.2  Pares de forma quadratica

Especialmente na andlise canOnica, maximiza-se a razao de duas formas quadraticas:

_ X'4x
x'Bx
CPO.:
@:0:2Ax(x3x)—2(2xAx)Bx: 2 A_XAXB .
ox (x'Bx) x'Bx x'Bx
= xXBX :(A—XAXBJX:()
2 x'Bx

(A - /?“iB)xi =0
13



2.8 Propriedades das combinacdes lineares de variaveis aleatdrias

Seja Z uma variavel de combinag¢ao linear como:

Z, =aX,+bX, (aeb constantes)

E(Z,) = (aX, + bX,) = aE(X,) + bE(X,) = ap+by,=[a b{” ‘} .
H

Var(Z,) = E[a(X, —u,) + (X, —,]’ = a’,, + 2abo,, + b’0y, =

:[a b{aﬂ 012:|{a}:c,2c
0, Oy, |b

Portanto, uma combinagio linear ¢'’X =¢, X, +...+¢, X, tem:

E(c'X)=cn Var(¢'X) =c¢'Z¢

Assim, para g combinagdes lineares de p varidveis aleatérias:

A Cii 0 Gy X,
Z=|: |=  [=CX
qx1 qxp px1
Zq cpl Cpp Xp
n. = E(Z)=E(CX)=Cp ¥ =COV(CX)=C3C

Em Johnson e Wichern (2002), veja o exemplo 2.15 (p.77) e o exercicio 2.28 (p.107 e

108), que computa os elementos fora da diagonal em CZC'’. Como o resultado final do

exemplo 2.15 (p.77):
2]
Z,| |1 1]x,

Y —C3C = I -1jo, o, 1 1 _ 0, =20, +0y, 011~ 0
) 1 1o, o,|-11 o, —0,, o, +20,+0,,
Se X, e X, tivesse a mesma variancia ( o,, = 0,,), os termos fora da diagonal em X_

desapareceriam. Tem-se um resultado conhecido: a soma e a diferenca de duas variaveis

aleatorias com idéntica variancia ndo sdo correlacionaveis.
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3 DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

Algumas técnicas multivariadas parte do pressuposto de que os dados foram gerados de
uma distribuicdo normal. Apesar dos dados ndo serem exatamente normal
multivariados, a densidade normal constitui, algumas vezes, uma aproximagao util e
adequada da real distribui¢do populacional. Além de facilitar o tratamento matematico,
independentemente da distribuicdo populacional, as distribuicdes amostrais, tais como
Poisson e binomial, podem ser préximas das normais devido ao efeito do limite central.
Ou seja, ¢ conhecido que a distribuigdo em varias estatisticas multivariadas torna-se
tipicamente normal quando a amostra aumenta de tamanho (teorema do limite central).
Do ponto de vista pratico, existe consideraveis vantagens por trabalhar com grandes

amostras.

3.1 Densidade normal multivariada

A densidade normal multivariada é uma generalizacdo da distribuicdo normal

. . ;g A . 2 ~ .
univariada para p >2. Com média u e variancia o~, tem-se a fun¢do de densidade de

probabilidade:

1 (x-p)’lo?
f(x):—ze 2 —0<Xx <0 (1)
2o

683>

LY Ny

L | ¥
u—20 u-o u u+o p+la

Na figura, as areas entre aproximadamente 1 desvio padrdo da média e 2 desvios

padroes sdo respectivamente, 68,3% e 954%. O expoente da funcdo,
(x—pu)/o® =(x—pu)(o?) " (x— ), mede o quadrado da distancia entre x e u em
unidade de desvio padrdo. Pra um vetor x' = [x),%5,...,X,], 0 termo pode ser reescrito
como:

(x—p)'Z'(x —p) =’ (distAncia constante) 3)

que ¢ a distancia estatistica (normalizada) com a matriz simétrica X positiva ¢ definida
pxp

(p.d.). O vetor p & o valor esperado do vetor aleatério X'. Além disso, no caso
pxl

" Mantendo X constante, representa-se X . A distincia estatistica é também conhecida como matriz de

Mahalanobis.
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multivariado, as probabilidades sdo representadas por volumes sob a superficie da

fungdo f(x)ao longo das regides definidas pelos intervalos dos valores de X, :

(271')7% det(Z)% [sobre det(X) como érea, veja Johnson e Wichern (2002, cap.3)].

Assim,

f(x)= %e’“"’")zq("’“”/z —0<x;<o i=12,.,p 4)
)2 [s)
que ¢ denotada porX ~ N (n,X) € a matriz > ¢ também (p.d.). A densidade normal

multivariada ¢ constante em superficies, ou seja, ¢ € constante, que leva f(x) a ter o

mesmo valor numérico.

Johnson e Wichern (2002, p. 151) apresenta o exemplo 4.1 da derivagdo de uma fun¢do

densidade de probabilidade bivariada, como segue:

o, O 1 o -0
11 12 - 22 12
Oy Op 01105, =0 [~ 0y Oy
B A in .
Sabe-se que p, =0, (0,0,,) '* = 0, =p,(0,0,)"*,logo a variancia generalizada no
i#k i#k

. . . . _ 2 _ 2 _ 2
contexto bivariado seria: [E| = 0,,0,, — 01, = 0,,0,, — P}0,,0,5, = 0,0, (1= py).

|Z| =0,,0,,(1- ,0122)

Portanto, para o,, € o,, fixos, quanto maior o valor do coeficiente p, menor serd a
variancia generalizada. Note que a presenga de correlacdo faz om que as probabilidades
se concentrem ao longo de uma linha. No caso em que p,, =0, as varidveis seriam
independentes (ndo correlacionadas) e a densidade conjunta poderia ser escrita como o

produto de duas densidades normal univariada: f(x,,x,)= f(x,)f(x,).

Desde que |X|=0,,0,, — 0}, =0,0,,(1-p},), 0 expoente de f(x) da equagdo (4)

pode ser reescrito como:
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1 Oy —O0p | X —H

(X =) Z (X =) = (3, — g1,y — ) ———————
0,,0,,(1-pp) 1= 02 O X%~ M

2 2
_ 1 MTH LT s M AT

Yol
(l_plzz) \/0711 \/0-722 " \/0-711 Oy

Logo, a funcao densidade de probabilidade bivariada seria:

el

7e0= 274 0,,0,,(1 _p122) ‘

Portanto, das distribuigdes bivariadas com o, = 0,,, tem-se que:

a) Xx, e x, sdo independentes (p,, =0);
b) p,, =0,75, 1.e., a correlagdo causa probabilidades que se concentram ao longo

de uma linha.

[z xg)

4

flz. =}
L

M
;‘“ \i‘l h
i
i,

I

(2) eryy = wryp and gz = 0.

{b) o - r.r:lﬂ.l'll:lpn - 5.

Para a densidade de uma varidvel normal de p-dimensdes, os caminhos dos valores de
x rendem uma altura constante. Ou melhor, f(x) em (4) apresenta pontos de igual
densidade, que sao chamados de contornos. Esses contornos forma elipséides definidos

por x, tal que:

x-w'2 ' (x-p)=c¢’
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. /e ~ A . % 1 £ —1
Essas elipsoides sdo centradas em pe tém eixos *cA, e,, naqual X~ = Zﬂk e.e. ou
k=1

p
Z=Z/’tkeke{( ,sendo 424, >...24, >0. Veja a discussdo na sec¢do 2.5, em que
k=1

’ , . _A 1 . .
C = x'Ax contém eixos * Cﬂ/k ek . Como > € uma matriz 1nversa com as mesmas

propriedades de A. entdo s6 muda o sinal do expoente sobre seus os autovalores.

Considerando o exemplo 4.2 de Johnson e Wichern (2002, p.154), em uma fun¢ao de

densidade bivariada com o,, =0,, € 0, >0:

seevsesn Vs Yo
bman-anie=| Vo V)

: : . . A .
Os eixos das elipses de densidade constante sdo *cA, e, (k=12), de maneira que o

o, -4 O,

E-A1|=0= =

Oy 0, —A

seu eixo principal serd de maior autovalor (4, ) e seu autovetor (e, ), que se posiciona a
um linha de 45° do ponto p=[y,u,]. Nas figuras abaixo, os contornos de densidade
constante contém 50% e 90% de probabilidade sob uma superficie normal bivariada.

X2

-
a

X,
, 2

C|o 02

Myl
€40, =0 Horf-
75y —

‘f
‘f

I, ol Ay - M

A escolha de ¢* = ;(; (o), em que ;(i(a)é o percentil (100¢)superior da distribuigdo
de Qui-quadrado com p graus de liberdade, leva a contornos que contém
(I1—a)*x100% de probabilidade. Para a distribuicdo normal multivariada (p variada), a

elipsoide dos valores de x satisfaz: Pr{(x —p)'T~'(x —p) < ;(i ()]=1-c.

3.2 Propriedades da Distribuicio Normal Multivariada

Considerando que o vetor X ~ N, (p,X), entéo:

18



combinagdes lineares de X tém distribui¢do normal: a’X ~ N (a'p,a'Za);

todos os subconjuntos de X tém distribui¢do normal multivariada, ou seja, se

X’:{le X, }entﬁo X, ~N,(n,X)e X, ~N, (n,,%,);

Lxp Ixg 1x(p—q)

covariancia zero implica que os componentes correspondentes de X sao
independentemente distribuidos;

distribui¢des condicionais dos componentes de X sdo normais (multivariadas);
(x—pI ' (x—p)~ x,, em que y, denota uma distribuigdo qui-quadrada com
p graus de liberdade;

N,(n,X) avalia a probabilidade (l1-«) para uma elipsoide sdlida
{x (x—p2(x-p< g (a)}, em que ¥, (a)é o percentil (100¢r)superior da

distribuigdo .

Os exemplos 4.4 (p.157), 4.5 (p.159), 4.6 (p.160), 4.7 (161) de Johnson e Wichern

(2002) tratam das propriedades (a)-(d) e o resultado 4.7 dos mesmos autores discute as

propriedades de ;(f) (e-f). Em suma, as propriedades N, (p,X) denotam que todas as

combinacdes lineares da normal individual sdo normais: € os contornos de densidade

normal multivariada sdo elipsdides concéntricos.

Por fim, cabe mencionar a interpretacdo da distancia estatistica. Nela, se um
componente tem uma variancia muito maior do que o outro, o mesmo contribuira menos
na distancia estatistica. Além disso, duas variaveis aleatorias altamente correlacionadas

influenciardo menos do que duas varidveis pouco correlacionadas. Essencialmente, o
uso da inversa da matriz de covaridncias (X7'): a) padroniza todas as variaveis; e b)

ameniza os efeitos de correlagdo. Formalmente, verifica-se que:

x-p)'I'(x-p) =2} +7; +...+Z;

1 1

=(x—p)'Z *Z *(x—p)
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4 AVALIANDO A SUPOSICAO DE NORMALIDADE

Muitas técnicas estatisticas assumem que cada vetor X ~ N, (n,X). Em situagdes em

que o tamanho amostral é grande e as técnicas dependem somente sobre o

comportamento de X, ou distdncias envolvendo X em distAncias estatisticas, a
suposicdo de normalidade para as observagdes individuais ¢ menos crucial. Contudo,
para algum grau, a qualidade das inferéncias feitas por estes métodos dependem sobre
quao préoximo a populacdo verdadeira aparente se assemelha a forma normal
multivariada. Este imperativo permite executar procedimentos a fim de detectar casos
em que os dados exibem padrdes moderados ou até extremos a partir do que € esperado
sob a hipotese de normalidade multivariada. Diante disso, trés questdes podem ser
consideradas:

a) as distribuicdes marginais dos elementos de X parecem normais?

b) os graficos de dispersdo bivariados parecerem elipsoidais?

c) ha observagdes discrepantes (outliers)?

Inicialmente a analise se concentra sobre o comportamento das observagdes em uma ou
duas dimensdes (e.g., distribui¢des marginais e graficos de dispersdo) 2. Cabe mencionar
previamente algumas observagdes praticas: a) ¢ possivel construir distribuicdes
bivariadas ndo normais com normalidades marginais (e.g., veja o caso do exercicio 4.8
de Johnson ¢ Wichern (2002)); b) muitos tipos de ndo normalidade sdo refletidos nas
distribui¢cdes marginais e graficos de dispersdo; e c¢) conjunto de dados patologicos, que
sd0 normais em representacoes de menores dimensdes € ndo sdo normais em maiores

dimensdes, nao frequentemente encontrados.

4.1 Avaliando a normalidade das distribui¢cdes marginais univariadas
Alguns instrumentos podem ser usados para verificar a normalidade univariada, quais

sejam:

? Ainda assim, estes procedimentos tém fornecido dificuldades para construir um “bom” teste global de
normalidade conjunta em mais de duas dimensdes porque um numero de grande de situacdes pode dar
errado. Até certo ponto, pode-se pagar um preco por concentrar-se sobre o contexto univariado ou
bivariado, até porque em grandes dimensdes surgem algumas caracteristicas latentes.
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a) distribuicio da proporcio: diagramas de pontos (n pequeno) e histogramas

(n>25) sao aplicadas para verificar a distribuicdo univariada. Para pequenas
amostras, o histograma pode ser irregular na aparéncia e a avaliagdo da

normalidade ¢ dificultada. Se o histograma para uma variavel X, aparece

razoavelmente simétrica, pode-se checar o numero de observagdes que esta
. . 3 C o~ . ..
dentro de certos intervalos definidos’. Por defini¢do, o histograma particiona

intervalos de X, de igual comprimento e a média € o centro da distribuicio”.

Além do histograma, calcula-se a distancia generalizada do centroide,
padronizando as variaveis (i.e., variavel aleatoria normal padrao). Espera-se que
a propor¢ao das observagdes seja:
Plu—1lo<x<pu+lc)=0,68
P(u—20<x<u+205)=0,95
P(u—30<x<pu+30)=0,997

Por exemplo, espera-se que a propor¢ao das observagdes dentro de um desvio

padrdo em relagdo a média seja entorno de 0,68.

b) graficos Q-Q: sdo obtidos da distribuicdo marginal das observacdes de cada
variavel. Cada gréafico consiste em plotar em um plano cartesiano os quantis
amostrais versus os quantis esperados pelo ajuste de uma distribuicdo normal. Se

0s pontos pertencem quase a uma linha reta, o pressuposto de normalidade deve

se confirmar. Para tanto, considere x,,x,,...,x, como observagdes de qualquer
caracteristica X, . Ordene os valores de tais observagdes de forma crescente, por
exemplo, suponha que x,, <x, <...<Xx,,. A propor¢do amostral j/n ¢

aproximada por (j—0,5)/n, em que o valor 0,5 ¢ usado para correcdo de

3 Cabe mencionar que a distribuigio pode ser simétrica e néo ser ainda normal, porém frequentemente
distribui¢cdes simétricas sdo proximas de uma normal.

4 Assim, como o histograma, o “box plot” é uma ferramenta para avaliar as simetrias de uma distribuigio
empirica por meio de percentis (ou quantis).
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descontinuidade. Para uma distribui¢do normal padronizada, os quantis g ;, s3o

PZ=1z]
/=05 ZEL

n 0z
B

definidos da relacao:

q())

P(qum):_[

—00

e = p(f) =
T2n p(Jj)

Os quantis ¢ ; podem ser obtidos, por exemplo, pelas tabelas de distribuigéo

normal. Graficos Q-Q ndo sdo particularmente informativos, a0 menos que o
tamanho amostral seja moderado ou grande (n >20). Ou seja, pode existir um
pouco de linearidade do grafico Q-Q para pequenas amostras, mesmo quando as

observagdes sdo conhecidas de uma populagdo normal. Veja abaixo o exemplo

4.10 de Johnson e Wichern (2002, p.180). A linearidade do grifico Q-Q pode

ser mensurada ao calcular o coeficiente de correlacdo dos pontos no grafico.

Coeficiente de correlacido de Pearson: refere-se a um teste complementar ao

Grafico Q-Q. Rejeita-se a hipdtese de normalidade se o valor estiver abaixo do

valor critico (7.).

Table 4.2 Critical Points for the Q-Q Plot
Correlation Coefficient Test for Normality
L i Significance levels &
= — Sample size =
Z(x(j) —X)q;,—9) n 0 05 10
7. = /-l 5 8299 8788 9032
0 " n 10 8801 9198 9351
—\2 —\2 15 9126 93890 9503
Z(x(,) - X) Z(q(,-) -q) 20 9269 9508 9604
=1 ’ =1 ’ 25 9410 9591 9665
30 9479 9652 9715
35 9538 9682 9740
40 9599 9726 9771
45 9632 9749 9792
50 9671 9768 9809
55 9695 9787 9822
60 9720 9801 9836
75 9771 9838 9866
100 9822 9873 9895
150 9879 9913 9928
200 9905 9931 9942
300 9935 9953 9960

Alguns programas avaliam a estatistica original, proposta por Shapiro e Wilk.

Esta forma de correlagéo corresponde em substituir g, por uma funcao de valor

esperado de ordem normal padrio e suas covaridncias. Johnson e Wichern
(2002) preferem a correlagdo de Pearson porque a mesma corresponde

diretamente os pontos de escores normais nos graficos. Para grandes amostras,
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essas estatisticas sdo proximas, que podem ser usadas para jugar a falta de

ajuste.

Execute os dois programas (do-file) com seus respectivos dados para avaliar os

exemplos 4.9 ¢ 4.10 de Johnson e Wichern (2002, p.179-180).

Abaixo estdo os

resultados. No exemplo 4.9, 80% das observacdes estdo dentro de 1 desvio padrao em

relacdo a média, e todas as observacoes estdo dentro de 2 desvios padrdes. Os pontos

indicam que existem pouco discrepantes e, pela linearidade, eles sugerem uma

distribuicdo normal, apesar do tamanho amostral pequeno (n=10). Por exemplo, para a

observagao 1 tem-se:

1-05 1-0,5

n

Example 4.9
-3s.d. -2s.d. -1s.d. mean +1s.d.+2s.d.+3 s.d.
- | 1 | | 1 | |
o - -
o 2
o -
(O]
w_ 1
o T T T
-1 0 1
XJ
Source: Johsen and Wichern, 2007, p.179
Example 4.9 xj versus (j-0.5)/N
o o
o
oA -
"6 L]
0 T
D /./
§ o 8= il i
g T
T a
0 25 1

5 75
Fraction of the data
Source: Johson and Wichern, 2007, p.179

& =005=P(Z<-1.65)

PlZ=1z] :

0z
R
(\'j =
[ ]
o
L]
L)
5 .
X .
[ ]
L ]
[ ]
= e
L]
T T T T T
-2 -1 0 1 2
q
Quantil normal Variavel Normal
d XJ J-0,50)/
ordem i padro (q) Padrdo z(j)
1 -1 0.05 -1.64 -1.82
2 -0.1 0.15 -1.04 -0.90
3 0.16 0.25 -0.67 -0.63
4 0.41 0.35 -0.39 -0.37
5 0.62 0.45 -0.13 -0.15
6 0.8 0.55 0.13 0.03
7 1.26 0.65 0.39 0.51
8 1.54 0.75 0.67 0.79
9 1.71 0.85 1.04 0.97
10 23 0.95 1.64 1.58

Fonte: Johnson e Wichern (2007, p.179)

Pela correlacao de Pearson, o teste de normalidade em um nivel de significancia de 10%

com n=10 seria 0,9351 (rc). Portanto, desde r>0,9351, ndo se rejeita a hipotese de

normalidade. No exemplo numérico anterior, em que sempre g =0, tem-se:
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Correlacio de Pearson

N. Xp-X (X -%) dp-4d Ah-9° 6 -2p-9
1 218 317 -1.645 27 2.9
2 0.9 08" -1.036 1.1 0.9
3 0.6 04" -0.674 0.5 0.4
4 0.4 017 -0385 0.1 0.1

r
5 0.2 0.0 -0.126 0.0 0.0
6 0.0 00" 0126 0.0 0.0
7 0.5 02" 0385 0.1 0.2
8 0.8 06" 0674 0.5 0.5
9 0.9 09" 1.036 1.1 1.0
10 1.5 23" 1.645 27 2.5
Total 00 8472 0.0 8.79787 8.585
rj= 0.994

i (x(;) =X)g —9)

7 =7, = 8.585 =0.994
© ¢ /847248797

Z(xm -X)’ Z(‘]m -q)’
j=1 j=1

Esse teste converge com o de Shapiro-Wilk (1965), pois ndo se rejeita a hipdtese de
distribuicdo normal da variavel (Prob>z= 0.99676). O teste de assimetria/curtose para

normalidade corrobora com tal analise (Prob>chi2= 0.9364).

Ja o exemplo 4.10 aponta que existem alguns pontos discrepantes, além dos mesmos
ndo seguirem uma distribuicdo normal. Para estes dados, algumas observagdes sao
iguais, cujos valores sdo associados ao mesmo quantil normal. A correlagdo de Pearson
registrou  0.9279, inferior aos valores criticos (entre n=40 e 45). Este resultado
converge com os testes de Shapiro-Wilk e assimetria/curtose, que rejeitaram a hipdtese
de normalidade ao nivel de significancia de 1%. Ademais, aproximadamente 74% das

observagdes encontram-se dentro de 1 desvio padrdo em relagdo a média.
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Example 4.10 L‘<rj_ 4
-3s5.d. -2s.d. -1s.d. mean +1s.d. +2s.d. +3s.d. 2 LA
! ! ! 16 ! ! | i
© 15 )
= =™ e e
i 28 -
CcC o femi
o= T o o~
co -
gco = 5 4 = £ b @
e = M
o~ 4 ? 0
=0 et
=} T T T T T = o oo0®
0 A2 3 4 T T T T T T T
Radiation -3 -2 -1 0 1 2 3
Source: Johson and Wichern, 2007, p.180 q
Example 4.10
5% i
= -~
T ™ - - seee
o] -
v T
BN — a 0e?®
3 - [T
= -~ ssssssass®’
= 7 aaat®
© -
& T asees
O o | eavee®
T T T T T
0 .25 5 75 1

Fraction of the data
Source: Johsen and Wichern, 2007, p.180

4.2 Avaliando a normalidade bivariada

Busca-se também verificar de maneira pratica a suposi¢do de normalidade para todas as
distribuicdes de vérias dimensdes (p >2). Para tanto, ¢ suficiente investigar as
distribui¢des bivariadas (cada uma deve ser normal se a distribui¢ao global conjunta ¢

normal multivariada). Se as observacdes foram geradas a partir de uma distribuicdo

normal multivariada, cada distribuicdo bivariada seria normal, € os contornos da

densidade constante seriam elipses. Além do grafico de dispersdo, que deve exibir um

padrao quase eliptico, elabora-se um grafico de probabilidade qui-quadrado, que

relaciona os valores da distancia quadratica generalizada entre o centrdide e cada
observagao, diz (x; -X)'S7'(x ;—X), com as respectivas ordenadas dos quantis da

distribuicao qui-quadrada, cujos passos de construgao sao:

Passo 1: calcule di para todas as observacdes e ordene-as conforme

d*a1y <d’c) <...<d’u (ordem crescente).
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Passo 2: calcule ;(,2,(( j—O,S)/n) de p graus de liberdade. Em seguida, construa um

grafico relacionando os valores de ;(12)(( j—0,5)/ n) com os de d? Em dados de
normalidade p-variada, espera-se algo proximo de uma reta no grafico.

Passo 3: para amostras grandes, pelo menos 50% das observagdes devem residir na
elipse: (x—X)'S™'(x—X)< #,(0.5). Ou melhor, se estio dentro do elipsdide que

contém 50% de todas as observagoes.

Para tamanhos amostrais pequenos, somente comportamentos atipicos serao
identificados como falta de ajuste. J& as amostras grandes produzem invariavelmente
estatisticas significativas da falta de ajuste. Os exemplos 4.12 e 4.13 de Johnson e

Wichern (2002, p.183-184) estao reportados abaixo.

Example 4.12-4.13 e0
w4 0 L 1]
Te}
< . )
] 5
3 ' :
& ] 25 .
Tq | 8¢ o
0| s e & @ @
=N e* 2 e
wl . e0 *1
o o LR e0
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 mean
q Profits (billions)
Source: Johson and Wichern, 2007, p.184-185 These points falls outside he 50% contour
Quantile-Quantile Plot
Example 4.12-4.13 - - -
@ - company dji 2 j j_05 q
P = General Electric 0.30 1 0.05 0.10
- e e Amaerican Intl Group 0.62 2 0.15 0.33
st - Toyota Motor 1.16 3 0.25 0.58
‘El s HSBC Group 1.29 4 0.35 0.86
o - Lo —~4 ® Citigroup 1.61 5 0.45 1.20
.: e = Royal Dutch/Shell 1.63 6 0.55 1.60
o - L ING Group 1.71 7 0.65 2.10
! ! J ! Bank of America 1.78 8 0.75 2.77
0 2 q 4 6 BP 3.53 9 0.85 3.79
ExxonMobil 437 10 0.95 5.99

Source: Johson and Wichern, 2007, p.184-185

O valor critico de ;(,2,:2(0.5) =1.39¢ 1,39 e existem 50% das observacdes que estdo

dentro do contorno com probabilidade de 50%. Essa propor¢do poderia fornecer
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evidéncias para rejeitar a hipotese de normalidade bivariada. Entretanto, o tamanho da

amostra de 10 € muito pequeno para alcancar esta conclusio.

S DETECTANDO OUTLIERS

Muitos conjuntos de dados contém uma ou algumas observagdes que sdo discrepantes
com o padrao de variabilidade produzida por outras observagdes. Esta situagdo pode ser
dificultada em contextos multivariados. Os outliers, algumas vezes, nao sdo resultados
errados. Os mesmos podem, inclusive, ajudar no entendimento do fendmeno em estudo.
Outliers sdo melhores detectados se sua visualizagdo for possivel. Quando o numero de
observagoes ¢ grande, o grafico de pontos ¢ inviavel. Por outro lado, quando o ntimero

de variaveis ¢ grande, ¢ invidvel construir graficos de dispersdo (p =4). Assim,

existem alguns passos para detectd-los em um contexto multivariado:
a) faca um grafico de dispersdo para cada par de variaveis;
b) padronize as varidveis e examine pequenos e grandes valores;
c) calcule a distancia quadratica generalizada. Examine essas distancias para

valores grandes. Estes valores seriam os mais distantes da origem em um grafico

Q-Q.

Cabe mencionar que no passo (b) o “grande” deve ser interpretado relativamente ao
tamanho da amostra e o nimero de variaveis. Esperam-se outliers mesmo se os dados

atenderem uma distribui¢ao normal. Por seu torno, no passo (c) o “grande” ¢ medido

por um percentil apropriado de uma distribui¢do ;(i

Se o tamanho da amostra para
n=100, esperam-se 5 observagdes com valores de d i acima do quinto percentil superior

da distribuigao ;(; =(0,005). O maior percentil deve servir para determinar

observagdes que ndo se ajustam ao padrao das demais observacoes.

O exemplo 4.5 de Johnson e Wichern (2002, p.190) ilustra os passos supracitados.
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obs xjl xi2 xi3 xi4 dj2 z1 72 73 74

1 1889 1651 1561 1778 0.60 -0.05 -031 0.17 0.16
2 2403 2048 2087 2197 548 153 094 191 1.46
3 2119 1700 1815 2222 7.62 0.66 -0.16 1.01 1.54
4 1645 1627 1110 1533 521 -080 -038 -132 -0.59
5 1976 1916 1614 1883 140 022 052 035 049
6 1712 1712 1439 1546 222 -0.60 -0.12 -023 -0.55
7 1943 1685 1271 1671 499 0.11 -020 -0.79 -0.17
8 2104 1820 1717 1874 149 061 022 0.69 046
9 2983 2794 2412 2581 1226 331 328 298 2.65
10 1745 1600 1384 1508 0.77 -0.50 -0.47 -0.41 -0.67
11 1710 1591 1518 1667 193 -0.60 -0.50 0.03 -0.18
12 2046 1907 1627 1898 046 043 049 039 054
13 1840 1841 1595 1741 270 -020 029 028 0.05
14 1867 1685 1493 1678 0.13 -0.12 -0.20 -0.05 -0.15
15 1859 1649 1389 1714 1.08 -0.14 -032 -0.40 -0.03
16 1954 2149 1180 1281 16.85 0.15 125 -1.09 -1.38
17 1325 1170 1002 1176 350 -1.79 -1.82 -1.67 -1.70
18 1419 1371 1252 1308 399 -150 -1.19 -0.85 -1.29
19 1828 1634 1602 1755 136 -024 -036 031 0.09
20 1725 1594 1313 1646 146 -056 -049 -0.65 -0.24
21 2276 2189 1547 2111 990 1.14 138 0.12 1.20
22 1899 1614 1422 1477 5.06 -0.02 -043 -0.29 -0.77
23 1633 1513 1290 1516 080 -0.84 -0.74 -0.72 -0.65
24 2061 1867 1646 2037 254 048 037 045 097
25 1856 1493 1356 1533 458 -0.15 -081 -0.51 -0.59
26 1727 1412 1238 1469 340 -055 -1.06 -0.89 -0.79
27 2168 1896 1701 1834 238 081 046 0.63 0.34
28 1655 1675 1414 1597 3.00 -0.77 -023 -031 -0.40
29 2326 2301 2065 2234 628 129 173 183 1.58
30 1490 1382 1214 1284 258 -1.28 -1.15 -097 -1.37

Este exemplo revela que a observacdo “16” ¢ um outlier multivariado, desde que
;(f,=2(0.005):14,86. Todas as observacdes estdo bem dentro das suas respectivas
dispersdo univariada. A observagdo “9’ também revela um grande valor de d i Assim,

essas duas observagdes, “9” e “16”, com grande distancia quadratica, se destacam como
diferentes do padrdo, conforme a reta esperada. Uma vez que estas duas observagdes

sejam removidas, o padrao restante segue conforme a reta esperada.
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Example 4.14
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Source: Johson and Wichern, 2007, p.186-187

Nos graficos de dispersdo, a observacao “16” situa fora de todos eles, enquanto que a

observagao “9” estd escondida no grafico ( x3 versus x4) e no grafico (x1 versus x3).

N3do obstante, a observacao “9” ¢é claramente identificada como um outlier multivariado
9

quando quatro variaveis sdo consideradas. Os pesquisadores concluiram que para essas

duas observag¢des, houve um erro de digitacao.

Tab 4.4 Four measurements of Stiffness
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Source: Johson and Wichern, 2007, p.190
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Dependendo da natureza dos outliers e dos objetivos da pesquisa, tais pontos podem ser
removidos ou apropriadamente “ponderados” em uma subsequente andlise. Existem
duas regras basicas quanto ao tratamento dos outliers:
a) o investigador pode desejar eliminar esses outliers a partir de uma analise,
porém reporta-los com analises estatisticas;
b) ou executar duas analises, com e sem outliers, para ver se os mesmos fazem
diferenca expressiva nos resultados.
Para uma revisdo dos testes formais na identificagdo de outliers, veja Barnett e Lewis

(2000).

6 TRANSFORMACOES PARA APROXIMAR DE UMA NORMALIDADE

Se a normalidade ndo ¢ uma suposi¢do vidvel, uma alternativa seria ignorar os
resultados da andlise e prosseguir como se os dados fossem normalmente distribuidos.
Esta pratica ndo ¢ recomendada, uma vez que pode levar a conclusdes incorretas. Uma
segunda alternativa ¢ transformar os dados originais para se chegar aproximadamente a
uma distribuicdo normal. Formalmente, transformacdes s3o nada mais que uma nova
expressdao dos dados em unidades diferentes. Por exemplo, quando um histograma de
observagoes positivas exibe uma longa calda a direita, ou uma distribui¢ao achatada, ¢
possivel transformar a varidvel tomando o logaritmo ou raiz quadrada. Talvez esse
procedimento matematico possa melhorar a simetria sobre a média e se aproximar de
uma distribuicdo normal. Ademais, essas novas unidades fornecem expressdes mais

“naturais” das caracteristicas a serem estudadas.

Transformacdes apropriadas sdo sugeridas por (a) consideragdes tedricas e/ou (b) dados
propriamente. As transformacdes de dados de contagem sdo frequentemente feitas por
raiz quadrada. Transformagdes logisticas (logit) sdo aplicadas as propor¢des. Por sua
vez, transformagdes-z de Fisher sdo feitas para produzir coeficientes de correlagdo, que

podem aproximar os dados de distribui¢ao normal.
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Helpful Transformations To Near Normality

O'rigmmal Scale Transformed Scale
1. Counts, v vy
. . 1 0
1. Proportions, p logit{ p) = ;Iog(l fp) {4-33)
i ] i ) | 1+r
3. Correlations. r Fisher's Z(r) = E"l 1—r

-1

Os casos mais comuns seriam: \/;, x, In(x). Lembre-se que o logaritmo de

qualquer numero negativo ou nulo ¢ indefinido. Neste caso, pode-se adicionar uma

constante (k) para tornar todos os valores positivos, desde que k > min(x). Para x*

com A =—1 teria uma relagdo reciproca; com A = % geraria Jx ; com A =0, definir-

se-ia x° =In(x).

Para selecionar um expoente de transformacgdo, o pesquisador deve visualizar um
histograma e decidir se grandes valores devem ser puxados (“pulled in”’) ou empurrados
(“pushed out”) para melhorar a simetria da distribuicdo. A escolha final seria examinar
um grafico Q-Q a fim de averiguar se a tentativa de normalidade ¢ satisfatoria.
Ademais, as transformagdes discutidas assumem que somente a aparéncia dos dados
influencia a escolha de uma apropriada transformagdo. Dessa maneira, inexistem
consideragdes externas envolvidas.

Um conveniente método analitico ¢ disponivel para escolher o expoente de

transformac¢do. O método Box e Cox considera uma leve modificacdo do expoente de

transformacao:
A
1 v -l A#0
X" = A
In(x) A=0

que ¢ continuo em A para x>0. Considerando as observagdes x,,x,,X;,...,X,, a

solu¢ao Box-Cox escolhe um valor apropriado de 4 que maximiza a expressao:
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1 n

1A =210 =3 (x? —xPF |+ (2 - 1)Zlnx

2 |n'3
em que )?j(.l) ¢ a média aritmética das observacdes transformadas pelo expoente 4, ou
seja:

1 & (Xt -1
—(ﬂ) (A)
X g
Z n=Z A

O primeiro termo de [(A) ¢é, além da constante, o logaritmo de uma fungdo
verossimilhanca normal, maximizando com respeito a média populacional e os

parametros da variancia. Se 4 = 0,5, ¢ mais simples aplicar a raiz quadrada na variavel.

O Stata cria uma nova variavel, como recomendado pelos estatisticos.

Em suma a transformacdo pode melhorar a distribuicdo de uma varidvel para uma
normal. Contudo, ndo existem garantias que o método Box-Cox produzird um conjunto
de valores normalmente distribuidos. Deve-se ser cuidadoso ao avaliar possiveis
violagdes dessa suposicdo de normalidade. O Stata fornece o método Box-Cox, de
Escada de poténcia (Ladder) para somente valores positivos, transformacao log de

assimetria zero para valores negativos ou nulos. Este ultimo método, In(texp—k),
encontra o valor da constante (k)e o sinal do expoente de forma que a assimetria da

nova variavel seja zero. Com as observacdes multivariadas, o expoente de

transformagdo deve ser feito para cada variavel.

Por fim, cabe mencionar a questdo dos valores “missing”’, que podem ocorrer tanto para
a observagdo quanto para uma determinada variavel. Para trata-los, a decisdo deve ser
feita sobre como obter um completo conjunto de dados para a andlise multivariada.
Existem duas regras basicas:
a) se uma variavel esta faltando em uma alta proporcdo de casos, entdo a variavel
deve ser deletada;
b) se um caso esta faltando em muitas varidveis, que sdo cruciais para sua analise,

entdo o caso deve ser excluido.
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Valores faltantes (missing) podem ocorrer por varios motivos. Por exemplo, o
entrevistado com renda alta pode se indispor a responder o valor do seu salario em uma
pesquisa. A melhor maneira de lidar com observagdes incompletas, ou em falta valores,
depende, em grande medida, do contexto da pesquisa. Se o padrao de valores faltantes
estd intimamente ligado ao valor da resposta, como no exemplo supracitado, as
inferéncias subsequentes sobre os dados devem ser fortemente enviesadas. Para estes
tipos casos, nao ha técnicas estatisticas desenvolvidas para trata-los. No entanto, ¢
possivel tratar de situacdes em que os dados sdo faltantes ao acaso (aleatorio), isto €,
casos em que a falta de informagdo ndo tinha sido influéncia pela caracteristica da
variavel. Nesses casos, pode-se usar o algoritmo de maxima verossimilhanca para dados
incompletos, indicado por Dempster, Laird, e Rubin (1977). Essa técnica, denominada
de algoritmo EM, consiste em um célculo iterativo com dois passos: a) etapa preditiva
e b) etapa de estimagdo. Na primeira etapa, preditiva, dada alguma estimativa dos
parametros desconhecidos, prevé a contribuicdo de qualquer observagdo faltante para as
estatisticas suficientes (de dados completo). Por sua vez, na segunda etapa, usam-se as
estatisticas suficientes previstas para calcular e revisar as estimativas dos parametros.
Para maiores detalhes sobre esse algoritmo, veja o exemplo 5.13 em de Johnson e

Wichern (2002, p.253).

Cuidado. O algoritmo de predi¢do-estimagdo ¢ desenvolvido na base na hipotese que os
valores faltantes correram por acaso (aleatorio). Se os valores faltantes estdao
relacionados com os niveis de resposta, entdo manipuld-los, pode introduzir vieses
graves nos procedimentos de estimacdo. Geralmente os valores faltantes estdo
relacionados com as respostas a serem medidas. Por conseguinte, ¢ preciso ser sempre
duvidoso com qualquer sistema computacional que preencham os valores como se os
mesmo fossem perdidos de forma aleatoria. Na existéncia de muitos valores faltantes, €

imperativo que o pesquisador busque as causas sistémicas que os criaram.
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