Universidade Federal de Juiz de Fora

f Instituto de Ciéncias Exatas
J Departamento de Estatistica

Relatoério Técnico — RTE 01/2013

INTRODUGAO A PROBABILIDADE

Joaquim H. Vianna Neto

Juiz de Fora
2013



Itrodugio A probabilidade

www.ofiEbr joaguim_reto

2) Espago amostral

Defivigho 2.5: Suporhamos um experimento realizade sob certas condigdes fixas.

O espago amostral Q do experimento & um cogjunto gue contém representasdes

de todos os resultados possiveis, onde por ‘resultade possivel’, entende-se
resultado elementar e indivisivel do experimento. Q deve satisfazer as sequivtes
condigdes:

® A todo resvltado possivel corresponde um, e somente um, elementos ® € Q.

e Resultados distivtos correspondem 4 elementos distivtos em Q, ou seja,
® € Q Vio pode represevtar mais de um resultade.

Resultados
possiveis 0

ExeMPlo 2.13: Cowmsidere um exPev-iMeuta gue consiste em Arremessar dois

dados e observar os Nomeros obtidos was faces voltadas PAVA  CiMA. Defiva um
espago amostral para este experimento.

Solugio: Nko & dificil eveontrar guem defiva Q = §1,2,3,4,5,63 como espago

amostral deste experimento. No entanto, esta defivigho esth incorreta, pois
No experimento sko Arremessados dois dados e who um.  Lembre-se gque o
espago amostral deve convter represevtagées de todes os resultados possiveis
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do experimento. Um espago amostral para este experimento &

Q=50,0N,0,2),..,0,6Y,
(Z,N,(2,2),..,(02,6),
3,M),(3,2),..,(3,6),
4N, (4,2),...,(4,6),
(S, ), (5,2),..,(5,6),
(6,N,(6,2),..,06,6)3.

Exemplo 2.14: Comsidere um experimento que covsiste em selecioNar Ao Acaso

A Altura de um habitante do estadoe de Mivas Gerais. Quais os resultades
possiveis deste experimento! Supondo gue wio exista uma altura mixima, talvez
seja razodvel assumir Q = (O,0). Evidentemente, este conjunto contém todos os
resultados possiveis e tambem resultados impossiveis, tais como | milhio ou | bilkio

de metros. Outros candidatos para Q seriam, por exemplo, os intervalos (0,3) e
LI/10,3]. n

Exemplo 2.S: Cousidere um experimento gue cowusiste em escolher aleatori-

amente um ponto do cirevle de rale unitirie cevtrade wa origem do sistema
cartesianve. Neste caso, temos

Q=‘i(x,:p GRZ:XZ"':‘Z <I3.

2.2 Eventos

Quando se realiza um experimento, hi certos eventos gue oeorrem ou wio. Por
exemplo, ro jogar um dade e observar o resultado, alguus eventos sio:

o chservar um Nomero par,
¢ ochservar o NoMere 2 e
* chservar um Nomero maior ou iqual A 4.

Todo evento associndo A um experimento pode ser identificads A um subeon-
Juvte do espago amostral Q. Reciprocamente, tode subcoyjunto A de Q pode ser
Associsdo A um evento. Assim, podemos associar

* o covjunte $2,4,63 ao evento observar um Nomero pAr e

* o conjunto §4,5,63 Ao evento cbservar um Nomero maior ou iqual & 4.

Defivigho 2.6: Sejp Q o espago amostral do experimento. Todo subcoyjunto
A CQ seri chamado evente.

o O é o evevto certe.
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e § & o evento iMFossivel.

o Para 0 €Q, o evento 03 & dito elementar (ov simples).

* Eventos com uma atribuigio de probabilidade sio chamados de eventos alestorios.

Defivigho 2.7: O complementar de um evento h, denotade por A%, & o conjunto

formado pelos elementos de Q que wic pertencem i A Assim, A =0 € Q: 0 ¢ A3.
| ]

0 0

¢ )

AC

2.3 Defivicdes de probabilidade

Hi virias interpretagdes da probabilidade. A sequir, veremos as trés mais
importantes.

Defivigho 2.8: Se Q & fivite, 4 defivigho clissica da probabilidade PUA) de um
evento ACQ & dada por

_ #h _ Nomero de elementos de A
#OQ  womero de elementos de Q

P(*)

Obs: Esta defivicho bases-se No coneeito de resultados equiproviveis, ou melhor,

No principio da indiferenga. Por exemplo, em um experimento gue cousiste em
langar um dado e observar o resultado, podemos usar Q = §1,2,..,63 e, diavte da

indiferencs evtre os resultadeos, temos PL) = %, Vi € Q. n

Exemplo 2.16: Su,bcuAAmcs um ex,cev-imeutc que consiste em retirar uma carta em

om baralho. Usanvdo a defivigho clissics de probabilidade, gual & 4 probabilidade
de tirar um T?
Solugho: Seja Q = $A0,29,..,08,Ka3 o espago amostral e A = §74,70,79,783 o

evento de ivteresse. Assim,

_#h_ 4
PCAY prrialos
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Defivigho 2.9: & defivicho frequentista baseia-se na frequencia relativa de um

Nomero grande de reslizagdes do experimento. Mais especificamente, defivimos
& probabilidade P(AY de um evento A usande o limite da fregueneis relativa
da ocorréneia de A em W repeticdes iudepen&eutasﬂ do experiments, com N
tenvdendo ao iNfivite, ou seja,

» ( A) = I o [ Romere de ocorréncias de A em N realizacses
™ independentes do experimento )

N—00 N

Obs: & grande dificuldade da defivigho (requentista & gue os experimendtos Nunea

sko realizados iNfivitas vezes, loge wio hi como avaliar a probabilidade de forma
estrita.

1.0

o
o

0.4

0.2

I I I I I I
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0.6
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Proporcio de resultados em 10, 100, 200 e 1000 arremessos de um dado.

'Mais adiante vamos formalizar o conceits de independéeneia.
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Defivicho 2.10: Cowsideremos um experimento gue cowsiste em escolher um

ponto Ao acaso em uma regiko Q C RP. A defivigio geométrica da probabilidade
P de um evento ACQ & dada por

‘P(A—) = volume de A’

volume de Q

Obs: Naturalmente, em espagos unidimewsiovnis (p = ) o volume & substitvide
por comprimento e em espagos bidimevsionnis (p = 2), por Area. n

Exemplo 2.17: O jogo de {rave-carresv foi estudado pela primeira vez em 1133

pelo maturalista e matemitico francés Georges-Lovis Leclere e & apresentado
por Badize et al. (I996) como uma proposicho para introdugio As probabilidades.
O joge cousiste em langar uma moeda em um piso de azvlejos de forma quadrada.
Os jogadores entho apostam se Ao moeda irk parar completamente sobre um
oNico  Azulejo, posigho chamada “frave-carresd’, ou sobrepor algum trecho do
rejunte (jungho dos azulejos). Em uma regiko com N azulejos de lado iqual & b
centimetros, gual & a probabilidade de uma moeda de raio r cevtimetros parar
em posigho “frane-carreau’?
Soluq..&c:

liélar b B

Cada localizagho possivel para a moeda pode ser caracterizada pelo sev ponto

central. Na figura acima, o guadrade de vertices A, B, C e D ilustra um szulejo
e & circuferéncia de cewtro P e raio r ilustra A moeda. Repare gue A moeda
estari localizads completamente sobre o azulejo (posicho “fravc-carress se, e
somente se, sew cewtro estiver wo ivterior do guadrade de vértices €, F, 6 e
H. Assim, usando a defivicho geométrica, a probabilidade procurada &

b — 272 - (b — 2K
b2 b2

Para explorar um aplicative deste joge, acesse
http://www.ufjf.br/joaquim_neto/aplicativos,
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Defivigho 201: & defivicho subjetiva de probabilidade baseia-se em crengas

e/ov informasdes do observador A respeito do fenémeno em estude. n

Exemplo 2.18: Consideremos o evewto k ='chove em Moscou’. Para alguém em

Mivas Gerais podemos ter A sequinte avalingho: PLA) = O,S. Para alguéem de
Ceningrado, podemos ter P(A) = 0,8, se chove em Leningrado e P(A) = 0,2, se
Niko chove em Leningrade. Para alquem de Moscou, P(L) =), se esti chovendo em
Moscou e PLL) = O, se vho esti chovendo em Moscou. n

24 Teoria dos conjuntos: revisko de conceitos

Defivigho 2.12: Os conjuntos da sequencia (Fivita ov edumerivel) h,hz,.. sho
digjontes Z & 2, se & NA =0, Vi %]

a4, 0\
@ .0
S

@ ¢

Defivigho 213: O conjunte das partes Z(A) de um conjunto h & defivide por

P = BB c A3.

Exemplo 2.19: Se A = $3,5,73, evtio

9(A’3 = 1233) 253)273) 23)53) 23,73)2'5,73>23>'5,73>03.

25 Axiomas de probabilidade e espago de probabilidade

Nio vamos Wos preccupar, doravanvte, com o problema de como defivir probabi-
lidade para cada experimento. Simplesmendte, vamos admitir gue as probabilidades
estio defividas em um certo conjunto %H de eventos, chamados de eveuteos
sleatérios. Vamos supor que & todo A € o/ sejp associndo um wimero real PLAY,
chamado de probabilidade de , de modo gue os axiomas & sequir sejam satisfeitos.

2Geralmente usamos & = P(D). Para saber mais sobre condicses gue o deve satistazer,
covsulte James (19BN,
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o Axioma I: P(AY > 0O, VA e .

o Axiema 2: P(Q) = ).

o Axioma 3: Se A, h2,.. € & sho digjuntos 2 a 2, evtio

P[Q Au] - gp(»m).

Defivigho 214: Um espago de probabilidade & um trio (Q,,P), onde

* Q & um conjunto Nio vazio,
o o/ & um conjunto de evedtos aleatories e

o P & uma probabilidade em .

2.6 Privcipais resuvltados

Resultade 2.3 LPv-cloAloiliAAA,e do evevto iMPtbssWeh: PCOY = O.

Prova: Temos que

POy =P(QUOAUOU .Y >

PLY=P(Y+P(Y+P(+..>
O=P(H+P(NH+..>

PLOY = 0.

Resultade 2.14: Se A hz,..hy € & sio evevtos aleatérios digjunvtos 2 a4 2

envtio
p [O A;} = i':P (%)-

i=l
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Prova: Fazendo & =0 Vieio+),n+2,.3, temos que

Resultado 2.US (probabilidade do complementar):

PLAY = | = P(A), VA € .

Prova: Temeos que

Q=AU
= PLY) = PLAUAS) = (aplicando os axiomas 2 e 3) =
== P + PLASY =
= PLA) = 1 = PLAS.

Resultade 2.106: VA,B € o7,

A CB = P < PCBY.

Prova: Pelo axioma |, temos que P(B NAY 2 O. Assim,

PBNANY>O0 >
= P(B NAS) + PLA) 2 P(A) = (pelo axioma ) =
2> PR NADH UL 2P =
= P(B) > PLA).

Resultade 2.07:

O<PWM <) Vhew
Prova:  Como A C Q, aplicando o resvltado temos gue

PCAY < PL) = (pelo axioma 2) = PLA) <.
Mem disso, pelo axioma ), P(A) 2 0. Loge O <P(A) <.
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Resultade 2.18: VA,B € &,
PCA N RS = P(AY — P(ANBY.

Prova: Temos que

Resultade 2.9 (desiqualdade de Boole): Suponde gue Az, Az,.. sio evedtos

aleatérios,
P[U A;J < > P (k)
= =1
Prova: Cousideremos o sequinte seguéncia de eventos

B =4
Bz =k niY

Bz = Az N (4 UA?.)Q

B; = A—; N (A—, U.U A—;_,)c

Note gue esta sequéncia & de eventos digjuvtos 2 a 2. Alem disso, temos que

B c A, o gue implica P(R)) < PLA). Deste modo, temos gue

P[D A;J = P[D B;J = (Pelo axioma ) =

i= i=

Resultade 2.20: Suponde que Az, ...k, sio evenvtos aleatsrios, temos gue

Prova: Awiloga & prova do resultade anterior.

Resultadoe 2.21: Se A e B forem evewtos gquaisquer, evtio
PLA U B = PLA) + P(R) — PLANBY.
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Prova:

PCLAUR) = PLLANBHH UBY
= (repare gue ANB® e B sio digjuvtes) =
= PCA N B + P(B)
= P(AY - PCA NBY + P(R).

Resultado 2.22: Se 4, B e C forem eventos guaisquer, evtio

PLAURBULY = PLAY + P(BY + P(Y - PLANBY —PLANCY -P(RNCY +PLANB N LY.

‘PV‘OVA:

P(AUBUC) = (pelo resultade 2.6) = P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC)
elo resuvltado =

()« P®)+P(C)-P(AnB)-P((AUB)NC)
(A)+P®)+P(C)-P(ANB)-P((AnC)u(BNC))
elo resultado =

() +P®)+P(C)-P(ANB)
-P(AnC)-P(RNC)+P(AnBNC).

(p
.P
P
(p
P

Resultado 2.23: Suponde uma sequéncin A, k2, .. Ay de evenvtos aleatérios, temos

iue
~N ~N
P(MUAz UL UA) = D P(K)- D P(Mndy)
=l

i<j=2

« 3 bhnknk)

i$j<r=3
+ (—DY’_' P(M NAkzN..N A—,.,)

Prova: Por indugio fivita. Obs: Os dois dltimos resultados sio cases particvlares
deste resultade. n

Resultade 2.24: Sejam AR € .

Se P(B) =) entic PLA) = P(ANRY.
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Prova:  Come B C (AUR), pelo resultade P(BY < PLAURY, o gue implica
| <PLAUBY <, ou seja, PLAUB) = I. Pelo resultade temos aivda gue

PLAURY = P + P(RY - PLANRY
2)1=PAY+)I-PANRY
= PLA NRY = P(AY.

2.1 Probabilidade condicional e principais teoremas

Defivigho 2IS: Sejp (2,4,P) um espago de probabilidade. Se B € & e
P(8) > O, a probabilidade condicionsl de A e o/ dado B & delivida por

PLANRY

PCAIRY =
(e P(RY
ObS:

o Se P(B) = O, P(AIR) pode ser arbitrariamente defivida. Mas, por iNdepen-
déncia, & covveniente fazer PLAIR) = P(A), como veremos adiante.

* Decorre da defivichio que PLANRY = P(BIP(AIR) e esta igualdade tambem
& vilida quando P(B) = O (verifigueN.

Exemplo 2.20: SuPeuAAmcs gue  uma Cibrica possui 310 mhguinas de soldar.

Moumas destas miguinas sio eletricas (), enguanto outras siko manuais (M). Por
outro lade, temos tambem gue algumas sio wovas (N e outras sio usadas (D). A
tabels abaixo informa o Niomero de migquinas de cada categoria.

Eletricas | Mavuais | Totais
Nevas 10 60 70
Usadas 200 40 240
Totais 210 100 310

&) Sabendo gue uma determivada pecs Loi soldada usando uma miguiva Nova,
gual & A probabilidade (clissica) de ter sido soldada por uma miguina elétriea?
bY Sabenvdo que uma determivada peca foi soldada usando uma miguiva elétrica,
gual & a probabilidade (clissica) de ter sido soldada por uma miguina vova?
Solugie:

A)

— PleEnNNY #EnNN 10
E = = = — = 0.14285.
HELM PO #N 70 4

bY
PINNEY _ #INNEY _ lo

e) =
PN | &) e N 200

= 0.0S.
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Resultado 2.2S: Uma probabilidade condicioval dade um evento B %)Al%u&\r é

oma probabilidade.

Scluq.ﬁ.o:
Para mostrar gque a probabilidade condicioval & uma probabilidade, devemos

verificar gue
e PLAIBY>O, YAe v,
e PLQIBY=) e gue
o se Ah2,.. € &/ sho digjuntos 2 a 2, entio

| Un

Vamos verificar evtio As condicdes ACima.

o Como P(H | BY = RO, com PLANRY 2 0 e P(R) > O, temos que PLAIBY 20

e & | condigko foi satisfeita.

M

B] "2 P(ml1B).

o Temos tambem que P(Q | B) = PC;:—Q? = ié—g =) e & sequuda condicho (o

satisfeita.

o Por fim, temos

IR I

g
] P(®) P(®)

| Un

Teorema 2. (Teorema da Multiplicagio): Seja (Q,,P) um espago de probabi-
lidade com A,A2,.. Ay € . Entio
P(A, NAk2z N..N Ah,) = P(AN,IA, N..N A’,u—')
X P (Aoalh N nh,_2)

X X

X P(A—zl»‘q)P (A-))

Prova: Por indugio finita.
Obs: Especificamente, para N = 2, temos

PCA) N ALY = PCA2 | ADPLA) = PUAY | AP,

Defivicio 2.160: ma sequéncin h Az, .. finita ou evumerivel de conjuntos & uma

particio de um conjunto d guande
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o for uma sequéncia de coyjuntos digjuntos 2 4 2 e

e Uk =h

Teorems 2.2 (Teorema da Probabilidade Total): Sejp (Q,4,P) um espago de

probabilidade. Se 4 segquémcia (Livita ou evumerivel) A hz,.. € &/ Lormar uma
particio de Q, entio

P®R) = ZP(BIA;)P(A;).

Prova:

P®) = P[U ®n A;)J = (pelo axioma 2) =

= ZP(B n)= ZP(BM;)P(A;).

Exemplo 2.21: Um empresa produz circuvitos em trés fibricas, devotadas por |

Il e lll. & £abrica | produz 40% dos circvitos, enguanto a Il e o lll produzem 30%
cads uma. ks probabilidades de que um circvito produzide por essas (ibricas wio
funciove sio O.0l, 0.04 e O.03 respectivamente. Escolhido Ao acaso um cirevito
4 producho conjunts das trés Cibricas, qual & a probabilidade do circvite wio
Luncionar?

Solugie: Consideremos os eventos

o A ="o cireite foi produzide pela fibrica I,
e B ='s circvite foi produzide pela Librica I,

e C="s cirevite foi produzide pela Labrica lll'e
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e D ='o cirevite Nio funeciona'.

Primeire repare gue os conjuntos A B e C formam uma particho do espago
amostral. hssim, aplicando o teorema da probabilidade total, temos gque

P(D) = P(DIA)P(A) + P(DIB)P®) + P(DIC)P(C)

=00l X004 +0.04 x03+0.03x0.3=0.02s.

Teorema 2.3 (Teorema de Bayes): Sejp (Q,,P) um espago de probabilidade.

Se & seguéncia (£iNita ou evumeriveD) A, hz,...€ o Lormar uma particie de Q,

envtio P(A;I%) _ P(BM;)P(A—;)

CSP(EI)P(Y)

Prova:

P(AnB)  P(BIA)P(K)
P(A1B) = '@ = '@

= (Pelc teorema da probabilidade totA.l) =
P (BIA-;) P (A—;)
2P (Bl4)? (k)
N

Exemplo 2.22: Um empresa produz circuvitos em trés {ibricas, devotadas por

L Il e ll. A Cabrica | produz 40% dos circvitos, evguavto a Il e a lll produzem

30% cads uma. ks probabilidades de gue um cirevito produzide por essas fibricas

Niko funcione sko 0.0, O.04 e O.03 respectivamente. Um cirevite & escolhido

ro Achso i produgho conjunts das trés fibricas. Dado que o cirevito escolhido

Niko funciona, gual & a probabilidade do cirevite ter side produzide pela fabriea [?
Solugio: Consideremos os eventos

o A ="o circvite foi produzide pels Cibriea ',
e B ='s circvite foi produzide pela Librica I,

e C="s cirevite {oi produzide pela Cibrica ll'e
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e D ='o cirevite Nio funciona'.

Primeire repare gue os conjuntos A, B e C formam uma particho do espago
amostral. hssim, aplicande o teorema de Bayes, temos que

) P(DIA)P(A)
P(DlA)P(A) + P(DIB)P®) + P (DIO)P(Q)

_ 00Ix O4 =06
0.02s

P(AD)

Exemplo 2.23: Uma pesson vai ao médico reclamando de dores. 0 médico

acreditsa gue o pacievte pode ter uma determinada doevgs. Ele evtio examivg o
paciente cvidadosamente, observa seus sivtomas e presereve um exame lnboratorial.

Seja 0 uma quantidade desconvhecids gque indics se o patievte tem A doenga
ov Nho. Se ele possui & doenga evtho 0 =), caso contriric 0 = O. 0 meédico
assume subjetivamente gue P(O = I|H) = 0.6, ovde H representa toda a informagio
disponivel antes de saber o resvltado do exame laboratotial. Para simplificar,
iremos omitivr H fazende PLO =D = P(O = I|H) = O6.

Seja X uma varidvel aleatéria associada ao resultade do exame laboratorial, de
modo que X =) indica gue o exame acusou A doenga e X = O easo contririe. O
exame forvece um resultade iNcerto com as sequintes probabilidades

PX=110=0)=0.l0 (exame positive sem A doenga) e
PX=110=DN=04S (exame positive com A doenga).
Dado que o exame acusov & doenga (X = 1), qual & a probabilidade do paciente

ter a doengal
Solugie: Pelo teorema de Bayes, temos gue

POX=110=DPO=D
POX=110=DNPO=N+PX=116=0)P0=0)

= OAas x0.6 = 0.9244262.
04asS x0.b6+ 0.l xO4

PLO=11X=N=

Exemplo 2.24: O problema de Moty Hall & um problema matemitico gue surgiv

A partir de um coNewrse televisivo dos Estados Unidos da Amériea chamado Let's
Make a Deal, exibido va déecada de 1970.

O jogo cowsiste wo sequivte: Monty Hall (o apresevtador) apresectava 3
portas aos concorrentes, sabendo gue atrds de uma delas esti um carro (prémio
bom) e gue as outras tém prémios de pouco valor.

l. ® Na | etapsr o coneorrente escolhe uma ports (que ainda Nio & aberta).

2. Em sequida, Movty abre uma das outras duas portas que o concorrendte
Nio escolhey, sabendo gue o carro Nio se eneontra wvela.
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3. ¢ Agora, com duas portas apenns para escolher e sabendo gue o carro esti
atris de uma delas, o covcorrevte tem gue se decidir se permavece com
& ports gue escolhew No iNitio do jogo e abre-a cu se muda para & outra
porta gue ainda esti fechada para evtio a abrir.

Qual & a estratégia mais lqgiea? Ficar com A porta escolhida ivicialmente ov
Mmudar de porta? Com 9"»! Aas duas portas ainda fechadas o concorrente tem
mais probabilidades de ganhar? Por gue?

Solugie: Consideremos os eventos

o 4 = "Carro esti wa primeira porta’,
[ ] A’Z

* Az = "Carro esti wa terceira ports’ e

‘Carro esth wa sequuda porta’,

o C = "0 apresentador abre a terceira porta’.

Naturalmente, iremos assumir PLC | &) = O, P(C LAY =) e PLC | AR) = O.
Assim, pelo teorema da probabilidade total, temos

PLLY = P (Cli) P () + P(ClA2) P (A2) + P(ClAs) P (A2) =
=Ll el !

= 0SS
2 3 2 2 2

Agora, usando o teorema de Bayes, temos

PLC LAY _ 2 X3

|

PCAy | Y = =L

Ch 1 & Ty ?L_ 2
)xl

oty | C = MClAYUY X3 2

PCCY T
PC | A2 Ox3

PlAs | O = (C LAWY _ZX3
PCCY L

Portanto, escolhendes trocar de porta a chanece de 3A.~AM' o cArroe & maior.
n

Exemplo 2.25: Recomenda-se gue, o partic dos 40 anos, as mulheres fagam

mamograkias anvnis. Nesta idade, 1% das mulheres sio portadoras de um tomor
Assivtomitico de mama.
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Sejr 0 uma guantidade desconvhecida gue iNdich se uma paciente desta Laixa
etiria tem A doenca ov Nio. Se ela possui A doenga entio 0 =), caso contririo
0 = O. Assim, podemos assumir gue

PLO=N=0.0 e PLO=0)=0494.

Sabe-se gue A mamografia indics a doenga em BO% das mulheres com chneer
de mama, mas esse mesmo resultado ccorre tambéem com X.6% das mulheres sem o
chocer. Assim, sejp X oma varidvel aleatoria associnda ao resultade da mamogralia,
de modo gue se X =] o exame Acusou A doengs e X = O ecaso contririo. Temos
entio que

PX=110=0)
PX=110=D

0.0%
0.80

Imagine agora gue vocé encontra uma amiga de 40 e poucos ados aos prantes,
desesperada, porgue fez uma mamograkia de rotiva e o exame Acusou A doengh.
Qual & probabilidade de ela ter um cincer de mama?

Solugio: Temos gque

POX=110=NPO =1

POX=110=DPO=N+PX=116=0)Y(0=0)
= ©gox 00l = 0.0T16391S
O.80 X 0.0l + 0.096 x 099

Coge, A probabilidade dela ter o doenga & de aproximadamente 1.8%.

Obs: Ao apresevtar este problema o virias pessons, inclusive estudanvtes de
medicina, observa-se uma tewdéncis a superestimar A probabilidade a posteriori
da doenga. Isto revela que o raciocivio bayesiavo ko & ivtuitive. Parece haver
uma tendéncia geral A iguorar o fato de gue A probabilidade a priori de doenga
& peguenn, fendmeno devomivado “(alicia da probabilidade de base’ pelo psicsloge
Norte-americado (de origem israelense) Daviel Kahveman, premiade com o Nobel
de Economia em 2002 por estudos sobre o comportamento de investidores. Num
sevtido especifico: “As pessoas wio sko racionais'. n

PCO=11X=D

2.8 ln)c\«efes)a\éudh

Defivigho 207 (independéencia evtre dois eventos): Dois eventos aleatsrios #

e B sio iuAePeuAeutes %Jwa\:c

PCA N RY = PLAYP(RY.
Obs: Se os eventos A e B sio independentes, evtio
PAIRY=PLAY e PBI|A =PB®.

Assim, se dois eventos forem independentes, 4 occorréncia de um deles Nio afeta
& probabilidade de ocorréncia do outre. n
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Exemplo 2.26: Covsideremos Novamente o experimento gue covsiste em escolher

um ponto aleatoriamente No cdireulo de raio unitiric (centrade A origem do
sistems cartesiavo de coordemnadas). Sejpm A um evento {ormade pelos pontes
gue estio A meNos de meis unvidade de distincia da origem e B um evento
formado pelos povtos gque possuem primeira coordenvsda maior gue A sequuda.
Mostre gue os eventos A e B sio independentes.

Solugie: Come
! 11!
PLANRY s © PLAYP(RY 22 &
temos gue PLANB) = PLAYP(R) e, consequentemente, os eventos sio independen-
tes. n

Agora, vejamos dois modos de defivir independéncin para 2 ocu mais eventos:
A iNdependéncia 2 A 2 e A independéncis motua.

Defivigho 218 (independencia 2 o 2): Seja thi:i €13 uma colegho de eventos

rlestorios indexada por um conjunte (de indices) | Os eventos dests colegio
sho ditos iNdependentes 2 4 2 se

P NAD = PLYPCA)Y  Vigel tais que i 2]

Defivigho 219 (independencia motur): Seja B = ¢k i €13 uma colegho de even-

tos alestérios indexads por um conjunto (de indices) | Os eventos desta colegio
sio (mutuamente) independentes se, para toda sublamilia Givita SA; 4, . & 3 de

PREC

eventos em B, tivermos
PCA, Ny, N = POA YPCA, YLPCA D

Obs: As duas defivigdes de independéncia formuladas acima sko parecidas,

porém wio sko egquivalevtes. O resultado o sequir estabelece gue uma colegio de
eventos (mutuamente) independentes & wecessariamendte uma colegio de eventos
independentes 2 a 2. Porém, a reciproca nio & verdadeirs, conforme veremos No

exemplo

Resultado 2.26: Qualguer colegho B de evevtos aleatérios (mutvamente) iv-

dependevtes & uma colesho de eventos independentes 2 a 2.
Prova: Como B & uma colegio de eventos (mutuamente) independentes, para

toda sublamilia Givita Sh; ki, . & 3 de evevtos em B, temos gque

.
PCA—;' n A'iz N..N A—;»\ = ‘PCA—,,\PCA-Q\PCA-,“\

Em particular, para todas as sublamilias $hj, A3 com i %], temos gque

PCA; N AN = PCOPCA)D.

Coge, B & umn colegio de eventos independentes 2 4 2. n
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Exemplo 2.27:  Suponhamos um experimento gue consiste em jogar dois dades.

Comsidere os eventos:

* & =50 primeire dado mostra um Nomero pars,
* B = {0 sequudo dado mostra um womero impars,

o (= $ambos os dades mostram Nwomeros impares ouv ambos mostram womeros
paress.

&) Os evewtos acima sko independentes 2 a 27

b) Os eventos acima siko mutusmente independentes?
Solugio:

&) Para mostrar gue os evedtos sio iNdependevtes 2 4 2, devemos verificar
se

PCA NBY = PLAYP(RY, PCA N CY = PCLAOHPLCYH e PR N CY = PCRIPLCY.

Primeire, vote gue

PLAY = 22 = o5,

PRY = 22 = o5,

= 3X3 4 3x3 _ <
PLOY = 256 T oxe = O

PLANRY = 322 = 025,

bXxb
o PANOY =22 =025 ¢
o PBNQ) = 22 = 02,
Consegquentemente,

e PLANRY = 0.25 = 0.5 x 0.5 = PLAP(RY,
e PLANCY =0.25 =05 x0.S5 = PLAYLY e
e P(BNCY = 0.25 = 0.5 x0O.5 = P(RPL.

Coge os eventos sio iuc\e,oeué«eutas 2 A 2.
Solugio:

bY Para mostrar que os evewtos sio (Mmutuamente) independentes, devemos
verificar se

o PCANBY = PLAOP(RY,
PCANCY = PLAOPLLY,
P8 NCY = PCBYP(D) e

PCANB N CY = PLAOPCBIPLLY.
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No item (&), veriflicamos gue As 3 primeiras covdigées sio verdadeiras e,
portante, falts apevas avaliar se PCANBNC) = PLAYPRIPL). Pelo item (a), temos
ainda gue P = P(B) = P(C) = OS e, consequentemente, PLAPBIP(C) = 0s3 =
O.12S. Por outro lade, ANBNC = 0 e, covseguentemente, PLANB NCY = PLO) = O.
Assim,

PLANBNQ) = PLO)Y = O # 0125 = PLAYP(RP(L).

Coge, os eventos wio sko mutuamente independentes. n

Resultado 2.27: Se A e B forem aconvtecimentos independentes, tambéem o
sevrio

A) A e BY

b A* e B e

) A® e BS

Solugie:

IS

PCA N B = PLAY — PCA N BY = PLAY — PLAYP(RY = PLAYU — PLRBY) = PLAYP(B®.
b)
PCAS NB) = P(B) — PLA N BY = P(RY — PLAYP(RY = P(RYU — PLAYY = PCBIPCA™.

° P(A*nB) = P((AUB))=1-P(AUR)

= (Pelo resultade =) - (P (A—) +P®)-P (A— N B))
=1-P(A)-P®)+P(A)P(®)

= (coleu.uatc -P®) em evidéucip.) =
=1-P(&)-P®)(1-P(4)

= (colocando | - P(A) em evidewein) =

=(1-P(A)(-P®) = P(4*)P®).

2.8 Exerciclos

Exercicio Z.) Sejam A e B dois eventos. Se P(A) = 0.3, P(B) = 0.2 e P(ANR) = O,
entio calevle:

A PLASY,

bY P(AURY,

) P(AS N @Y,

N PLANBYY,

e) PLLAURYY e
D PLACUR).
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Exercicio 2.2 Um empreiteiro apresentou orgamentos sepirados para A execugho
S parte elétrica e du parte de enveanamendto de um edificio. Ele acha que &
probabilidade de ganhar A concorréncia da parte elétrica & de SO%. Case ele
ganhe A parte elétrica, a chance de gavhar 4 parte de edcanamento & de 3/4,
caso contririo esta probabilidade & de 1/3.

&) Qual & probabilidade do empreiteire ganhar os dois contratos?
b)Y Qual 4 probabilidade do empreiteire ganvhar apenas um?

o) Qual & probabilidade do empreiteire perder a parte elétrica e perder a parte
de encanamento?

Exercicio 2.3 Oleos de cozivha sio produzides em duas principais variedades:
monoinsaturados e polivsaturades. Duas matérias primas pars oleos de cozinha

sio: milhe e cavola. A tabela a sequir mostra o womero de garrafas destes sleos
em um su,uev-Mev-u.Ao.

Ti,uo de éleo

Canola | Milhe
Tipo de | mono ] I3
ivsaturagio | poly a2 M

A) Se ums garraka de dlec & seleciovada alestoriamente, qual o probabilidade
(clissica) de ser um sleo polivsatuorade?

b)Y Se uma garrala de slec & seleciovada aleatoriamente, gual a probabilidade
(elassica) de ser monoivsaturade de canvola?

Exercicio 2.4 Um certo tipo de motor eléetrico falha se otorrer uma das sequintes
situagdes: emperramento dos madcais, gueima dos rolamendtos ou desgaste das
escovas. Suponha gue o emperramento sejn duAs vezes mais provivel do gque a
gueima, esta sendo guatro vezes mais provivel do gue o desqaste das escovas. Qual
& & probabilidade de gue a falha sejr devida A cada uma dessas circunwstincins?

Exercicio 2.5 Supovha gue A e B sejam evevtos tais que P(A) = x, P(B) = y e
PLANB) = z. Exprima cada uma das sequintes probabilidades em termos de x, y e
z.

A PAS URBRYY,
bY PCAS N 8.
o) PLA*UB).
4) P(A* N8,

Exercicio 2.6 Suponha gue A, B, C sejam eventos tais gue P = P(B) = P(C) = 1/4,
PANBY=P(BNCY =0 e PLANC) = 1/8. Calevle & probabilidade de gue Ao MeNos
um dos evevteos (A B ou O) ecorra.

Exercicio 2.7 Se A, B e C sko eventos digjuvtos dois o dois, & possivel ter
P = 03, P(B) = 04 e P(C) = 057 Por gue ou por gue wio?
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Exercicio 2.8 Qual & a probabilidade (clissica) de observar guatro womeros dife-
revtes ao langar guatro dades?

Exercicio 2.9 Se 12 bolas sio colocadas aleatoriamente em 20 caixas, qual & a
probabilidade (clissica) de vedhuma caixa receber mais do que uma bola?

Exercicio 2.0 Uma caixa covtém 24 [ampadas, das guais 4 sio defeituosas. Se uma
pesson seleciova 4 lampadas aleatoriamente desta caixa, qual & a probabilidade
(clissica) das gquatro lampadas serem defeituosas?

Exercicio 2. Su,bcuAA,mc:s gue N pessoas irko se sentar aleatoriamente em w
cadeiras alivhadas em ila (de um teatro). Qual & a probabilidade (clissica) de
duas pessoas em particular, A e B, sevtarem uma do lado da outra?

Exercicio 2.2 Supovhamos gue k pessoas irko se sentar aleatoriamente em w
cadeiras alivhadas em fila (de um teatro). Qual & a probabilidade (clissica) de
k pessoas occuparem cadeiras adjacentes?

Exercicio 2.3 Suponha gue um comité de 12 pessors serd selecionado aleatoria-
mente dentre 100 pessoas. Qual & A probabilidade (elissica) de duas pessons
em particular, A e B, serem seleciovadas.

Exercicio 2.4 Uma caixa covtém 24 lampadas, das gquais 4 sko defeituosas. Supo-
Phamos gue ums pesson selecionn 10 lampadas aleatoriamente e, em sequida, uma
outra pessoa selecions as 14 lampadas restavtes. Qual & 4 probabilidade (elassics)
aas 4 lampadas defeituosas serem selecionadas pela mesma pesson?

Exercicio 2.5 Um baralhe contém S2 cartas e 4 ases. Se as cartas forem
embaralhadas e distribuidas de manveira aleatoria para 4 pessoas, de modo gue.
cada pesson receba I3 cartas, gual & a probabilidade (clissica) dos 4 ases ficarem
Com A mMesma pesson’

Exercicio 216 &) Suponha gue os trés digites do Nimero 123 sejam eseritos em
ordem alestoria. Qual & a probabilidade de gue ac menos um digite ccupe seu
lugar prépric? b)Y Suponvhs gue os guatro digites do Nomero 1234 sejam eseritos
em ordem aleatsria. Qual & a probabilidade de que ao mewos um digite ccupe seu
lvgar prépric?

Exercicio 2.7 Um equipamento eletrévico & formade por 2 compoventes, | e |l
Suporha que

® 4 chance do componente | falhar & 0,20,
® & chance de apenrs o componente |l falhar & OJS e
o o chance de | e |l falharem simultaneamente & O)S.

&) Calevle o probabilidade de apenas o compovente | Lalhar.
bY Calevle a probabilidade do componvente | Lalhar dado gue o componente Il
Lalhou.
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Exercicio 218 Um operador de ridio envia pontos e tragos com iqual probabilidade,
mas devido a perturbagdes atmostéricas, os pontos sko muitas vezes evtendides

pelo receptor como tragos e vice-versa. Seja "E & probabilidade de um ponto

ser recebide como trage e % & probabilidade de um tragco ser recebido como
ponto. SuPo'Ja\o gue o receptor intev-,uv-e.tA todos os pontos aparevtes como
pontos verdadeiros (o mesmo valendo para os tragos), gual & a probabilidade de
haver um evro WA travsmissio?

Exercicio 219 & urva | covtém x bolas braveas e y bolas vermelhas. A& uvroa |l

contém z bolas braveas e v bolas vermelhas. Uma bola é escolhida ac acaso da
oroa | e posta wa uroa Il Em sequida, uma bola & escolhida ao acaso da vrua .
Qual & a probabilidade desta bola ser bravea?

Exercicio 2.20 Uma caixa covtém 4 vilwlas defeituosas e 6 perfeitas. Duas
vilvulas sko extraidas juntas. Sabendo gque uma delas & perfeita, qual &
probabilidade da outra vilvls tambem ser perfeita?

Exercicio 2.2) Suponha gue temos duas urvas | e ll, cada uma com duas gavetas.
A oroa | covtém uma moeda de ocuro em uma gavets e uma moeda de prata wa
outra gaveta, enguanto a urna ll covtém uma moeda de ocure em cada gaveta. Uma
uroa & escolhida Ao Acaso e, em sequida, uma de suas gavetas & aberta ac acase.
Sabendo gue A moeds evcovtrada westa gaveta & de oure, gual & a probabilidade
de gue A moeds provemha da uroa II?

Exercicio 2.22 Um dado & lavgade e, independentemente, uma carta & extraida
de um baralho completo (S2 cartas).

&) Qual & a probabilidade de obter um Nomers par wo dade e uma carta de
Naipe vermelho?

b) Qual & & probabilidade de obter um Nomero par No dade cu uma carta de
Naipe vermelho?

Exercicio 2.23 Uma montagem eletrévics & formada de dois subsistemas . Suponde
gue & probabilidade do primeire sistems Lalhar & iqual o 0.20, que a probabilidade
ambos falharem & OUS e gue a probabilidade do sequude sitema Calhar sozivhe &
O.S, calevle:

&) & probabilidade do primeire sistema ter falhade dade gue o sequude sistema
Lalhou e

b) & probabilide de ocorrer £alha ApenAS No primeiro sistema.

Exercicio 2.24 Em um lote de 100 chips semicondutores 20 sio defeituoses.
Deois deles sio seleciovados ao acsso e sem reposigio.

&) Qual & A probabilidade do primeire chip selecionado ser defeituose?
b) Qual & a probabilidade do sequude chip selecionsdo ser defeitusso, dado gque

o primeiro deles & defeitvoso?

e) Como a resposta do item (b)Y mudaria se os QHPS selecionados fossem repostos
ates da proxima selegho?
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Exercicio 2.25 Amostras de uma pega de alumivio fundide sko classiflicadas em
duas categorias de acabamento: ‘excelente’ e ‘bom’. Uma outra classificacio
divide As pecas em duas categorias de comprimento: ‘excelente’ e ‘bom’. A
tabels abaixo exibe o womero de pegas por categqoria de um determinvade lote:

Comprimento

Excelevte | Bom
Acabaments | Excelente s ]
da superficie Bom 10 8

Suponhamos gue uma pech & selecionnds aleatoriamente deste lote.

&) Qual & a probabilidade da pega ter um excelevte acabamento wa superficie;
bY Qual & a probabilidade da pegs ter um excelente comprimento;

e) Se A peca selecionada tiver excelevte acabamento wa superficie, qual & a
probabilidade do comprimento ser excelente?

&) Se a pecn selecionsda tiver bom comprimento, gual & a probabilidade do
rcabamento o superficie ser excelewte?

Exercicio 2.26 Duas vilwlas defeituosas se misturam com duas valwlas perfeitas.
ks vilwlas sio selecionadas, uma & uma e sem reposicio, até gue ambas as
defeituosas sejam enecontradas.

&) Qual & o probabilidade de emcontrar a oltima vilvwla defeitvoss o sequudo
esaio?

b)Y Qual & a probabilidade de enveontrar a oltima vilwla defeitvosa wo terceiro
esaio?

o) Qual & & probabilidade de evcontrar a oltima vilvula defeitvosa No guarto
ensaio?

&) Some os Nomeros obtides em (&), (b) e () acima. O resultade surprende’?

Exercicio 2.2 SuFoukA ve A e B sio eventeos iua\.e.)ue.ﬁa\,e.tas AssociAdos A um
experimento. Se A probabilidade de A ou B ocorrerem for iqual 4 06 e &
probabilidade da occorréncia de A for iqual A O4, determive a probabilidade da

occorréneia de B,

Exercicio 2.28 Vivte pegas, 12 das quais sio defeitucsas e 8 perfleitas, sio
iNspecionadas uma apds A outra. Se estas pegas forem extraidas ao acaso, gual &

probabilidade de gue:
&) Qual & probabilidade das duas primeiras pegas serem defeituosas?
b)Y Qual & probabilidade das duas primeiras pegas serem perfeitas?

) Dentre as duas primeiras pegas inspeciovadas, qual & a probabilidade de uma
ser perfeita e A outra defeituosa!
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Exercicio 2.29 No desigu prelimivar de produtos sio utilizadas avalisgées de
cliewtes.  No passado, AS% dos produtos de alto sucesso receberam bons
rvelingdes, 6O% dos produtos de sucesso moderado receberam bors avalingées, e
IO% dos produtos de pobre desempenho receberam boas avalingdes. Alem disso,
40% dos produtos tiveram alto sucesso, 3S% tiveram sucesso moderado e 25%
tiveram desempenho pobre.

&) Qual & & probabilidade de que o produto covsiga uma boa avaliagio?

b Se um wove desigu obtéem uma boa avaliagho, qual A probabilidade de que ele
tevha alte sucesse?

e) Se um produto wic recebe uma boa avalingio, gual & a probabilidade de gue
ele tevha alto sucesso?

Exercicio 2.30 Um software gue detecta fravdes em cartdes telefdvicos detecta
o Nomero de Areas metropolitanss onde as chamadas sio originadas A cada din.
Sio obtides os sequintes dados:

- 1% dos usvirios legitimos chamam de duas cu mais Areas metropolitanss em um
Mesmo A,

- 30% dos usvirics fravdulentos chamam de duas ou mais Areas metropolitanas
em um mesmo Ha.

- & proporcho de usvirics fravdulentos & de 0.01%.

Se um mesmo usvirico faz chamadas de duas cu mais Areas MetrcPoIStA.uAs em
om mesmo dia, gual & a probabilidade de gue o usuirio sejp fravdulents?

Exercicio 2.3 Uma uroa contém 4 bolas bravess e 6 bolas pretas. Duas bolas sio

retiradas 4 uroa sucessivamente e sem reposigio. Determive 4 probabilidade da
primeira bola ser bravca sabendo gue o sequuda bola & bravea.

Exercicio 2.32 Em uma fibrica de parakusos, as miguivas &, B e C produzem 25%,
3% e 40% do total, respectivamente. Da produsio de cada miguina, S%, 4% e

2°%, respectivamente, sio parafusos defeituoses. Escolhe-se ro Acaso um parafuse
e verifica-se gue & defeitusse.

&) Qual & probabilidade de gue o parafuse tewha side produzide wa miguiva A?
b)Y Qual a probabilidade de que o parafuse tevhs side produzide P& migquina B?
Q) Qual a probabilidade de gue o parafuse tewhs sido produzide wa miguiva C7

Exercicio 2.33 Um ivspetor trabalhando para uma companhin de manvlators tem
oma probabilidade de 4% de identificar corretamente um item com defeito
e OS% de probabilidade de classificar incorretamente um produte bom como
defeituose. A companhia tem evidéncias de gue sus livha produz 0% de ftens
deleitvoses.

&) Qual & a probabilidade de um item seleciovado para inspecio ser classificado
como defeituvose?
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b) Se um item selecionndo aleatoriamente & classiflicado como wio-defeituoss, gual
& o probabilidade dele ser realmente bom?

Exercicio 2.34 Um {abricavte de lAmpadas para Larsis avtomotives testa as lim-
padas sob condicdes de alta umidade e alta temperatura, usando a intensidade
e vida Otil como parimetros de ivteresse. A tabels abaixo mostra a performanee
de 130 [impadas.

Vida otil
Satisfatério | lusatisfatavio
Ivtensidade | SatisCatério " 2
Ivsatisfatério 8 2

&) Qual & & probabilidade de uma lampada selecionsda aleatoriamente ser insatis-
Latéria sob %»Aliuev- eritério?

b) Clienvtes exigem AS% de resultados satistatérios. O fabricavte pode atender
A esta &Xiaédcil&?
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210 Respostas Aos exercicios

) &) 0 b)Y 04 &) 0l &) 0.2, &) 06; O 0.8,

2.2h

A PLEL NEN) = PLENIELYP(EL) = OIS x O.S = O.3TS;

b)

o)

2 _
1-% =

2.4
2.5
6

N
2.1
N
N

2.9

2.7
2.18

2.12))

2.13))

2.14)

2.16])

N A st Tl = 1O o 5 aq4T13068; b))

)

2.4

N

PLEL N EN™ + PLEN N ELY = PLEN® | ELYPLEL) + PLEN | ELHPLELY =
0.2Sx0S+ % X 0.5 = 0.296667;
Temos que PLENY = PLEN | ELPLEL) + PLEN | ELHPLEL®) = OIS x OS5 +
% X OS5 = OS4IbbbT. Alem disso, P(EL UENY = PL(EL) + PLENY - PLEL NENY =
O.5+0.54H6b61-0.31S = £. Portanto, PLELENENS = PLLELUENY = |-PLELUEN) =
|

T+I3+G3+77 190
1l 4 8
130130 IR
A |-z lo\j—z-, ) I=x+z5 &) I=x—y*+z

PLAUBUQY = z+ 1+ -1 = OL2s.

-' -
TF3TaET

L = 0.0206842I.

Nio & possivel, pois PLAUBUC) = P(AY+P(BY+P(C) = O3+04+0S =),2 > ).

EXSx4X3 _ T
bXxbxbXxb 0.z *

é—g‘,z = 0.014712140.

L = q410879 x107S.
%)
4

Z.IH Z('J_ZB!LN’—D ou o=l

] m

¢
il
3

ﬂ)\_/.

—
— p N

O

—

|

= 0.0I1333333.

|

_ M _5
+m —|T0F§
» _

+

——

/——t\
b

= O0.139651.

>

—

— —
V)

= 0.010S6423.

N

—
A

g

2 3x%!_3xL+L= O.bbbbblb™; b 4><,37i—6><f:f*4><

. 3 3
A 0,055 &) 0O,0%;
q
40" p
X +)
GG * G

2.20

) 5.

2

D

I

2

3 | 32
) Ar} o) k\ Z

]

41

- -
abie O.bas.
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2.23) ») 050; b) 0.05.
2.24) ») 0.20; b) 0.028; &) 0.04.

2.25)) ) O.82; b) O.8S; o) 0.6l &) O.466666.

26) A) é; b) %; e) ?L_; &) O resultade Nio surpreende, pois os eventos

deseritos Nos itens anteriores formam uma particho do espago amostral. Assim,
saMA de suas probabilidades deve ser

02-3 48
3 A3 qs) k\ qs) 3 o<
2.24) &) 0.6IS; b)Y 0.6I8; ) 0.0S2.

2.20) 0.00244.
2 %
32) ) 0.236; b) O4); ) 0.23.

23) 4) O,4Ax0,009+0,00SX(1-0,00%) = 0.0I386S; by U=2LGNU-000M .
0, TEEOB 1.

) 10) by o4
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