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RESUMO

A validacao da qualidade de agrupamentos é um desafio recorrente na analise
de dados, especialmente em contextos de aprendizado nao supervisionado, em que nao
hé rétulos de referéncia. Nesse cendrio, os indices de validagao interna se apresentam
como alternativas para apoiar a definicado do nimero adequado de agrupamentos. Diante
disso, o presente trabalho aborda a avaliacao de indices internos aplicados ao algoritmo
K-means, com o objetivo geral de analisar sua capacidade em identificar corretamente
o numero de grupos em diferentes cendrios estruturais. Os objetivos especificos sao:
replicar o estudo de Liu et al. (2010), ampliando o nimero de indices de 11 para 42;
aplicar os indices a cinco conjuntos de dados sintéticos com propriedades controladas; e
comparar o desempenho das métricas em diferentes contextos de agrupamento. Como
metodologia, foram gerados dados sintéticos representando situacoes de ruido, densidades
variadas, subestruturas internas e formas assimétricas. O algoritmo K-means foi aplicado
a esses conjuntos, e os resultados evidenciaram que apenas dois indices (gdi33 e gdi43)
apresentaram desempenho consistente em todos os cendrios, alcancando 100% de acerto
na identificagdo do niimero correto de agrupamentos, enquanto os demais mostraram
limitacoes diante de caracteristicas especificas dos dados. Os resultados indicam que nao
h& um tnico indice capaz de se destacar em todos os cenarios, evidenciando a importancia
de selecionar métricas de acordo com as caracteristicas da base de dados. Recomenda-
se a aplicagao da metodologia a dados reais e a comparacao com outros algoritmos de

agrupamento como trabalhos futuros.

Palavras-chave: agrupamento de dados; validagao interna; algoritmo K-means;

métricas de agrupamento; dados sintéticos.



ABSTRACT

The validation of clustering quality is a recurring challenge in data analysis, espe-
cially in unsupervised learning contexts where no reference labels are available. In this
scenario, internal validation indices emerge as alternatives to support the definition of the
appropriate number of clusters. Therefore, this study addresses the evaluation of internal
indices applied to the K-means algorithm, with the general objective of analyzing their
ability to correctly identify the number of groups in different structural scenarios. The
specific objectives are: to replicate the study of Liu et al. (2010), expanding the number
of indices from 11 to 42; to apply the indices to five synthetic datasets with controlled
properties; and to compare the performance of the metrics in different clustering contexts.
As methodology, synthetic datasets were generated to represent situations of noise, varying
densities, internal substructures, and asymmetric shapes. The K-means algorithm was
applied to these datasets, and the results showed that only two indices (gdi33 and gdi43)
achieved consistent performance across all scenarios, reaching 100% accuracy in identifying
the correct number of clusters, while the others showed limitations when facing specific
data characteristics. The results indicate that there is no single index capable of standing
out in all scenarios, highlighting the importance of selecting metrics according to the
characteristics of the dataset. It is recommended that the methodology be applied to real

datasets and compared with other clustering algorithms in future studies.

Keywords: data clustering; internal validation; K-means algorithm; clustering

metrics; synthetic data.
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1 Introducao

O agrupamento de dados, também conhecido como clusterizacao (clustering), é
uma técnica de analise exploratéria que busca dividir um conjunto de dados em grupos
ou clusters, de modo que os elementos de um mesmo grupo sejam mais semelhantes entre
si do que em relagao aos de outros grupos. Essa abordagem é amplamente utilizada
em contextos de aprendizado de maquina nao supervisionado, em que nao ha rétulos de

referéncia disponiveis para guiar o processo de classificacao.

Do ponto de vista matematico, a clusterizacao pode ser formulada como um
problema de otimizagao. No caso do algoritmo K-means, busca-se minimizar a soma das
distancias quadraticas entre os pontos e os centroides dos clusters. Essa funcao objetivo é

representada por:

J:

(2

n

2ij ||z = ¢4 (1.1)
=1j=1

em que n representa o nimero total de pontos, £ o niimero de clusters, x; o vetor

de atributos do ponto ¢, ¢; o centréide do j-ésimo cluster e z; uma variavel binaria que

assume valor 1 quando o ponto x; pertence ao cluster j e 0 caso contrario. A minimizacgao

dessa funcao tem como objetivo encontrar partigcoes que maximizem a homogeneidade

interna dos grupos e a separacao entre eles.

O agrupamento de dados tem sido utilizado hé décadas no processamento de
imagens e no reconhecimento de padroes, e consolidou-se como uma ferramenta aplicada
em diversas areas, como segmentacao de mercado, diagnéstico de sistemas, deteccao de
fraudes e andlise exploratéria, por possibilitar a extracao de informagoes relevantes a
partir de dados brutos (NAQA; MURPHY, 2015). Para além dos dominios de negécios e
tecnologia, o agrupamento também encontra aplicacoes na area da saude, especialmente
na organizacao de imagens médicas — como radiografias, tomografias e ressonancias
magnéticas — com o objetivo de identificar padroes que auxiliem na deteccao de tumores
e no suporte a diagndsticos (SHUKLA; SHARMA, 2020).

Diversos algoritmos tém sido propostos na literatura com o objetivo de realizar o
agrupamento de dados. Entre os mais conhecidos, destaca-se o K-means, que particiona os
dados em um numero pré-definido de agrupamentos, e os métodos hierarquicos, que cons-
troem uma estrutura hierdrquica de grupos (SAXENA et al., 2017). H4 também algoritmos
baseados em densidade, como o Density-Based Spatial Clustering of Applications with
Noise (DBSCAN), capazes de identificar agrupamentos com diferentes formas e densidades,
além de distinguir ruidos presentes nos dados. Outro exemplo é o algoritmo Mean Shift,
que localiza regioes de alta densidade no espago amostral por meio da atualizagao iterativa
de centros de massa (HU et al., 2021).
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Embora os métodos de agrupamento sejam consolidados em diversas aplicagoes,
ainda persistem desafios relevantes quanto a sua utilizacao, como a definicao do ntimero
ideal de agrupamentos, a escolha do algoritmo mais adequado para cada tipo de dado e a
interpretacao dos resultados gerados. Conjuntos de dados muito extensos podem demandar
alto custo computacional, enquanto bases com elevada dimensionalidade dificultam a
andlise e a visualizagdo das particoes. Além disso, a sensibilidade aos parametros do
modelo representa uma limitagao importante, uma vez que pequenas variagoes podem

impactar significativamente os resultados obtidos.

A escolha do algoritmo de agrupamento influencia diretamente os resultados obtidos,
uma vez que diferentes métodos podem produzir particoes distintas a partir do mesmo
conjunto de dados. Isso ocorre porque cada técnica adota pressupostos proprios sobre o
que caracteriza um agrupamento, o que impacta sua capacidade de identificar estruturas

relevantes nos dados e as propriedades dos grupos formados (HENNIG, 2021).

Além da escolha do algoritmo, a variagao e a sensibilidade aos parametros resultam
em diferentes particoes mesmo para um mesmo conjunto de dados, o que torna a comparagao
entre métodos um desafio. A avaliacdo da qualidade dos agrupamentos constitui uma etapa
critica, uma vez que nao existe uma métrica tinica capaz de mensurar, de forma abrangente,
a estrutura dos dados. Por esse motivo, recomenda-se a combinacao de diferentes indices
de validagao para se obter uma analise mais precisa (PALACIO-NInO; BERZAL, 2019).

As métricas de validacao de agrupamento sao ferramentas fundamentais para avaliar
a qualidade das particoes geradas por diferentes algoritmos e possibilitam a comparacao
entre seus desempenhos sobre um mesmo conjunto de dados. Como exemplo, Scaldelai,
Santos e Matioli (2022) propuseram o indice de Densidade de Agrupamento (indice CD),
uma métrica de validagao interna que considera a relagao entre coesao e separacao dos
grupos formados, apresentando desempenho comparavel ao indice de Davies-Bouldin (DB)

e ao coeficiente Silhouette.

No trabalho desenvolvido por Kumar et al. (2020), foi proposto um novo esquema de
validagao de agrupamento, denominado Two-Phase Cluster Validation (TPCV), que avalia
a qualidade das particoes com base na probabilidade de proximidade e separacao entre
grupos. Os experimentos indicaram que o TPCV é uma abordagem eficaz para analisar
agrupamentos em conjuntos de dados estruturados e nao estruturados, sem depender de

informacoes prévias sobre as categorias formadas.

Liu et al. (2010) realizaram uma anélise sistemética sobre medidas de validacao
interna aplicadas a algoritmos de agrupamento, com o objetivo de avaliar o desempenho de
11 indices amplamente utilizados na literatura. O estudo investigou a capacidade dessas
métricas em lidar com diferentes caracteristicas dos conjuntos de dados, incluindo variagoes
em monotonicidade, presenca de ruido, densidade desigual entre agrupamentos, existéncia

de subagrupamentos e distribuigoes assimétricas..
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Este trabalho tem como objetivo replicar o trabalho desenvolvido por Liu et al.
(2010), ampliando o nimero de indices utilizados para a avaliagao dos resultados através
de um conjunto de dados gerado sinteticamente, mas utilizando as mesmas propriedades

abordadas pelos autores.

1.1 Justificativa

A inexisténcia de um guia sistematico para a selecao de indices de validacao interna
dificulta a aplicacao segura da analise de agrupamentos em contextos praticos. Essa lacuna
é especialmente critica na Engenharia de Producao, onde a definicao do ntiimero de grupos
pode impactar diretamente decisoes estratégicas, como o projeto de arranjos fisicos, a
segmentacao de clientes ou o controle estatistico de processos. Em muitos desses casos, a
adocao de agrupamentos inadequados, influenciada pela escolha incorreta do indice, pode

comprometer a eficiéncia operacional e a qualidade das decisoes tomadas.

Com o interesse em entender e expandir o guia de selegao de indices desenvolvido
por Liu et al. (2010), este estudo foi realizado ampliando o nimero de indices internos,
oferecendo uma perspectiva mais ampla sobre o desempenho e a aplicabilidade dessas

métricas em diferentes cenarios.

A replicacao e a ampliacao de pesquisas previamente desenvolvidas sao fundamen-
tais para a validagao e o progresso do conhecimento cientifico (BROWN et al., 2016). No
contexto da andlise de agrupamentos, esse tipo de abordagem permite verificar a consistén-
cia dos resultados e explorar novos contextos, contribuindo para uma compreensao mais

aprofundada das limitacoes e potencialidades das métricas avaliadas.

Além de contribuir para o avanco académico, este trabalho busca gerar um conjunto
de evidéncias empiricas que sirva como apoio a construcao de um guia de selecao de indices
de validacao interna. Essa contribuicao é relevante para profissionais e pesquisadores
da Engenharia de Producao que utilizam técnicas de agrupamento em problemas reais,
oferecendo subsidios para decisoes mais fundamentadas e eficazes no uso de algoritmos

nao supervisionados.

1.2 Escopo do trabalho

Este estudo tem como objetivo avaliar a qualidade de agrupamentos gerados pelo
algoritmo K-means, com base em indices de validacao interna. A investigacao baseia-
se na metodologia proposta por Liu et al. (2010), a qual emprega conjuntos de dados
sintéticos construidos com propriedades estruturais controladas. Preservando as mesmas
configuracgoes de dados utilizadas no estudo original, esta pesquisa amplia o escopo da
analise ao aplicar um numero significativamente maior de indices de validacao interna.

Com isso, busca-se oferecer uma avaliagdo mais abrangente da capacidade dessas métricas
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em identificar o nimero adequado de agrupamentos em diferentes contextos estruturais.

Delimitagoes do Trabalho:

1. Contexto controlado: O estudo foi conduzido com dados sintéticos, que nao capturam
totalmente ruidos, outliers ou distribui¢oes complexas de bases reais, limitando a

generalizagao dos resultados.

2. Redundancia potencial: Com a ampliagao do nimero de indices internos avaliados,
algumas métricas podem apresentar comportamentos semelhantes, gerando analises

parcialmente redundantes.

3. Investigacao parcial de falha: Nao foram explorados todos os motivos pelos quais
certos indices falham em identificar o ntimero correto de agrupamentos, focando

apenas na taxa de acerto.
4. Escopo metodolégico:

e Estabilidade e sensibilidade: Nao foram avaliados critérios como a consisténcia

dos indices em repetigoes (estabilidade) ou sua resposta a variagoes no parametro
k (sensibilidade).

e Analise superficial dos algoritmos: O estudo utilizou as implementacoes padrao
dos indices disponiveis no pacote R, sem modificacoes ou analise detalhada de

seus algoritmos internos, conforme sua natureza exploratoria.

5. Dados sintéticos: As bases foram geradas artificialmente devido a indisponibilidade

da base original de Liu et al. (2010), o que pode influenciar a robustez das conclusoes.

1.3  Objetivos do trabalho

Este trabalho tem como objetivo geral analisar o desempenho de diversos indices de
agrupamento interno propostos na literatura usados para avaliar resultados dos algoritmos

de agrupamentos.

Os objetivos especificos deste trabalho sao os seguintes:

e Gerar um banco de dados sintéticos, com propriedades controladas, para servir de

base para andlise dos indices de agrupamento interno;

e Analisar o desempenho de indices de validagao interna em diferentes contextos de

agrupamento, utilizando conjuntos de dados sintéticos com caracteristicas variadas.

e Analisar as vantagens e limitagoes da aplicagdo de um nimero maior de indices para

validar o resultado de algoritmos de agrupamentos.
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1.4 Metodologia da pesquisa

Este trabalho é caracterizado como uma pesquisa experimental, cujo propédsito
permeia as caracteristicas descritivas, onde se busca definir com mais acuracia as melhores
métricas de avaliacao de agrupamentos, e as caracteristicas explanatorias, quando se
examina a relacao de causa e efeito entre os diversos cenarios gerados e os resultados das

métricas de validagao de agrupamentos.

Foi utilizada como base para a elaboracao das pesquisas o estudo de Liu et al.
(2010), em que os autores analisaram 11 indices de validacao de agrupamentos. A Figura 1
apresenta as etapas do macrofluxo realizadas para o atingimento dos objetivos estabelecidos

na secao 1.3.

_______ > Indice 1
#1 | - . .
S 4 T .
- . . T indice M
Base !/ ) .
Ty oy indice 7
#1L e . .
A indice M
_______ > Indice /
#1 | T . .
."’V ~~~~"~ " -
- ‘_,.—"'— . . RN indice M
Base N ) .
ey o indice 7
#1 I . .
RN indice M

Figura 1 — Metodologia de pesquisa.
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

De forma geral, a metodologia adotada consiste na geracao de um conjunto de
dados sintéticos, na aplicacao de um algoritmo de agrupamento e na posterior avaliacao

de indices de validagao interna com base nos resultados obtidos.

Foram criados N conjuntos de dados sintéticos, com caracteristicas semelhantes ao
trabalho de referéncia (LIU et al., 2010) denominados neste trabalho como bases, nos quais

variaram-se atributos como a dispersao dos dados e a posicao dos centroides, garantindo
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diferenciacao nas caracteristicas dos agrupamentos. Em todas as N bases, a quantidade de
elementos foi mantida constante, assegurando uniformidade na comparacao dos resultados.
Uma caracteristica importante nas bases de dados é que os agrupamentos gerados sao

visualmente separaveis.

Posteriormente, as N bases foram submetidas ao algoritmo K-means para a reali-
zacao dos agrupamentos. Com o objetivo de ampliar o escopo da andlise, o parametro
k, correspondente ao nimero de agrupamentos, foi variado, resultando em um total de L

execucoes do K-means para cada uma das N bases.

Apés a realizacao dos agrupamentos, aplicaram-se os M indices de validacao interna
selecionados a cada uma das L particoes geradas. Esse procedimento permite avaliar a
capacidade dos indices em refletir a qualidade dos agrupamentos e em identificar, com
precisao, a quantidade ideal de grupos. Para fins de comparacao, considerou-se como

numero ideal de agrupamentos aquele que pode ser visualmente identificado em cada base.

1.5 Estrutura do trabalho

O presente trabalho esta estruturado em cinco capitulos.

O Capitulo 1 apresenta a introducao ao estudo, incluindo a justificativa para sua
realizacao, o escopo do trabalho, a formulacao dos objetivos e a metodologia empregada.

Além disso, descreve a estrutura geral do documento.

O Capitulo 2 trata da revisao de literatura, abordando os principais conceitos sobre
analise de agrupamento, os algoritmos utilizados, com énfase no K-means, e os critérios de
validagao de agrupamentos, com destaque para os indices internos. Também sao discutidos

desafios relacionados a validagao e avaliacao da qualidade dos agrupamentos.

O Capitulo 3 ¢é dedicado ao desenvolvimento da pesquisa. Nele, sao apresentados
os indices de validacao interna de agrupamentos, a metodologia de geragao dos conjuntos
de dados sintéticos, a escolha do método de agrupamento e a implementagao do algoritmo
com as medidas de validagao. Além disso, inclui uma anélise exploratoria dos dados e dos

resultados obtidos.

O Capitulo 4 apresenta e analisa os resultados do estudo, detalhando os erros
encontrados por conjunto de dados e os resultados obtidos pelos diferentes indices internos

de validacao aplicados.

Por fim, o Capitulo 5 traz as conclusoes do trabalho, destacando as principais

descobertas, as limitagoes identificadas e possiveis direcoes para pesquisas futuras.
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2 Revisao de literatura

Ao longo deste referencial tedrico, sao apresentados os principais fundamentos
relacionados a analise de agrupamentos de dados, com foco em sua aplicacao em contextos
de aprendizado nao supervisionado. Inicialmente, sao abordados os diferentes tipos de
algoritmos de agrupamento. Em seguida, é detalhado o funcionamento do algoritmo
K-means, amplamente utilizado devido a sua simplicidade e eficiéncia computacional,
além de ser o método adotado no desenvolvimento deste trabalho. Na sequéncia, sao
discutidos os critérios de validacao de agrupamentos, com énfase nos critérios internos,
que possibilitam avaliar a qualidade das particoes geradas com base exclusivamente na
estrutura dos dados. Por fim, sao explorados os principais desafios associados ao uso desses

critérios.

2.1 Algoritmos de agrupamento

Os algoritmos de agrupamento particionam objetos de dados (padroes, entidades,
instancias, observancias, unidades) em um certo nimero de clusters (grupos, subconjuntos
ou categorias) e devido a dificuldade humana de interpretagao aliada ao aumento da

quantidade de dados, o desenvolvimento de técnicas de agrupamento tem se tornado cada

vez mais importante (HAN MICHELINE KAMBER, 2006).

Cada algoritmo de agrupamento apresenta suas técnicas especificas e estratégias
para agrupar os padroes identificados nos conjuntos de dados e usualmente sao classificados
como hierdrquicos, particionais, baseados em densidade ou grade (JAIN; MURTY; FLYNN,
1999).

Xu e Tian (2015) apresentam um resumo mais amplo dos algoritmos comumente
utilizados e suas respectivas categorias, que estao apresentados na tabela 1, e também

apresentam em seu trabalho algoritmos mais modernos.

Tabela 1 — Relacao dos algoritmos tradicionais

Categoria de Algoritmo de Agrupamento | Algoritmos Tipicos
Baseado em particao K-means, K-medoids, PAM, CLARA, CLARANS
Baseado em hierarquia BIRCH, CURE, ROCK, Chameleon
Baseado em teoria fuzzy FCM, FCS, MM
Baseado em distribuicao DBCLASD, GMM
Baseado em densidade DBSCAN, OPTICS, Mean-Shift
Baseado em teoria de grafo CLICK, MST
Baseado em grade STING, CLIQUE
Baseado em teoria fractal FC
Baseado em modelo COBWEB, GMM, SOM, ART

Fonte: Adaptado de Xu e Tian (2015)
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Na Engenharia de Producao, por exemplo, os algoritmos de agrupamento podem
ser aplicados ao projeto de arranjos fisicos modulares, com o objetivo de reduzir a
movimentagao de materiais e otimizar o fluxo de producao. Argoud, Filho e Tiberti
(2008) propuseram a utilizagdo de um algoritmo genético de agrupamento (AGA) para
formar modulos de arranjo fisico a partir de subsequéncias de operagoes comuns entre
diferentes pecas. O AGA permite que o numero de médulos seja definido previamente
ou determinado automaticamente, além de oferecer ao usuario flexibilidade na escolha
da codificacao dos cromossomos, medidas de similaridade e operadores genéticos. Os
resultados experimentais demonstraram que o AGA gerou arranjos fisicos mais eficientes
do que abordagens anteriores, com destaque para a reducao de até 18,28% na distancia

total percorrida pelas pecas, evidenciando a eficacia do método no contexto da manufatura.
Deve-se ressaltar que a escolha do algoritmo é fundamental para o sucesso do

agrupamento, pois dependendo do tipo de dados e da aplicagao, cada método terda um

desempenho diferente.

2.2 O algoritmo K-means

O K-means é um dos algoritmos de agrupamento mais utilizados em aprendizado
de méquina e mineracao de dados. Sua popularidade se deve a simplicidade e eficiéncia
computacional, sendo amplamente empregado em aplicagoes que exigem a divisao de um
conjunto de dados em grupos homogéneos (AHMED; SERAJ; ISLAM, 2020). O K-means
¢ um método particional nao supervisionado que busca minimizar a variancia intra-cluster

e maximizar a separacgao entre clusters.

O K-means é um algoritmo iterativo que segue quatro etapas principais:

1. Inicializagao: Escolha de K centroéides iniciais, seja de forma aleatéria ou utilizando
heuristicas como K-means++, que melhora a escolha inicial para evitar convergéncia
para minimos locais (COATES; NG, 2012).

2. Atribuicao de clusters: Cada ponto z; é atribuido ao cluster do centréide C; mais

préximo, com base na distancia Euclidiana:
z; € C;se ||z —myl] < ||lz; —myll, VI#4, (2.1)
em que m; representa a média dos N; elementos atribuidos ao i-ésimo cluster.

3. Atualizacao dos centréides: Os centréides sao recalculados como a média dos pontos

atribuidos a cada cluster:
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4. Critério de parada: O processo é repetido até que os centréides nao apresentem

variagoes significativas ou até atingir um nimero maximo de iteragoes (CHONG,

2021).

Como principais vantagens do algoritmo, tém-se sua simplicidade de compreensao e
implementagao permitindo sua ampla utilizagao em diversos campos (CHONG, 2021). Para
além disso, o K-means possui baixos custos computacionais para execugao, o que garante
uma eficiéncia em termos de execucao, se comparado a outros métodos de agrupamento e

pode ser construido para ter escalabilidade, permitindo sua aplicacao a grandes conjuntos
de dados (COATES; NG, 2012).

Apesar de apresentar tais vantagens, o K-means também possui suas limitagoes.
Autores como Yuan e Yang (2019), Ahmed, Seraj e Islam (2020) e Jie et al. (2020)
observam que o algoritmo é sensivel a inicializagao, ou seja, os grupos encontrados
dependem fortemente da escolha inicial dos centréides, ocasionando convergéncias para
diferentes agrupamentos dependendo dessa inicializacao, o que pode levar a resultados
sub6timos. Constatam também que o algoritmo é insuficiente ao trabalhar com diferentes

tipos de dados, limitando a aplicacao para conjunto de dados apenas numéricos.

Para superar essas limitagoes, diversas melhorias foram propostas para o algoritmo,
incluindo o K-means++, que aprimora a selecao dos centréides iniciais (COATES; NG,
2012); o Kernel K-means, que permite a identificacdo de agrupamentos nao esféricos
(AHMED; SERAJ; ISLAM, 2020); e o Incremental K-means, que acelera o processo de
convergéncia (NGUYEN, 2020). Essas variagoes ampliaram a aplicabilidade do K-means e

o tornaram mais adequado a conjuntos de dados com diferentes caracteristicas estruturais.

O algoritmo K-means tem sido adotado em diversas areas devido a sua simplicidade
e eficiéncia computacional. Em visao computacional, por exemplo, é empregado para
a extracao de caracteristicas e reconhecimento de padroes em imagens (COATES; NG,
2012). Na bioinformética, sua aplica¢ao inclui a andlise de sequéncias genéticas e a
identificacao de estruturas similares (AHMED; SERAJ; ISLAM, 2020). J4 no contexto de
Big Data, é frequentemente utilizado em tarefas de segmentacgao de clientes, permitindo
uma categorizagao mais eficaz de perfis de consumo (JIE et al., 2020). Essa adaptabilidade
metodolégica torna o K-means uma técnica recorrente em estudos voltados a analise

exploratéria de dados.

Na Engenharia de Producao, o algoritmo K-means também tem sido empregado
como ferramenta para controle e monitoramento de desempenho em ambientes industriais
com alta variabilidade operacional. Kesek (2020) propds uma abordagem baseada no
agrupamento de ciclos produtivos a partir de caracteristicas extraidas diretamente dos
dados do processo de ancoragem em minas subterraneas. Os ciclos foram agrupados
por similaridade utilizando o método K-means, permitindo a identificacao de padroes de

desempenho associados a diferentes grupos de condi¢oes operacionais. Essa classificacao
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possibilitou, por exemplo, prever o desempenho de novos ciclos com base no grupo ao qual
foram atribuidos, promovendo uma forma proativa de controle da eficiéncia do processo
produtivo. A aplicacao pratica foi realizada com o auxilio das linguagens R e VBA,
demonstrando a viabilidade do uso do K-means como apoio a tomada de decisao em

contextos industriais reais.

2.3 Avaliacao da qualidade dos agrupamentos

Avaliar a qualidade dos agrupamentos gerados por algoritmos de agrupamento é
uma etapa essencial no processo de andlise, pois permite interpretar os padroes identificados
nos dados e orientar a escolha do ntimero apropriado de grupos. No entanto, como nao
existe uma definicao universalmente aceita do que caracteriza um “bom agrupamento”,
também nao ha consenso sobre uma tinica métrica de avaliacao que seja aplicavel em todos

os contextos (LEWIS; ACKERMAN; SA, 2012).

Segundo Brun et al. (2007), os critérios de validacao de agrupamentos podem ser
classificados em trés categorias principais: internos, relativos e externos. Cada uma dessas
abordagens oferece uma perspectiva distinta sobre a qualidade da particao dos dados.
Enquanto os métodos internos avaliam propriedades geométricas dos grupos, os externos
utilizam rétulos de referéncia (quando disponiveis) e os relativos comparam diferentes

particoes geradas sob variagoes de parametros.

Em ambientes industriais com producao em pequena escala, a limitacao do tama-
nho amostral compromete a aplicacao de ferramentas estatisticas convencionais para o
controle de processo. Com o intuito de contornar esse desafio, Greipel, Nottenkdmper e
Schmitt (2020) investigaram diferentes algoritmos de agrupamento, visando formar grupos
homogéneos de amostras a partir de dados histéricos de usinagem. Para avaliar a qualidade
das partigoes geradas, os autores utilizaram critérios de validagao interna, com destaque
para o indice SDbw, que considera simultaneamente a compacidade dos agrupamentos e a
separagao entre eles. Testes estatisticos complementares, como Levene e Kruskal-Wallis,
foram empregados para confirmar a homogeneidade interna dos grupos. A metodologia
demonstrou-se eficaz na criacao de agrupamentos apropriados para uso em cartas de
controle, viabilizando a aplicagao do controle estatistico em contextos com restricao de

amostragem.

2.4 Tipos de métricas de validagao

As métricas de validagao tém como objetivo quantificar a qualidade das particoes
geradas pelos algoritmos de agrupamento. Elas sao classificadas conforme o tipo de

informagao que utilizam:

e Validagao interna: considera apenas a estrutura dos dados e a configuragao dos



19

grupos resultantes. Métricas como coesao, separacao e compacidade sao comuns
nesse grupo (PALACIO-NInO; BERZAL, 2019).

e Validagao relativa: compara diferentes particoes geradas por variagoes no algoritmo
ou nos parametros, como diferentes valores de k ou inicializagoes distintas (BRUN
et al., 2007).

e Validagao externa: utiliza uma particao de referéncia conhecida para comparar os
agrupamentos gerados. Sua aplicagao ¢é restrita a cenarios com dados rotulados e

sua eficicia depende diretamente da qualidade da referéncia utilizada (DOM, 2012).

Apesar das diferentes abordagens disponiveis, a escolha entre elas depende for-
temente da natureza do problema e da disponibilidade de informacoes externas. Em
contextos aplicados, como na Engenharia de Producao, é comum a auséncia de rotulos
de referéncia, o que torna a validacao interna a estratégia mais viavel. Ainda assim,
a interpretacao dos resultados deve considerar as limitacoes inerentes de cada tipo de

métrica.

2.5 Meétricas internas de validacao

As métricas de validagao interna tém como objetivo mensurar a qualidade de um
agrupamento com base apenas nas propriedades internas dos dados e na configuracao dos
grupos gerados, sem depender de rétulos externos. Essas métricas procuram capturar
0 quao coerente é a particao obtida a partir de caracteristicas como a proximidade
entre os elementos de um mesmo grupo (coesdo) e a separagao entre grupos distintos
(separabilidade). A avaliacdo interna é especialmente util em cenérios onde nao ha
informacoes de referéncia disponiveis, como em muitos contextos de andlise exploratoria

ou em aplicagoes industriais baseadas em dados operacionais.

Essas métricas podem ser agrupadas em diferentes categorias, conforme os critérios

utilizados para quantificar a qualidade do agrupamento:

e Indices baseados em distancia: consideram relacoes entre os elementos e os centréides
de seus respectivos grupos, ou entre os proprios grupos. Exemplos incluem o indice
de Davies-Bouldin e o indice de Dunn, que avaliam, respectivamente, a compacidade
dos grupos e a separagao entre eles (ARBELAITZ et al., 2013).

e Indices baseados em densidade: consideram a densidade local dos dados, sendo
particularmente eficazes em conjuntos com ruido ou com agrupamentos de formas
irregulares. O indice SDbw é um exemplo dessa categoria, combinando medidas

de dispersao dentro dos grupos com estimativas de densidade entre os agrupamen-
tos (GREIPEL; NOTTENKAMPER; SCHMITT, 2020).
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e Critérios estatisticos auxiliares: embora nao sejam métricas de validacao formal-
mente estabelecidas, medidas como variancia intra e intergrupos podem ser utilizadas
como suporte a avaliagao da homogeneidade dos agrupamentos, especialmente quando
combinadas a testes estatisticos complementares (GREIPEL; NOTTENK&MPER,;
SCHMITT, 2020).

Embora existam diferentes tipos de métricas internas, todas compartilham o objetivo
de oferecer uma medida objetiva da estrutura dos agrupamentos formados. A escolha do
indice mais adequado depende de caracteristicas especificas dos dados, como a presenga de
ruido, a forma dos grupos e o grau de separagao entre eles. Por isso, é comum que essas
métricas sejam utilizadas de forma combinada, buscando uma avaliacao mais robusta da

qualidade do agrupamento.

2.6 Limitacgoes das métricas internas

Apesar de suas vantagens, os indices de validacao interna apresentam limitacgoes
importantes. A primeira delas é a auséncia de um indice que se destaque universalmente
em todos os cendrios. Estudos mostram que a performance desses indices varia significati-
vamente conforme o formato dos dados, a presenca de ruido, o grau de sobreposicao entre

grupos e a dimensionalidade da base (LIU et al., 2013).

Além disso, muitos desses indices assumem a existéncia de agrupamentos esféricos
e bem separados, o que nem sempre se verifica em bases reais. Agrupamentos com
formatos alongados, densidades heterogéneas ou com subestruturas internas tendem a
ser penalizados, mesmo quando semanticamente coerentes (PAKGOHAR; LENGYEL;
BOTTA-DUKAT, 2024).

Outro desafio esta na sensibilidade a variagoes nos parametros do algoritmo. Mu-
dancgas no nimero de grupos (k), na inicializa¢ao ou na ordem de processamento dos dados
podem afetar significativamente a avaliagdo obtida por esses indices (ARBELAITZ et al.,
2013).

2.7 Desafios na avaliacao de agrupamentos

As métricas de validagao interna sao frequentemente adotadas para avaliar propri-
edades como coesao e separagao dos agrupamentos. No entanto, apresentam limitacoes
relevantes, como a sensibilidade a caracteristicas especificas dos dados, incluindo ntimero

de grupos, densidade ou presenca de ruido.

Um dos principais desafios estd na inexisténcia de um indice universalmente eficaz.
Conforme apontado por Arbelaitz et al. (2013), diferentes métricas produzem resultados
inconsistentes a depender da estrutura dos dados, como sobreposicao entre agrupamentos,

variabilidade de densidade ou alta dimensionalidade. Liu et al. (2013) reforcam que mesmo
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os indices mais utilizados podem apresentar viés quando aplicados a bases com formas ou

densidades heterogéneas, comprometendo a confiabilidade da avaliacao.

Outro obstaculo diz respeito a instabilidade dos indices frente a variagao de para-
metros. Alteragdes no nimero de grupos ou na inicializacao do algoritmo podem impactar
significativamente os resultados, dificultando a replicabilidade e o uso confidavel de uma

métrica isolada como critério decisério (XIE et al., 2020).

Por fim, é importante considerar que a maioria das métricas internas se baseia
exclusivamente em propriedades geométricas, como distancias e densidades, desconside-
rando o significado semantico dos agrupamentos. Isso pode levar a penalizacao de solugoes
visualmente consistentes ou semanticamente relevantes que nao atendem a pressupostos

geométricos, como esfericidade ou simetria dos grupos.
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3 Desenvolvimento

Neste capitulo, descrevem-se de forma sistemética as etapas metodolégicas adotadas
na conducao do estudo. Inicialmente, apresenta-se o processo de geragao dos conjuntos de
dados sintéticos, construidos com propriedades controladas para simular diferentes desafios
relacionados ao agrupamento de dados. Em seguida, detalha-se a aplicacao do algoritmo
K-means sobre os dados gerados, considerando variagoes no ntimero de agrupamentos,
com o objetivo de analisar o comportamento dos indices de validacao interna em diferentes
cenarios. Por fim, sao apresentados os 42 indices utilizados e os critérios adotados para a

interpretacao dos resultados, com base em referéncias consolidadas na literatura.

3.1 Geracao dos conjuntos de dados sintéticos

Para avaliar o desempenho dos indices de validagao interna, foram gerados cinco
conjuntos de dados sintéticos utilizando Python. Os parametros foram definidos de forma
a refletir a diversidade estrutural das bases analisadas por Liu et al. (2010), cuja proposta
metodolégica serve de referéncia para este estudo. Como os conjuntos originais nao sao
publicamente acessiveis, optou-se por criar bases com propriedades semelhantes, de modo

a viabilizar a replicacao e a ampliagao das analises conduzidas pelos autores.

O codigo utilizado para a geracao dos conjuntos de dados encontra-se disponivel
no Apéndice A e permite a parametrizacao de critérios que influenciam diretamente a

estrutura e as caracteristicas dos agrupamentos:

e Centroéides: definidos de forma a posicionar os agrupamentos no espaco multidimen-

sional;

e Numero de elementos: ajustado para assegurar uma quantidade representativa de

pontos em cada agrupamento;

e Dispersao: configurada para controlar a variabilidade interna dos pontos e, conse-

quentemente, a separacao entre os agrupamentos.

Cada conjunto foi projetado para representar um dos cinco aspectos do agrupamento
discutidos por Liu et al. (2010), com o objetivo de avaliar o desempenho dos indices de

validagao interna em contextos que refletem desafios tipicos da analise de agrupamentos:

e Conjunto Bem Separado (CBS): Representa o aspecto da separabilidade entre
agrupamentos, sendo composto por cinco grupos bem definidos e com grande distancia

entre os centréides. A Figura 2 ilustra essa configuracao;



23

e Conjunto Bem Separado com Ruido (CBSR): Aborda a robustez frente a outli-
ers, simulando pontos ruidosos distribuidos aleatoriamente no espago. A Figura 3

apresenta esse cenario;

e Conjunto com Diferentes Densidades (CDD): Representa a heterogeneidade na
densidade dos agrupamentos, com trés grupos de tamanhos e dispersoes distintos.

[lustrado na Figura 4;

e Conjunto com Subagrupamentos (CSC): Reflete a existéncia de hierarquias internas,
simulando subdivisoes dentro de trés agrupamentos principais. A Figura 5 demonstra

essa estrutura;

e Conjunto Assimétrico (CA): Enfoca a nao esfericidade dos agrupamentos, com trés

grupos de formas irregulares e alongadas. A Figura 6 exibe essa configuracao.

3.2 Aplicacao do método K-means para agrupamento dos dados sintéticos

O agrupamento dos conjuntos de dados sintéticos foi realizado utilizando o algoritmo
K-means no RStudio, em conformidade com a metodologia empregada por Liu et al. (2010).
Considerando as diferencas de variabilidade entre as variaveis x e y presentes nos conjuntos
de dados, optou-se pela padronizacao prévia dos dados por meio da funcao scale(),
que os transforma em z-scores (média zero e desvio padrao um). Esse procedimento é
fundamental porque o K-means utiliza a distancia Euclidiana, de modo que varidveis com
maior dispersao poderiam exercer influéncia desproporcional no processo de agrupamento.
A normalizacao garantiu que ambas as varidveis contribuissem de forma equilibrada para
o calculo das distancias, resultando em particoes mais consistentes e representativas.A
conversao para Z-scores é definida por:

z=""H1 (3.1)

g

em que z ¢ o valor observado, i a média da amostra e o é o desvio padrao da amostra.

Considerando a sensibilidade do algoritmo K-means a escolha dos centroéides iniciais,
adotou-se a pratica recomendada de executar o algoritmo multiplas vezes para cada valor
de k. Especificamente, utilizou-se o parametro nstart = 25 na implementagao em R,
de modo que o agrupamento selecionado fosse aquele que apresentou a menor soma dos
quadrados intragrupo dentre 25 inicializacoes aleatdrias. Essa abordagem reduz o risco de
convergéncia para solucoes locais e assegura maior confiabilidade na avaliacao dos indices

de validagao interna.

Para investigar o comportamento dos indices de validacao interna, o algoritmo

K-means foi executado considerando diferentes valores para o nimero de agrupamentos,



Figura 2 — Conjunto bem separado (CBS)
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Figura 4 — Conjunto com diferentes densi-
dades (CDD)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 3 — Conjunto bem separado com

ruido (CBSR)
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Figura 5 — Conjunto com subclusters (CSC)
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Figura 6 — Conjunto assimétrico (CA)
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com k = 2,3,...,9. Isso resultou em oito agrupamentos distintos para cada uma das
cinco bases de dados sintéticos, totalizando 40 parti¢oes. O objetivo foi verificar como os
indices respondem a diferentes estruturas de agrupamento. O cddigo correspondente a

implementacao do algoritmo pode ser consultado no Apéndice B.

Como exemplo, as Figuras 7 e 8 apresentam os resultados da aplicacao do K-means
sobre o Conjunto Bem Separado com Ruido (CBSR), para os casos em que k = 3 e
k = 6. Essas figuras ilustra como a escolha do nimero de agrupamentos pode influenciar
diretamente na interpretacao dos dados e na resposta dos indices de validagao observados

no préximo tépico.

Figura 7 — Clusterizacao conjunto CBSR ~ Figura 8 — Clusterizacao conjunto CBSR
com k=3 com k=06

K-means com k=3 (dados padronizados) K-means com k=6 (dados padronizados)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025) Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

3.3 Aplicacao dos indices de validacao interna

O trabalho apresentado por Liu et al. (2010) utilizou 11 indices internos de validagao
de agrupamento para avaliar a qualidade das particoes geradas. No presente trabalho,
ampliamos essa abordagem, aplicando um total de 42 indices, com o objetivo de aprofundar

a andlise exploratoria e investigar a metodologia utilizada.

Os valores dos indices foram calculados para cada conjunto de dados sintético e
para cada particao gerada com diferentes valores de k. Esse processo foi realizado por
meio da funcgao intCriteria, disponivel na biblioteca clusterCrit, que recebe como entrada
a matriz de dados original e a atribuicao dos agrupamentos produzida pelo algoritmo

K-means. O pacote clusterCrit é parte do trabalho apresentado por Desgraupes (2013).

Para interpretacao dos resultados, foram utilizadas as regras definidas no trabalho
de Desgraupes (2013) em que o melhor valor obtido para um determinado indice indica
uma melhor estrutura de agrupamento. No entanto, é importante ressaltar que a direcao
da ‘melhoria’ (maior ou menor valor) varia de acordo com o indice utilizado. Uma lista
contendo os 42 indices de validagao interna utilizados no presente trabalho e suas regras

que definem o melhor resultado estao indicadas na figura 9.
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iNDICEEMR REGRA iNDICEEMR REGRA
ball_hall MAXIMO gdis1 MAXIMO
banfeld_raftery MINIMO gdis2 MAXIMO
¢_index MINIMO gdis3 MAXIMO
calinski_harabasz MAXIMO ksq_detw MAXIMO
davies_bouldin MINIMO log_det_ratio MINIMO
det_ratio MINIMO log_ss_ratio MINIMO
dunn MAXIMO meclain_rao MINIMO
gamma MAXIMO pbm MAXIMO
g_plus MINIMO point_biserial MAXIMO
gdill MAXIMO ray_turi MINIMO
gdi12 MAXIMO ratkowsky_lance MAXIMO
gdi13 MAXIMO scott_symons MINIMO
gdi21 MAXIMO sd_scat MINIMO
gdi22 MAXIMO sd_dis MINIMO
gdi23 MAXIMO s_dbw MINIMO
gdi31 MAXIMO silhouette MAXIMO
gdi32 MAXIMO tau MAXIMO
gdi33 MAXIMO trace_w MAXIMO
gdi41 MAXIMO trace_wib MAXIMO
gdi42 MAXIMO wemmert_gancarski MAXIMO
gdi43 MAXIMO ) xie_beni MINIMO

Figura 9 — Indices de validagao interna de agrupamento

Fonte: Adaptado de Desgraupes (2013)

Os valores obtidos para cada indice foram organizados em planilhas, permitindo a
visualizagao das respostas fornecidas em cada conjunto de dados e em diferentes valores
de k. Essa estrutura possibilitou avaliar, posteriormente, quais indices identificaram

corretamente o numero de agrupamentos.

Para avaliar a eficdcia de cada indice na identificagdo do nimero ideal de agrupa-
mentos, foi calculada a taxa de sucesso de cada métrica. Define-se S; como o ntimero de
vezes em que o indice ¢ indicou corretamente o niimero de agrupamentos, e W como o
total de conjuntos de dados analisados. Assim, a taxa de sucesso do indice ¢ é dada por:

T; = VSV x 100 (3.2)

Essa métrica, expressa em percentual, indica o grau de acerto do indice na identificacao
do niimero ideal de agrupamentos. Valores mais altos de T; refletem maior confiabilidade

do indice nos diferentes cendrios analisados.
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4 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da aplicagao dos indices
de validacao interna sobre os agrupamentos gerados. As andlises estao organizadas de
forma a permitir a visualizacao do desempenho dos indices tanto individualmente por
base de dados quanto de forma consolidada. Inicialmente, é avaliado o percentual de
acerto dos indices em cada um dos cinco conjuntos sintéticos, possibilitando observar como
diferentes estruturas de dados impactam a eficacia das métricas. Em seguida, os indices sao
agrupados conforme sua taxa de sucesso geral, destacando-se aqueles com maior robustez

e capacidade de generalizagao frente aos diferentes cendrios simulados.

4.1 Desempenho dos indices por base de dados

Ao todo, foram obtidos 1.680 resultados decorrentes da aplicacao dos 42 indices de
validacao interna as 40 particoes geradas pelo algoritmo K-means. Esses resultados foram
organizados e armazenados em planilhas do Excel. A Figura 10 ilustra uma amostra dessa
organizagao, na qual cada indice apresenta oito resultados para cada conjunto de dados,

indicando se o nimero correto de agrupamentos foi identificado.

Bem separado [5) MAX MiN MiN MAX MiN MiN MAX

VARIACAD K bali_hall PEMTEIAT e, CBINSKI davies Do o dunn
aftery harabasz ouldin

2 1,23 139,81 0,16 477,36 1,20 466 0,01

3 0,39 -1162,35 0,08 776,81 0,54 10,89 0,36

4 0,18 -1791,74 0,03 1522,81 0,48 327,80 0,46

5 0,02 -2800,38 0,00 1594945 0,16 7830,24 1,31

6 0,02 -2900,54 0,01 14262,04 0,46 9717,16 0,01

7 0,02 -2959,77 0,01 12758,71 0,72 11430,93 0,01

8 0,02 -3032,30 0,01 1217765 0,91 14543 74 0,01

9 0,02 -3078,62 0,01 11391,35 1,04 16021,88 0,01

REFERENCIA| 1,23 -3078,62 000 "i1594945 016 466 1,31

ACERTOU? NAO NAD SIM SIM SIM NAD SIM

Ruido (5) NAX MiN MiN MAX MiN MiN NAX

- banfeld_r . calinski_ davies_b .

VARIACAD K ball_hall C_index h det_ratio dunn
aftery harabasz ouldin

2 1,22 147,05 0,18 469,90 1,20 450 0,01

3 0,45 -680,70 0,10 696,44 0,58 9,21 0,03

4 0,23 -1273,65 0,04 1252,48 0,53 91,35 0,02

5 0,08 -2004,40 0,00 4716,52 0,23 711,96 0,09

& 0,11 -2173,94 0,00 4638,86 0,44 1078,46 0,06

7 0,13 -2278,69 0,00 447789 0,52 1422,23 0,07

8 0,12 -2351,41 0,02 4176,57 0,65 1699,20 0,01

9 0,13 -2420,56 0,02 4057,91 0,65 2075,43 0,01

REFERENCIA| 1,22 -2420,56 000 ' 471652 0,23 450 0,09

ACERTOU? NED NAD NED SIM SIM NAD SIM

Figura 10 — Resultados dos indices de validacao

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Observa-se que, ao aplicar o algoritmo K-means ao Conjunto Bem Separado (CBS)
com k = 5, valor correspondente ao ntimero correto de agrupamentos nessa base, apenas
os indices c_index, calinski_harabasz, davies_bouldin e dunn indicaram corretamente a

particao como valida.

Avaliando o desempenho dos indices em cada conjunto de dados utilizado, identificou-
se que hd uma variacao significativa no percentual de acerto conforme a estrutura dos
agrupamentos. A figura 11 ilustra os resultados, indicando quais bases foram mais facil-
mente identificadas e quais apresentaram maiores desafios para os métodos de validacao

interna.

1001

80

61.9%
60

0,
52.4% 54.8%

40
33.3%

Percentual de Acerto (%)

201 16.7%

Bem Separado Ruido Densidade Subcluster Assimétrico
Base de Dados

Figura 11 — Percentual de acerto dos indices por base de dados

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
Esse comportamento pode ser explicado pelas caracteristicas estruturais das bases:

e Bem Separado: Esta foi a base em que os indices apresentaram melhor desempenho.
A separacao nitida entre os agrupamentos favorece o uso de métricas baseadas na
compacidade interna dos grupos e na distancia entre eles, permitindo que os indices

tradicionais fornecam estimativas mais precisas do nimero ideal de agrupamentos.

e Ruido: O desempenho intermediario observado nesta base pode estar relacionado a
presenca de outliers e pontos dispersos que nao pertencem a nenhum agrupamento
claramente delimitado. Muitos indices de validacao interna baseiam seus calculos na
distancia média ou na variabilidade dentro dos agrupamentos, e a presenca de ruido

tende a distorcer essas medidas, comprometendo a precisao das estimativas.

e Densidade: O desempenho intermediario observado nesta base sugere que alguns
indices de validacao interna tém baixa sensibilidade a variagao de densidade entre

os agrupamentos. Métricas que assumem uniformidade na compacidade interna dos
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grupos tendem a apresentar limitacoes em cenarios com distribuicao desigual dos
dados.

e Subcluster: Esta foi uma das bases com pior desempenho. Uma possivel explicacao
é que muitos indices de validacao interna avaliam a qualidade dos agrupamentos com
base na separacao global entre os grupos, sem considerar a presenca de subestruturas
internas. Isso pode levar a avaliacoes equivocadas, uma vez que a particao gerada

nao reflete com precisao a complexidade da estrutura dos dados.

e Assimétrico: Os indices apresentaram limitacoes nesta base, possivelmente em razao
da suposicao implicita, presente em muitos métodos, de que os agrupamentos possuem
forma esférica ou distribuicao homogénea. No entanto, a presenca de grupos com
formas irregulares compromete a efetividade de métricas tradicionais baseadas em

separabilidade e compacidade.

4.2  Desempenho geral dos indices

Para apoiar uma interpretagao estruturada, os indices foram agrupados em trés

categorias conforme suas taxas de sucessos:

e Ruim (0% a 20%): 15 indices. Sao eles: gdi51, gdi52, ratkowsky_lance, sd_scat,
ball_hall, banfeld_raftery, det_ratio, ksq_detw, log_det_ratio, log_ss_ratio, mcclain_rao,

point_biserial, scott_symons, trace_w, trace_wib;

e Intermediario (40% a 60%): 12 indices. Sao eles: gdi3l, gdi53, c_index, dunn,
gamma, g_plus, gdill, gdil2, gdil3, gdi21, sd_dis, xie_beni;

e Bom (80% a 100%): 15 indices. Sao eles: gdi33, gdi43, calinski_harabasz, da-
vies_bouldin, gdi22, gdi23, gdi32, gdi4l, gdi42, pbm, ray_turi, s_dbw, silhouette, tau,

wemmert_gancarski

A tabela 2 indica em quais bases os indices de validacao interna tiveram sucesso.

Observa-se que os indices gdi33 e gdi43 foram os unicos que identificaram correta-
mente o nimero de agrupamentos em todas as bases testadas. Esse resultado pode estar
relacionado a caracteristicas especificas dessas variantes, conforme discutido por Bezdek e
Pal (1998), que generalizaram o indice de Dunn com o objetivo de torné-lo mais robusto a

diferentes distribuigoes de agrupamentos.

Esses indices pertencem a familia dos Generalized Dunn Indezes (GDI), desenvolvida
para superar limitagoes do indice de Dunn original. Segundo Bezdek e Pal (1998),
algumas variantes do GDI, incluindo aquelas utilizadas neste estudo, apresentam melhor
equilibrio entre separacao e compacidade interna, proporcionando avaliacoes mais estaveis

e consistentes da qualidade das particoes.



Tabela 2 — Desempenho Consolidado dos Indices

Indice Bem Separado Ruido Densidade Subcluster Assimétrico

gdi33

gdi43
calinski_harabasz
silhouette
davies_bouldin
gdi22

gdi23

pbm

ray_turi

s_dbw

tau
wemmert_gancarski
c_index

dunn

gamma

g_plus

gdill

gdil2

gdil3

gdi21

sd_dis X X
xie_beni
gdi3l
gdib3 X X X

ball_hall

banfeld_raftery

det_ratio

ksq_detw

log_det_ratio

log_ss_ratio

mecclain_rao

point_biserial

scott_symons

trace_w

trace_wib

gdib1l X

gdib2 X

ratkowsky_lance X
sd_scat X

X
X
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»
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Os principais fatores que podem ter contribuido para o desempenho superior do
gdi33 e gdi}3 sao:

e Uso de novas métricas para medir separagao entre agrupamentos: Diferentemente do
indice de Dunn original, que utiliza apenas a menor distancia entre dois agrupamentos,
os GDIs incorporam distancias baseadas na média entre todos os pontos, o que reduz
a influéncia de outliers e torna a medida mais representativa da separacao entre os

grupos.

e Menor sensibilidade a variacoes de forma e densidade: O indice de Dunn original
assume agrupamentos compactos e bem separados, sendo pouco eficaz em conjuntos
com diferentes densidades ou presenca de subestruturas internas. Os GDIs superam
essa limitagao ao utilizar medidas de dispersao baseadas na média dos pontos, o que

contribui para seu bom desempenho nas bases Densidade e Subcluster.

e Melhor adaptagao a agrupamentos assimétricos: A presenca de formas irregulares
nos dados pode comprometer o desempenho de métricas classicas que assumem
agrupamentos esféricos. Os indices gdi33 e gdi43, por utilizarem médias ponderadas
no calculo da dispersao, demonstram maior robustez a essa limitagao. Esse fator

contribui para os bons resultados observados na base Assimétrica.

e Menor impacto do ruido nos cilculos: Bezdek e Pal (1998) destacam que indi-
ces baseados exclusivamente em distancias minimas entre agrupamentos sao mais
suscetiveis a distor¢oes na presenca de outliers. Como os indices gdi33 e gdif3
utilizam médias das distancias intergrupos, apresentam menor sensibilidade a pontos

dispersos, o que favorece seu desempenho na base Ruido.

Essas caracteristicas tornam os indices ¢di33 e gdi43 mais robustos e generalizaveis
em comparagao com outras variantes do GDI, bem como com indices classicos como
Davies-Bouldin e Silhouette, que tiveram bom desempenho, mas nao foram consistentes

em todas as bases.

O indice S_Dbw foi apontado por Liu et al. (2010) como a métrica de validagao
interna com melhor desempenho geral, em razao de sua capacidade de capturar multiplos
aspectos da estrutura dos agrupamentos. No entanto, no presente estudo, esse indice nao
foi capaz de identificar corretamente o nimero de agrupamentos no conjunto Subcluster.
Esse resultado indica que sua eficacia pode ser sensivel as caracteristicas especificas da

base de dados, o que desaconselha seu uso isolado como critério unico de avaliagao.
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5 Conclusao

Este estudo teve como objetivo ampliar a avaliacao dos indices de validagao
interna de agrupamento, explorando o comportamento de 42 métricas distintas aplicadas
a conjuntos de dados sintéticos com diferentes caracteristicas estruturais. A partir do
agrupamento realizado por meio do algoritmo K-means, foi possivel analisar o desempenho
de cada indice quanto & sua capacidade de indicar o nimero correto de agrupamentos. Os
resultados indicaram que os indices ¢di33 e gdij3 foram os tinicos a alcancar 100% de
acerto em todos os conjuntos testados, evidenciando consisténcia em diferentes cenarios e
sugerindo sua relevancia como critérios de referéncia em estudos futuros sobre validacao

interna.

Por outro lado, observou-se que grande parte dos indices analisados apresentou vari-
acoes significativas de desempenho entre os diferentes conjuntos de dados. Essas variagoes
expoem uma limitagao recorrente nos critérios tradicionais de validagao, que frequente-
mente apresentam baixa sensibilidade a estruturas complexas, como subagrupamentos,

diferentes densidades ou distribuicoes assimétricas.

Apesar da consisténcia observada em alguns indices, como o ¢di33 e o gdi43, este
estudo apresenta limitacoes que devem ser consideradas. A principal refere-se ao uso
exclusivo de dados sintéticos. Embora tenham sido projetados para simular cenarios
variados de agrupamento, esses conjuntos nao refletem integralmente a complexidade e
os ruidos presentes em bases reais, o que pode impactar o desempenho dos indices em
contextos aplicados. Outra limitacao esta na escolha do algoritmo de agrupamento: o
K-means, apesar de ser uma técnica consolidada, possui restri¢coes quanto a forma dos
agrupamentos e a sensibilidade a outliers. Além disso, este trabalho avaliou os indices com
base apenas na taxa de acerto do niimero de agrupamentos, sem considerar aspectos como

a estabilidade das solucoes ou a sensibilidade a variacoes no parametro k.

Diante dessas limitagoes, estudos futuros podem aplicar a metodologia proposta a
conjuntos de dados reais, a fim de verificar se os resultados obtidos se mantém consistentes
em contextos mais complexos e menos controlados. A incorporacao de outros algoritmos
de agrupamento, especialmente aqueles que nao impoem suposicoes de esfericidade ou que
sejam menos sensiveis a presenca de ruido, pode enriquecer a analise comparativa entre os
indices. Embora tenha sido utilizado o parametro nstart = 25 para mitigar os efeitos da
aleatoriedade na inicializacao do algoritmo K-means, reconhece-se que esse niimero pode ser
insuficiente em cenarios de maior dificuldade. Investigacoes posteriores podem adotar um
nimero maior de repetigoes com o objetivo de reduzir o risco de convergéncia para solugoes
de menor qualidade. Essa precaucao pode contribuir para que os indices de validagao
reflitam de forma mais precisa a qualidade da particao analisada. Por fim, recomenda-se a

avaliacao da sensibilidade dos indices a variacoes nos dados e nos parametros do modelo,
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bem como a experimentacao de abordagens que combinem multiplas métricas de avaliacao,

ampliando as possibilidades de diagnéstico da qualidade dos agrupamentos gerados.
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APENDICE A - Cédigo para geragao dos conjuntos de dados

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import numpy as np

from sklearn import metrics

from sklearn.cluster import KMeans

# Define semente para reprodutidbilidade

np.random.seed (2021)

# Parametros de configuracao

numAtributos = 3

centroides = [[1, 1], [2, 2], [3, 3], [0, 3.5]] # Centro de cada grupo
quantElementos = [100, 80, 70, 65] # Numero de elementos em cada grupo

dispersao = [0.2, 0.2, 0.2, 0.2] # Dispersao de cada grupo
rotulo = [0, 1, 2, 1] # Rotulo de cada grupo
numC = len(centroides)

# Gera dados sinteticos para cada grupo

for i in range (numC):

MatrizDadosAux = np.zeros((quantElementos[i], numAtributos))
mu_x, mu_y = centroides[i] # Centro do grupo (z, y)
sigma = dispersao[il] # Dispersao (desvio padrao)

# Gera wvalores aleatortios com distribuicao mormal

aux_x = np.random.normal (mu_x, sigma, quantElementos[i])

aux_y np.random.normal (mu_y, sigma, quantElementos[i])
# Atribui wvalores as colunas
MatrizDadosAux[:, 0] = aux_x
MatrizDadosAux[:, 1]
MatrizDadosAux[:, 2]

aux_y

rotulo [i]

# Concatena com a matriz de dados principal

if i == 0:
MatrizDados = MatrizDadosAux
else:
MatrizDados = np.concatenate ((MatrizDados, MatrizDadosAux))

# Cria um DataFrame para manipular e salwvar os dados

df = pd.DataFrame (MatrizDados, columns=[’x’,’y’,’grupo’])

Algoritimo 1 — Codigo para geracao dos conjuntos de dados na linguagem Python. Fonte:

Elaborado pelo autor
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APENDICE B — Cédigo para agrupamento e calculo dos indices de validacio interna

# setwd ("C:/GERAL/DOCUMENTOS/UFF/TCC/Bases movas 16-10-2022/Resultado
Indices")

rm(list = 1s())

setwd ("C:/GERAL/DOCUMENTOS/UFF/TCC/Bases novas 16-06-2025")

library(readxl)
library (dplyr)

library (openxlsx)

# Le o arquivo CSV com dados iniciats
Basel <- read.csv(
"C:/GERAL/DOCUMENTOS/UFF/ICv2/afcp/DataFrame com novos dados (basecl e
classificacoes iniciais) .csv",

sep = ";

# Normaliza (padroniza) os dados

Basel.scale <- scale(Basel)

# Realizando diversas clusterizacoes com k-means para diferentes numeros
de agrupamentos

resultadoBasel <- 1list ()

criteriosBaselcll <- data.frame(ncriterias = NA)
criteriosBaselcl2 <- data.frame(ncriterias = NA)
criteriosBaselcl3 <- data.frame(ncriterias = NA)
criteriosBaselcl4 <- data.frame(ncriterias = NA)
criteriosBaselclb <- data.frame(ncriterias = NA)
criteriosBaselcl6 <- data.frame(ncriterias = NA)

# Converte a base para matriz

Basel <- as.matrix(Basel)

# Loop para criar k clusters (de 1 ate 6)
for (i in 1:6) {

km <- kmeans (Basel, i) # Aplica o k-means
resultadoBasel [[i]] <- km # Armazena o resultado
# Armazena os wvalores de cluster (ezemplo: "alll", "all2" etc.

prectsam extstir na sua base)
criteriosBaselcll <- rbind(

criteriosBaselcll,

data.frame (ncriterias = km$cluster[,"alll"])

)

criteriosBaselcl2 <- rbind(
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64

66
67
68
70
71
72
73
74
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criteriosBaselcl?2,

data.frame(ncriterias = km$cluster[,"all2"])
)
criteriosBaselcl3 <- rbind(

criteriosBaselcl3,

data.frame(ncriterias = km$cluster[,"all3"])
)
criteriosBaselcl4d <- rbind(

criteriosBaselcléd,

data.frame(ncriterias = km$cluster[,"alld"])
)
criteriosBaselcl5 <- rbind(

criteriosBaselcl5,

data.frame(ncriterias = km$cluster[,"alls5"])
)
criteriosBaselcl6 <- rbind(

criteriosBaselcl6,

data.frame(ncriterias = km$cluster[,"all6"])
)

¥

# Combina os data. frames de criterios em um unico
dfCriteriasl <- data.frame(
criteriosBaselcll,

criteriosBaselcl?2,

criteriosBaselcl3,
criteriosBaselcléd,
criteriosBaselclb,
criteriosBaselcl6
)
# Exporta os resultados para um arquivo Ezcel

write.xlsx(dfCriteriasl, file = "Basel - Resultados.xlsx")

Algoritimo 2 — Cédigo para agrupamento e calculo dos indices internos de validagao na

linguagem R. Fonte: Elaborado pelo autor




APENDICE C - Desempenho dos 42 indices de validagao interna por conjunto de dados

Bem separado (5)
VARIACAO K ball_hall banfeld_rz c_index ~calinski_hi davies_bo det_ratio dunn  gamma  g_plus
2 13981 016 47736 120 001 050 012
3 039 -116235 008 77681 054 1089 036 068 008
4 018 179174 003 152281 048 32780 046 087 003
H 0,02 -2800,38 783024
6 002 290054 001 1426204 046 9717,06 001 097 000
7 002 295977 001 1275871 072 1143093 001 095 001
8 002 -303230 001 1217765 091 1454374 001 094 001
9 0,02 001 1139135 104 1602188 001 094 0,01
REFERENCIA 123 -307862 000 1594945 016 466 131 100 000
ACERTOU?  NAO  NAO  SIM sIM sIM NEO  Siv SIM SIM
Ruido (5) MAXIMO MINIMO  MINIMO MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO
VARIACAO K ball_hall _banfeld_rz c_index g_plus
2 14705 018 2
3 045 68070 010 0,08
4 023 127385 004 0,03
s 008 -2004,40 000 0,00
6 011 217394 000 463886 0,00
7 013 -2278,69 [ 10,00 447789 0,07 1100 0,00/
8 012 235141 002 417657 065 169920 001 097 000
9 013 002 405791 085 207543 001 09 000
REFERENCIA 122 242056 000 471652 023 450 009 100 000
ACERTOU? ~ NAO  NAO  NAO  SIM sim NEO  SM  NAO  NAO

Densidade (3)
VARIACAO ball_hall
0,46
035

N m s wN X
BRRE

9 0,19
REFERENCIA 1,00
ACERTOU? NAO

Subcluster (5)

banfeld_r: c_index

171,19
593,66
812,53
966,13

-1301,14
NAO

0,10

0,06
0,07
0,06
0,06
0,06
0,05
0,02

siM

798,12

1197,71
1103,66
105145
1006,75
976,43
949,46
127182
siM

0,85

0381
075
093
093
087
096
051

siM

o

18,64
32,49
45,51
61,72
80,12
98,52

119,90

5,46

NAO

dunn

0,01
001
0,00
0,01
0,01
0,02
001
0,02
NAO

VARIACAO K ball_hall _banfeld_rc c_index ~ calinski_hi davies_bo det_ratio_dunn
2 18951 010 71702 076 032
3 014 -1623,80 10,00 4517,70 033 64993
4 006 219480 001 604607 135842 015
5 003 271743 000 030 628070 022
6 002 281846 001 1275113 058 777515 001
7 002 289025 001 1172771 079 954945 001
8 002 -2953,86 001 1093082 095 1160095 001
9 0,02 001 1040486 082 1322852 001
REFERENCIA 082 -303414 000 1424375 027 -3065 068
ACERTOU? ~ NAO  NAO sM  NAO  NAO  NAO

Assimétrico (3)

VARIAGAO ball_hall

031
025
021
018
016
014
9 014
REFERENCIA 1,20
ACERTOU?  NAO

banfeld_rc c_index

10,42

789,45
-1108,68
-1316,24
-1451,42
-1554,73
-1629,82

-1693,89

0,15
0,03
0,05
0,04
0,03
0,03
0,03

0,02
NAO

calinski_hi davies_bo det_ratio dunn

556,70
136,32
1545,32
1600,51

1612,83
1562,05
1546,50
1654,84
NAO

sl

1,07

072
072
071
075
077
077
045
M

22,85
55,17
94,55
150,49
203,50
258,62
321,63
6,66
NAO

gamma g _plus
0,82 0,04
0384 0,03
0383 0,03
084 0,02
084 0,02
0386 0,02
087 0,01
0,96 0,01
sim siM

gamma g _plus
0,68 0,08
099 0,00
1,00 0,00
097 0,00
095 0,01
094 0,01
094 0,01
1,00 0,00
NAO  NAO

gamma g _plus
068 008
093 002
091 002
092 001
0,94
0,95

gdi1l
0,01
036
0,46

0,01
0,01
0,01
0,01
131

sIM

gdin1
001
003
0,02

0,06
0,07
0,01
0,01
0,09

siM

gdi1l

0,01
0,01
0,00
0,01
0,01
0,02
0,01
0,02

NAO

gdi1l
0,32

0,15

gdin1
001
002
002
001
002
002

gdi12
0,03
1,69
2,45

0,08
0,08
0,08
0,08

10,23

SIM

gdi12
005
022
017

034
041
0,07
0,06
1,08

siv

gdi12

0,09
0,09
0,03
0,06
0,07
0,09
0,09
011

NAO

gdi12

0,88
1,79
0,08
0,08
0,08
0,08
3,86

NAO

gdi12
008
012
011
004
010
012
007

gdi13
0,01
053
0,69

0,03
0,03
003
0,03
363

sim

gdi13
001
007
005

013
015
0,02
002
043

siM

gdi13

0,03
0,03
0,01
0,02
0,03
0,03
0,03
0,04

NAO

gdi13
o,

0,28
063
0,03
0,03
0,03
0,03
1,16

NEO

gdi13
002
004
004
002
004
004
003

gdi21
136
097
1,24

0,87
094
1,01
0,98
287

Sim

gdiz1
1,02
1,03

1,03
1,05
1,04
0,67
0,67
113

NEO

gdi21

1,02
101
0,98
1,08
170

sim

gdi21
1,07

117
167
0,87
087
104
067
2,08

NAO

gdiz1
1,05

1,14
131
1,03
092
1,18
1,39

NAO

gdi22  gdi23
639 174
458 1,43
663 1,88
682 242
682 242
7,09 2,50
686 246
22,46 7,96
siM sim

gdi22  gdiz3
79 232

669 211

889 261

628 239

617 2,2

394 185

347 140
1288 517

SiM siM

gdi22  gdi23
693 231

732 256

700 247

657 231

612 215

563 198

748 2,60
1,05 393

siM siM

gdi31
0,77
0,75
0,83

030
031
033
033
2,08

sim

gdi31
045
054
052

053
049
013
013
0,61

siM

gdi31

037
037
037
036
037
040
0,86

siM

gdiz2  gdi33

3,62 0,99
3,58 112
4,06 1,27
2,35 083
2,24 079
233 082
233 084

16,30 577

siM sIM

gdi32  gdi3
345 101
349 110
407 119
318 121
289 106
074 027
066 026
769 3,09
siM siM

gdi32  gdi33
318 1,06
2,61 091
2555 0,90
2,41 0,85
2,20 077
215 076
2,75 096
555 1,97
siM siM

gdidl  gdia2  gdia3
061 285 078
070 333 104
077 412 117
024 192 068
024 171 o061
025 178 063
025 179 064
207 1622 575
SIM siM SIM

gdidl  gdia2  gdia3
035 273 080
05 323 102
047 372 1,09
049 292 111
042 249 091
011 08 023
011 05 022
061 759 305
siv SiM siM

gdidl  gdia2  gdia3
041 269 090
03 210 074
033 226 080
030 19 069
032 195 068
033 189 066
035 242 085
082 53 189
siM siM siM

gdi22  gdi23  gdisl  gdiz2  gdi33  gdidl  gdid2  gdid3

542 158 072 366 107 063 316 092
P A
674 212 070 404 127 069 39 125
092 737|026l oo  7.22[011255

690 204 030 239 08 024 195 069
708 25 030 244 08 024 19 06
708 25 03¢ 232 08 027 18 064
55 194 029 236 083 024 200 071
1330 470 145 821 261 142 806 255

SM  sM  NAO  NAO  SIM  NAO  NAO  SIM

gdi22
636

gdi23
185

830 2,94
829 291
799 286
628 222
638 222
935 329

NAO  NAO

gdi31
052

041
049
039
039
049
0,63

NAO

gdi32
3,16

gdi33

2

3,01 1,07
3,12 1,10
2,98 1,07
2,66 0,94
2,64 092
4,60 1,61

sIM sim

gdia1
o,

gdia2  gdia3
2 251 o,

3

035 091
043 096
034 094
034 081
043 081
0,60 154
sim Sim

gdis1

0,05
0,06
017
013
014
015
015
0,36
NAO

gdis1

0,05
0,05
0,06
0,06
0,06
0,05
0,05
021

NAO

gdis1

gdi52 gdis3

0,46
022 0,07
0,30 0,09
1,04 037
1,02 0,36
1,06 037
1,06 0,38
1,70 0,47

NAO Sim

gdis2

031
037
0,76
0,35
0,33
0,30
0,27
164

NAO

gdis2
1,07

116
0,98
0,95
0,86
0,86
1,09
135

siM

gdis3

0,10
0,11
031
0,13
0,12
011
011
0,48

NAO

gdis3
0,36

041
034
034
0,30
030
038
0,48

siM

MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO

ksq_detw

2756,85
467712,09
NAO

MINIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO

ksq_detw
485078,24

95589,73
1916417
1821817
18803,34
20556,18
2130022
533105,81
NAO

MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO
calinski_h: davies_bo det

ksq_detw

242942,88
247806,15

326848,58

339922,94

368545,23
NAO

MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO

MAXIMO MINIMO  MINIMO MAXIMO MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO

gdiS1  gdis2  gdis3  ksq_detw

040 7122176
018 100 030

00 058 018 6428,12
017 135[1048 217236
013 105 037 252693
013 108 038 2800,38
015 105 037 301083
011 088 031 334175
027 137 048 7557,45

NAO NAO siM NAO

gdisl  gdis2  gdis3  ksq_detw
008 058 020 21455033
009 063 022 15800411
009 064 023 14404192
011 070 025 13031870
009 070 025 13117305
011 074 02 13481608
014 077 027 13719992
022 130 038 32736952

NEO  NAO  NAO NAO

MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO MINIMO  MAXIMO  MINIMO  MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MINIMO
ratkowsky scott_sym sd_scat

log_det_r log_ss_rat mcclain_r: pbm

055 110

075 044 238

18 026 743

4,46 0,00 139,64

458 009 3138

465 009 2515

47 008 2152

716447 483 1820
113944 044 008 3964

NAO NAO NAO sim

point_bise ray_turi

058
051
NAO

sIM

044

046
0,44
0,41
0,38
035
033
048

NEO

172351
-3406,56
-5454,56
-6647,17
-6875,07
-7042,94
-7232,96

-7336,95
NAO

076
020
009
0,01
0,01
0,01
0,01

001
NAO

sd_dis
112

113
1,19
11,51
12,43
1211
11,59
077
NAO

s_dbw
2,00
020
0,09

sim

MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO MAXIMO MINIMO  MINIMO  MINIMO  MiNIMO

log_det_r: log_ss_rat mcclain

1643,32 064 047 2,05
334089 1,63 029 5386
486034 325 012

5167,64 345 011 1582
5372,38 3,60 011 1248
5504,06 369 011 1076
5652,06 379 12,96
111309 045 010 20,73

NAO NAO  NAO sim

MINIMO  MINIMO  MINIMO

MAXIMO

bm

2,59

2164,72 124 034 3,08
257582 1,59 034

282519 179 032 253

3050,75 1,97 030 225

324385 211 029 192

3396,81 223 0,28 162

3542,10 234 176

125624 0,08 026 319

NAO  NAO  NAO  NAO

b
057 1,09 048

bise ray_turi  ratkowsky scott_sym sd_scat  sd_dis

% 044 -140684 075 113

059 0,16 [117047] -2480,65 024 [IN0,77
070 011 046 -400L,70 012 114
0,76 044 -515447 (008 121
076 004 040 542206 006 152
076 005 037 -565016 007 171
069 069 006 731
069 062 007 842
048 003 047 590928 004 077

NAO  SM  NAO  NAO  SM  NEO

MAXIMO  MINIMO  MAXIMO MINIMO ~ MINIMO  MINIMO

point_bise ray_turi

070 022
o1 [G8|
063 046
057 034
053 038
048 036
047 034

030
047 008

NAO S

ratkowsky scott_sym sd_scat

0,51
0,46
041
038
0,36
034
032
051

NAO

-1613,08
223058
272362
-2981,71
321986
3411,13
-3560,06

-3662,11
NAO

057
023
018
015
013
011
0,10

0,10
NEO

sd_dis
0,96

210
212

sim

s_dbw.

silhouette tau

0,44 036
0,74 048
0,81 0,56
071 0,52
0,57 0,49
047 0,45
0,40 0,43
0,83 0558
siM sIM

MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO

silhouette tau

0,42 037
0,69 047
0,76 0555
073 0,57
0,68 0,56
0,58 0,51
0554 0,51
0,82 057

siM siM

trace_w

11,76
897,48
NEO

trace_w

51143
242,09
55,42
4534
39,25
3610
3255
903,03
NAO

trace_wib wemmert, xie_beni

366 046 349309
5,00 0,70 059
92,33 0,79 025
176,59
195,66 081 35935
213,79 072 33452
243,88 062 30030
056 280,67
252,18 092 002
NAO sim siM

MiNIMO

trace_wib wemmert,

3550 0,46
438 067
2853 0,76
51,48
64,04 087 3,09
73,61 087 1,77
81,17 079 6341
078 5717
89,28 088 152
NAO SiM siM

MINIMO  MAXIMO  MAXIMO MAXIMO MAXIMO MAXIMO ~ MINIMO

s_dbw
082

123
2,87
335
5,79
848
8,76
050

siM

silhouette tau

0,50 58
048 0,53
044 0,49
038 0,45
036 0,42
036 0,41
034 0,41
0,61 067

siM siM

trace_w

332,03
251,28
210,95
181,07
159,94
142,97
129,75
710,08
NAO

trace_wib wemmert_ xi
4,46 o,62 [124,27
724 [IN07E 26733
974 058 27235
1224 057 266445
1472 051 39459
17,15 050 24896
1883 050 14513
720520 o048 20196
205 071 12827
NEO  SM NAO

MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO MINIMO  MAXIMO  MINIMO  MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO - MINIMO

log_det_r: log_ss_rat mcclain_ri pbm  point_bise ray_turi  ratkowsky scott_sym sd_scat
- 048 252 063 023 050 - 050
251 019 1156  -092[ 003 086 -511030 009
533842 320 015 1577 088 009 049 581279 004
647147 435 0,09 079 005 044 -6481,93 0,01
662943 446 009 2588 071 057 041 -670981 001
678154 456 009 2115 065 053 038 689522 001
692554 465 009 1850 060 057 035 704803 001

7022,70 4740009 1626/ 059 043 033

479288 003 009 3267 059 003 056 715275 001

NEO  NAO  NAO  sM NAO  NAO  NAO  NAO  NAO

sd_dis s dbw
095 050

175 [0S,
201 006

856 075

933 186

987 293
1040 376
071 005

NAO NAO

silhouette tau

081
079
062
052
043
046
081

NAO

trace_w _trace_wib wemmert xie_beni
2965 062 086
9608 084
104051086 178
15812 085 075
17481 074 35534
19442 066 32187
21707 058 29585
1287] 22824 063 271,79
74966 22824 086 013
NEO NAO NAO NAO

MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO MAXIMO MINIMO MAXIMO MINIMO  MINIMO  MINIMO  MINIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO  MAXIMO ~ MINIMO

log_det_r¢ log_ss_rat mcclain r _bise ray_turi  ratkowsky scott_sym sd_scat
051 161 057 033 046 -165048 076
231551 131 036 7486 076 1110091051 264245 016
206766 184 030 456 067 024 046 331275 013
336638 216 025 420 062 023 042 369826 010
371030 242 022 39 060 020 039 395583 009
393361 258 021 375 059 020 036 417754 008
411097 270 020 309 057 026 034 432333 007
427231 2830018 266/ 057 025 032
140274 028 019 48 057 009 051 -445653 0,07
NAO  NAO  NAO  SIM NAO  SIM siM NEO  NAO

Figura 12 — Tabela de resultados consolidados.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

sd_dis
1,07

162
2,08

s_dbw.
123

0,86
3,77
4,07
552
9,64
565
033

siM

silhouette tau
0,46

0,58
0553
0,50
047
0,44
043
0,70

sim

048

0,57
0,53
0,50
049
0,48
0,47
0,65

sIM

trace_w trace_wib wemmert.
5,66 0,54
31395 7,78 073
202,50 0,65
152,21 0,64
120,43 0,64
104,07 0,64
92,74 0,63

o205 [EESS o (TR

842,48 3393 0,73 72,74

NAO NAO SIM NAO

0¥
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