3.1 A particula ndo-relativistica sem estrutura interna

O leitor interessado nas leis fundamentais da fisica pode talvez ficar decepcionado com
uma aproximag¢do ndo-relativistica. Mas a mecanica quantica nio-relativistica fornece
resultados importantes na fisica atomica, molecular e de estado sélido. Nao seria
prudente descrever estas dreas da fisica a partir de uma teoria relativistica. Isto porque a
teoria relativistica apresenta uma série de problemas dificeis. Para muitos fendmenos ¢
mais facil comecar com uma descrigdo ndo-relativistica e acrescentar corregcdes depois.
Além disso, teremos a oportunidade de aprender certos conceitos no caso nao-
relativistico.

Vamos entdo adotar uma descricdo do espago-tempo tal que a simultaneidade seria
absoluta e a transformacdo de coordenadas de um referencial inercial para outro seria
dada pelas transformagdes de Galileu.

Se queremos estudar a mecédnica quantica de uma particula temos que definir o que
queremos dizer com a palavra particula. Classicamente temos uma nogdo intuitiva de
particula. Mas como o mundo quantico ¢ tdo diferente do mundo classico esta intuigdo
ajuda pouco para montar a teoria quantica da particula.

O que caracteriza um dado sistema fisico? De fato ¢ até dificil de dizer o que ¢ um
sistema fisico. Me parece que o conjunto de observaveis que podem ser medidos com o
sistema sdo parte da caracterizacdo. Entdo se queremos dizer o que ¢ uma particula
temos que dizer que grandezas podem ser medidas numa particula.

A grandeza mais Obvia que pode ser medida numa particula é a posicdo da mesma.
Entdo temos a seguinte caracterizagdo: uma particula ¢ um sistema fisico que permite
medir o observavel posi¢do. Perfeito, - mas, aparentemente so transferimos o problema
para outro lugar: agora temos que definir o que queremos dizer com “posi¢do”. A
definicdo de posicdo pode ser dada com a ajuda das simetrias cinematicas. Quando
submetermos tanto os observdveis como os estados a simetria os resultados
experimentais ndo sofrem alteracdo. Mas quando submetermos somente os observaveis
a simetria teremos alteragdes dos resultados e justamente estas alteragdes podem ser
usadas para caracterizar certos observaveis.

Nas seccdes anteriores ficou bastante claro que um observavel ndo ¢ um operador no
espaco de Hilbert, mas que o operador ¢ apenas uma representacdo do observavel. Mas
na presente seccdo ndo mudaremos a representacdo € vamos permitir uma linguagem
menos precisa e falar de observaveis .4, /5, ©..... usando os simbolos dos operadores. O

leitor saberd que se trata na verdade dos observaveis representados pelos operadores

A, B, E..... .
A defini¢do de posi¢do ndo sera uma definicdo escrita em uma linha, mas vamos juntar

varias propriedades que juntos definem o observavel posigao:

1) A posi¢do € um observavel tridimensional que, com escolha de uma base ortonormal
. . ~ ~ ~ A 4 . r : 3
direita (¢,,¢,,é,) compreende trés observaveis comesuraveis J',27%, 2

unidimensionais, formando as componentes na base, ¢ que tomam valores no espago-
valor de distancias espaciais.

2) Na classe de equivaléncia dos aparatos ou processos fisicos existem aparatos cujos
vetores marcantes no chassi ndo dependem do tempo.
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3) Existe um grupo de simetrias cinemadticas que atuam sobre a posi¢cdo como
translagdes, isto ¢, eles atuam sobre os aparatos que medem J', 2%, 27 como
deslocamentos fisicos no laboratério.

4) O efeito que estas simetrias tém na agdo sobre os J', 1%, 2> é dada pela formula
-1
TIT) = -6 (3.1.1)

5) Existe um grupo de simetrias cinematicas que atuam sobre a posi¢do como rotagdes.
6) O efeito que estas simetrias tém na acdo sobre os 2, J*, 17 ¢ dada pela formula

C C - — ! C
RIR = (R 1)ka (3.1.2)

Falta ainda um aspecto importante na caracterizacio dos observaveis . *: temos que
definir o instante da medida. Esta defini¢do fard uso de mais uma simetria cinematica,
cuja agdo sobre os J* consiste na substituicio dos aparatos que medem os 1 por
aparatos com a mesma estrutura interna, o mesmos instante marcante ¢,, mas que

diferem dos originais pelo estado de movimento. Chamaremos uma substituicdo de um
observavel [(8 R A >] que tinha pontos marcantes 7,,7,,7. independentes
do temos  por [<<9 For(t=t,)V, By +(t—1)V, T+ (2t —1,) V, 1, ﬂ um boost com
velocidade vV e instante isolocal #,. Com esta nogdo podemos acrescentar mais duas
condi¢des na definicdo de posigdo:

7) Existe um grupo de simetrias cinematicas que atuam sobre a posi¢do como boosts.

8) Observaveis ', 2%, 77 que cumprem as condi¢des 1) — 7) sdo de posicdo no
instante ¢, , se os boosts com instante isolocal ¢, deixarem os J', 2%, 27
inalterdos:

R (1) 7 (6)(B (1) = 2'(1) (3.1.3)

v

As exigéncias 1) — 8) definem o observavel posigao.

Uma vez que definimos o instante de medida devemos botar o indicador do instante de
medida (to) também nas equagdes (3.1.1) e (3.1.2). Escrevendo, por exemplo, a

(3.1.1) para uma translagdo infinitesimal 0 obtemos a defini¢do do momento linear da
particula no instante ¢, :

(1-i2(1,)0°) 2" (1) (1+i R (1,)0") = 27'(1,) — 01 (3.1.4)

Na verdade esta equacdo sozinha ndo define ainda os momentos lineares no instante ¢, .
Isto porque os J'(z,),27%(t),2°(¢4,) ndo formam um conjunto irredutivel de

observaveis. Mais tarde teremos que acrescentar o comportamento de outros
observaveis sob translagdes para definir os momentos lineares completamente. Os
momentos angulares associados aos pontos 5) e 6) da definicdo de posicdo também
dependerao do tempo.

Vamos representar a particula no espago de Hilbert de tal forma que o estado, uma vez
preparado seja representado por um operador densidade p independente do tempo.
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Esta representacdo ¢ chamada de representacdo de Heisenberg. Os trés componentes da
posi¢do seriam entdo representados por operadores ' (¢), 2 (), 2 (¢) dependentes

do tempo. Com estas fungdes valor-operador podemos definir operadores de velocidade
como derivadas:
dJ’ (1)

V() = = = 2 (t) (3.1.5)

Os operadores l(t) sdo auto-adjuntos e podem representar observaveis. Mas

infelizmente ndo temos nenhuma prescri¢do ou indicagdo como seria a estrutura de um
medidor de velocidade da mecanica quantica. A defini¢do operacional de velocidade da
mecanica classica ndo serve para uma particula quantica. A prescri¢do classica prevé
duas medidas de posi¢do em instantes ¢t e f+¢& . Quanticamente a medida no instante
¢t destroi o estado de modo que a medida no instante #+¢& ndo teria sentido. O
procedimento cldssico pode, no entanto, ser aplicado num ensemble. Imagine que
preparamos N vezes a particula no mesmo estado. Em N/2 exemplares medimos a
posi¢do no instante ¢, Nos demais exemplares medimos no instante ¢+¢. Desta forma
a destruicdo do estado pela medida no instante ¢ ndo afeta as medidas no instante 7+¢
porque estas seriam feitas com outros exemplares. Infelizmente este tipo de medida
num ensemble nio corresponde 2 medida de um observavel! A medida de um
observavel deve ser feita num exemplar de sistema dando um resultado. Mas esta
medida em ensemble pelo menos pode ser usado para identificar um mediror de
velocidade.

Suponha que algum fisico experimental genial conseguiu construir um medidor do
observavel velocidade. Podemos reconhecer este medidor da seguinte forma:
preparamos um ensemble de sistemas num estado p, Numa parte destes sistemas

medimos com o tal medidor obtendo valores individuais, das quais podemos formar

médias; V' . Numa outra parte medimos valores médios de posicio para diversos

instantes. Destas ultimas podemos determinar a derivada temporal. Se o medidor do

fisico experimental genial for mesmo um medidos de velocidade devemos encontrar
in =V (3.1.6)
dt

Isto deve valer para todos os estados. A verificagdo experimental da formula (3.1.6)

seria o teste para provar que o aparato mede de fato o observavel velocidade.

O Professor Jens Mund tem propostas concretas como se pode implementar um medidor
de velocidade e este assunto ¢ interessante. Mas para o presente problema nao
precisamos conhecer os detalhes de um medidor de velocidade. Basta que tenhamos o
critério (3.1.6) para reconhece-lo.

O que precisamos saber ¢ como o a2 (to) ¢ alterado por um boost no instante ¢, .

Seja € um lapso de tempo infinitesimal. Podemos escrever

2'(t,) = é{f[(to+8)—f[(to)} (3.1.7)
ecoma (3.1.3)
By (1) 7 (1) (B, (1) = é{ﬁﬁ(to)fl(to+8)(93§(t0))_1—fl(to)} (3.1.8)
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Se aplicarmos um boost no instante #,+& aum medidor de posi¢do no instante 7, +¢

os vetores posi¢do das marcas 7, 7,,7. no chassisofrem a seguinte alteracdo
¥isc = Fige + v(t—to—s) (3.1.9)

Se aplicarmos em seguida uma translagdo no instante #,+¢& com vetor deslocamento

ev asarcas focamem F,. + V(f—1,) , entdo como se tivéssemos feito um boost

com instante isolocal ¢,. Entdo podemos escrever o termo sublinhado da foérmula
(3.1.8) da seguinte forma:

By (6) " (1 +€) (B, (1) =

. , (3.1.10)
= fjgﬁ(to+8)55’§(t0+8)Il(t0+a)(93ﬁ(to+s)) (58§(t0+8))
Substituindo este resultado na (3.1.8) obtemos
B(t) X (6) (B, (1) = X)) - V1 (3.1.11)

Vamos introduzir um gerador ¢ (z,) também para a simetria de boost e escrever

B, (t,) para v infinitesimal na forma
Bi(t,) = 1 = i€(,) (3.1.12)
Para v infinitesimala (3.1.11) toma a forma
(1=iC (1)) 2" (1) (1+iC (8)v') = X'(1) — V1 (3.1.13)

Com a definicdo de particula ndo-relativistica introduzimos grandezas como posi¢do,
velocidade, momento linear, momento angular e geradores de boost. Agora precisamos
dos comutadores dos operadores que representam estas grandezas. Na determinacdo

destes comutadores usaremos sempre grandezas definidas para o mesmo instante ¢,.
Entdo podemos simplificar a notagio e escrever simplesmente ", VA , B L, G no
lugar de X' (2,), X' (%), %(t), % (%), 6(t). Das formulas (3.1.1), (3.1.12) e
(3.1.3) obtemos imediatamente:

(2.2 = -ig1 (3.1.14)"
[@,Iq = —id1 (3.1.15)
[ﬁk,jﬂ} = 0 (3.1.16)

1 ¢ N - - . .
Os operadores 7 e " sdo illimitados e portanto ndo sdo definidos em todo o espago de Hilbert mas
apenas num subjonjunto denso. Por esta razdo a regra de comutacdo dever-se-ia escrever na forma

I:f/? , I/] c -i8, 1, o que significa que a gréfico do operador I:f/? , 1/1 ¢ um subconjunto do

grafico do operador —i 8! 1. Pode-se evitar este tipo de complicagio formulando tudo somente com os
P . p p

operadores unitarios das simetrias ¢ ndo com os geradores.
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As regras de comutagdo para /, e 7, , que deduzimos na secgdo 2.5 de forma geral,
continuam validas também para o caso particular de uma particula. Além disso podemos
deduzir regas andlogas para os geradores de boost. A deducdo ¢ idéntica a aquela dada
na secgdo 2.5 para / e ;. Vale entdo

(3.1.17)

amk

[74..6] = 68" e
[6.6] = 0 (3.1.18)

Mas, tendo tanto translagdes como boosts como simetrias, aparece uma nova
possibilidade: podemos combinar boots e translagdes. Se submetermos um aparato de
medida primeiramente a um boost e depois a uma translacio obtemos a mesma
mudanga do que fazendo estas substitui¢des na ordem inversa. Portanto o operador

(1+i6V)(1+i R0 ) (1-i6V' ) (1-i 7 04) (3.1.19)

com Vv e 0O infinitesimais deve descrever a simetria que ndo altera nenhum
observavel e ele deve diferir do operador identidade apenas por um fator de fase:

(1+i6V)(14i70")(1-i6V ) (1-i%0) = &1 (3.1.20).

Até agora conseguimos eliminar estes fatores de fase sempre. As vezes isto resultava na
eliminacdo da liberdade de somar constantes nos geradores. Esta vez a situagdo ¢
diferente; o fator de fase na férmula (3.1.20) ndo pode ser eliminado e ele terd maior
importancia. Escrevendo, como sempre, o fator de fase como série de Taylor e
comparando termo por termo obtemos:

[2,6] = img,1 (3.1.21)

onde m,, sdo coeficientes reais oriundos da expansdo do fator de fase. m,, toma

valores no espago valor de temos multiplicado duas vezes com o espaco valor dual das
distancias, ou seja, m,, pode ser medido em sm™

Conjugando a (3.1.21) com um operador unitidrio que representa uma rotagdo
percebemos com as formulas (2.5.50) e (3.1.17) que [?k,@] se comporta numa

rotagdo como as componentes de um tensor covariante, enquanto o lado direito da
(3.1.21) ndo sofre nada. Entdo os m,, sdo componentes de um tensor que ¢ invariante

sob rotagdes. Sabemos que em trés dimensdes os Unicos tensores covariantes que sao
invariantes sob rotagdes sdo os multiplos do tensor métrico. Entdo podemos escrever

[R.,6] = im§,,1 (3.1.22)

Conjugando com a dindmica vemos que o valor m ¢ uma propriedade da particula
independente do tempo. Devemos avaliar quais aspectos desta constante tém realmente
um significado fisico. Estamos construindo a representagdo do sistema particula num
espaco de Hilbert. Devemos nos lembrar que a representagdo ndo ¢ Unica. Sempre
podemos mudar uma representagdo por outra com uma conjugacao anti-unitaria. Nesta
operagdo ambos os geradores % e ¢ mudam de sinal, de tal forma que o lado

esquerdo da (3.1.22) fica inalterado. Mas o fator i no lado direto fornece uma troca de
sinal numa conjugacdo anti-unitaria. Entdo o sinal de m deve mudar. Portanto o sinal
de m ndo tem sentido fisico e ¢ apenas uma questdo de escolha. Vamos escolher
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m > 0. Com esta escolha, mudangas de representag¢do anti-unitdrias ndo podem ser mais
feitas e os sinais de todos os geradores comegam a ter significado fisico.

Para poder prosseguir, temos que caracterizar a particula mais. Queremos descrever
uma particula sem estrutura interna. Nao ter estrutura interna significa que um
conhecimento da posi¢cdo da particula ja teria todo que se pudesse saber do seu estado,
pois ndo existe nenhuma condigdo interna que poderia ser questionada. Na linguagem

da mecanica quantica isto significa que os observaveis (1), 1% (4,), 27 (4,)
formam um conjunto completo de observdveis comesurdveis. Lembramos que isto
significa que qualquer observavel comesuravel com os 1" (¢,), 2 (1,), 17> (¢,) deve

ser uma funcdo destes. Com esta caracterizacdo da falta de estrutura interna em mente
vamos rever os comutadores que foram deduzidos. De novo vamos suprimir a indicagdo

do instante (to). A formula (3.1.16) implica entdo que os geradores de boosts sdo

fungdes das posicdes. Vamos supor que estas fungdes sejam analiticas:
¢ = A% + dVoe o+ Aot 4+ L (3.1.23)
Inserindo esta expansdo na (3.1.22) e usando a (3.1.14) obtemos
—id)srr - id st — idA s~ = im§,, (3.1.24)

As poténcias dos operadores de posicdo devem certamente ser linearmente
independentes e podemos comparar termos ordem por ordem. Desta forma obtemos

c},lc) = —-mJ,, e "'=0 para n>1 (3.1.25)
Vamos inserir este resultado na formula (3.1.15)
[-m8,, 20| = -ig (3.1.26)

Esta regra de comutacdo tem muita semelhanca com a (3.1.14). Para torna-la ainda
mais parecida vamos multiplicar a (3.1.26) com a métrica e com a métrica inversa,

trocar a ordem no comutador e escrever o fator m junto como J':

(8, m2", 0] = -id (3.1.27)
Para facilitar a comparacdo com a (3.1.14) vamos mudar os nomes dos indices:

(8, m2, X' = -isi1 (3.1.28)
Agora podemos subtrair esta formula da (3.1.14) e obtemos

[(ﬁ—ékamf“), I’] =0 (3.1.29)

Como a particula supostamente ndo tem estrutura interna, esta igualdade implica que
R =8, mI2* pode ser escrito como uma fungdo da posi¢ao:

R(te)=8um 2 (1) = A2 (1) 17 (1), 1 (1)1 ) (3.1.30)

Neste momento introduzimos a citacdo do instante de novo para poder destacar que a
funcdo .4 pode ter uma dependéncia explicita do tempo. Entdo vimos que a relagdo
entre momento linear e velocidade tem necessariamente a forma
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R(ty) = SeumX(ty) + A (X (t), 27 (1), T (t):1 ) (3.1.31)

Falta determinar a dindmica da particula. E natural escolher como conjunto de variaveis
dindmicas um conjunto que contenha os operadores 1" (z,), 2 (#,), X7 (¢,) . Com esta

escolha o operador Hamiltoniano deve cumprir a relagdo
I = i[}f,x’] (3.1.32)

Vamos comparar esta igualdade com a igualdade que resulta quando calculamos o
comutador do operador 2 “2"8 ,m/2 com X'.Com a formula (3.1.27) obtemos

ab >

i, -
2

(3.1.33)
— ﬁ ~a 1| 97b ﬂ Pa | 97b / _ _i 9
= 28ab[I A PARE 2aabx[x I i
Multiplicando esta igualdade com i e subtraindo-a da (3.1.32) obtemos
H}f—ﬂfﬂﬂsabj,f} - 0 (3.1.34)
2

Como a particula ndo tem estrutura interna esta igualdade implica que /- EI 2%,

¢ uma fungdo dos 2" (4,), X2 (1,), 2> (1,) :
}f(to)—%f”(to)fb(to)éiab = U(X(1), 27 (6). 72 (6) 1) (3.1.35)

Isto determina a forma geral do operador Hamiltoniano de uma particula ndo-
relativistica sem estrutura interna:

H(t) = %;{”“(zo):(”b(zo)sab o U((1), 2 (6). () 1) (3.136)

Para calcular o comportamento temporal do sistema, esta maneira de escrever o
Hamiltoniano ainda ndo é muito apropriado, porque as regras de comutacdo das
velocidades podem ser muito complicadas. E conveniente reescrever o operador em
termos dos momentos lineares:
Sab .
Ho= T (R, (2,07, ) (R, (27,22, 27)) (227,07

2m

(3.1.37)

Suprimimos de novo a dependéncia temporal para poder escrever uma féormula que
caiba numa linha, mas ¢ claro que os operadores dependem do tempo e que .4, e U

podem ter dependéncias explicitas do tempo.

Reconhecemos imediatamente a correspondéncia deste operador de Hamilton com a
funcdo de Hamilton da mecanica cldssica de uma particula ndo-relativistica
eletricamente carregada num campo eletromagnético externo.

L L. -
H(p.F) = %(p—q/l)z + qU (3.1.38)
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Para uma particula carregada com carga g podemos considerar os produtos de carga
com potencial vetor e potencial escalar como as “sombras classicas” que os verdadeiros

objetos Vda(fl,fz,IS) e U(ﬁfl,fz,f3 ) deixam no setor de fendmenos que

permitem uma descri¢ao classica da particula. O operador (3.1.37) foi deduzido sem a
ajuda da correspondente expressao classica.
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