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1. Introducao

= No capitulo anterior vimos que ignorar a dependéncia espacial pode gerar
sérios problema as estimacodes (ineficiéncia, viés e inconsisténcia).

= Assumindo que selecionamos o modelo espacial correto (SAR, SEM, etc)
veremos quais estimadores devem ser utilizados em cada caso.

Nota 1: A selecdo do modelo adequado envolve: a) a analise do I de Moran e dos multiplicadores de
Lagrange, para ver se p # 0 e/ou A # 0; b) testes de significancia sobre WX, para ver se t # 0.

Nota 2: Geralmente, os modelos sao estimados com diferentes matrizes espaciais (W), usando os
critérios AIC ou SC para definir o mais adequado.

= Como sera visto, o EMQO nao é uma boa op¢do para as estimacdes espaciais
que contenham p # 0, 4 # 0 ou ¥ # 0. Nestes casos, deve-se optar pelo:

a) Estimador de Maxima Verossimilhanca (MV): util apenas quando ha
normalidade dos residuos (caracteristica incomum em pequenas amostras).

b) Método Generalizado dos Momentos (MGM): mais leve computacionalmente
gue o MV, é util guando nao ha normalidade dos residuos.
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2. Os problemas de estimar por MQO
= Dentre os problemas associados ao MQO, pode-se destacar:

a) O EMQO tende a gerar estimativas enviesadas do p.

Considere o modelo SAR puro: y = pWy + ¢

Como 0 EMQO para o B da fungdoy = XB + eserd: f = (X'X)"1X'y
A estimativa de p, via EMQO, daEq.1é: p = [(Wy)' (Wy)]"*(Wy)'y
Substituindo (1) em (3): p = {{(Wy)' (Wy)]"1(Wy) }pWy + ¢

Aplicando distributiva:
p = [(Wy) (W]~ [(Wy)' Wylp + [(Wy) (Wy)] [(Wy)'e]

Logo: p = p + [(Wy) (W) [(Wy)'e]

(1)

(2)

(4)

(5)
(6)
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2. Os problemas de estimar por MQO
Relembrando as 2 propriedades dos operadores de esperanca abaixo:

E(bX|X) = bE(X|X) = bX (7)
Nota: Com o valor de X é possivel saber o valor de bX [Ex: E(2X|X = 3) = 6].

Além disso, se Y= f(X) é possivel mostrar que (lei das expectativas iteradas):

E[EC(Y|X)] = E(Y) (8)
Nota: Se Y = bX, tem-se que: E[E(Y|X)] = E[E(bX|X)] = E(bX) = E(Y).

E possivel mostrar que a esperanca, condicional em Wy, da express3o (6) é:
E(pIWy) = E(p|lWy) + E{[(Wy)' (Wy)] * [(Wy)'e] Wy} (9)
Aplicando a propriedade (7) em (9):

p=p+[Wy) Wy 'Wy'E(e|Wy) (10)
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2. Os problemas de estimar por MQO

= Com base em (10) nota-se que p = p (semviés) apenas se E(e|Wy) = 0.

Nota: E(e|Wy) = 0 implica ndo haver nenhuma associagdo linear ou ndo linear entre € e Wy (hipdtese
mais forte que a correlacdao — apenas linear).

= Como a forma reduzida da Eqg. (1) é:
y=(U-pW) e (11)

= OE(e|Wy) # 0. Logo, o EMQO produzird estimativas enviesadas de p.

Nota: também haveria viés nos fs em um modelo SAR misto (com Xf). Neste caso, se E(g|Wy) # 0,

L A A .0 _
havera viés no p e, portanto, em todos os parametros, pois: % = (I — pW)~1p,.
k

b) O EMQO tende a gerar estimativas inconsistentes para p.

= As propriedades assimptoéticas do EMQO garantem que a distribuicao dos E e
das estatisticas t e F convergem para uma distribuicdo normal quando a
amostra tende ao infinito (/ei dos grandes nimeros).
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2. Os problemas de estimar por MQO

= Para que o EMQO a-espacial ndo seja enviesado, é preciso que E(&|X) =0
(Hip. 3 de Gauss-Markov — ver Slide 12 do Cap. 1).

= Contudo, quando a amostra de um EMQO tende ao infinito, basta que a
cov(g;, X) = 0 ou a corr(g;, X) = 0 para que ndo exista viés (consistente).

= Formalmente, valendo-se das propriedades assintéticas do EMQO, podemos
usar os limites da probabilidade para achar o [ a-espacial, quandon — oo :

plim(ﬁ) = plim[(X'X)"1X'y] = plim[(X'X)"1X"(XB + ¢)] (12)
Logo: plim(B) = B + plim[(X'X)™X'e)] = B + cov(X, €) /var(X, X) (13)

Caso a COU(X, 8) =0, plim(,BA) = ,B (consistente quando n — o).

Nota: A hip. de E(g;|X) = 0 é mais forte, pois qualquer associagdo (linear ou n3o) causaria viés. Na
cov(e;, X) = 0, s6 associagdes lineares causariam viés.
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2. Os problemas de estimar por MQO
= Voltando ao modelo SAR, como Wy é enddgeno e afeta € via multiplicador
espacial (ver Eq. 11) a cov(g;, Wy) # 0. Tornando o EMQO inconsistente.

Nota: O parametro de uma varidvel especifica k, isto é S8, pode até ser consistente se cov(g;, X;) = 0.

: . , . : . D _
Todavia, o calculo do seu efeito total ficaria comprometido, pois: % = (I, — pW) 1, By.
k

c) O EMQO serd ineficiente na presenca de ACS associada aos residuos.

= O EMQO sera nao enviesado porém ineficiente nos Modelos SEM (W¢) ou
SMA (We). Nestes modelos, a matriz Var-Cov do erro (§) é:

SEM (ver Eq. 32 dos Slides — Cap. 5)
E(Elf) = 02 [(In _ AW),(In _ AW)]_l (143)

SMA (ver Eq. 48 dos Slides — Cap. 5):
EE'E) = o[ —yW)' U, —yW)] =o?[L, + y(W + W) + y*W'W]  (14b)

= Em ambos os casos, ha dependéncia espacial e heterocedasticidade associada
aos residuos. Portanto o EMQQO seria ineficiente.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= No SAR, os residuos obtidos via EMQO apresentariam matriz Var-Cov plena
[efeito global: (I, — pW)~'e]. Neste caso, recomenda-se a Estimag¢ao via Maxima
Verossimilhanca (MV) ou Variaveis Instrumentais (VI).

3.1 O Estimador de Maxima Verossimilhanga (MV)

= O EMV permite estimar modelos com respostas lineares e nao lineares (Ex.:
Logit e Probit). Além disso, a heterocedasticidade é incluida automaticamente no
EMV, possibilitando ganhos de eficiéncia.

= De modo geral, o EMV é o mais assintoticamente eficiente quando o modelo
populacional é corretamente especificado (ver Eq. 27). Para tanto, é preciso
definir uma distribuicao particular para as variaveis aleatérias (Ex.: Normal,

Poisson, etc).

Nota: o EMV nao é robusto a falhas nas hipdteses de distribuicdo das varidveis.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= Diferentemente do MQO, onde o  minimiza a soma dos quadrados dos
residuos de uma regressao (Figura1), o EMV maximiza a probabilidade de uma
observagéo ocorrer (EX.: qual altura tem maior probabilidade de ocorrer na Fig. 2?).

" EX. (Modelo incondicional): busca-se estimar a altura média (f) de pessoas com
base numa amostra (Y), assumindo que Y~normal (neste caso, B e g2 tornam-se
parametros do modelo). Assim, o EMV estimara o valor de f§ (ouda ¢?) que maximiza
a probabilidade de uma altura especifica ocorrer.

Figura 1. Valores previstos (¥;) e residuos (4;)  Figura 2. Distribui¢ao Normal (f = u)

yi . i A

A
U i= residua

K media

)91': Fitted value o desyvio padrao

X1 Xi
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

Nota 1: O fato de Y~normal implica na determinagdo conjunta de 8 e o2 via EMV (ver Eq. 15). Contudo,
se Y~Bernoulli (p/exemplo), apenas [ seria necessario.

Nota 2: Caso e~Normal(0, 6%I,) e Y~Normal(XB, 521,,), ver Hip. 6 (Cap. 1), o EMQO e o EMV serdo n3o
enviesados, porém o MQO sera mais eficiente.

= Assumindo que Y~Normal(B, c?) e é iid*, podemos estabelecer a seguinte
funcdo densidade de probabilidade (FDP) para cada variavel y;:

2

2 ) = oo D
f(ﬁro- ;yi)_me 2\ o

(15)

Onde: y4,...,V, = Y; Neste caso, f é o escalar que mede a média de Y (¢ o

coeficiente que queremos obter!).

Nota 3: A Eq. 15 representa a FDP de um modelo incondicional (= ao MQO apenas com a constante). Em
yi—Xﬁ)z

um modelo condicional f(B,52,v;|X), o expoente da Eq. 15 seria —%( -

* X;, ..., X, sdo independentes e identicamente distribuidos (iid) — veremos que esta hipdtese nao é
valida no modelo SAR e em outros modelos espaciais.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)
Lembrando que /1/a = (1/a)'/?= a~1/? e e = exp (ver nota), temos:

fB,o%y) = (Zﬂ)_%(ﬁz)_%exp [—%(%)2] (16)

= Fazendo o produtério da funcao (16) para todas as n variaveis (y;, ...,y, =Y),
encontramos a Funcao de Verossimilhanca:

_1 _1 1 - 2
V(8,02 Y) = Ty f(2m) "2(0%) zexp [ -2 (2E)'} (17)
Lembrando que: (a? x a®? = a??) e que (a? * a®  ---x a® = a™), temos que:
n n R\ 2
V(B,0%¥) = (21) 5 (02 3 Ty fep [ -2 (222) |} (18

n
Lembrando que e = exp e que e2% x e2% x ... x 2@ = 22i=12 = 2" tamps:

V(B,o2,Y) = (21) 2(02) 2 {exp [_§ e (%)2]} (19)

Nota: e* ou exp(x) é a fungdo exponencial natural, cuja base é o n2. de Euler (= 2,718281828).

. . de*
Adicionalmente, tem-se que - = e*eln(e*) = x.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

Aplicando logaritmo em (19) para obter a funcao de Log-Verossimilhanca:

inlV (8, 0% V)] = in{(2m) 3 (0?) exp |~ 257 (2E) ! (20

Lembrando que In(a™?  ¢%) = —bin(a) + din(c) e In[exp(a)] = a, temos:

[V (B, 0%, V)] = |- 2in@2m)| + [-3In(0?) |+ |- 20— 6?2 @)

Nota: |~ 37> 570y — B2 = |~ 52 Z0(e)?] =

28' 2] onde ¢ € o termo de erro do EMV.

= A Eq. 21 é a funcdo de Log-Verossimilhanca do EMV. Para obtermos f é

necessario maximiza-la (isto é maximizar a probabilidade de £ ocorrer). Para tanto,
basta fazer dln(V)/af = O.

d(a+bx)?

Usando a regra da cadeia ,[lembrete: = 2(a + bx)b], temos:

aln(v) _ Y (vi—B)
= 5 2L = B (-1 = (22)
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

Igualando a Eq. (22) a zero e assumindo que f nao varia, temos:
5 _ Xi Vi
Svi-p=0 > np=%y. - p==F (23)

n

= Logo, o f estimado via EMV equivale 2 média de Y (voltar a Figura 2) e,
portanto, é igual ao EMQO (apenas com constante).

d?Ln(v) _ d?[(Xtyi/a?)-(nB/a?)]

agz dp?
funcao In(V), Eq. (21), é negativa (i.e.: tem formato de “U” invertido) e tem ponto de maximo.

Nota: a derivada de segunda ordem da Eq. (22) é: = — 12 Portanto, a
o

= Para obter 62 basta fazer a dln(V)/dc? = 0. Onde In(V) = Eq. 21.

Dica: a) a derivada estd em funcio de o2. Trate 62 = k e faca 0ln(V)/dk); b) Lembre-se: % = %
omw) ___n__5toep? (@) n | soiep? 24)
a(e2) ~ 2(c?) 2 a2 | = 202 204

Niy.—B)?2 Ney.—B)?
Igualando a Eq. (24) a zero: ke 2 (;];43) — %= w (25)
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= A demonstragao até aqui (Eq. 15 a 25) focou em modelos incondicionais
[E(Y)]. Contudo, os B condicionais [E(Y|X)], gerados via EMV e EMQO,
continuarao idénticos se ambos os estimadores forem nao viesados.

= Os /3 ead? oriundo do EMV condicional, f(8, a2, y;|X), serio:

Buy = (X'X)1X'y (26)
Nen, . 2 !

Dica: para achar Eq. 26 (8, do modelo condicional), basta fazer dln(V)/d8 = 0, usando o In(V) da
Eq. 21 com o dltimo termo sendo: [— ﬁZ?(yi — XB)Z].

= Perceba que, sob hipoteses de ndo enviesamento, By = Bygo- Além disso,
64y — 0 quando n = oo, Logo, o EMV é assintoticamente eficiente.

= No contexto espacial, o EMV se torna complexo pois a dependéncia
espacial faz com que os dados nao sejam 7id (ver Eq. 15). Logo, nao é possivel
realizar o produtério das FDPs tradicionalmente (Eq. 17).
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= Neste caso, é necessario maximizar diferentes funcdes de Log-
Verossimilhanca (Eq. 21) - via integracdao multi-dimensional (mais complexo!).

= Ainda assim, o EMV espacial continua assintoticamente consistente,
eficiente e com normalidade assintotica (importante para estatisticas t e F) se:

a) A Fungdo de Verossimilhanca existe - V(B, 02, y;|X).

b) A derivadas de 12, 22 e 32 ordem de V(B, 62, y;|X) em relacdo a 8 existem.

ov(B, 0%, yi|X)

Y. < 00,

c) Aderivada de 12 ordem de V(B, a2, y;|X) em relacdo a g é:

d) A matriz var-cov do Modelo Gerador de Dados é nao singular (tem inversa!).

Nota: o EMV requer que n — oo (amostra grande) para que as propriedades assintoticas de
normalidade sejam validas.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= Neste momento, estamos aptos a analisar o EMV para o modelo SAR:
y=pWy+XB+¢ e~normal(0, 021, (28)
» Assumindo e~normal, a funcao de log-verossimilhanca da Eq. (28) sera:
[V (g,0%, V)] = |- 2in@m)| + [-2in(c?) |+ |SFin L, — pW| - 25 (29)
Onde: e = (y — pWy — X)

» A diferenca fundamental entre Eq. (29) e Eq. (21), modelo SAR e a-espacial
(incondicional), respectivamente, € que a Eq. (29) envolve o calculo do
determinante da matriz Jacobiana |I,, — pW|, de dimensao nxn.

. , . dg;
Como o Jacobiano contém as derivadas entre a_yl- (parai=jei #j), tem-se:
l

det (g—;ii) = det (a(y—pg;y—Xﬁ)) = det (6y(la—pr) — aa);ﬂ) =det(I — pW) (30)

Nota: assumindo exogeneidade de X, tem-se que (0X£/dy) = 0.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= Ao ignorar o Jacobiano, o MQO se torna inadequado para estimar ff em
alguns modelos espaciais. Em sintese, 0 EMQO minimizaria a soma dos
quadrados dos residuos do SAR abaixo:

ge=y—pWy—-XB)(y—pWy—XB) (31)
= (Contudo, a Eq. (31), via EMQO, contém apenas parte da Eq. (29), via EMV.

= A maximizacdo do Log de verossimilhanca do SAR, Eq. (29), para obter £,
envolve o seguinte calculo:

B (y—pWy—-Xp)
20° =0 (32)

—-pWy-X
aln(v) _ 6[2? lnIIn—PWI—(y £y
B B

Assumindo que (y — pWy — XB)'(y — pWy — XB)= (y — pWy — XB)*:

oln(V) . , -pWy=XB) , ~ _ Xy—pWy—XpB) _
8 LT 20 (=X) = 2 =0 (33)
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

2

Multiplicando ambos os lados por g“ e aplicando distributiva:

Xy—pX'Wy—X'XB=0 — PByy=XX)"X'y-pX'X)X'Wy (34)
Colocando (X'X)~! X’ e depois y em evidéncia, a Eq. (34) se torna:

Puy = [X'X)TXNy —pWy) —  Puy =[X'X)TXTU - pW)y (35)

= O 12termo da Eq. (34) é o EMQO tradicional (o 29 nio faz parte do EMQO e mede o
viés, que pode ser - ou +, visto que —1 < p<1). A Eq. (35) mostra que o viés do
EMQO é causado justamente pelo termo Jacobiano (I — pW).

= Analogamente, a estimativa de 62 implica em (rever Eq. 27):

dlog(v) gre

~ (y—-pWy—-XB)1(y—pWy—-Xf3)
302) =0 - 01\241,:7 = (36)

A2
—> Omqy = ”

= A 6%y é enviesada em pequenas amostras (denominador ndo considera nimero de
parametros estimados, k) mas € assintoticamente eficiente.



ECONOMETRIA ESPACIAL

A« f UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA - CAMPUS Governador Valadares
l Prof. Vinicius de Azevedo Couto Firme

3. Estimando o Modelo SAR (W y)

» Como a matriz Jacobiana |I,, — pW| é plena (nio ha elementos nulos), a
maximizacao necessaria ao EMV exige grande capacidade computacional.

= Logo, Ord (1975) sugere substituir W, na Eq. (29) por seus autovalores
(w). Assim, ndo seria necessario calcular diversos determinantes. Contudo
a precisao desta técnica diminui a medida que a dimensao de W aumenta.

Dica: para facilitar computacionalmente a estimagcao via MV recomenda-se o uso de matrizes
espaciais esparsas (contendo muitos zeros). Ex: Rainha, Torre, K vizinhos mais proximos...

Nota: Qualquer autovalor (w;,1) e autovetor (V,,1) da matriz W,,,, permite que fagamos uma
aproximacdo da matriz W (mantendo-se a proporcionalidade) via WV = wV. Para tanto:

Passo 1: calcula-se o DET (W — wI) = 0 e resolve-se o polindmio resultante p/ obter w (autovalor).
Passo 2: resolve-se a expressdo (W — wI)V = 0 para obter V' (autovetor).

w1 = 5
(L)2=_1

1 2

4 3]—w[(1) (1))=Oseréw2—4w—5=0. {

Exemplo: Seja W = Ll} g] Logo, DET(
1 2] 5 0

4 3 0 5]) V; = 0. Resolvendo o sistema, tem-se que x = y/2.

Logo,o0V; = [;C,], de wq, é: ([

Assim, se x = 1, por exemplo, V; = B] eWV =wV = [150]. O mesmo pode ser feito ¢/ w, = V,.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

* A maximizac¢ao da funcao de Log-Verossimilhanca do SAR é complexa e nao
linear. Logo, o EMV costuma ser realizado em 5 passos (Arbia, 2006):

a) Regride-se (viaMQO0) y contra o conjunto de variaveis explicativas (X):

y =XBo + & (37)
b) Regride-se (viaMQ0) Wy contra o conjunto de variaveis explicativas (X):
Wy = XﬁL + € (38)

c) Obtém-se os valores de y e Wy que nao estao associados a X (isto é: 8, e#,):
€ =y — XB, e g, =Wy —XB; (39)

d) Substitui-se (y — XB) —» €, e Wy — €, na func¢do de log-verossimilhanga
(Eq.29) e maximiza-se a expressao resultante em funcao de p para obter p:

m[V] = [-2m@m)| + -2 |+ |2t m L, — pw| - (Bo=p2L) (Bg=pEL) (40)

202

Nota:NaEq.29,e = (y — pWy — XB) —» e = (y — XB — pWy) — ¢ = (§, — p&L).

e) Usa-se p para obter as seguintes estimativas de a2 e 8 para o EMV:

A~ 1,4 A NI /A ~ A A ~A
UI\Z/IV =7 (&, — PEL) (§, — pEL) € Bmy = Bo — PPL (41)
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

Nota: a 6% e o By da Eq. (41) originam-se das Eq. (36) e Eq. (34), respectivamente.

= 0 EMV érecomendado quando e~normal. Contudo, caso n — o, é possivel
estimar via EMV mesmo sem garantir a normalidade de . Neste caso o
estimador € denominado Quase Maxima verossimilhanca (EQMV).

= O EQMV ¢ assintoticamente consistente, eficiente e seus resultados
convergem para uma distribuicao normal (util para estatisticas t e F). Contudo,
estas garantias nao se aplicam a pequenas amostras.

3.2 O Método das Variaveis Instrumentais (VI)

= A Hip. 3 de Gauss-Markov diz que E(g;|X) = 0, caso contrario o EMQO serd
enviesado (Slide 12 - Cap. 1).

= Contudo, esta hipdtese costuma falhar devido a: a) Omissdo de varidveis
relevantes; b) Erro de Mensuracao; c¢) Endogeneidade (ou simultaneidade).
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)
= Como a variavel Wy do modelo SAR afeta e é afetada por y, temos um
problema de endogeneidade (simultaneidade).

Ex.: Meus vizinhos me afetam. Mas eu sou vizinho dos meus vizinhos. Logo, eu afeto meus vizinhos.

* Tal problema é semelhante a um modelo de Equagdes simultaneas, conforme
o exemplo abaixo:

y=pWy+Xp + ¢ (41)
Wy =ay+WXp+u (42)

= Como nosso interesse é estimar o y da Eqg. (41), devemos expurgar a
endogeneidade existente em Wy.

= Mesmo se E(g;|X) =0, 0 E(g;|Wy) # 0 (parte da Eq. 42, que afeta Wy e ndo consta na
Eq. 41, fard parte de ). Logo, é necessario utilizar um “instrumento” para a variavel
Wy, denominado z;, a fim de assegurar o verdadeiro impacto de Wy sobre y.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= De modo geral, um bom instrumento precisa ter as seguintes caracteristicas:
a)Cov(z,e) =0 (Propriedade da Exogeneidade) (43)
b) Cov(z, Wy) # 0 (Propriedade da Relevancia) (44)

= |nfelizmente, apenas a Eq. 44 (relevancia) é testavel. Para tanto, é necessario
que 171 # 0 na regressao abaixo:
Wy =mng+mz+e (45)

Nota: quanto a exogeneidade, deve-se buscar justificativas tedricas para a Cov(z, &) = 0.

= Caso z seja considerado um bom instrumento para x, realiza-se a estimacao
por VI de forma analoga ao EMQQO. Isto é, supondo que X = x (vetor nx1):

EMQO = (x'x)"x"y e By = (z2'x)"1z'y (46)

= Ondeo ,[?V, é um estimador consistente do verdadeiro f.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

= A G serd assintoticamente normal e eficiente. Porém, sempre serd maior que
a GIZWQO. Isto ocorre porque a medida de ajuste entre x e z é R,%,Z <1

61\2/IQ0 = 0°/(SQT,) e 65 = 02 /(SQT, * Ry ;) (47)

Onde: SQT, é a soma dos quadrados totais de x: SQT,, = Y1-,(x; — X)?. Logo, a
Gy se aproximara da 80 quando Ry, = 1 (sez=x,R%, = 1e %o = 631)-

Nota: o R,%,,QO é, sempre, maior que o R?H (pois 0 EMQO minimiza a soma dos quadrados dos residuos).

O importante é verificar se o ,B,ICV[QO #+ BY! (Teste Hausman). Caso sejam diferentes, havera indicios de

que x é, de fato, enddgena.

= QOs instrumentos recomendados para Wy no modelo SAR s3o: a) Wx ou W2x
(Kelejian e Robinso, 1992; Kelejian e Prucha, 1998); b) W(I — ﬁW)_lx,B (Lee, 2003).
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

» Justificativa para usar WX como instrumento de Wy: Se X for uma matriz de
variaveis exdgenas, isto é Cov(X, ) = 0, é razoavel supor que WX também é:
Cov(WX,e) = 0. Assim, se Cov(WX,Wy) # 0, o EVI sera consistente pois:

Corr(WX,e) Oc ) N

plim(y1) = p + (ool 2o plim(py,) = p (48)

= Se o instrumento z = WX tiver Cov(z, &) # 0, o EVI é inconsistente. Contudo,
se Cov(z,e) > Cov(z,Wy) o viés assintético do EVI aumentara a medida que
n — . Logo, assegure-se de que z € bastante correlacionado com Wy.

= O procedimento do EVI espacial envolve 2 passos (Nota: quando usamos mais de uma

variavel como instrumento de WY, como é caso da Eq. 49, o EVI se torna um EMQZE):

a) Expurgar a endogeneidade de Wy usando o(s) instrumento(s) (ex: WX) e as
variaveis explicativas exdogenas da Eg. 41. Para tanto, basta regredir:
Wy = X¢ + WXn + ¢ (49)

Nota: como Cov(X,¢) = Cov(WX,¢) = 0 e o Wy, estimado na Eq. (49), é uma combinag3o linear de X
e WX, espera-se que Cov(W\y, e) = 0.
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3. Estimando o Modelo SAR (W y)

b) Substituir Wy por Wy na Eq. 41 e estimar por MQO normalmente:
y=pWy+XB+¢ (50)

Questao: Se Wx for uma variavel explicativa do modelo, posso usa-la como instrumento de Wy?

Resp.: A inclusdo é permitida apenas se houver um outro instrumento além de Wx (EX.: W 2x). Caso
contrario, haveria perfeita colinearidade entre Wx e Wy.

O EVI possui as seguintes vantagens:

a) Prescinde da hipdtese de normalidade dos erros (necessaria ao EMV);

b) Computacionalmente leve [n3o contém matrizes Jacobianas, (I — pW)];

c) Procedimento do EVI estd implementado em diversos softwares;

d) Respeitando as hipodteses das Eq. 43 e 44, é um estimador consistente.

Dentre as desvantagens do EVI, destaca-se:

a) Ineficiente em pequenas amostras (eficiéncia assintética);

b) Muito sensivel a escolha do(s) instrumento(s).

c) A estimagdo via EVI pode gerar |[p] > 1. Neste caso, deve-se rever a
especificacdo do modelo e/ou a escolha da matriz W.



ECONOMETRIA ESPACIAL

A« f UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA - CAMPUS Governador Valadares
l Prof. Vinicius de Azevedo Couto Firme

4. Estimando o Modelo SEM (W ¢)

4.1 Maxima Verossimilhang¢a (MV)

= Considere o seguinte modelo SEM, com e~normal(0, o%1,,):
y=XL +¢ onde E=AWE + ¢ (51)

= Como é&~normal podemos estabelecer a seguinte funcdo de Log-
Verossimilhanca:

V] = [~ in@)] + [~ 2ino™ | + [tni, — ] - =X/ 200mx00)

2 202

= A origem do ultimo termo da Eg. 52 esta na expressao —2%2 da Eg. 21 ou 29:
A forma reduzidada Eq.51é:y = XB + (I — AW)l¢ (53)

Multiplicando ambos os lados da Eq. 52 por (I — AW) e aplicando distributiva:
I—AW)y=U=-W)XL+e — y — AWy =Xp — AWXL + ¢ (54)
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4. Estimando o Modelo SEM (W ¢)

Colocando a Eq. 54 em fungdo de € e colocando y e X8 em evidéncia:
e=y — AWy —-XB+AWXL — e=W—XB)U—-AW) (55)

» Fazendo £'¢ na Eqg. 55 teremos o numerador do ultimo termo da Eq. (52).

» O [n[V] do modelo SEM, Eq. (52), também apresenta o Jacobiano (I — AW).
Logo, o EMQO nao é apropriado pois consideraria apenas parte da Eq. (52).

= Assim como no EMV para o SAR, Ord (1975) propde que se trabalhe com os
autovalores de W, isto é w, a facilitar a estimacdao computacional.

= A obtencao do ,@MV e da 65y para o SEM requer a derivada parcial da Eq. (52):

d1In(v A / — !

;”‘/g =05 By = [(X = AWX)' (X — WXL (X — AWX)'(y — AWy)  (56)
dlog(V) ~ ! ~ E-AwE)r(§-Aws)
ey =0 Gw=T o G =t (57)

Nota: Eq. 56 baseada na 54 e Eq. 57 baseada na 27.
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4. Estimando o Modelo SEM (W ¢)

= Caso ¢ # normal, na Eq. 51, é possivel estimar a expressao consistentemente
e com eficiéncia assintdtica por QMV (Keleijian e Prucha, 1999). Contudo o EQMV,
pode ser tao (ou mais!) pesado, computacionalmente, que o EMV.

4.2 Método Generalizado dos Momentos de Keleijian e Prucha (MGM)

= Devido a dificuldade computacional, o EMV e o EQMV podem nao ser
exequiveis em amostras muito grandes (computador nao suporta estimagéo).

= Pensado nisso, Keleijian e Prucha (1999) desenvolveram um estimador via
MGM espacial que, além de mais leve computacionalmente, ndo requer que
os erros apresentem distribuicao normal.

= Na pratica, o MGM espacial se reduz a um Estimador MQGE*, onde a variancia

do erro (6%) e o efeito causado pelo erro dos vizinhos (1) sdo estimados e
reutilizados a fim de gerar estimativas consistentes e eficientes.

* Minimos Quadrados Generalizados Exequiveis — MQGE.
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4. Estimando o Modelo SEM (W ¢)

= Baseados na Eq. 51, os autores derivam 3 condi¢cdes de momento de € e We:

14 14 2 14 14
W We o“tr(W'w eWe
)= ( ) . c)E(

) E(Z)=0%;  bE( ; ) =0 (58)

n n

Onde: tr = traco (soma dos n elementos da diagonal principal).

= A operacionalizacao do EMGM envolve estimar a Eq. 51 por MQO para obterg3
e, assim, Wé e WW¢E. Logo, com base nas Eq. (58), é possivel montar o
seguinte sistema de Equacdes para obter 6% e A :

2/méEwé (—1/mWEWE (1/n)é'é
Q/MWWEWE (=1/n)WWEWWE (1/n)tr(W w) [/12]— a/mwéwél (59)
A/m)(EWWE+WEWE)  (—1/mWEWWE (1/m)§'wé

= Fazendo-se a transformacao das variaveis da Eg. 51, conforme proposto por
Cochrane-Orcutt, é possivel filtrar (eliminar) o efeito espacial causado por A:
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4. Estimando o Modelo SEM (W ¢)

y* =y — Wy e X*=X-IWx (60)
Nota: observando a Eq. 54 é possivel notar que o procedimento (60) elimina o efeito de A sobre «.

= O BMQGE (ou MGM) é obtido ao regredir y* contra X™ via MQQO. Ou seja:
Bugce = XX X'y (61)

= Resumo do procedimento MGM (ou MQGE) Espacial:

a) Estimar Eqg. 51 via MQO para obter f — f =y - X,[?;

b) Usar 5, Wé e WWEA no sistema (59) para obter 2 e 1;

c) Filtrar efeito de A via transformacao de Cochrane-Orcutt (Eqg. 60);
d) Estimar, via MQO, o modelo com variaveis filtradas (Eq. 61).

= As estimativas dos erros padroes via MGM sao robustas contra a dependéncia
espacial (W¢&). Em pequenas amostras, o EMGM é tao eficiente quanto o EMV.

Nota: o procedimento do MGM trata A como um pardmetro de disturbio (nuisance parameter). Logo, a
significancia estatistica associada ao A é obtida de forma indireta.
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5. Estimando o Modelo SMA (W)
5.1 Maxima Verossimilhanga (MV)

= Considere o seguinte modelo SMA, com e~normal(0, o%L,):

y=Xp+¢ onde E=yWe+¢ (62)
A formareduzidadaEq.62é:y =X + (I —yW)e (63)
Colocando em funcao de &, temos:

e=W—XB)U—-—yw)™ (64)

!/

Lembrando que o ultimo termo da Eg. (29) é —ZS;Z,

seguinte funcao de Log-Verossimilhanca para o Modelo SMA:

podemos estabelecer a

In[v] = [—%ln(Zn)] 4 [—gln(az) ] 4 llnlln _ W — [(Y—Xﬁ)r(I—VW)‘l]r[(I—VW)—l(y—Xﬁ)]l (65)

202
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5. Estimando o Modelo SMA (W)

= O In[V] do modelo SMA, Eq. (65), também apresenta o Jacobiano (I — yW).
Logo, o EMQO nao é apropriado pois consideraria apenas parte da Eq. (65).

= Assim como os demais EMV, a obtencao do ,[?MV e da 6,2\/”, para o SMA requer
a derivada parcial da Eq. (65) em relagdo ao e a 2, respectivamente.

= Caso € # normal, na Eq. 65, é possivel estimar a expressao consistentemente
e com eficiéncia assintdtica por QMV (Keleijian e Prucha, 1999). Contudo o EQMV,
pode ser tao (ou mais!) pesado, computacionalmente, que o EMV.

5.2 Método Generalizado dos Momentos de Fingleton

= |nspirado no MGM espacial de Keleijian e Prucha (1999), para o modelo SEM,
esta versao para o SMA segue 0s mesmos passos de seu antecessor.
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5. Estimando o Modelo SMA (W)
= Passos do MGM de Fingleton para o Modelo SMA:
a) Definir os momentos associados ao SMA, analogo ao sistema (59);
b) Estimar Eq. 62 via MQO para obter é — é =y — X[?;
c) Usar &, WE e WWE no sistema gerado pelo passo (a) para obter 2 e 7;
d) Filtrar efeito de y via transformagao de Cochrane-Orcutt (anélogo a Eq. 60);

e) Estimar, via MQO, o modelo com as varidveis filtradas (anélogo a Eq. 61).

Nota: este procedimento também trata ¥ como um parametro de disturbio (nuisance parameter). Logo,
a significancia estatistica de 7 é obtida de forma indireta.
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6. Estimando o Modelo SAC (Wy e W¢)
6.1 Maxima Verossimilhang¢a (MV)

= Considere o seguinte modelo SAC, com e~normal(0, 021,):
y=pWyy+Xp+¢ onde = AW,E + ¢ (66)

Colocando Eq. (66) em fungdo de & e € e assumindo que A = (I — pW;) e B =
(I — AW,), temos:

§=y—pWiy—XB — §E=U—-pW)y—-XB — §=Ay—Xp  (67)
e =§&— AW,¢& — = {U—-AW,)E — & =B¢ (68)

Substituindo Eq. (67) em (68), temos:
e =(Ay — XB)'B (69)

!/

= Como o ultimo termo da Eq. (29) é —Zg;zr

funcao de Log-Verossimilhanca para o Modelo SAC:

podemos estabelecer a seguinte

V] = [-2in@m)| + [~ 2in(@?) | + [inl4] + Ln|B| - L=XEYEVE Y —XP) (70)

202
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6. Estimando o Modelo SAC (Wy e W¢)

= Note que a Eq. (70) possui 2 Jacobinos, |A|e |B|. Como a estimacdo via MQO
ignora ambos, seus resultados seriam enviesados e inconsistentes.

Nota: Os 2 Jacobianos da Eq. (70) tornam o EMV do SAC mais complexo que os
anteriores (e pesado computacionalmente!).

= Assim como os demais EMV, a obtencao do ,[?MV e da 6,2\,”, para o SAC requer a
derivada parcial da Eq. (70) em relac3o ao 8 e & 02, respectivamente.

= Segundo Anselin (1988) é necessario impor algumas restricoes aos parametros
do SAC para que o EMV seja assintoticamente consistente:

I —pWi >0 e |I—AW,| >0 (71)
= Se W, e W, estiverem normalizadas nas linhas, a restri¢do (71) se torna:
Ip] <1 e 1] <1 (72)

" Logo, p e A ndo devem ter carater explosivo.
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6. Estimando o Modelo SAC (Wy e W¢)

6.2 Método MQ2E Espacial Generalizado de Keleijian e Prucha

*= Dada a complexidade do EMV ou EQMV para o SAC, Keleijian e Prucha (1998)
propuseram um estimador (MQ2EE) que, além de muito mais leve
computacionalmente, nao requer erros com distribuicao normal.

= AEq. (66) pode ser reescrita como [e~qualquer(0,d2L,)]:

y=pWyy+Xf+& — y=Z56+¢ (73a)
Onde: & = AW,¢ + ¢ (73b)

Sendo: Z uma matriz contendo as variaveis X e W,y, ou seja: Z = [X,W,y]. § é
um vetor contendo os coeficientes das k variaveis de Z, isto é: 6 = [p, B].

= O procedimento do MQ2EE inclui 4 passos:

a) Estimar SAR - Eq. (73a), por MQ2E usando W, X e/ou WX de instrumento(s).
b) Usar os residuos do passo (a) no sistema (59) para obter 1.

c) Usar A para filtrar y e Z via Cochrane-Orcutt: y* =y — AW,y ; Z* =Z — AW, Z
d) Usar o EMQO na Eq. 73a (com y* e 7*) para obter §, isto é: § = (Z*' 2 1Z*y*
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6. Estimando o Modelo SAC (Wy e W¢)

= Qs instrumento sugeridos para o MQ2EE por Kelejian e Prucha (1998) sao:
X, Wi X, WEX .. WX, WEX ... W WL X, WEW,X, W, WFX ... (74)

= Ja Lee (2003) sugere o seguinte instrumento para o MQ2EE:
(I — AW) "Wy (I — pWy) " X B] (75)

= O vetor S, estimado via MQ2EE é consistente. Contudo, a significancia
associada ao y precisa ser obtida de forma indireta (nuisance parameter).

= Dukker et al (2010) propuseram uma forma de estimar o SAC com mais de 1
variavel enddégena (além de W;y). Os autores derivaram as condi¢cdes de
momentos (rever Eq. 58) para um SAC contendo Wy, X e E, do lado direito.
Onde E é uma matriz de variaveis enddgenas.

= (O 12 passo consiste em estimar o SAC por MQ2E, usando instrumentos para
W,y e E, e usar os residuos para obter 1 no sistema oriundo das condicdes de
momentos (semelhante ao sistema 59). Feito isto, basta seguir os passos (c) e (d) do
MQ2EE de Kelejian e Prucha (1998).
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7. Estimando o Modelo SDM (Wy e WX)

= Assumindo que X é exégeno, WX também sera. Logo, o modelo SLX, quando
y = f(X,WX), poderia ser estimado por MQO.

= Sendo assim, a estimacao do SDM (wy e WX) sofre apenas dos problemas do
SAR (Wy) e pode ser estimado via: a) EMV (erro normal); b) EQMV (erro ndo normal);

c) EVI (mais leve e sem pressuposto de normalidade dos erros).

Nota 1: como WX ja faz parte do SDM, ela ndao deve ser o Unico instrumento para
Wy no EMQ2E (como fizemos no SAR). Neste caso, inclua outro instrumento (Ex.: W2X).

Nota 2: o SDM estimado por MQ2E tende a apresentar multicolinearidade entre

X e WX (e W?X, caso esta Ultima seja usada como instrumento).

Solucdo: Eliminar varidveis muito correlacionadas da matriz X.
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8. Estimando Outros Modelos Espaciais

= Todos os demais modelos espaciais podem ser estimados com algum método
mencionado até aqui. Por exemplo:

= O SLX (wX) pode ser estimado via MV ou MQO. Porém, se Corr(X, WX) # 0, o
SLX sera enviesado devido a omissao de Wy. Neste caso, o SDM (WyeWwX) € o
adequado (ver Cap. 5: Eq. 53 + Notas 1 e 2 do Slide 25 + Slides 30 e 31).

= O SDEM (WX e W¢) pode ser estimado via MV ou MGM de Keleijian e Prucha
(1998) — ver secdo 4.2.

Nota: a multicolinearidade é comum onde hd X e WX. Isto é: SLX, SDM, SDEM.

= Para o SARMA (Wy e We), usa-se a seguinte adaptacao do MGM de Keleijian e
Prucha (1998), proposta por Fingleton (2008) — 4 passos:

a) Estima-se o SAR por EVI (ou MQ2E) para obter os residuos - f;

b) Usa-se f no sistema gerado via condicdo de momentos (= Eq. 59) para obter y;

c) Usa-se ¥ para filtrar y, Wy e X via Cochrane-Orcutt e obter y*, Wy™ e X~;

d) Regride-se y*contra Wy™* e X* por MQO.
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8. Estimando Outros Modelos Espaciais

A técnica “Coding” é uma alternativa que permite obter  nao enviesados via
EMV tradicional (Eq.26) ou EMQO (Besag, 1972, 1974; Besag e Moran, 1975).

O meétodo parte do principio de que observacdes ndo vizinhas sao
independentes. Logo, como as matrizes W definem os vizinhos, é possivel
obter sub-amostras aleatdrias contendo apenas observacdes independentes.

Neste caso, ndao ha necessidade de incluir nenhum termo de dependéncia
espacial na regressao (amostra contera apenas observacdes aleatdrias e independentes) e é
possivel obter  facilmente via EMQO ou EMV.

Desvantagens do método “Coding”:

Como sub-amostras sao consideradas, deve-se trabalhar com grandes
amostras. Caso contrario, havera perda de eficiéncia.

Resultados extremamente sensiveis a escolha da matriz W'.

Impossibilita obtengao e analise dos parametros que acompanham Wy, WX,
W¢é e We.
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9. Medidas de Qualidade do Ajuste

= Na presenca de erros ndo esféricos (heterocedasticos e com ACS), a andlise do R? e
do R? ajustado n3o é apropriada.

= No EMV, deve-se observar o valor da funcao de verossimilhanca (LIK) — quanto
maior melhor.

= Complementarmente, usa-se os critérios de informacao de Akaike (AIC) e
Schwartz (SC) — quanto menor melhor.

= AIC e SCusam o LIK como parametro e punem o excesso de variaveis incluidas
no modelo — k (Nota: o SC tende a penalizar mais que o AIC). Formalmente:

AIC = —2LIK + 2K e SC = —2LIK + kin(n) (76)

Nota: alguns softwares (Ex: SpaceStat e OpenGeoda) desconsideram o A no calculo do AIC e SC (ambos
ficam com k-1 varidveis). Isto tende a melhorar os critérios dos modelos SEM em relacdo ao SAR.
Solucao: recalcular com base nas Eq. 76.

= No EVI, usa-se o Pseudo R? como critério de qualidade. Formalmente:
Pseudo R? = Var()/Var(y) (77)
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Quadro 1. Resumo dos Métodos de Estima¢ao dos Modelos Espaciais

SAR Sim MV
Nao VI ou QMV
SEM Sim MV
Nao MGM ou QMV
SAC Sim MV
Nao MQ2EE ou QMV
SDM Sim MV
Nao VI ou QMV
SLX Sim MQO ou MV
Nao amMv
SDEM Sim MV
Nao MGM ou QMV
SLXMA Sim MV
Nao MGM ou QMV
SMA Sim MV

N3o MGM ou QMV
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