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Modelo de regressao linear

Como nds vimos, existem fendmenos (variavel resposta, Y') que podem ser

descritos por um conjunto de variaveis preditoras (x),
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Modelo de regressao linear

Como nds vimos, existem fendmenos (variavel resposta, Y') que podem ser

descritos por um conjunto de varidveis preditoras (x), da seguinte forma:

Y ~ D(,0?),
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Modelo de regressao linear

Como nds vimos, existem fendmenos (variavel resposta, Y') que podem ser

descritos por um conjunto de varidveis preditoras (x), da seguinte forma:
2
Y ~D(u,0%),

em que ;. = x| B e 02 s30 a média e varidncia, respectivamente, da distribui-

¢dode Y, x = (x1,x2,...,Xp) | éum vetor conhecido, B = (81,52, ...,8p)"

e 02 sdo pardmetros desconhecidos.
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E conveniente escrever a relacdo entre as variaveis resposta e preditora da

seguinte forma:
Y =x'B+e¢,

em que £ ~ D(0,0?), sendo ¢ denominado de erro.




Modelo de regressao linear

E conveniente escrever a relacdo entre as varidveis resposta e preditora da

seguinte forma:
Y =x"8+e¢,

em que £ ~ D(0,0?), sendo ¢ denominado de erro.
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Modelo de regressao linear

A fim de estimar B e 02, e explicitar a relacio entre as variaveis, é necessério

retirar uma amostra independente de tamanho n do vetor (Y, x')",
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Modelo de regressao linear

A fim de estimar B e 02, e explicitar a relacio entre as variaveis, é necessério
retirar uma amostra independente de tamanho n do vetor (Y,x")', i.e.,

(Yla XI)T7 (Y27 x;)T, ce e (th xr;r)T’
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Modelo de regressao linear

A fim de estimar B e 02, e explicitar a relacio entre as variaveis, é necessério
retirar uma amostra independente de tamanho n do vetor (Y,x")', i.e.,

(Y1,x1T)T, (Yg,x;)T, . (Y,,,an)T, com
Yy ~ D(pe, %),

T T
em que pp = x, B, Xp = (Xp1, %02, .-, Xep) € =1,2,...,n.
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De forma alternativa,

Yg:XZ—ﬁ—Fw,

com gy ~ D(0,02), £ =1,2,...,n.




De forma alternativa,

WZXZ—IB-F&Z,

com gy ~ D(0,02), £ =1,2,...,n. Cr outras palavias, oo o 500

variaveis aleatérias independentes e com a mesma variancia o2.




Modelo de regressao linear

De forma alternativa,
T
Yﬁ =Xy /8 + €y,

com gy ~ D(0,02), £ = 1,2,...,n. Em outras palavras, €1,¢2,...,&, s3o

variaveis aleatérias independentes e com a mesma variancia o2
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Resumindo,

@ A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
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Resumindo,
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o tém média zero;
o variancia constante;
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Suposicoes

Resumindo,

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros:

o tém média zero;
o variancia constante;

o e sdo nao correlacionados.
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Modelo de regressao normal linear

Para obter estimativas dos parametros, somente é necessario usar os esti-

madores oriundos do método de minimos quadrados.
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Modelo de regressao normal linear

Para obter estimativas dos parametros, somente é necessario usar os esti-
madores oriundos do método de minimos quadrados. Porém, para uso

de procedimentos inferenciais, como testes de hipdteses ou intervalos de

confianca,
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Modelo de regressao normal linear

Para obter estimativas dos parametros, somente é necessario usar os esti-
madores oriundos do método de minimos quadrados. Porém, para uso
de procedimentos inferenciais, como testes de hipdteses ou intervalos de

confianca, a seguinte suposicdo precisa ser adicionada:

Yy ~ N (e, 02),
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Modelo de regressao normal linear

Para obter estimativas dos parametros, somente é necessario usar os esti-
madores oriundos do método de minimos quadrados. Porém, para uso
de procedimentos inferenciais, como testes de hipdteses ou intervalos de

confianca, a seguinte suposicdo precisa ser adicionada:
2
Yo ~ N(pg,0%),

de forma equivalente, Y; = x;B + &4, com g ~ N(0,02), £ =
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Modelo de regressao normal linear

Isto é, nds precisamos assumir que a natureza dos dados segue uma dis-

tribuicao normal.
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Modelo de regressao normal linear

Isto é, nds precisamos assumir que a natureza dos dados segue uma dis-

tribuicao normal. Como ela é uma distribuicdo simétrica, com suporte na

reta real,
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Modelo de regressao normal linear

Isto é, nds precisamos assumir que a natureza dos dados segue uma dis-
tribuicao normal. Como ela é uma distribuicdo simétrica, com suporte na
reta real, supor normalidade em situacées em que os dados sdo assimétricos,

estritamente positivos ou de contagem pode nao ser razoavel.
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Familia exponencial de distribuicoes

Uma alternativa para ajustar os dados é supor que a sua natureza segue

alguma distribuicdo da familia exponencial,
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Familia exponencial de distribuicoes

Uma alternativa para ajustar os dados é supor que a sua natureza segue

alguma distribuicdo da familia exponencial, i.e.,

Y ~ FE(0, ¢).
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Familia exponencial de distribuicoes

Se Y ~ FE(0, ¢), sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma
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Familia exponencial de distribuicoes

Se Y ~ FE(0, ¢), sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma

f(y) =exp{olyd — b(0) + c(y)] + d(y, 9)}

~ufjf
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Familia exponencial de distribuicoes

Se Y ~ FE(0, ¢), sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma

f(y) =exp{olyd — b(0) + c(y)] + d(y, 9)}

em que b(-), ¢(-) e d(-,-) sdo funcdes conhecidas,

~ufjf
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Familia exponencial de distribuicoes

Se Y ~ FE(0, ¢), sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma

f(y) =exp{olyd — b(0) + c(y)] + d(y, 9)}

em que b(-), ¢(-) e d(-,-) sdo funcdes conhecidas, 0 e ¢, sdo, respectiva-

mente, os parametros canénico e de precisdo
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Familia exponencial de distribuicoes

Se Y ~ FE(0, ¢), sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma

f(y) =exp{olyd — b(0) + c(y)] + d(y, 9)}

em que b(-), ¢(-) e d(-,-) sdo funcdes conhecidas, 0 e ¢, sdo, respectiva-
mente, os pardmetros candnico e de precisdo (o inverso, ¢!, é o parametro

de dispers3o).
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Além disso, se Y ~ FE(0,$), cniio

E(Y) = dbd(:) =peVar(Y)=¢"

1 d%b(0)
d6?

=o'V (),




Familia exponencial de distribuicoes

Além disso, se Y ~ FE&(0, ¢), entdo

E(Y) = dbd(:) =peVar(Y)=¢"

1 d%b(0)

= o~V (w),

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) ExtensGes ao modelo normal 24 de junho de 2026 14 /44



Familia exponencial de distribuicoes

Além disso, se Y ~ FE&(0, ¢), entdo

E(Y) = dbd(:) =peVar(Y)=¢"

1 d%b(0)

= ¢V (1),

em que V = V/(u) é denominada de funcdo de varidncia e
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Familia exponencial de distribuicoes

Além disso, se Y ~ FE&(0, ¢), entdo

E(Y) = dbd(:) =peVar(Y)=¢"

1 d%b(0)
do?

= ¢~V (),

em que V = V/(u) é denominada de func3o de varidnciae § = [ V7 ldu =

q(p),

::ufjf
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Familia exponencial de distribuicoes

Além disso, se Y ~ FE&(0, ¢), entdo

E(Y) = dbd(:) =peVar(Y)=¢"

1 d%b(0)
do?

= ¢~V (),

em que V = V/(u) é denominada de func3o de varidnciae § = [ V7 ldu =

q(u), sendo g(p) uma funcdo conhecida um-a-um de .

::ufjf
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Familia exponencial de distribuicoes

Além disso, se Y ~ FE&(0, ¢), entdo

2
E(Y) = dbd(:) =pe Var(Y) = gb_lddbe(f) = 1V(p),

em que V = V/(u) é denominada de func3o de varidnciae § = [ V7 ldu =
q(u), sendo g() uma funcdo conhecida um-a-um de p. As Tabelas 1 e 2

apresentam as quantidades mencionadas até aqui para cinco casos.

~ufjf
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Tabela 1: DistribuicSes discretas pertencentes a FE.

Quantidade | Binomial Poisson
0 log log 1t
1—p
10) n 1
b(0) log(1 + &%) el
c(y) 0 0
d(y, o) log 4 —log y!
oy
V(1) (1 — p) 1
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Tabela 2:

Distribuicdes continuas pertencentes a F€.

Quantidade Gama Normal | Normal inversa
0 _% [ _ﬁ
¢ o 7 ¢
b() ~log(~0) O e
c(y) log y -~z .
d(y,¢) | —logy+¢logd —logl(¢) | Slogr |  3log 52
V(u) I 1 13
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Familia exponencial de distribuicoes

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos

supor que i = x| 3.
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Familia exponencial de distribuicoes

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos

supor que i = x ' B. Todavia, notem que, n3o ha nenhuma restricio sobre

os vetores x e 3.
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Familia exponencial de distribuicoes

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos
supor que i = x ' B. Todavia, notem que, n3o ha nenhuma restricio sobre

os vetores x e 3.

Isso pode ser problemético, pois a média de uma Bernoulli, por exemplo,

esta contida no intervalo entre 0 e 1
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Familia exponencial de distribuicoes

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos
supor que i = x ' B. Todavia, notem que, n3o ha nenhuma restricio sobre

os vetores x e 3.

Isso pode ser problemético, pois a média de uma Bernoulli, por exemplo,
esta contida no intervalo entre 0 e 1 e o resultado de x ' 8 poderé estar fora

desse intervalo.
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Familia exponencial de distribuicoes

Para contornar esse problema, ao invés de nés ajustarmos a média, nds

podemos ajustar uma funcdo dela,
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Familia exponencial de distribuicoes

Para contornar esse problema, ao invés de nés ajustarmos a média, nds

podemos ajustar uma funcdo dela, i.e.,

g(u) =x"B,
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Familia exponencial de distribuicoes

Para contornar esse problema, ao invés de nés ajustarmos a média, nds

podemos ajustar uma funcdo dela, i.e.,

g(u) =x"B,

em que g(-) é uma funcdo invertivel e conhecida, sendo ela denominada de

funcdo de ligacao.
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Propostos por Nelder e Wedderburn (1972), o= modelos lineares generas

lizados (MLG) supdem um fendmeno Y,




Modelos lineares generalizados

Propostos por Nelder e Wedderburn (1972), os modelos lineares genera-

lizados (MLG) supdem um fendmeno Y,
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Modelos lineares generalizados

Propostos por Nelder e Wedderburn (1972), os modelos lineares genera-

lizados (MLG) supdem um fendmeno Y, tal que Y ~ FE(6,¢), com
glu)=x"p.
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Modelos lineares generalizados

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar

a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,

para isso,
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Modelos lineares generalizados

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,

para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T,
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Modelos lineares generalizados

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T e, (Yo, x/ )T, (Y2, % )", ooy (Yo x]) T,
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Modelos lineares generalizados

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T e, (Yo, x/ )T, (Y2, )", ..., (Ya,x] )", com

Yo~ FE(Oe, 9),
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Modelos lineares generalizados

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T e, (Yo, x/ )T, (Y2, )", ..., (Ya,x] )", com
Yo~ FE(Oe, 9),

em que g(ue) = xg—ﬁ, Xp = (Xgl,XgQ,...,Xgp)T, £=1,2,...,n.
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Modelos lineares generalizados

Os estimadores do vetor B e escalar ¢ sdo obtidos pelo método da maxima

verossimilhanca.
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1) Introducao

2) Modelo lineares generalizados
@ Modelos de dispersio
4) Estudo de simulacao

5) Referéncias bibliograficas




Familia de dispersao

Uma segunda alternativa para ajustar um conjunto de dados é supor que a

sua natureza segue alguma distribuicdo da familia de dispersao,
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Familia de dispersao

Uma segunda alternativa para ajustar um conjunto de dados é supor que a

sua natureza segue alguma distribuicdo da familia de dispersao, i.e.,

Y ~ FD(6, ¢).
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Se Y ~ FD(8, ), sua funcdo densidade de probabilidade (ou funcdo de

probabilidade) pode ser escrita da seguinte forma




Familia de dispersao

Se Y ~ FD(0,¢), sua funcdo densidade de probabilidade (ou fungdo de

probabilidade) pode ser escrita da seguinte forma
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Familia de dispersao

Se Y ~ FD(0,¢), sua funcdo densidade de probabilidade (ou fungdo de

probabilidade) pode ser escrita da seguinte forma

f(y) = exp{ot(y,0) + a(y,®)},
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Familia de dispersao

Se Y ~ FD(0,¢), sua funcdo densidade de probabilidade (ou fungdo de

probabilidade) pode ser escrita da seguinte forma

f(y) = exp{ot(y,0) + a(y,®)},

em que t(-,-) e a(-) sdo funcdes conhecidas, § € R e ¢ > 0.

~ufjf
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Tabela 3: Distribuicoes da familia de dispersdo.

Distribuicao

Suporte

Binomial

Gama

Normal inversa

Normal

Poisson

Secante hiperbdlica generalizada

Binomial negativa

Familia exponencial
Modelos Morris

Classe Tweedie
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Magalhdes, TM (ICE-UFJF)

Tabela 4: Distribuicoes da familia de dispersao.

Distribuicao Suporte
Hipérbole (0, 00)
Hiperbdlica (=00, 00)
Leipnik (-1,1)
Log-gama (0,00)
Normal inversa reciproca (0, c0)
Gama inversa (0, 00)
Leipnik transformada (0,1)
Simplex (0,1)
von-Mises (0,2m)

ExtensGes ao modelo normal
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Partindo da mesma ideia de um modelo de regress3o linear, nés podemos

supor que 8 = x' 8. Todavia, notem que, ndo ha nenhuma restricio sobre

os vetores x e 3.




Familia de dispersao

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos

supor que # = x' 8. Todavia, notem que, n3o ha nenhuma restric3o sobre

os vetores x e 3.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) ExtensGes ao modelo normal 24 de junho de 2026 27 /44



Familia de dispersao

Partindo da mesma ideia de um modelo de regressdo linear, nés podemos
supor que # = x' 8. Todavia, notem que, n3o ha nenhuma restric3o sobre

os vetores x e 3.

Isso pode ser problematico, pois se 6 estd contido no intervalo entre 0 e 1,

o resultado de x B precisara estar dentro desse intervalo.
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Para contornar esse problema, ao invés de nés ajustarmos 6, nos podemos

ajustar uma func3o dele,




Para contornar esse problema, ao invés de nés ajustarmos 6, nés podemos

ajustar uma funcdo dele, i .«

g(0) =x"B,




Familia de dispersao

Para contornar esse problema, ao invés de nds ajustarmos 6, nés podemos

ajustar uma funcdo dele, i.e.,

g(0) =x"p,
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Familia de dispersao

Para contornar esse problema, ao invés de nds ajustarmos 6, nés podemos

ajustar uma funcdo dele, i.e.,

g(0) =x"p,

em que g(-) é uma funcdo invertivel e conhecida, sendo ela denominada de

funcdo de ligacao.
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Propostos por Jgrgensen (1997), o= modelos de dispersio supoem um feno-

meno Y,




Propostos por Jgrgensen (1997), os modelos de dispersdo supdem um fend-

meno Y, tal que Y ~ FD(0,¢), com g(f) = x' B.




Modelos de dispersao

Propostos por Jgrgensen (1997), os modelos de dispersdo supdem um fend-

meno Y, tal que Y ~ FD(f, ¢), com g() = x' 5.
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Modelos de dispersao

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar

a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
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Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,

para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T,
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a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do
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Modelos de dispersao

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T e, (Yo, x/ )T, (Y2, )", ..., (Ya,x] )", com

YZ ~ fD(9£7¢)7
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Modelos de dispersao

Da mesma forma o que ocorre no modelo de regressao linear, para explicitar
a relac3o entre as variaveis, é necessario estimar os parametros do modelo,
para isso, é necessario retirar uma amostra independente de tamanho n do

vetor (Y, x")T e, (Yo, x/ )T, (Y2, )", ..., (Ya,x] )", com
Yy~ fD(9£7¢)7

em que g(60y) = xg—ﬁ, xp = (Xe1, X2, - - - ,Xgp)T, £=1,2,...,n.
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Os estimadores do vetor 8 e escalar ¢ sdo obtidos pelo método da méaxima

verossimilhanca.
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Estudo de simulacao

Para avaliar o desempenho dos estimadores de méaxima verossimilhanca, nés

utilizaremos o método de Monte Carlo.
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Estudo de simulacao

Para avaliar o desempenho dos estimadores de méaxima verossimilhanca, nés

utilizaremos o método de Monte Carlo. Nossa suposicdo serd de que Y ~

FE(0, ), com g(p) = P1 + Bax.

Serdo 5.000 réplicas, para tamanho de amostras n = 10,20, 40, 80, 160,
para as distribuicdo normal (ligacdo identidade), Bernoulli (ligagcdo logito)

e gama (ligacdo log), B = (1,1) e ¢ = 10, para a Bernoulli, ¢ = 1.
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O desempenho serd avaliado através do viés absoluto e do erro quadratico

médio (EQM). Sem perda generalidade, o viés absoluto e o EQM do esti-

mador de um parametro § sao dados, respectivamente por
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Estudo de simulacao

O desempenho sera avaliado através do viés absoluto e do erro quadratico
médio (EQM). Sem perda generalidade, o viés absoluto e o EQM do esti-

mador de um pardmetro J s3o dados, respectivamente por

A 5.000 (8 — 5)2
Viés absoluto = ‘(5MC - 5‘ e EQM = Z W7
i=1 ’

em que dyic = 5.00071 32905,
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Figura 1: Viés absoluto dos pardmetros - normal.
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Figura 5: Viés absoluto dos pardmetros - gama.
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De maneira geral, para tamanhos de amostras grandes (80 e 160), o= c<ti-

madores para 3 e ¢ tém viés absoluto e EQM préximos a zero.
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Estudo de simulacao

De maneira geral, para tamanhos de amostras grandes (80 e 160), os esti-

madores para 3 e ¢ tém viés absoluto e EQM préximos a zero.

Para amostras pequenas (10 e 20), o estimador de ¢ parece n3o ser confiavel.
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Estudo de simulacao

De maneira geral, para tamanhos de amostras grandes (80 e 160), os esti-

madores para 3 e ¢ tém viés absoluto e EQM préximos a zero.

Para amostras pequenas (10 e 20), o estimador de ¢ parece n3o ser confiavel.
No caso da Bernoulli, o estimador de 8 também retornou estimativas longes

dos valores verdadeiros.
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