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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:xgﬁ+5g,€:1,2,...,n, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

T
Ye=x, B+es, £=1,2,...,n, (1)

T . T
em que x; = (Xg1,X¢2,-..,Xp) € conhecido, B8 = (f1,52,...,0p) € um
vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, €1,€2,...,&, Sao

variaveis aleatérias independentes e com a mesma variancia o2, também

desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg:x[6+54,€:1,2,...,n, (1)

_ T 4 - _ T

em que x; = (Xg1,X¢2,-..,Xp) € conhecido, B = (f1,52,...,0p) é um
vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, €1,€2,...,&, S3o
varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varidncia o2, também

desconhecida, a ser estimada.
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A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = XB +e¢, (2)




A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y =X3 +e¢, (2)

emque Y = (Y1, Y2, ....,Yn) ", X =(x1,%2,...,%,)" éa matriz de plane-

jamento e & = (e1,62,...,2,)", com

E(e) = 0 e Var(e) = o°1,.




Forma matricial

A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y = XB+e, (2)

emque Y =(Y1,Y2,...,Yn) ", X =(x1,%2,...,x,)" éa matriz de plane-

jamento e & = (e1,62,...,&5)", com

E(e) = 0 e Var(e) = o°1,.

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Multicolinearidade 25 de maio de 2026 5/53



Resumindo,

@ A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
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Resumindo,

o A relacdo entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros:

o tém média zero;
o variancia constante;

@ e sdo nao correlacionados.




Suposicoes

Resumindo,

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros:

o tém média zero;
o variancia constante;

o e sdo nao correlacionados.
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Multicolinearidade

A utilidade de um modelo de regressio pode ser impactada pela multico-

linearidade, uma dependéncia (aproximadamente) linear entre as varidveis

regressoras,
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Multicolinearidade

A utilidade de um modelo de regressio pode ser impactada pela multico-

linearidade, uma dependéncia (aproximadamente) linear entre as varidveis

regressoras,

p
> tmXxm = 0. (3)
m=1
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Multicolinearidade

A utilidade de um modelo de regressio pode ser impactada pela multico-
linearidade, uma dependéncia (aproximadamente) linear entre as varidveis

regressoras,

p
> tmXxm = 0. (3)
m=1

Pois nestas situacdes, a capacidade de estimar os coeficientes de regressao
estara comprometida. Uma dependéncia linear exata resulta em X' X sin-

gular, isto é, esta matriz ndo pode ser invertida.
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Padronizacao

Para nés lidarmos com a multicolinearidade, primeiramente, nés precisamos

padronizar as variaveis, utilizando a escala de tamanho unitario, i.e.:
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Padronizacao

Para nés lidarmos com a multicolinearidade, primeiramente, nés precisamos

padronizar as variaveis, utilizando a escala de tamanho unitario, i.e.:

* Yé -Y * Xem — )_<m
Yf - € Xom = )
Sy Sm
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Padronizacao

Para nés lidarmos com a multicolinearidade, primeiramente, nés precisamos

padronizar as variaveis, utilizando a escala de tamanho unitario, i.e.:

* Yé_y * _Xém_)_(m
Yf - € Xom =
Sy Sm

)

em que Sy e s, sdo, respectivamente, as raizes quadradas de

n n

S =S (V- V) e SE= > (tm — o)

/=1 (=1

{=1,2...,.nem=12...,p.
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@ Cada regressor e a resposta tém média amostral zero e tamanho uni-

tario, ou seja, \/Zgzl(xgm —xx)2=1;




@ Cada regressor e a resposta tém média amostral zero e tamanho uni-

tario, ou seja, \/zgzl(x;m - X2 =1,
@ As matrizes X*T X* e X*Ty* geram, respectivamente, as correlacdes

entre as covariaveis e das covaridveis com a resposta;




Observacoes

@ Cada regressor e a resposta tém média amostral zero e tamanho uni-

tario, ou seja, \/Zgzl(xgm —xx)2=1;

@ As matrizes X*T X* e X*Ty* geram, respectivamente, as correlacSes

entre as covaridveis e das covaridveis com a resposta;

@
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Observacoes

@ Cada regressor e a resposta tém média amostral zero e tamanho uni-

tario, ou seja, \/Zgzl(xgm —xx)2=1;

@ As matrizes X*T X* e X*Ty* geram, respectivamente, as correlacSes
entre as covaridveis e das covaridveis com a resposta;

® Se o modelo tem intercepto, o procedimento de padronizacio das va-

ridveis o removera;

@
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Observacoes

@ Cada regressor e a resposta tém média amostral zero e tamanho uni-

tario, ou seja, \/Zgzl(xgm —xx)2=1;

@ As matrizes X*T X* e X*Ty* geram, respectivamente, as correlacSes

entre as covaridveis e das covaridveis com a resposta;

® Se o modelo tem intercepto, o procedimento de padronizacio das va-

ridveis o removera;

@ A partir das estimativas do modelo padronizado, pode-se chegar nas
estimativas dos pardmetros do modelo original, ver Montgomery et al.

(2021, p. 119).
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Escala normal de unidade

Lembrando que existe uma segunda possibilidade de padronizacdo, denomi-

nada de escala normal de unidade,
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Escala normal de unidade

Lembrando que existe uma segunda possibilidade de padronizacdo, denomi-

nada de escala normal de unidade, feito da seguinte forma:

* Yé -Y * Xem — )_<m
Yf - € Xom = )
Sy Sm
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Escala normal de unidade

Lembrando que existe uma segunda possibilidade de padronizacdo, denomi-

nada de escala normal de unidade, feito da seguinte forma:

* Yé_y * _Xém_)_(m
Yf - € Xom =
Sy Sm

)

em que Sy e s, sdo, respectivamente, as raizes quadradas de

o S VP oSG )
Y n—1 m n—1 ’

{=1,2....,nem=12...,p.
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Todos os regressores transformados e as respostas transformadas tém média

amostral zero e variancia amostral um.




Escala normal de unidade

Observacao

Todos os regressores transformados e as respostas transformadas tém média

amostral zero e varidncia amostral um.
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Nesta apresentacdo, nés iremos que assumir que (1) ou, equivalentemente,

(2) estdo na escala de tamanho unitario.




Modelo de regressao linear

Observacdo
Nesta apresentacdo, nés iremos que assumir que (1) ou, equivalentemente,

(2) estdo na escala de tamanho unitario.
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Existem quatro fontes de multicolinearidade:

@ A forma como os dados foram coletados. Apenas uma subamostra de

um espaco amostral inteiro foi coletada;




Fontes de multicolinearidade

Existem quatro fontes de multicolinearidade:

@ A forma como os dados foram coletados. Apenas uma subamostra de

um espaco amostral inteiro foi coletada;

@
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Existem quatro fontes de multicolinearidade:
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Fontes de multicolinearidade

Existem quatro fontes de multicolinearidade:

@ A forma como os dados foram coletados. Apenas uma subamostra de

um espaco amostral inteiro foi coletada;
@ Restricdes do modelo ou da populacdo. Dados composicionais;
@ Especificacdo do modelo. Modelo de regressdo polinomial;

@
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Fontes de multicolinearidade

Existem quatro fontes de multicolinearidade:

@ A forma como os dados foram coletados. Apenas uma subamostra de

um espaco amostral inteiro foi coletada;
@ Restricdes do modelo ou da populacdo. Dados composicionais;
@ Especificacdo do modelo. Modelo de regressdo polinomial;

@ Modelo super definido. Conjunto de dados com mais covaridveis do

que observacdes (high dimensional data).
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Identificando multicolinearidade

No caso de variaveis padronizadas, X X representa uma matriz de corre-
lacGes. Se algum elemento, em moédulo, desta matriz for préximo de 1,

havera um forte indicio de multicolinearidade.
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Identificando multicolinearidade

No caso de variaveis padronizadas, X X representa uma matriz de corre-
lacGes. Se algum elemento, em moédulo, desta matriz for préximo de 1,
haverd um forte indicio de multicolinearidade. Porém, o contrario n3o sera

verdadeiro.
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Identificando multicolinearidade

Uma alta multicolinearidade pode resultar em variancias e covariancias altas

das estimativas.
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Identificando multicolinearidade

Uma alta multicolinearidade pode resultar em variancias e covariancias altas
das estimativas. Além disso, o m-ésimo, m = 1,2,...,p, elemento da

diagonal principal de (X' X)~! é chamado de fator de inflagio da variancia

(variance inflation factors, VIF).
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O VIF podem ser escrito como:

VIF,, =

1—R2’

m




O VIF podem ser escrito como:

1
1-R2

m

VIF, =

em que R2 é o coeficiente de determinacdo miiltiplo da regressdo entre

Xm com as demais covariaveis.




Identificando multicolinearidade

O VIF podem ser escrito como:

1
1-R2’

m

VIF, =

em que R2 é o coeficiente de determinacdo miiltiplo da regressdo entre

Xm com as demais covariaveis.
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Identificando multicolinearidade

O VIF podem ser escrito como:

1
1-R2’

m

VIF, =

em que R2 é o coeficiente de determinacdo miiltiplo da regressdo entre
Xm com as demais covaridveis. Um VIF,, > 5 indica um forte indicio de
multicolinearidade. Consequentemente, regressores com valores de VIF, pro-

vavelmente, foram mal estimados.
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Identificando multicolinearidade

Notem que, o comprimento do intervalo de confianca (IC) para 3., com

coeficiente de confianca (1 — «) é dado por
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Identificando multicolinearidade

Notem que, o comprimento do intervalo de confianca (IC) para 3., com

coeficiente de confianca (1 — «) é dado por

Ly =2t(1 —a/2;n— p)y/o2VIF,,, (4)
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Identificando multicolinearidade

Notem que, o comprimento do intervalo de confianca (IC) para 3., com

coeficiente de confianca (1 — «) é dado por

Ly =2t(1 —a/2;n— p)y/o2VIF,,, (4)

em que t(1 — a/2;n — p) é o quantil 100(1 — «/2)% da distribuicdo t de
Student (Gosset “Student”, 1908), com n — p graus de liberdade, m =

1,2,....p.

~ufjf
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Identificando multicolinearidade

Notem que, o comprimento do intervalo de confianca (IC) para 3., com

coeficiente de confianca (1 — «) é dado por

Ly =2t(1 —a/2;n— p)y/o2VIF,,, (4)

em que t(1 — a/2;n — p) é o quantil 100(1 — «/2)% da distribuicdo t de
Student (Gosset “Student”, 1908), com n — p graus de liberdade, m =
1,2,...,p. Observacdo: se o modelo original tivesse intercepto, seriam

n— p — 1 graus de liberdade.
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Se as covaridveis forem ortogonais, o comprimento do [0 (4] seria dado por

L* = 2t(1 — a/2; n — p)Vo2.




Identificando multicolinearidade

Se as covaridveis forem ortogonais, o comprimento do IC (4) seria dado por

L* =2t(1 — a/2; n — p)Vo2.
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Identificando multicolinearidade

Se as covaridveis forem ortogonais, o comprimento do IC (4) seria dado por
L* =2t(1 — a/2;n— p)Vo2.

E a razdo L,,/L* = \/VIF,, é um indicador de qudo longe o IC estd do

cenério ideal, de ortogonalidade.
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Identificando multicolinearidade

Uma alta multicolinearidade também afeta as estimativa dos parametros,

resultando em valores altos, em mddulo.
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Identificando multicolinearidade

Uma alta multicolinearidade também afeta as estimativa dos parametros,

resultando em valores altos, em mdédulo. Seja a distancia quadrada entre a

estimativa e valor verdadeiro, i.e.,
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Identificando multicolinearidade

Uma alta multicolinearidade também afeta as estimativa dos parametros,

resultando em valores altos, em mdédulo. Seja a distancia quadrada entre a

estimativa e valor verdadeiro, i.e.,
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De (5), n6s temos que:

B(L3) =E{B-BT(B-8)} = {X X)), (6
Var(L3) = 20 {(X7X) 1}




Identificando multicolinearidade

De (5), nés temos que:

E(L3)=E{B-BT(B-8)} = {XX)}, (6
Var(L3) = 20 {(X7X) 71}

::ufjf
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Identificando multicolinearidade

De (5), nés temos que:

E(L3)=E{B-BT(B-8)} = {XX)}, (6
Var(L3) = 20 {(X7X) 71}

Além de,

E(BTB) =8B+ {(XTX)7}.
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Identificando multicolinearidade

Lembrando que tr{-} é o operador traco, a soma dos elementos da diagonal

de uma matriz, equivalente a soma dos seus autovalores.
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Identificando multicolinearidade

Lembrando que tr{-} é o operador traco, a soma dos elementos da diagonal
de uma matriz, equivalente a soma dos seus autovalores. Na presenca

de multicolinearidade, alguns autovalores de X' X serdo pequenos.
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Identificando multicolinearidade

Lembrando que tr{-} é o operador traco, a soma dos elementos da diagonal
de uma matriz, equivalente a soma dos seus autovalores. Na presenca
de multicolinearidade, alguns autovalores de X X serdo pequenos. Seja

Am > 0, o m-ésimo autovalor de X' X, m = 1,2,...,p,

22/53
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Identificando multicolinearidade

Lembrando que tr{-} é o operador traco, a soma dos elementos da diagonal
de uma matriz, equivalente a soma dos seus autovalores. Na presenca
de multicolinearidade, alguns autovalores de X X serdo pequenos. Seja
Am > 0, o m-ésimo autovalor de X' X, m = 1,2,...,p, nés podemos

escrever a esperanca em (6) da seguinte forma:

P

1
]EL2:2§ —_—
(1) o N\

m=1 "M
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Seja

omax{AL, A2,. ., A} Amax
- min {)\1,)\2,...,)\,,} N )\min‘

A multicolinearidade se:

k < 100, n3o é significativa
100 < k < 1.000, ¢é moderada

k> 1.000, ¢é alta




Identificando multicolinearidade

Seja

Comax{A, A2, A Amax
- min {)\1,)\2,.. . ,)\p} o )\min '

A multicolinearidade se:

k < 100, n3o é significativa
100 < k < 1.000, ¢é moderada

k > 1.000, ¢é alta
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Agora, para identificar as varidveis que estdo envolvidas na multicolineari-

dade, s¢ja




Identificando multicolinearidade

Agora, para identificar as varidveis que estao envolvidas na multicolineari-

dade, seja

)\max

Am

Km —
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Identificando multicolinearidade

Agora, para identificar as varidveis que estao envolvidas na multicolineari-

dade, seja
K — )\max
m )\m I
m =12 ..., p. O nimero de casos em que K, > 1.000, nos dard uma

ideia de quantas colunas de X" X s3o linearmente dependentes.
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A matriz X" X pode ser decomposta da seguinte forma:

X'X=T'AT,

em que A é uma matriz diagonal p x p, sendo A1, A2,..., Ap, 0s elementos

da diagonal principal e T é uma matriz ortogonal p x p, com a m-ésima

coluna dada pelo m-ésimo autovetor de X' X.




Identificando multicolinearidade

A matriz X X pode ser decomposta da seguinte forma:
X' X=T'AT,

em que A é uma matriz diagonal p x p, sendo A1, \2,..., Ap, 0s elementos
da diagonal principal e T é uma matriz ortogonal p X p, com a m-ésima

coluna dada pelo m-ésimo autovetor de X' X.
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Identificando multicolinearidade

Se algum A, for préximo de zero, indicando uma relacdo, ao menos apro-
ximada, de dependéncia linear dos dados, os elementos da coluna m de T,
podem serem interpretados com os coeficientes que ponderam essa depen-

déncia, da forma vista em (3).
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Métodos para contornar a multicolinearidade

Uma vez que, a presenca da multicolinearidade é identificada, existem algu-

mas maneiras de contorna-la:
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Métodos para contornar a multicolinearidade

Uma vez que, a presenca da multicolinearidade é identificada, existem algu-

mas maneiras de contorna-la:

o Coletando mais dados. Porém, isso ndo tem viabilidade pratica, por

conta do custo ou da existéncia dos dados;
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Métodos para contornar a multicolinearidade

Uma vez que, a presenca da multicolinearidade é identificada, existem algu-
mas maneiras de contorna-la:
o Coletando mais dados. Porém, isso ndo tem viabilidade pratica, por
conta do custo ou da existéncia dos dados;
o Reespecificando o modelo. Reescrevendo as variaveis independentes
ou eliminando uma delas. Porém, isso poderd remover uma variavel

importante do modelo;
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Métodos para contornar a multicolinearidade

Uma vez que, a presenca da multicolinearidade é identificada, existem algu-
mas maneiras de contorna-la:
o Coletando mais dados. Porém, isso ndo tem viabilidade pratica, por
conta do custo ou da existéncia dos dados;
o Reespecificando o modelo. Reescrevendo as variaveis independentes
ou eliminando uma delas. Porém, isso poderd remover uma variavel
importante do modelo;

o Utilizando uma outra metodologia, como a regressdo ridge.
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A presenca de multicolinearidade causa uma inflacdo das variancias dos es-

timadores. Como nés vimos, os estimadores de minimos quadrados (EMQ),
pelo Teorema de Gauss-Markov (Gauss, 1821), tém a menor varidncia entre

todos os estimadores lineares nao viesados.




Regressao ridge

A presenca de multicolinearidade causa uma inflacdo das variancias dos es-
timadores. Como nés vimos, os estimadores de minimos quadrados (EMQ),
pelo Teorema de Gauss-Markov (Gauss, 1821), tém a menor varidncia entre

todos os estimadores lineares n3o viesados.
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Regressao ridge

A presenca de multicolinearidade causa uma inflacdo das variancias dos es-
timadores. Como nés vimos, os estimadores de minimos quadrados (EMQ),
pelo Teorema de Gauss-Markov (Gauss, 1821), tém a menor varidncia entre
todos os estimadores lineares n3o viesados. Logo, um caminho para contor-

nar a multicolinearidade é encontrar estimadores viesados.
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Regressao ridge

Um método para encontrar estimadores viesados é a regress3o ridge (rigida,

em cristas, Hoerl e Kennard, 1970b,a).
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Regressao ridge

Um método para encontrar estimadores viesados é a regress3o ridge (rigida,
em cristas, Hoerl e Kennard, 1970b,a). Esse estimador pode ser escrito

como a solucdo da minimizagdo de:

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Multicolinearidade 25 de maio de 2026 30/53



Regressao ridge

Um método para encontrar estimadores viesados é a regress3o ridge (rigida,
em cristas, Hoerl e Kennard, 1970b,a). Esse estimador pode ser escrito

como a solucdo da minimizagdo de:

n P
Q=" [Ye—(Buxar + Boxea+ -+ Bpxap)| + k > By (7)
/=1 m=1
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Regressao ridge

Um método para encontrar estimadores viesados é a regress3o ridge (rigida,
em cristas, Hoerl e Kennard, 1970b,a). Esse estimador pode ser escrito

como a solucdo da minimizagdo de:

n P
Q=" [Ye—(Buxar + Boxea+ -+ Bpxap)| + k > By (7)
/=1 m=1

em que k > 0 é uma constante denominada de parametro de regularizacio.

A segunda parte do lado de direito de (7), é um termo de “encolhimento”.
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Em notacdo matricial, (/) pode ser escrito comor

Q=(Y-XB)'(Y-XB)+kB'B.




Em notagdo matricial, (7) pode ser escrito como:

Q= (Y- XB)' (Y - XB)+ kB'B.
O estimador ridge é dada por:

Br=(X"X+kl,) X"y, (8)




Regressao ridge

Em notacdo matricial, (7) pode ser escrito como:
Q=(Y - XB) (Y - XB)+ kB'B.
O estimador ridge é dada por:

Br=(X"X+kl,) X"y, (8)

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Multicolinearidade 25 de maio de 2026 31/53



Regressao ridge

Em notacdo matricial, (7) pode ser escrito como:
Q=(Y - XB) (Y - XB)+ kB'B.
O estimador ridge é dada por:
Br=(X"X+kl,) X"y, (8)

em que k é uma constante definida pelo analista, quando k = 0, o estimador

(8) coincide com o EMQ.

~ufjf
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Nés podemos reescrever (8) da seguinte forma:

Br = (X"X+kl,)1XTY
= (XTX+ k) HXTX)(XTX)IXTY (9)

o ZkB7




Regressao ridge

Nés podemos reescrever (8) da seguinte forma:
Br = (X"X +kl,)1XTY
= (XTX+ k) HXTX)(XTX)IXTY (9)

= ZkB7

::ufjf
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Regressao ridge

Nés podemos reescrever (8) da seguinte forma:

Br = (X"X +kl,)1XTY
= (XTX+ k) HXTX)(XTX)IXTY (9)

= ZkB7

em que Z, = (X' X + kl,)"1(XT X).

::ufjf
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Sejam as matrizes quadradas A e B, nos sabemos que,

(AB)!=B71A1.




Sejam as matrizes quadradas A e B, nds sabemos que,

(AB)™'=B'AT".

Ent3o, nés podemos reescrever Z, da seguinte forma




Regressao ridge

Sejam as matrizes quadradas A e B, n6s sabemos que,
(AB) ' =B"'A"1

Ent3o, nés podemos reescrever Z, da seguinte forma
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Regressao ridge

Sejam as matrizes quadradas A e B, n6s sabemos que,
(AB)"!=B71A1.
Ent3o, nés podemos reescrever Z, da seguinte forma

Z

(XTX + kI,)™ [(xTX)—l}_1

[(XTX)(XTX) + k(XTX) 0]

[y + k(X X) 7] -
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De (9), nés podemos ver que,

~

E(Br) = E(ZB) = ZE(B) = Zip




De (9), nés podemos ver que,

E(Br) = E(ZiB) = ZE(B) = ZiB

Logo, Br é um estimador viesado.




De (9), nés podemos ver que,

E(Br) = E(ZB) = ZE(B) = Z:B
Logo, ER € um estimador viesado. | embrando que, o vies & dado por

Viés(Br) = E(Br — 8) = E(Br) — 8
=ZB—-B= (Zk o Ip)/B'




Regressao ridge

De (9), nés podemos ver que,

~

E(Br) = E(Z«B) = Z\E(B) = Zf3
Logo, ﬁR é um estimador viesado. Lembrando que, o viés é dado por

Viés(Br) = E(Br — 8) = E(Br) — B
=ZB—-B= (zk - Ip)ﬁ-

::ufjf
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De (9), nés também temos:

Var(Bgr) = Var(ZiB) = ZVar(B) 2! = o?Z (X" X) 1z
= 2(X X+ kb)) HXTX)(XTX)H(XTX) (XX 4 ki,) 7t

= (X X + kb)) HXTX) (XX + ki)t




Regressao ridge

De (9), nés também temos:
Var(Br) = Var(ZiB) = ZVar(B)Z, = *Zi (X" X) 1 Z]

= 2 ( XX+ kb)) HXTX)(XTX)H(XTX) (X X 4 ki,) 7t

= (X X + kb)) HXTX) (XX + ki,) L.

::ufjf
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O erro quadratico médio é dado por:
EQM(Br) = E [(Bx — 8)" (Br - B)]
= tr {0 (X X + klp) M(XTX) (XX + kIp) 1} (10)
+ ﬂT(Zk —1 )T(Zk —1)B

22 +k +k2,3T(XTX+kI) 2[37
_1 m




Regressao ridge

O erro quadratico médio é dado por:
EQM(Br) = E [(Bx - 8)" (Br - B)]
= tr {0 (X X + klp) M(XTX)(XTX + kIp) 1} (10)
+ ﬁT(Zk —1 )T(Zk — )8

22 +k +k2[3—|—(x—rx_'_kl) 2[3,
_1 m

::ufjf
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Regressao ridge

O erro quadratico médio é dado por:
EQM(Br) = E [(Bx - 8)" (Br - B)]
= tr {0 (X X + klp) M(XTX)(XTX + kIp) 1} (10)
+ ﬁT(Zk —1 )T(Zk — )8

22 +k +k2[3—|—(x—rx_'_kl) 2[3,
_1 m

em que A1, Ag,...,Ap sdo os autovalores de XTX.
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O primeiro e o segundo termos do EQM s3o, respectivamente, a variancia

e o viés ao quadrado de Bgr. 5S¢ k- 0 notem que, o vies de ﬁR aumenta,

enquanto a variancia diminui.




Regressao ridge

O primeiro e o segundo termos do EQM s3o, respectivamente, a variancia
e o viés ao quadrado de Br. Se k > 0, notem que, o viés de Br aumenta,

enquanto a variancia diminui.
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Hoerl e Kennard (1970b) sugeriram selecionar o valor de k baseado no

traco ridge, um grafico com as estimativas de [y (no eixo das ordenadas)

baseada em k (no eixo das abscissas).




Métodos para selecionar k

Hoerl e Kennard (1970b) sugeriram selecionar o valor de k baseado no

traco ridge, um grafico com as estimativas de Br (no eixo das ordenadas)

baseada em k (no eixo das abscissas).
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Métodos para selecionar k

Hoerl e Kennard (1970b) sugeriram selecionar o valor de k baseado no
traco ridge, um grafico com as estimativas de B\R (no eixo das ordenadas)

baseada em k (no eixo das abscissas).

Enquanto, Hoerl et al. (1975) sugeriram o seguinte método analitico:
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Métodos para contornar a multicolinearidade

Uma segunda metodologia para contornar a multicolinearidade é a regres-

sdo por componentes principais, ver, por exemplo, a Secdo 9.5.4 de

Montgomery et al. (2021).
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(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-

servacoes,




(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-

servacoes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno

(Y),




Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno

(Y),
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno

(Y), com trés variaveis explicativas:
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno

(Y), com trés variaveis explicativas: temperatura do reator (xz, em oC),
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno
(Y), com trés variaveis explicativas: temperatura do reator (xz, em oC),

propor¢do de Hy (x3, em mols)
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno
(Y), com trés variaveis explicativas: temperatura do reator (xz, em oC),

propor¢cdo de Hy (x3, em mols) e tempo de contato (x4, em segundos).
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 298) Um conjunto de dados, com 16 ob-
servacOes, relacionado a porcentagem de heptano convertido em acetileno
(Y), com trés variaveis explicativas: temperatura do reator (xz, em oC),

propor¢cdo de Hy (x3, em mols) e tempo de contato (x4, em segundos).

Na Figura 1, nds apresentamos o grafico de dispersdo entre as covariaveis

X2 € X4.
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Figura 1: Grafico de dispersdo.
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Como as covaridveis est3o em escalas muito diferentes, foi feita uma trans-

formacao para deixa-las em escala normal de unidade. = seguida, fol

definido o seguinte modelo a ser ajustado:




Exemplo

Como as covaridveis est3o em escalas muito diferentes, foi feita uma trans-
formac3o para deixa-las em escala normal de unidade. Em seguida, foi

definido o seguinte modelo a ser ajustado:
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Exemplo

Como as covaridveis est3o em escalas muito diferentes, foi feita uma trans-
formac3o para deixa-las em escala normal de unidade. Em seguida, foi

definido o seguinte modelo a ser ajustado:

Yy = B1+ Boxex + B3xe3 + Baxea
+ Bsxeaxe3 + PBexeaXea + B7X¢3X04

+ Bex + Boxds + Broxa + €0,

(=1,2,....16.
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Pela Figura 1, ha um forte indicio de uma relacdo entre as varidveis x e

xa. Para aplicacdo das técnicas aprendidas, nés iremos transformar o banco

de dados para a escala de tamanho unitario.




Exemplo

Pela Figura 1, hd um forte indicio de uma relacdo entre as varidveis x; e
xaq. Para aplicacdo das técnicas aprendidas, nés iremos transformar o banco

de dados para a escala de tamanho unitario.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Multicolinearidade 25 de maio de 2026 44 /53



Exemplo

Pela Figura 1, hd um forte indicio de uma relacdo entre as varidveis x; e
xaq. Para aplicacdo das técnicas aprendidas, nés iremos transformar o banco
de dados para a escala de tamanho unitario. Em seguida, nés definimos o

seguinte modelo a ser ajustado:

* * % * % * %
Y, = Baxp + B3xpz + Baxe
* * * * * * * *
+ BsXp2Xp3 + BeXpaXea + B7X03%0a

* 2% * 2% * 2%
+ Bgxin + Boxiz + Broxia + €,

(=1,2,...,16.
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Exemplo

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
B3 0,336 | 0,351 | 0,959
Bs 0,233 | 0,024 | 9,773
By -0,676 | 0,472 | -1,431
Bs -0,480 | 0,101 | -4,757
B -2,034 | 1,467 | -1,386
By -0,266 | 0,108 | -2,459
Bg -0,835 | 0,760 | -1,098
By -0,090 | 0,032 | -2,805
Bio -1,001 | 0,616 | -1,625

Regido critica, para a = 5%: [t.| > 2,365, com QMRes = 0,00033.
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Exemplo

Tabela 2: Matriz de correlagdes.

1,00 022 -09 -0,13 0,44 021 -0,27 0,03 -0,58
0,22 1,00 -0,24 0,04 0,19 -0,02 -0,15 0,50 -0,22
-0,96 -0,24 1,00 0,19 -0,66 -0,27 0,50 -0,02 0,77
-0,13 0,04 0,19 1,00 -0,26 -0,97 0,25 0,40 0,27
0,44 0,19 -0,66 -0,26 1,00 0,32 -0,97 0,13 -0,97
021 -0,02 -0,27 -0,97 0,32 1,00 -0,28 -0,37 -0,36
-0,27  -0,15 0,50 0,25 -097 -0,28 1,00 -0,12 0,89
0,03 0,50 -0,02 0,40 0,13 -0,37 -0,12 1,00 -0,16
-0,58 -0,22 0,77 0,27 -097 -0,36 0,89 -0,16 1,00
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Exemplo

Tabela 3: Medidas de multicolinearidade.

X2 X3 X4 X2X3 X0 X4 X3X4 X5 x§ xf

VIF | 375,25 1,74 680,28 31,04 6563,35 3561 1762,58 3,16 1156,77
AV 421 2,16 1,14 1,04 0,39 0,05 0,01 0,01 0,00

K 1,00 1,95 3,69 4,04 10,92 84,89 43381,31
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Estimativa

0.0 0.1 0.2 03 0.4 05
Parametro de regularizagéo

Figura 2: Traco ridge.
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Tabela 4: Estimativas dos coeficientes.

EMQ Ridge
(0,000)  (0,032)
B2 0,336 0,539
B3 0,233 0,212

Ba | -0676  -0,374
Bs | -0,480  -0,233
Bs | -2,034  -0,068
B7 | -0,266 0,012
Bs | -0,835 0,125
Bo | -0,090  -0,048
B | -1,001  -0,027
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