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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:xgﬁ+5g,€:1,2,...,n, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

T
Ye=x, B+es, £=1,2,...,n, (1)

T . T
em que x; = (Xg1,X¢2,-..,Xp) € conhecido, B8 = (f1,52,...,0p) € um
vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, €1,€2,...,&, Sao

variaveis aleatérias independentes e com a mesma variancia o2, também

desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg:x[6+54,€:1,2,...,n, (1)

_ T 4 - _ T

em que x; = (Xg1,X¢2,-..,Xp) € conhecido, B = (f1,52,...,0p) é um
vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, €1,€2,...,&, S3o
varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varidncia o2, também

desconhecida, a ser estimada.
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A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = XB +e¢, (2)




A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y =X3 +e¢, (2)

emque Y = (Y1, Y2, ....,Yn) ", X =(x1,%2,...,%,)" éa matriz de plane-

jamento e & = (e1,62,...,2,)", com

E(e) = 0 e Var(e) = o°1,.




Forma matricial

A Equacdo (1) pode ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y = XB+e, (2)

emque Y =(Y1,Y2,...,Yn) ", X =(x1,%2,...,x,)" éa matriz de plane-

jamento e & = (e1,62,...,&5)", com

E(e) = 0 e Var(e) = o°1,.
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Resumindo,

@ A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
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Resumindo,

o A relacdo entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros:

o tém média zero;
o variancia constante;

@ e sdo nao correlacionados.




Suposicoes

Resumindo,

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros:

o tém média zero;
o variancia constante;

o e sdo nao correlacionados.
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O estimador de minimos quadrados (EMQ) do vetor B é dado por:

B=(X"X)"xTy. (3)




O estimador de minimos quadrados (EMQ) do vetor B é dado por:

B=(X"X)"'xTy. (3)

Enquanto, um estimador para o2 é dado pelo quadrado médio do residuo

(QMRes), i.e.,




Estimacao

O estimador de minimos quadrados (EMQ) do vetor 3 é dado por:
B=(X"X)"'xTy. (3)

Enquanto, um estimador para o2 é dado pelo quadrado médio do residuo

(QMRes), i.e.,
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Estimacao

O estimador de minimos quadrados (EMQ) do vetor 3 é dado por:
B=(X"X)"'xTy. (3)

Enquanto, um estimador para o2 é dado pelo quadrado médio do residuo

(QMRes), i.e.,

:.ufjf
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Se, adicionalmente, nés supomos que, € ~ N,(0,0%1,), nos temos o <o

guinte:

Y ~ N, (XB,a%l,),




Se, adicionalmente, nés supomos que, € ~ N,(0,5%1l,), nés temos o se-

guinte:

Y ~ N, (XB,5°l,),

i.e., a funcdo densidade de probabilidade (FDP) de Y pode ser escrita como:




Normalidade dos erros

Se, adicionalmente, nés supomos que, € ~ N,(0,021,), nés temos o se-

guinte:

Y ~ N, (XB,a%l,),

i.e., a funcdo densidade de probabilidade (FDP) de Y pode ser escrita como:
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Normalidade dos erros

Se, adicionalmente, nés supomos que, € ~ N,(0,021,), nés temos o se-

guinte:
Y ~ Np(XB,0°l,),
i.e., a funcdo densidade de probabilidade (FDP) de Y pode ser escrita como:

X 8.7 = i en{ o= X8) (= X0) | T(y). (9
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A FDP de Y, em (5), também é a funcdo de verossimilhanca de 8 e 02, ©

estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de B coincide com o EMQ,

dado em (3),




Estimacao por maxima verossimilhanca

A FDP de Y, em (5), também é a funcdo de verossimilhanca de 3 e a2. 0

estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de B coincide com o EMQ,

dado em (3),
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Estimacao por maxima verossimilhanca

A FDP de Y, em (5), também é a funcdo de verossimilhanca de 3 e a2. 0
estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de B coincide com o EMQ,
dado em (3), enquanto o EMV de ¢ pode ser escrito em funcio do QMRes,

dado em (4): 62 = [n/(n — p)] QMRes.
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Na inferéncia bayesiana, /7 ¢ um vetor aleatorio e o7 uma variavel aleatoria,




2

Na inferéncia bayesiana, 8 é um vetor aleatério e 0“ uma variavel aleatéria.

Toda a inferéncia é feita através da distribuic3o a posteriori, (3, 2|y, X).




Inferéncia bayesiana

2

Na inferéncia bayesiana, 3 é um vetor aleatério e o° uma variavel aleatéria.

Toda a inferéncia é feita através da distribuicdo a posteriori, (3, 2|y, X).
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Inferéncia bayesiana

Na inferéncia bayesiana, B é um vetor aleatério e o> uma variavel aleatéria.
Toda a inferéncia é feita através da distribuicdo a posteriori, (3, 2|y, X).

Esta distribuicao é a combinac3o entre

Qo
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Inferéncia bayesiana

Na inferéncia bayesiana, B é um vetor aleatério e o> uma variavel aleatéria.
Toda a inferéncia é feita através da distribuicdo a posteriori, (3, 2|y, X).

Esta distribuicao é a combinac3o entre

o a funcdo de verossimilhanca, L(y|X, 3,02), a informacdo obtida dos dados;

Qo
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Inferéncia bayesiana

Na inferéncia bayesiana, B é um vetor aleatério e o> uma variavel aleatéria.
Toda a inferéncia é feita através da distribuicdo a posteriori, (3, 2|y, X).

Esta distribuicao é a combinac3o entre

o a funcdo de verossimilhanca, L(y|X, 3,02), a informacdo obtida dos dados;

o e a distribuicdo a priori, (3, 72), uma informacdo anterior aos dados.
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Pelo Teorema de Bayes, = distribuicio a posterion & dada por

2 B Liy|X,B,0%) x 7(B,0%)
m(B,0°ly, X) = o Jg, I LyIX, B,02) x w(B,02) dps - - dBpdo?

_ LylX, B,0%) x 7(B,0?)
f(y[X)




Distribuicao a posteriori

Pelo Teorema de Bayes, a distribuicdo a posteriori é dada por

o ) Ly|X. B.0) % x(B.0?)
(B, 0%y, X) = fﬁl”'fﬁp [ L(y|X,B,02) x n(B,02)dp1- - dBpdo?

_ LylX. B,0%) x 7(B,0?)

Fly/X) (©)

:.ufjf
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Lembrando que,

(B, 0%) = n(Blo®) x (c?),




Lembrando que,

7(B,0%) = n(B|o?) x 7(c?),

a posteriori em (6) pode ser expressa da seguinte forma:




Lembrando que,

(B,0%) = n(Blo%) x n(0?),
a posteriori em (6) pode ser expressa da seguinte forma:

0'2 s 0'2 ™ 0'2
77(5»02\%)() . L(y|X7/3> )f?y|)((ﬂ)| ) X ( ) (7)




Distribuicao a posteriori

Lembrando que,
w(8,0%) = 7(Blo?) x w(0?),

a posteriori em (6) pode ser expressa da seguinte forma:

2 _ LylX, B, 0%) x n(Blo?) x 7(c?)
77(/870- ‘y,X)— f(y|X)
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A distribuicdo a posteriori em (7) ainda pode ser representada por

ﬂ(ﬁ,az\y,X) o L(y\X,ﬁ,U2) X W(B\U2) X 7T(02). (8)




Distribuicao a posteriori

A distribuicdo a posteriori em (7) ainda pode ser representada por

W(ﬁ,az\y,X) o L(y\X,,B,Uz) X ﬁ(6\02) X 7T(0'2). (8)
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Distribuicao a posteriori

A distribuicdo a posteriori em (7) ainda pode ser representada por
m(B,0%y, X) < L(y|X, B,0%) x w(B|0?) x m(c?). (8)

A verossimilhanca em (8) estd dada em (5). Enquanto, a priori depende

de alguma crenca.
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Distribuicao a posteriori

A distribuicdo a posteriori em (7) ainda pode ser representada por
m(B,0%y, X) < L(y|X, B,0%) x w(B|0?) x m(c?). (8)

A verossimilhanca em (8) estd dada em (5). Enquanto, a priori depende

de alguma crenca. Porém, n3o ha garantia que a posteriori tenha forma

fechada.
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Para formas fechadas, se propde priori conjugadas. ara os modelos de

regressao,




Para formas fechadas, se propde priori conjugadas. Para os modelos de

regressdo, nds temos as seguintes prioris conjugadas:

Blo? ~ Np(po,0?Agt) e 0 ~ gama inversa(ag, bo),




Distribuicao a posteriori

Para formas fechadas, se prop&e priori conjugadas. Para os modelos de

regressao, nds temos as seguintes prioris conjugadas:

Blo? ~ Np(po,0°Agt) e 02 ~ gama inversa(ag, by),
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Distribuicao a posteriori

Para formas fechadas, se prop&e priori conjugadas. Para os modelos de

regressao, nds temos as seguintes prioris conjugadas:
/8|O'2 ~ N ( 2A—1 2 . b
p(to,0°Ay ") e 0° ~ gama inversa(ag, bo),

em que ap = vo/2 e by = vos3/2, a0, bo, o, Aal sdo hiper-parametros.
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Recordando que, se U ~ gama inversa(a, b), suo 0P & dada por

) = 1o ()7 oo {2} e (0,




Distribuicao a posteriori

Recordando que, se U ~ gama inversa(a, b), sua FDP é dada por:

-5 ()" oYt
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Distribuicao a posteriori

Recordando que, se U ~ gama inversa(a, b), sua FDP é dada por:

=05 (2) en{-2} e,

comacRtebeRT.
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Distribuicao a posteriori

Recordando que, se U ~ gama inversa(a, b), sua FDP é dada por:

=05 (2) en{-2} e,

comaceR"ebeRT. Etambém,

b b2
E(U) = ——, paraa>1le Var(U) =

Ty S~ 2.
a1 (a_1)2(a_2) P?7~

:.ufjf
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f(x)
=

0 1 2
X

— GI(3,1) GI(3,2)

(a) FDP.

1.00-

0.75-

F(x)

0.25-

GI(4,2)

i 2 3

- GI(3,1) GI(3,2) Gl(4, 2)
(b) FDA.

Figura 1: Gama inversa para diferentes valores de a e b.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF)

Método bayesiano

15 de abril de 2026 17 /30



Apbs algumas manipulagdes com as prioris, () poce ser cscrita como:

(B, 0%y, X) = 7(Blo>, y, X) x w(a?]y, X), (9)




Distribuicao a posteriori

Apbs algumas manipulacdes com as prioris, (8) pode ser escrita como:

(B, 0%y, X) = 7(Blo?, y, X) x n(a?]y, X), (9)
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Distribuicao a posteriori

Apbs algumas manipulacdes com as prioris, (8) pode ser escrita como:
m(8,0%ly, X) = 7(Blo®, y, X) x w(a®|y, X), 9)

em que (8|02, y, X) e w(c?|y, X) sdo as funcdes densidade de probabili-
dades Np(pn, 0?A;1)
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Distribuicao a posteriori

Apbs algumas manipulacdes com as prioris, (8) pode ser escrita como:
m(8,0%ly, X) = 7(Blo®, y, X) x w(a®|y, X), 9)

em que (8|02, y, X) e w(c?|y, X) sdo as funcdes densidade de probabili-

dades Np(pn, 0>A; 1) e gama inversa(ap, by), respectivamente,
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Distribuicao a posteriori

Apbs algumas manipulacdes com as prioris, (8) pode ser escrita como:
m(8,0%ly, X) = 7(Blo®, y, X) x w(a®|y, X), 9)

em que (8|02, y, X) e w(c?|y, X) sdo as funcdes densidade de probabili-

dades Np(pn, oA, 1) e gama inversa(ap, by), respectivamente, com

Ap=XTX+ Ao, pn=A;"(XTXB+ Aopo)

n 1
an=a0+ 5, bn="bo+ 5 (y"y+pg Moro — g Anpen) -

Lé
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Passo 0. Definir ag, by, o, Aal e calcular a,, by, pn, A;l;




Passo 0. Definir ag, by, pto, Aal e calcular a,, by, tn, A;l;

Passo 1. Simular j valores de 3 e o2, da seguinte forma:




Passo 0. Definir ag, by, pto, Aal e calcular a,, by, tn, A;l;

Passo 1. Simular i valores de 8 e 02, da seguinte forma:

o 02() ~ gama inversa (ap, by);




Passo 0. Definir ag, by, pto, Aal e calcular a,, by, tn, A;l;

Passo 1. Simular i valores de 8 e 02, da seguinte forma:
o 02() ~ gama inversa (ap, by);

o V|20 ~ Np (pn, o?AY).




Algoritmo

Passo 0. Definir ag, by, po, Aal e calcular a,, by, pn, A;l;

Passo 1. Simular j valores de 3 e o2, da seguinte forma:
o 02() ~ gama inversa (ap, by);

o BD|?) ~ Ny (1, ALT).
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Algoritmo

Passo 0. Definir ag, by, po, Aal e calcular a,, by, pn, A;l;

Passo 1. Simular j valores de 3 e o2, da seguinte forma:
o 02() ~ gama inversa (ap, by);
o B[o2) ~ N, (pn, 72ALY).

Passo 2. Com os i valores, calcular média, mediana ou moda
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Algoritmo

Passo 0. Definir ag, by, po, Aal e calcular a,, by, pn, A;l;

Passo 1. Simular j valores de 3 e o2, da seguinte forma:
o 02() ~ gama inversa (ap, by);
o B0020) ~ N, (10, 02A5Y).
Passo 2. Com os i valores, calcular média, mediana ou moda e esta

quantidade calculada serd a estimativa bayesiana de 8 e o°.
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Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983, p. 36). /pos o

ajuste (estimacdo dos pardmetros), nés temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 10 4 2xp,




Aplicacao

Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983, p. 36). Apds o

ajuste (estimacdo dos pardmetros), nés temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 10 + 2xp0,
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Aplicacao

Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983, p. 36). Apds o

ajuste (estimacdo dos pardmetros), nés temos o seguinte modelo estimado,
¥ =10+ 2xp,

em que Y;: horas trabalhadas, xp: tamanho do lote, £ = 1,2,...,10 e

QMRes = 7,5.
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Figura 2: GD com a reta ajustada para os dados Westwood Company.
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Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

1) Bl = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;




Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

o f; = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;

@ (> = 2: a cada uma unidade aumentada no lote, ocorreria um aumento

médio de 2 horas trabalhadas.




Aplicacoes

Os parametros podem ser interpretados da seguinte forma
) Bl = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;

o [ = 2: a cada uma unidade aumentada no lote, ocorreria um aumento

médio de 2 horas trabalhadas.
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Figura 3: Estimativas observadas.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método bayesiano 15 de abril de 2026 24 /30



Nés temos os seguintes modelos estimados,

Yy = 5,96 4 2,07xp, (Média)

Yy = 6,05 4 2,07xp. (Mediana)
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