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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:xgﬁ+5g,€:1,2,...,n, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:x;ﬂ-l—eg,ézl,z...,n, (1)

. T 4 - - T g4
em que x; = (Xp1,Xp2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep SA0 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg:x[6+54,€:1,2,...,n, (1)

_ T 4 - _ T g4
em que x; = (Xp1,X¢2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep S30 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = X3 +e¢, (2)

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Anilise de residuos 27 de abril de 2026 5/46



Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y = X8 +e, 2)

emque Y = (Y1,Ya,...,Y,) T ee = (e1,62,...,6n)", € ~ Nu(0,0%1,),
sendo 0 o vetor nulo de dimensdo n, I, a matriz identidade de ordem n e

X = (x1,x,...,%,)", a matriz de planejamento.
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Resumindo,

@ A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
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Resumindo,

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras € linear;
o O erro tem média zero;
o O erro tem variancia constante;

@ Os erros n3o s3o correlacionados;




Suposicoes

Resumindo,
o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o O erro tem média zero;
o O erro tem variincia constante:

o Os erros n3o sdo correlacionados;
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Suposicoes

Resumindo,
o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o O erro tem média zero;
o O erro tem variincia constante:

o Os erros n3o sdo correlacionados;

©

Os erros tém distribuicdo normal, para procedimentos inferenciais.
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Anilise de residuos 27 de abril de 2026 7/46



Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

B=(XTX)"'X"y,

aMV:%<Y—X,§>T<Y—X,§).
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

p=(x"x)"x"y, (3)
1 T ~
A2 _ - o _
v = (vy-x8) (v-x38).
Observacdo: o EMV de 02 também pode ser escrito como funcio do

quadrado médio do residuo (QMRes).
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Sob as condicdes de regularidades, nés temos que:

B~ N, {B,a2 (xTx)l}, (@)

2 2\2
&12\1\/ NN{027(0 ) },

n




Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
A -1
B No{pot (x7X) 4)

232
&I%AVNN{O'2,2(O- ) },

n
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Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
A -1
B No{pot (x7X) 4)

232
6'1%/[\/ NN{O'2,2(O ) },

n

, .. oy AD ~
quando o tamanho de amostra é grande, adicionalmente, 3 e &4y sdo

ortogonais.
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Nés definimos como o ¢-ésimo residuo a diferenca,

€ = Ye - na
£=1,2...,n. Com néds vimos anteriormente, o residuo pode ser expresso
de forma matricial:
e=Y-Y=(I,—H)Y,
o T
em que e = (e1,€,...,€n) .




Residuos

Noés definimos como o ¢-ésimo residuo a diferenca,

e =Yy — Yo,
£=1,2...,n. Com nds vimos anteriormente, o residuo pode ser expresso
de forma matricial:
e=Y-Y=(I,—H)Y,
_ T
em que e = (e1,€,...,€n) .
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A esperanca (o vetor de esperancas) e a variancia (matriz de covariancias)

de e sdo dada, respectivamente, por

E(e) = 0 e Var(e) = o*(I, — H).




Residuos

A esperanca (o vetor de esperancas) e a varidncia (matriz de covariincias)

de e sdo dada, respectivamente, por

E(e) = 0 e Var(e) = o*(I, — H).
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Residuos

A esperanca (o vetor de esperancas) e a varidncia (matriz de covariincias)

de e sdo dada, respectivamente, por
E(e) = 0 e Var(e) = o*(I, — H).

Seja hjj, o (i,j)-ésimo termo da matriz H, entdo nds temos que: E(ej) =0,

Var(e;) = 0?(1 — hj;) e Cov(e;, &) = —a?hy, i,j=1,2,...,n.
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Adicionalmente, nés podemos definir uma aproximacdo para a variancia

média, da seguinte forma:

n 2

n =)2
S e S @ QMRes,

= NP = NP




Residuos

Adicionalmente, nés podemos definir uma aproximacdo para a variancia
média, da seguinte forma:
n 2

n )2
Z(ee ) :Z i = QMRes.

= =P = NP
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Padronizacao de residuos

Padronizar os residuos nos ajuda a identificar valores atipicos (outliers) e

valores extremos. Nés temos quatro tipos de residuos padronizados:

@
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Padronizacao de residuos

Padronizar os residuos nos ajuda a identificar valores atipicos (outliers) e

valores extremos. Nés temos quatro tipos de residuos padronizados:
@ Residuos semi-estudentizados;

@
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Padronizacao de residuos

Padronizar os residuos nos ajuda a identificar valores atipicos (outliers) e
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@ Residuos semi-estudentizados;
@ Residuos estudentizados;
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Padronizacao de residuos

Padronizar os residuos nos ajuda a identificar valores atipicos (outliers) e

valores extremos. Nés temos quatro tipos de residuos padronizados:
@ Residuos semi-estudentizados;
@ Residuos estudentizados;
® Residuos PRESS;

@
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Padronizacao de residuos

Padronizar os residuos nos ajuda a identificar valores atipicos (outliers) e

valores extremos. Nés temos quatro tipos de residuos padronizados:
@ Residuos semi-estudentizados;
@ Residuos estudentizados;
® Residuos PRESS;

@ Residuos R-student.
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Padronizacao de residuos

Os residuos semi-estudentizados ou, simplesmente, denominados de re-

siduos padronizados sdo expressos da seguinte forma:
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Padronizacao de residuos

Os residuos semi-estudentizados ou, simplesmente, denominados de re-

siduos padronizados sdo expressos da seguinte forma:

dp = , 0=1,2...,n.

&
N
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Padronizacao de residuos

Os residuos semi-estudentizados ou, simplesmente, denominados de re-

siduos padronizados sdo expressos da seguinte forma:

€¢

N

O pardmetro o2 pode ser estimado pelo QMRes. d; tem média zero e

dp = , 0=1,2...,n.

variancia, aproximadamente, igual a 1. Valores “grandes” de dy (|dy| > 3)

podem indicar a presenca de valores atipicos.
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Os residuos estudentizados s3o expressos da seguinte forma:

€

a2(1 — hy)

rp ,0=1,2,...,n.




Os residuos estudentizados s3o expressos da seguinte forma:

= 0=1,2,...,n.

Jo2(1— i)

2 pode ser estimado pelo QMRes. r, tem média zero e

O pardmetro o
variancia igual a 1. Geralmente, os valores de r; s3o maiores do que seus

correspondentes dp.




Padronizacao de residuos

Os residuos estudentizados s3o expressos da seguinte forma:

€

re
o2(1 — hy)

,0=1,2,...,n.

2

O parametro o° pode ser estimado pelo QMRes. r; tem média zero e

variancia igual a 1. Geralmente, os valores de r; s3o maiores do que seus

correspondentes dp.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Anilise de residuos 27 de abril de 2026 16 / 46



Seja o (-ésimo residuo PRESS (prediction error sum of squares)

ey =Ye— Vi, £=12,....n.




Seja o (-ésimo residuo PRESS (prediction error sum of squares)

e(g):Yz—S\/(g), €:1,2,...,n.

em que Y(y) € a variavel resposta ajustada sem a observacdo £ e a (-ésima

linha da matriz de planejamento. Esta definicdo de residuos pode verificar

o quanto incomum é a observacdo {.




Padronizacao de residuos

Seja o (-ésimo residuo PRESS (prediction error sum of squares)
E(g) = Yg— S\/(g), {= 1,2,...,[7.

em que Y(y) € a variavel resposta ajustada sem a observacdo ( e a (-ésima
linha da matriz de planejamento. Esta definicdo de residuos pode verificar

0 quanto incomum é a observacdo £.
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Padronizacao de residuos

O ¢-ésimo residuo PRESS pode ser escrito da seguinte forma (ver Montgo-

mery et al., 2021, p. 619):
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Padronizacao de residuos

O ¢-ésimo residuo PRESS pode ser escrito da seguinte forma (ver Montgo-

mery et al., 2021, p. 619):

€
= £=1,2,...,n
e(@) 1_h££) P iy
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Padronizacao de residuos

O ¢-ésimo residuo PRESS pode ser escrito da seguinte forma (ver Montgo-

mery et al., 2021, p. 619):

€
e = - £=1,2,...,n.
E nao é dificil mostrar que:
o2
Var(ey)) = T by’ (=1,2,...,n.
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Os residuos PRESS padronizados s3o expressos da seguinte forma:

f=1,2,...,n

‘0 _ e
\/Var(e(g)) \/02(1 o hgg)l




Padronizacao de residuos

Os residuos PRESS padronizados s3o expressos da seguinte forma:

MU

_ &
\/Var(e(e)) - \/02(1 — hy)

{=1,2,...,n
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Padronizacao de residuos

Os residuos PRESS padronizados s3o expressos da seguinte forma:

{=1,2,...,n

o _ &
\/Var(e(e)) \/02(1—hee)

Notem, os residuos PRESS padronizados coincidem com os estudentizados.
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Padronizacao de residuos

Como nés estamos levando em consideracdo o ajuste do modelo sem a
(-ésima observacdo, é natural ndés pensarmos em um estimador para o2

que também desconsidere a observac3o /.
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Padronizacao de residuos

Como nés estamos levando em consideracdo o ajuste do modelo sem a
(-ésima observacdo, é natural ndés pensarmos em um estimador para o2
que também desconsidere a observacdo ¢. Esse estimador é dado por (ver

Montgomery et al., 2021, p. 621):

e2
(n=p)QMRes — —f, .,

2 _
S(Z)_ n—p—1
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O residuo R-student é expresso da seguinte forma:

€

Sl - hu)’

ty = (=1,2,...,n.




O residuo R-student é expresso da seguinte forma:

€

t = ———,
/5% (1= hur)

0=12,...,n.

Este residuo também é denominado de residuo estudentizado externamente.




Padronizacao de residuos

O residuo R-student é expresso da seguinte forma:

t) = % (=1,2,....n
Sy (1 = hur)

Este residuo também é denominado de residuo estudentizado externamente.
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Grafico de residuos

A disposicao dos residuos em um grafico nos ajuda a observar o comporta-

mento global deles e a identificar padroes.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Anilise de residuos 27 de abril de 2026 23 /46



@ Grafico de probabilidade normal dos residuos;




o Gréfico de probabilidade normal dos residuos;

o Verifica a suposicdo de normalidade.




o Grafico de probabilidade normal dos residuos;

o Verifica a suposicdo de normalidade.

@ Residuos contra os valores ajustado;




Grafico de residuos

o Gréfico de probabilidade normal dos residuos;
o Verifica a suposicdo de normalidade.
o Residuos contra os valores ajustado;

Qo
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Grafico de residuos

o Gréfico de probabilidade normal dos residuos;
o Verifica a suposicdo de normalidade.
o Residuos contra os valores ajustado;

o Verifica varidncia n3o constante;

Qo
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Grafico de residuos

o Gréfico de probabilidade normal dos residuos;
o Verifica a suposicdo de normalidade.
o Residuos contra os valores ajustado;

o Verifica varidncia n3o constante;
o Verifica n3o linearidade;

Qo
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Grafico de residuos

o Gréfico de probabilidade normal dos residuos;
o Verifica a suposicdo de normalidade.
o Residuos contra os valores ajustado;

o Verifica varidncia n3o constante;
o Verifica n3o linearidade;

o Verifica possiveis valores atipicos.
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Probabilidade

Residuo

Figura 1: Grafico de probabilidade normal dos residuos.
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Residuo
o

Residuo
o

Variavel resposta estimada

Variavel resposta estimada

(a) Variancia constante. (b) Variancia n3o constante.

Figura 2: Graficos de residuos.




Residuo
o

Variavel resposta estimada

Figura 3: Nao linearidade.




@ Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;




o Residuos contra as varidveis regressoras do modelo;

o Verifica variancia n3o constante;




o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;

o Verifica variancia n3o constante;

o Verifica n3o linearidade.




o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;

o Verifica variancia n3o constante;

o Verifica n3o linearidade.

@ Residuos contra as variaveis regressoras que nao estao modelo;




Grafico de residuos

o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;

o Verifica varidncia n3o constante;

o Verifica n3o linearidade.
o Residuos contra as variaveis regressoras que nao estao modelo;

[+]
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Grafico de residuos

o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;
o Verifica varidncia n3o constante;
o Verifica n3o linearidade.
o Residuos contra as variaveis regressoras que nao estao modelo;

o Se um padrdo aparecer, pode indicar que adicionar esse regressor pode

melhorar o ajuste do modelo.
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Grafico de residuos

o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;

o Verifica varidncia n3o constante;

o Verifica n3o linearidade.
o Residuos contra as variaveis regressoras que nao estao modelo;

o Se um padrdo aparecer, pode indicar que adicionar esse regressor pode

melhorar o ajuste do modelo.

o Residuos contra a ordem das observacdes.
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Grafico de residuos

o Residuos contra as variaveis regressoras do modelo;

o Verifica varidncia n3o constante;

o Verifica n3o linearidade.
o Residuos contra as variaveis regressoras que nao estao modelo;

o Se um padrdo aparecer, pode indicar que adicionar esse regressor pode

melhorar o ajuste do modelo.
o Residuos contra a ordem das observacdes.

o Verifica erros correlacionados.
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Residuo

Tempo

Figura 4: N3o independéncia dos erros.
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Graficos de regressao parcial

Uma alternativa para nés verificarmos a contribuicdo marginal da variavel
independente x,,, m = 1,2,..., p, no modelo ajustado com as demais va-
ridveis, € através dos graficos de regressdo parcial. Além disso, esse método

também pode ser utilizado para verificar a relacdo correta entre Y e xp,.
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Graficos de regressao parcial

O método consiste em ajustar um modelo de regressdo sem a covariavel x,
e calcular os residuos. Em seguida, ajustar um modelo de regressdo com x,
como variavel resposta e a demais covariaveis como regressoras e calcular
os residuos dessa andlise. E, finalmente, construir um grafico de dispersio

com estes dois conjuntos de residuos.
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Se

@ o grafico parece ser linear, entdo uma relac3o linear entre Y e x,, parece

ser razoavel;




Se

o o grafico parece ser linear, entdo uma relac3o linear entre Y e x,, parece

ser razoavel;

@ o grafico for curvilineo, pode ser necessario trabalhar com x2, ou 1/xm;




Graficos de regressao parcial

Se

o o grafico parece ser linear, entdo uma relac3o linear entre Y e x,, parece

ser razoavel;
o o grafico for curvilineo, pode ser necessario trabalhar com x2, ou 1/xm;

Qo
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Graficos de regressao parcial

Se

o o grafico parece ser linear, entdo uma relac3o linear entre Y e x,, parece

ser razoavel;
o o grafico for curvilineo, pode ser necessario trabalhar com x2, ou 1/xm;

o X, for uma variavel candidata e uma "“banda” horizontal aparecer, essa

variavel n3o adiciona nenhuma informac3o nova.
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Consideracdes:

@ Use com cautela, eles apenas sugerem possiveis relacdes;




Consideracdes:

o Use com cautela, eles apenas sugerem possiveis relacdes;

o Geralmente n3o detectam efeitos de interacao;




Graficos de regressao parcial

Consideracdes:
o Use com cautela, eles apenas sugerem possiveis relacdes;
o Geralmente n3o detectam efeitos de interacao;

Qo
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Graficos de regressao parcial

Consideracdes:
o Use com cautela, eles apenas sugerem possiveis relacdes;
o Geralmente n3o detectam efeitos de interacao;

o Se houver multicolinearidade, os graficos de regressdo podem fornecer

informacdes incorretas.
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Qutros graficos

Construir um grafico de dispersdo para todos os pares de covariaveis, isto

pode dar informacGes sobre a relacdo entre elas, como:

Qo
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Qutros graficos

Construir um grafico de dispersdo para todos os pares de covariaveis, isto

pode dar informacGes sobre a relacdo entre elas, como:
o uma possivel correlacdo;

Qo
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Qutros graficos

Construir um grafico de dispersdo para todos os pares de covariaveis, isto

pode dar informacGes sobre a relacdo entre elas, como:
o uma possivel correlacdo;

0 a existéncia de “pontos remotos".
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Estatistica PRESS

Uma valiosa maneira para comparacdo de modelos é a estatistica PRESS

(Montgomery et al., 2021), ela é definida da seguinte forma
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Estatistica PRESS

Uma valiosa maneira para comparacdo de modelos é a estatistica PRESS

(Montgomery et al., 2021), ela é definida da seguinte forma

n n ~ 2 n € 2
PRESS Z;e(ze) = Z{Yf— Y(Z)} :Z{l —éhzz} .

/=1 /=1

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Anilise de residuos 27 de abril de 2026 36 /46



Estatistica PRESS

Uma valiosa maneira para comparacdo de modelos é a estatistica PRESS

(Montgomery et al., 2021), ela é definida da seguinte forma

n

n n 2
PRESS:Ze@):Z{Y@—Y(g)}Q:Z{ = } .
=1

=1 (=1 1= hee

Observacao: valores pequenos da estatistica PRESS s3o desejados.
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Também é possivel definir um coeficiente de determinacdo da estatistica

PRESS da seguinte forma,

PRESS

RP=1- ———.
SQT




Estatistica PRESS

Também é possivel definir um coeficiente de determinacdo da estatistica

PRESS da seguinte forma,

PRESS

RP=1-——.
SQT
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Estatistica PRESS

Também é possivel definir um coeficiente de determinacdo da estatistica
PRESS da seguinte forma,

PRESS

R? =1 )
SQT

Interpretacdo: nds esperamos que o modelo explique cerca de R?% da

variabilidade na previsdo de uma nova observacao.
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 76) Um conjunto de dados que relaciona o
tempo de entrega de maquinas de venda automatica (Y, em minutos) com

o nimero de maquinas em estoque (x2) e o comprimento da rota (x3, em

pés).
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Aplicacao

(Montgomery et al., 2021, p. 76) Um conjunto de dados que relaciona o
tempo de entrega de maquinas de venda automatica (Y, em minutos) com
o nimero de maquinas em estoque (x2) e o comprimento da rota (x3, em

pés). Apds o ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 2,341 + 1,661xp + 0,014x3,
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Noés temos também que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Pardmetro | Estimativa EP tc
b1 2,341 | 1,097 | 2,135
B2 1,616 | 0,171 | 9,464
B3 0,014 | 0,004 | 3,981

Regido critica, para a = 5%: |t.| > 2,074 com QMRes = 10,164.




Exemplo

Noés temos também que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
B1 2,341 | 1,097 | 2,135
B2 1,616 | 0,171 | 9,464
B3 0,014 | 0,004 | 3,981

Regido critica, para a = 5%: |tc| > 2,074 com QMRes = 10,164. 1=,
“uf)
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Figura 6: Graficos de residuos.
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Figura 7: Grafico de dispersdo entre as covariaveis
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