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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Y, =x, B +ey, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

w:x;ﬂ-i-&g, (1)

T 2 . T,
em que x; = (Xp1,Xp2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de pardmetros desconhecidos a serem estimados, £, ~ D(0, 0?),
{=1,2,...,n, €1,€2,...,E, s30 varidveis aleatérias independentes e com

a mesma variancia o2, também desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg :X;ﬂ—kw, (1)

T 2 . T,
em que x; = (Xp1,X¢2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de pardmetros desconhecidos a serem estimados, £, ~ D(0, 0?),
£=1,2,...,n, €1,€2,...,E, S30 varidveis aleatérias independentes e com

a mesma variancia o2, também desconhecida, a ser estimada.
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Em resumo, as suposicdes de um modelo de regressao linear sdo de que:

@ A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;




Suposicoes

Em resumo, as suposicoes de um modelo de regressao linear sdo de que:

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;

Qo
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Suposicoes

Em resumo, as suposicoes de um modelo de regressao linear sdo de que:

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;

o Os erros,
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Suposicoes

Em resumo, as suposicoes de um modelo de regressao linear sdo de que:

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;
o Os erros,

o tém média zero;

Qo
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Suposicoes

Em resumo, as suposicoes de um modelo de regressao linear sdo de que:

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;

o Os erros,

o tém média zero;
o variancia constante;

Qo
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Suposicoes

Em resumo, as suposicoes de um modelo de regressao linear sdo de que:

o A relac3o entre as varidveis resposta e as preditoras é linear;

o Os erros,

o tém média zero;
o variancia constante;

o e sdo nao correlacionados.
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25 de marco de 2026



Forma matricial

A Equacdo (1), que nés definimos como modelo de regressao linear

(MRL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
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Forma matricial

A Equacdo (1), que nés definimos como modelo de regressao linear

(MRL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = X3 +¢, (2)
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Forma matricial

A Equacdo (1), que nés definimos como modelo de regressao linear

(MRL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y= XB+e, (2)

emque Y = (Y1, Ys,...,Y,)" ee = (e1,62,...,en)", € ~ Dy(0,0°1,),
sendo 0 o vetor nulo de dimensdo n, I, a matriz identidade de ordem n e

X = (xl,x2,...,xn)T
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ou

X1l X2 ot Xip
Xp1 X2 ottt Xop
X =
| Xl Xn2 . Xnp |

A matriz X tem n linhas (tamanho da amostra) e p colunas (nimero de

variaveis preditoras), de posto p (n > p), X é chamada de matriz de pla-

nejamento.



Forma matricial

ou
X1l X2 o Xip
X1 X2t Xop
X =
| Xnl Xn2 ' Xnp |

A matriz X tem n linhas (tamanho da amostra) e p colunas (nimero de

variaveis preditoras), de posto p (n > p), X é chamada de matriz de pla-

nejamento.
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Modelo de regressao normal linear

Para que procedimentos inferenciais possam ser aplicados, nés precisamos
assumir que, g, ~ N(0,02), £ = 1,2,....,n e € ~ N,(0,0°l,), em (1)

e (2), respectivamente.
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Modelo de regressao normal linear

Para que procedimentos inferenciais possam ser aplicados, nés precisamos
assumir que, g, ~ N(0,02), £ = 1,2,....,n e € ~ N,(0,0°l,), em (1)
e (2), respectivamente. O MRL passa a ser denominado de modelo de

regressdo normal linear (MNL).
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Os estimadores de minimos quadrados (EMQ) obtém estimativas para os

parametros desconhecidos minimizando a soma de quadrado dos erros.




Método dos minimos quadrados

Definicao
Os estimadores de minimos quadrados (EMQ) obtém estimativas para os

parametros desconhecidos minimizando a soma de quadrado dos erros.
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N A A ANT
Se B = (ﬁl,ﬂz, . .,BP) é o EMQ de 3, ele deve ser tal que minimize

Q=" "[Ye— (Bixer + Boxiz + - + Bpxep)]*. (3)
=1




Método dos minimos quadrados

. A oa AT
Se B = (ﬁl,ﬁg, o ,5,,) é o EMQ de B, ele deve ser tal que minimize

Q=" "[Ye— (Bixer + Boxiz + - + Bpxep)]*. (3)
=1
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Derivando (3), em relacdo ao pardmetro 5, m=1,2,...,p, nos temos:

W =2 Z [Ye — (Bixer + Boxez + -+ - + BpXep)] Xem- (4)




Método dos minimos quadrados

Derivando (3), em relacdo ao pardmetro 3, m=1,2,...,p, nds temos:

W =-2 Z [Ye — (Bixer + Boxez + - - + Bpxep)] Xem- (4)
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Método dos minimos quadrados

Derivando (3), em relacdo ao pardmetro 3, m=1,2,...,p, nds temos:

W =-2 Z [Ye — (Bixer + Boxez + - - + Bpxep)] Xem- (4)

lgualando (4) a zero,
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Método dos minimos quadrados

Derivando (3), em relacdo ao pardmetro 3, m=1,2,...,p, nds temos:

W =-2 Z [Ye — (Bixer + Boxez + - - + Bpxep)] Xem- (4)

lgualando (4) a zero, nés temos que

n n n n
B xaXem + A Bm D X+ Bp D XepXem = Y Xem Yo (5)
=1 (=1 =1 =1
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As p equacdes em (5) sdo chamadas de equacdes normais. = o estimador

de minimos quadrados é dado por:




Método dos minimos quadrados

As p equacdes em (5) sdo chamadas de equacdes normais. E o estimador

de minimos quadrados é dado por:
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Método dos minimos quadrados

As p equacdes em (5) sdo chamadas de equacdes normais. E o estimador

de minimos quadrados é dado por:

B=(XTX)'XxTy. (6)
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Uma alternativa para a obtencdo de (6), é observar que (3) pode ser escrito

como:

Q=(Y—-XB)'(Y - XB).




Método dos minimos quadrados

Uma alternativa para a obtencdo de (6), é observar que (3) pode ser escrito

como:

Q=(Y-XB) (Y- XB).
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Método dos minimos quadrados

Uma alternativa para a obtencdo de (6), é observar que (3) pode ser escrito

Ccomo:
Q=(Y-XB) (Y- XB).

e derivar @ em relacdo a 3.
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Método dos minimos quadrados

Antes, nés podemos observar:
Q=(Y"-B'XT)(Y - XB)
=Y'Y-Y'XB-BTXTY+B8"XTXS

=Y'Y-28"XTY+8"X"X53.
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Método dos minimos quadrados

Antes, nés podemos observar:

Q=(Y"-BTXT)(Y - XB)
=Y'Y-Y'XB-BTXTY+B8"XTXS

=Y'Y-28"XTY+8"X"X53.

Agora, derivando @ em relacdo a B, nés temos:

@__ T T
o = 2X' Y +2XTXB.
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Método dos minimos quadrados

Igualando a derivada ao vetor nulo, nés temos:
—2XTY +2X"XB =0
=X'XB=X"Y

=B8=X"X)Xx"Y.
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O EMQ existira se existir a inversa (XTX)_I.




O EMQ existira se existir a inversa (X T X)L, [ o matriz (X X)) ' existe se
as variaveis preditoras forem linearmente independentes, isto é, se nenhuma

coluna da matriz X é uma combinacao linear das outras.




Método dos minimos quadrados

Observacao
O EMQ existira se existir a inversa (X' X)L E a matriz (X" X) ! existe se
as variaveis preditoras forem linearmente independentes, isto é, se nenhuma

coluna da matriz X é uma combinacdo linear das outras.
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A esperanca de B ¢é dada por
E(B) = (X" X) ' XTE(Y) = (X" X) ' XTE(X8 +¢)

= (X"X)1X" [XB + E(e)]

=(X"X)"1x"x8 =B.




Propriedades do EMQ

A esperanca de B é dada por
E(B) = (X" X)IXTE(Y) = (X" X)X TE(XB +¢)

= (X"X)1X" [XB + E(e)]

=(X"X)"1x"x8 =B.

::ufjf
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E a varidncia de B é dada por

Var(B) = (X X)X Var(Y)X(XT X)
= (XTX) X Var(XB + ) X(X X)!
= (XTX)"1XVar(e)X(X T X)~!
= (X"X) X o2, X(XTX)?

= o3 (X' X)L




Propriedades do EMQ

E a variancia de B ¢é dada por

Var(B) = (X X)X Var(Y)X(XT X) !
= (XTX) "X Var(XB + ) X(X X)!
= (XTX)"1XVar(e)X(X T X)~!
= (X"X) X o2, X(XTX)?

=X X)L,
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Pelo Teorema de Gauss-Markov (Plackett, 1949), os EMQ

@ s3o nao viesados;




Pelo Teorema de Gauss-Markov (Plackett, 1949), os EMQ

o s30 ndo viesados;

@ e tém menor variancia entre todos os estimadores lineares n3o viesados.




Propriedades do EMQ

Pelo Teorema de Gauss-Markov (Plackett, 1949), os EMQ
o s30 ndo viesados;

o e tém menor variancia entre todos os estimadores lineares n3o viesados.
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E assim, o valor ajustado (estimado) da ¢-ésima observacdo é dado por




E assim, o valor ajustado (estimado) da ¢-ésima observacdo é dado por

~ T5
YK:XK /87




E assim, o valor ajustado (estimado) da ¢-ésima observacdo é dado por

_XZ :87

£=1,2,...,n. De forma matricial,

Y =X3=X(X"X)"'X"Y =HY.




Valores ajustados

E assim, o valor ajustado (estimado) da ¢-ésima observacdo é dado por

_XE 67

¢ =1,2,...,n. De forma matricial,

=XB=X(X"X)"'XTY = HY.
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Valores ajustados

E assim, o valor ajustado (estimado) da ¢-ésima observacdo é dado por

_XE 67

¢ =1,2,...,n. De forma matricial,
Y =X3=X(X"X)"'X"Y = HY.

A matriz H, n x n, é chamada de matriz chapéu (hat matrix).
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Propriedades da matriz H.

@ H é simétrica e idempotente;




Propriedades da matriz H.

o H é simétrica e idempotente;

@ (I, — H) é simétrica e idempotente;




Propriedades da matriz H.

o H é simétrica e idempotente;
o (I, — H) é simétrica e idempotente;

o (I,— HH=0.




Propriedades da matriz H.

o H é simétrica e idempotente;
o (I, — H) é simétrica e idempotente;

o (I,— H)H = 0.

Observacdo: uma matriz M é dita idempotente se e somente se MM = M.




Matriz chapéu

Propriedades da matriz H.
o H é simétrica e idempotente;
o (I, — H) é simétrica e idempotente;
o (I,-H)H=0.

Observacdo: uma matriz M é dita idempotente se e somente se MM = M.
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E a diferenca entre o valor observado pelo correspondente valor ajustado.

e=Y-Y=Y-X3

=Y -—HY=(I,— H)Y,




E a diferenca entre o valor observado pelo correspondente valor ajustado.

e=Y-Y=Y-X3

=Y —HY =(I,— H)Y,

em que e = (e, e,...,e,) ee = Y, — ET,B é o (-ésimo residuo, ¢ =

1.2,...,n.




Residuos

E a diferenca entre o valor observado pelo correspondente valor ajustado.

e=Y-Y=Y_-X3

=Y —HY=(I,— H)Y,

em que e = (er,€,...,6,) e e = Y, — x;/ B é o -ésimo residuo, ¢ =

1,2,...,n.
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A esperanca de e é dada por

E(e) = (I, — H)E(Y) = (I, — H)E(XB + ¢)
= (I — H)[XB + E(e)] = (I, — H)XB
— X8 — HXB
=XB-X(X"X)"'x"Xxp

— X8 - XB=0.




Residuos

A esperanca de e é dada por

E(e) = (I, — H)E(Y) = (I, — H)E(XB + ¢)
= (I — H)[XB + E(e)] = (I, — H) X
— X8 — HXB
=XB-X(X"X)"'x"Xxp

—XB—-XB=0.
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E a varidncia de e é dada por

Var(e) = (I, — H)Var(Y)(I, — H)"
= (I, — H)Var(XB +¢)(I, — H)"
= (I, — H)Var(e)(I, — H)'
= (I, — H)o*I,(I, = H) "

=o?(l, — H).




Residuos

E a variancia de e é dada por

Var(e) = (I, — H)Var(Y)(I, — H)"

— (I, — H)\Var(XB + €)(I, — H)T

= (I, — H)Var(e)(I, — H)"
= (I, — H)a?l,(I, — H)"

=o?(l, — H).
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Residuos

E a variancia de e é dada por

Var(e) = (I, — H)Var(Y)(I, — H)"

— (I, — H)\Var(XB + €)(I, — H)T

= (I, — H)Var(e)(I, — H)"
= (I, — H)o?1,(I, — H)"
=o?(l, — H).

Lembrando que (I, — H) é idempotente e simétrica.
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Seja hjj, o (i, j)-ésimo termo da matriz H, i, j = 1,2, ..., n, entdo nés temos

que:

o E(e) =0;




Seja hjj, o (i, j)-ésimo termo da matriz H, i, j = 1,2, ..., n, entdo nés temos

que:
o E(e) =0;

@ Var(e;) = o2(1 — hy);




Seja hjj, o (i, j)-ésimo termo da matriz H, i, j = 1,2, ..., n, entdo nés temos

que:
o E(e) =0;
Qo Var(e,-) = 0'2(1 — h,',');

@ Cov(ej, e) = —a2hj.




Seja hjj, o (i, j)-ésimo termo da matriz H, i, j = 1,2, ..., n, entdo nés temos

que:
o E(e) =0;
Qo Var(e,-) = 0'2(1 — h,',');

o Cov(ej, ) = —a2hy.




O estimador da variancia, 02, é dado por

~ 2
52 = Zé:l (:Z__pxe—rﬁ) . . 1 peTe (7)
:nlp(v—xB)T(Y—xB).




Estimacao da variancia do erro

O estimador da variancia, 02, é dado por

~\ 2
52 = Zé:l (:Z__pX;B) — . 1 peTe (7)
:nlp(v—xﬁ)T(Y—xB).
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Estimacao da variancia do erro

O estimador da variancia, 02, é dado por

~\ 2
52 = Z@:l (:Z__pxe—rﬁ) — . 1 peTe (7)
:nlp(v—xﬁ)T(Y—xB).

O estimador 62, dado em (7), também é denominado de quadrado médio

do residuo (QMRes).
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Estimacao da variancia do erro

O estimador da variancia, 02, é dado por

~\ 2
52 = Zé:l (:Z__px;ﬁ) — . 1 peTe (7)
:nlp(v—xﬁ)T(Y—xB).

O estimador 62, dado em (7), também é denominado de quadrado médio
2

do residuo (QMRes). E Y/, (Yg - xgﬁ) é denominado de soma de

quadrados do residuo (SQRes).

~ufjf
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A esperanca de 42 é dada por

1 1
E(6°) = L pE(eTe) L ,

o . g B — g
= ——B{{h— H)(XB + )] (1~ H)(XB + )}

E{[(l, = H)Y]" (I, - H)Y}

1

n—p

= E[e" (1, — H)(I, - H)e| = E[e"(I, - H)e|
|




Estimacao da variancia do erro

A esperanca de 42 é dada por

E(6%) = — i pE(eTe) = - i SE {lt = H)Y]" (1, — H)Y}

_ ! P {[(ln —H)(XB+¢)]' (I, — H)(XB + s)}

pE{[(I - (I, — H)e}
pE [eT )(I, — H)e } = - i SE [J(ln - H)s}
2
tr[ o2l,| = —tr(lh — H)
o = p(n —p) =02 I =
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x: Ver E(e).

s%: Sejam v um vetor aleatério de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entao




Estimacao da variancia do erro

x: Ver E(e).

+%: Sejam v um vetor aleatdrio de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entdo

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Estimacdo 25 de margo de 2026 29 /62



Estimacao da variancia do erro

x: Ver E(e).

+%: Sejam v um vetor aleatdrio de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entdo

E [VT Wv} =tr [WC] + m" Wm.
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Estimacao da variancia do erro

x: Ver E(e).
+%: Sejam v um vetor aleatdrio de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entdo
E [VT Wv} =tr [WC] + m" Wm.

sk tr(l, — H) = tr(l,) — tr(H).
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Estimacao da variancia do erro

x: Ver E(e).
+%: Sejam v um vetor aleatdrio de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entdo
E [VT Wv} =tr [WC] + m" Wm.
sk tr(l, — H) = tr(l,) — tr(H). Como tr(l,) =ne
tr(H) = tr [ X(XT X)X | = tr [(XX) 7 XTX] = (1) = p.

L@
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Estimacao da variancia do erro

x: Ver E(e).
+%: Sejam v um vetor aleatdrio de comprimento v, com vetor de médias m

e matriz de covariancias C e W uma matriz de dimens3o v X v, entdo
E [VT Wv} =tr [WC] + m" Wm.
sk tr(l, — H) = tr(l,) — tr(H). Como tr(l,) =ne
tr(H) = tr [ X(XT X)X | = tr [(XX) 7 XTX] = (1) = p.

Logo, tr(l, — H) = n— p. %
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E assim, n6s temos que o QMRes, dado em (7), é um estimador n3o viciado

para o2.
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Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) obtém estimativas para

parametros desconhecidos que maximizam a func3o de verossimilhanca.




Método da maxima verossimilhanca

Definicao
Os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) obtém estimativas para

parametros desconhecidos que maximizam a funcdo de verossimilhanca.
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Método da maxima verossimilhanca

A maéxima verossimilhanca (juntamente com algumas de suas variantes) é
o método de estimacdo mais amplamente utilizado, e uma lista de suas
aplicacdes cobriria praticamente todo o campo da estatistica (Lehmann e

Casella, 1998, p. 468).

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Estimacdo 25 de marco de 2026 33/62



Método da maxima verossimilhanca

A maéxima verossimilhanca (juntamente com algumas de suas variantes) é
o método de estimacdo mais amplamente utilizado, e uma lista de suas

aplicacdes cobriria praticamente todo o campo da estatistica (Lehmann e

Casella, 1998, p. 468).

O método da méaxima verossimilhanca é, de longe, a técnica mais popular

para derivar estimadores (Casella e Berger, 2002, p. 315).
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Sejam Y1, Ya. .., Y, varidveis aleatérias independentes, corm v N o)




Sejam Y1, Ya..., Y, varidveis aleatérias independentes, com Y, ~ N(u¢, 02),

em quewsz,B,E:l,Q,...,n,




Método da maxima verossimilhanca

Sejam Y1, Ya. .., Y, varidveis aleatérias independentes, com Y; ~ N(pe, 02),

em queug:x;,@,ﬁzl,Z,...,n,
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Método da maxima verossimilhanca

Sejam Y1, Ya. .., Y, varidveis aleatérias independentes, com Y; ~ N(pe, 02),

em que [y = x;,@, £=1,2,...,n, a funcdo de verossimilhanca é dada por

L(ﬂ,a2>:Wexp{—;,zéfjl(n—xmz}. Q
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Maximizar (8) é equivalente a maximizar o seu logaritmo, aco por

n

I(8,0%) = 5 log(270°) — % (Yi-x/8). 9)
/=1




Método da maxima verossimilhanca

Maximizar (8) é equivalente a maximizar o seu logaritmo, dado por

n

(8, 0%) =~ log(2mo?) - % (Yo-x'8). 9)
/=1
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Derivando (9), em relacdo ao pardmetro S, m=1,2,...,p, nos temos:

2 n
M - iz Z [Ye — (Bixer + Baxez + - + BpXep)] Xem- (10)
9Pm 7" =




Método da maxima verossimilhanca

Derivando (9), em relacdo ao pardmetro 3,,, m=1,2,...,p, nds temos:

ol(B, )

B % Z:l [Ye — (Bixer + Boxez + - - - + Bpxep)] Xem- (10)
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Método da maxima verossimilhanca

Derivando (9), em relacdo ao pardmetro 3,,, m=1,2,...,p, nds temos:

ol(B, )

B % Z:l [Ye — (Bixer + Boxez + - - - + Bpxep)] Xem- (10)

Igualando (10) a zero,
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Método da maxima verossimilhanca

Derivando (9), em relacdo ao pardmetro 3,,, m=1,2,...,p, nds temos:

ol(B, )

B % Z:l [Ye — (Bixer + Boxez + - - - + Bpxep)] Xem- (10)

Igualando (10) a zero, nés temos que

n n n n
B xerXem+ A+ Bm > X+ Bp D XepXem = ¥ Xem Yo (11)
=1 =1 =1 =1
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca de (3,,, obtido da solucdo das

p equacdes em (11), é dado por:
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca de (3,,, obtido da solucdo das

p equacdes em (11), é dado por:

B=(X"X)"'xTy. (12)
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca de (3,,, obtido da solucdo das

p equacdes em (11), é dado por:
B=(X"X)"xTy. (12)

O EMV em (12) coincide com o EMQ, apresentado em (6).
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Agora, derivando (9), em relacdo ao pardmetro o2, o temos

ol(B, o2 2
(8020) B 202 02 2 Z( XZTB) ' (13)




Método da maxima verossimilhanca

2

Agora, derivando (9), em relacdo ao pardmetro o=, nés temos:

ol(B, o2 2
(8020) - 202 02 2 Z ( x[ﬁ) ' (13)
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Método da maxima verossimilhanca

2

Agora, derivando (9), em relacdo ao pardmetro o=, nés temos:

ol(B, o2 2
(8020) - 202 02 2 Z ( x[ﬁ) ' (13)

lgualando (13) a zero,
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Método da maxima verossimilhanca

2

Agora, derivando (9), em relacdo ao pardmetro o=, nés temos:

ol(B, o2 2
(8020) - 202 02 2 Z ( x[ﬁ) ' (13)

Igualando (13) a zero, nés temos que

1 n 2 n
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca de 02, obtido da solucio da

equacdo (14), é dado por:
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca de 02, obtido da solucio da
equacdo (14), é dado por:
n Ta 2
,  Yia(Ye-xB) o,

\ —p
UI\/IV n n Q €s ( 5)
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador para 3 obtido pelo método da maxima verossimilhanca coincide

com o obtido pelo método dos minimos quadrados,
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Método da maxima verossimilhanca

O estimador para 3 obtido pelo método da maxima verossimilhanca coincide
com o obtido pelo método dos minimos quadrados, por conta disso, o EMV
de B é nao viesado e tem menor varidncia entre todos os estimadores

lineares n3o viesados.
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O mesmo n3o acontece com o EMV de 0. e oo, o ¢ um estimador

viciado,




Método da maxima verossimilhanca

O mesmo n3o acontece com o EMV de o2. De fato, 63, é um estimador

viciado,
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Método da maxima verossimilhanca

O mesmo n3o acontece com o EMV de o2. De fato, 63, é um estimador

viciado, para tamanhos de amostras pequenos, esse viés é consideravel.
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Método da maxima verossimilhanca

O mesmo n3o acontece com o EMV de o2. De fato, 63, é um estimador

viciado, para tamanhos de amostras pequenos, esse viés é consideravel.

Adicionalmente, os EMV de 3 e o2 s3o0 estimadores consistentes e suficien-

tes.
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Método da maxima verossimilhanca

O mesmo n3o acontece com o EMV de o2. De fato, 63, é um estimador

viciado, para tamanhos de amostras pequenos, esse viés é consideravel.

Adicionalmente, os EMV de 3 e o2 s3o0 estimadores consistentes e suficien-

tes.

A suposicao de normalidade e a consequente estimacdo por maxima ve-
rossimilhanca permitem a construcido de procedimentos inferenciais, como

intervalos de confianca.
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Derivando (9), uma segunda vez, em relacdo ao pardmetro ./, m =

1,2,...,p, nbés temos:

0%1(B, 0?) 1 .




Método da maxima verossimilhanca

Derivando (9), uma segunda vez, em relagdo ao pardmetro B,/, m' =

1,2,...,p, ndés temos:

921(8,
s = )
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Método da maxima verossimilhanca

Derivando (9), uma segunda vez, em relagdo ao pardmetro B,/, m' =

1,2,...,p, ndés temos:

921(8,
s = )

Se néds aplicamos a esperanca e multiplicamos por -1 em (16), obtemos

(m, m’)-ésimo elemento da matriz de informac3o de Fisher do EMV de 8.
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Lembrando que, a equagdo (10) é a fungdo escore. [ notacio matricial o

vetor escore e a matriz de informac3o de Fisher s3o dadas, respectivamente,

por




Método da maxima verossimilhanca

Lembrando que, a equacdo (10) é a funcdo escore. Em notacdo matricial, o

vetor escore e a matriz de informac3o de Fisher s3o dadas, respectivamente,

por
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Método da maxima verossimilhanca

Lembrando que, a equacdo (10) é a funcdo escore. Em notacdo matricial, o

vetor escore e a matriz de informac3o de Fisher s3o dadas, respectivamente,

por

1 1
Us = ;XT(Y —XB) e Kg = ;xTx. (17)
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Embora seja comum utilizar Y, = x;B,




Embora seja comum utilizar Y, = xl?r,B, o que, de fato, nds estamos esti-

mando é L.




Embora seja comum utilizar Y, = xl?rﬁ, o que, de fato, nds estamos esti-

mando & . Basta lembrar que, 1 — (V) = x4




Embora seja comum utilizar Y, = XZ—B, o que, de fato, nds estamos esti-

mando é uy. Basta lembrar que, uy = E(Y;) = x;,B.
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Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste (estimacdo dos pardmetros), nds temos o seguinte

modelo estimado,

s\/g =10+ 2X52,




Aplicacoes

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,
p. 36). Apds o ajuste (estimacdo dos pardmetros), nds temos o seguinte

modelo estimado,

g/g =10+ 2X52,
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Aplicacoes

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,
p. 36). Apds o ajuste (estimacdo dos pardmetros), nds temos o seguinte

modelo estimado,
g/g =10+ 2X52,

em que Y7: horas trabalhadas, xp»: tamanho do lote, £ = 1,2,...,10 e

QMRes = 7,5.
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Figura 1: GD com a reta ajustada para os dados Westwood Company.
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Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

° Bl = 10:




Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

1) ﬂAl = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;




Aplicacoes

Os parametros podem ser interpretados da seguinte forma
) Bl = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;

Qo
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Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

o f; = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;

@ 3o = 2: a cada uma unidade aumentada no lote, ocorreria um aumento

médio de 2 horas trabalhadas.




Aplicacoes

Os parametros podem ser interpretados da seguinte forma
) Bl = 10: se o tamanho do lote fosse zero, haveria 10 horas trabalhadas;

o [ = 2: a cada uma unidade aumentada no lote, ocorreria um aumento

médio de 2 horas trabalhadas.
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Aplicacdo 2. Conjunto de dados Walker (1962). /pos o 2juste, nos temos

o seguinte modelo estimado,

Y, = —7,211 4 3,603xs2 — 10,065x;3,




Aplicacoes

Aplicacao 2. Conjunto de dados Walker (1962). Apés o ajuste, nds temos

o seguinte modelo estimado,

Y, = —7,211 4 3,603x;2 — 10,065xy3,
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Aplicacoes

Aplicacao 2. Conjunto de dados Walker (1962). Apés o ajuste, nds temos

o seguinte modelo estimado,
Y, = —7,211 + 3,603xs» — 10,065x3,

em que Y;: nimero de pulsacdes, xpp: temperatura, xp3 a espécie do
grilo, xg3 € {Oecanthus exclamationis (ex), Oecanthus niveus (niv)}, ¢ =

1,2,...,31 e QMRes = 12,764.
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Uma forma alternativa de apresentar o modelo ajustado é a seguinte:

A

Oecanthus niveus : Y, = —17,276 + 3,603xy5

Oecanthus exclamationis: Y, = —7,211 4 3,603y




Aplicacoes

Uma forma alternativa de apresentar o modelo ajustado é a seguinte:

Oecanthus niveus : Y, = —17,276 + 3,603xs7

Oecanthus exclamationis: Y, = —7,211 4 3,603x¢>
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Figura 2: GD com as retas ajustadas para os dados de Walker (1962).
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Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

o 1 = —7211:




Os pardmetros podem ser interpretados da seguinte forma

@ 31 = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211

(faz sentido?);




Aplicacoes

Os paradmetros podem ser interpretados da seguinte forma
° Bl = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211

(faz sentido?);
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Aplicacoes

Os paradmetros podem ser interpretados da seguinte forma

o 1 = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211

(faz sentido?);

o B = 3,603:
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Aplicacoes

Os paradmetros podem ser interpretados da seguinte forma
° Bl = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211
(faz sentido?);
° 32 = 3,603: a cada uma unidade aumentada na temperatura, haveria

um aumento médio de 3,603 nas pulsacdes;
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Aplicacoes

Os paradmetros podem ser interpretados da seguinte forma

o 1 = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211

(faz sentido?);

° 32 = 3,603: a cada uma unidade aumentada na temperatura, haveria

um aumento médio de 3,603 nas pulsacdes;

o B3 = —10,065:
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Aplicacoes

Os paradmetros podem ser interpretados da seguinte forma
° Bl = —7,211: se a temperatura fosse zero e a espécie do grilo fosse a
Oecanthus exclamationis, o nimero médio de pulsacdes seria de -7,211
(faz sentido?);
° 32 = 3,603: a cada uma unidade aumentada na temperatura, haveria
um aumento médio de 3,603 nas pulsacdes;
° 33 = —10,065: a espécie Oecanthus niveus tem, em média, - 10,065

pulsacdes a menos que a Oecanthus exclamationis.
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Suponham o seguinte MNL,

Yi =1+ xp + ¢y,




Suponham o seguinte MNL,

Yo =1+ xp+ ey,

em que Xy é quantidade conhecida e e, ~ NV(0,4), £ =1,2,...,n.




Suponham o seguinte MNL,

Yo =1+ xp+ ey,

em que xpp é quantidade conhecida e e, ~ N(0,4), £ =1,2,...,n. [ nos

vamos assumir que xy2 ~ uniforme no intervalo (0,1).




Estudo de simulacao

Suponham o seguinte MNL,
Yo =1+ xp+ ey,

em que Xy é quantidade conhecida e ¢, ~ NV(0,4), £ =1,2,...,n. E nds

vamos assumir que xy2 ~ uniforme no intervalo (0,1).
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Nés faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-

remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros (1, (o e o2,




Estudo de simulacao

No6s faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-

remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros (1, (o e o2,
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Estudo de simulacao

No6s faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-

remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros 31, 32 e o2, neste

tltimo, utilizando o QMRes e 0 EMV,
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Estudo de simulacao

No6s faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-

remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros 31, 32 e o2, neste

altimo, utilizando o QMRes e o EMV, para n € {10, 20, 40, 80, 160}.
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Estudo de simulacao

No6s faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-
remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros 31, (2 e o2, neste

altimo, utilizando o QMRes e o EMV, para n € {10, 20, 40,80,160}. Sem

perda generalidade, o viés absoluto para o estimador de 6 é dada por

Y

Viés absoluto = ‘éMC —0
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Estudo de simulacao

No6s faremos um estudo de Monte Carlo, com 5.000 réplicas, onde avalia-
remos o viés absoluto das estimativas dos pardmetros 31, (2 e o2, neste
altimo, utilizando o QMRes e o EMV, para n € {10, 20, 40,80,160}. Sem

perda generalidade, o viés absoluto para o estimador de 6 é dada por

Viés absoluto =

em que Oy = 5.000~ 25 0004

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Estimacdo 25 de margo de 2026 55 /62



betal beta2

2.0

=
3y

=
o
°

Viés absoluto

nl0 n20 n40 n80 nl160 nl0 n20 n40 n80 nl160
Tamanho amostral

Figura 3: Viés absoluto para 3.
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QMRes Sigma2mv
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Figura 4: Viés absoluto para o2, utilizando o QMRes e 0 EMV.
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Pelas Figuras 3 e 4, nés podemos perceber que, a medida que o tamanho

amostral cresce, o viés absoluto converge para zero.




Estudo de simulacao

Comentarios

Pelas Figuras 3 e 4, nés podemos perceber que, a medida que o tamanho

amostral cresce, o viés absoluto converge para zero.
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