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Introducao

Ao definir uma variavel aleatéria (VA) X, nés salientamos que X é uma

funcdo definida a partir do espaco amostral €2 para nimeros reais.
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Ao definir uma VA bidimensional (X, Y)", nés estaremos interessados em

um par de funcdes,
X =X(w),Y =Y(w),

cada uma das quais é definida no espaco amostral de algum experimento

e associa um numero real a todo w € €,
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Introducao

Ao definir uma VA bidimensional (X, Y)", nés estaremos interessados em

um par de funcdes,
X = X(w), Y = Y(),

cada uma das quais é definida no espaco amostral de algum experimento
e associa um numero real a todo w € €2, desse modo fornecendo o vetor

bidimensional [X(w), Y (w)]".
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Nés vamos considerar Z = H(X,Y), uma funcdo de X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequencia de etapas:
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Introducao

Nés vamos considerar Z = H(X,Y), uma funcdode X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequéncia de etapas:
@ Executar o experimento € e obter o resultado w.
@ Calcular os nimeros X(w) e Y(w).

@

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 29 de outubro de 2025 6/34



Introducao

Nés vamos considerar Z = H(X,Y), uma funcdode X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequéncia de etapas:
@ Executar o experimento € e obter o resultado w.
@ Calcular os nimeros X(w) e Y(w).

@ Calcular o nimero Z = H[X(w), Y (w)].
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O valor de Z depende evidentemente de w, o resultado original do experi-

mento. Ou seja, Z = Z(w) é uma fungdo que associa um nimero real Z(w)

a todo resultado w € Q.
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Introducao

O valor de Z depende evidentemente de w, o resultado original do experi-
mento. Ou seja, Z = Z(w) é uma fungdo que associa um nimero real Z(w)

a todo resultado w € Q2. Consequentemente, Z é uma VA.
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A questdo que surge é a seguinte: dada a distribuicio de probabilidade

conjunta (X, Y)T, qual é a distribuicio de probabilidades de Z = H(X, Y)?




Introducao

Motivacao
A questdo que surge é a seguinte: dada a distribuicio de probabilidade

conjunta (X, Y)T, qual é a distribuicio de probabilidades de Z = H(X, Y)?
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Caso discreto

Se (X, Y)T for uma VA discreta, encontrar a distribuicio de probabilidades

de Z = H(X,Y) é uma tarefa relativamente simples.
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Qual ¢ a distribuicdo de probabilidades de Z = min(X, Y), em que (X, Y)"

tem distribuicdo de probabilidade dada por:

Tabela 1: Distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Y.

X

0000 001 003 00 0,07 0,09
11001 002 004 005 006 008
2001 003 005 005 005 0,06
31001 002 004 006 006 0,05




Exemplo

Qual é a distribuicdo de probabilidades de Z = min(X, Y), em que (X, Y)T

tem distribuicdo de probabilidade dada por:

Tabela 1: Distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Y.

X

0 1 2 3 4 5

0000 o001 003 00 0,07 0,09
11001 002 004 005 006 008
21001 003 005 00 005 0,06
31001 002 004 006 006 0,05
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Notem que, o suporte de Z é Z = {0, 1,2, 3}, obtido da seguinte maneira:

z (X,Y)
0] (00 (0,1) (02) (03) (1,0) (20) (30) (40) (50)
1 (1) (12 (13) (1) (1) (41) (5.1)

2| @22 23) (32 42) (52)

30 (33) (43) (53)




Exemplo

Notem que, o suporte de Z é Z = {0, 1,2, 3}, obtido da seguinte maneira:

z (X,Y)

0 (00) (01) (02) (03) (1,0) (20) (3.0) (40) (5.0)
1] (1) (12 @13) (21) G1) (41 (51)

2 (22 (23) (32 (42) (5.2

3| (33) (43) (5.3)
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Exemplo

Com as probabilidades,

P(Z=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0Y=1)+P(X=0,Y =2)
FP(X=0Y=3)+P(X=1Y=0)+P(X=2Y =0)
FP(X=3,Y=0)+P(X=4Y=0)+P(X=5Y =0)

P(Z=1)=P(X=1Y=1)+P(X=1Y=2)+P(X=1,Y =3)
FP(X=2,Y=1)+P(X=3,Y=1)+P(X=4,Y =1)

+P(X=5Y =1);

::ufjf

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 29 de outubro de 2025 13 /34



P(Z=2)=P(X=2Y=2)+P(X=2Y=3)+P(X=3,Y =2)

FP(X=4,Y=2)+P(X=5,Y =2);

P(Z=3)=P(X=3,Y=3)+P(X=4Y =3)+P(X=5Y =3).




A distribuicdo de probabilidade da VA Z = min(X, Y é dada por:

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidade de Z = min(X, Y).

Z 0 1 2 3

P(Z) | 028 030 025 0,17




Exemplo

A distribuicdo de probabilidade da VA Z = min(X, Y) é dada por:

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidade de Z = min(X, Y).

Z 0 1 2 3

P(Z) | 0,28 030 025 0,17
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Caso continuo

Se (X, Y)T for uma VA bidimensional continua e se Z = H(X, Y) for uma
funcdo continua de (X, Y), entdo Z serd uma VA continua (unidimensional)
e o procedimento de achar sua funcdo densidade de probabilidade (FDP) é

um pouco mais complicado.
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A fim de encontrar a FDP de Z, nés precisaremos do Método jacobiano.




Suponhamos que (X1, X2) " seja uma VA continua bidimensional com FDP

conjunta f. Sejam Y; = Hi (X1, X2) e Yo = Hp(X1, X2), e admitamos que

as funcles H; e Hs satisfacam as seguintes condicGes




Método jacobiano

Suponhamos que (X1, X2) " seja uma VA continua bidimensional com FDP
conjunta f. Sejam Y; = Hi (X1, X2) e Yo = Ha(X1, X2), e admitamos que
as funcdes H; e H, satisfacam as seguintes condicGes

Qo

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 29 de outubro de 2025 19 /34



Método jacobiano

Suponhamos que (X1, X2) " seja uma VA continua bidimensional com FDP
conjunta f. Sejam Y; = Hi (X1, X2) e Yo = Ha(X1, X2), e admitamos que
as funcdes H; e H, satisfacam as seguintes condicGes
o As equagdes y1 = Hi(x1,x2) e yo = Ha(x1,x2) podem ser univoca-
mente resolvidas para x; e xp, em termos de y; e y», isto é, x; =

Hi Y (yv1, y2) € xa = Hy Y(y1, ).
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Distribuicao normal multivariada

o As derivadas parciais

OHi(x1,x2) OHi(x1,x2) OHa(x1,x2) OHa(x1,x2)
8X1 ’ aXQ ’ 8X1 ’ 6X2

existem, sdo continuas e

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 29 de outubro de 2025 20/34



Distribuicao normal multivariada

de tal forma que:

OH1(x1,x2) OHi(x1,x2)

8X1 8X2
J = J(x1,x2) = # 0, (1)
8H2(X1,X2) 8H2(X1,X2)
8X1 aXQ

em todos os pontos (xi, x2).
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Distribuicao normal multivariada

de tal forma que:

OH1(x1,x2) OHi(x1,x2)

8X1 8X2
J = J(x1,x2) = # 0, (1)
8H2(X1,X2) 8H2(X1,X2)
8X1 aXQ

em todos os pontos (x1, x2). O determinante em (1) é denominado

jacobiano da transformac&o (x1,x2) — (y1,¥2)-
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Método jacobiano

Nestas circunstancias, a FDP conjunta de (Y1, Y2) ', isto é, g(y1, y2) é dada

pela seguinte expressao

gy, y2) = £ [Hi (v, y2) Hy M) 17172 (2)
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Método jacobiano

Nestas circunstancias, a FDP conjunta de (Y1, Y2) ', isto é, g(y1, y2) é dada

pela seguinte expressao

gy, y2) = £ [Hi (v, y2) Hy M) 17172 (2)

em que f [Hfl(yl,yz),Hgl(yl,yz)} é a FDP conjunta de (Xl,Xz)T ava-
liada em x; = Hl_l(yl,yg), Xp = Hz_l(yl,yg) e J é o jacobiano dado em

(1), expresso em funcdo de y; e y».
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Exemplos

Exemplo 1. Se X e Y sdo duas VA independentes com distribuicGes gama

de pardmetros (a, \) e (B, A), respectivamente, calcule a FDP conjunta de

U=X+YeV=X/(X+Y).
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E possivel que o interesse seja apenas em uma funcdo de duas varidveis

aleatérias X1 e Xo, ist0 ¢, nos estamos interessados em:

Y = H(X1, Xa).




Método jacobiano

E possivel que o interesse seja apenas em uma funcdo de duas variaveis

aleatérias X e X, isto €, nds estamos interessados em:

Y = H(X1, Xs).
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Método jacobiano

E possivel que o interesse seja apenas em uma funcdo de duas variaveis

aleatérias X e X, isto €, nds estamos interessados em:
Y = H(X1, X2).

Porém, para que o método jacobiano possa ser utilizado, é necessario a

introducdo de uma segunda funcdo, chamada de auxiliar.
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Método jacobiano

Seja Y1 = Hi1(X1,X2) a funcdo de interesse e Yo = Hp(X1, X2) a funcio
auxiliar, nés aplicamos o método jacobiano para encontrar a FDP conjunta

de Yl [S] Y2.
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Método jacobiano

Com o conhecimento de g(y1, y2), nés poderemos entdo obter a FDP mar-
ginal de Y1, gy,(y1), pela integracdo de g(yi,y2) com relagdo a y», isto é,

+oo
gvi(n) :/ g(y1, y2) dyo.

—0o0
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Exemplos

Exemplo 2. Sejam U e V duas varidveis aleatérias independentes com

distribuicdo qui-quadrado(m) e qui-quadrado(n), respectivamente. Seja

_U/m
X=
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Exemplos

Exemplo 2. Sejam U e V duas varidveis aleatérias independentes com

distribuicdo qui-quadrado(m) e qui-quadrado(n), respectivamente. Seja

_U/m
X = Vin'

Qual é a distribuicdo de X7
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Método jacobiano

Quando a fun¢do Y = H(Xjy, X2) ndo for biunivoca (bijetora), o método do

jacobiano, descrito em (2), ndo pode ser usado de imediato.
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Primeiramente, o suporte em X; e/ou de X, precisa ser subdividido em

regides onde H(X1, X2) seja biunivoca.

Apbs isso, o método pode ser aplicado em cada uma das regides e a FDP

de Y é a soma das FDPs obtidas para cada H(Xi, X2) da regido.
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Primeiramente, o suporte em Xj e/ou de X precisa ser subdividido em

regides onde H( X1, X2) seja biunivoca.

Apds isso, o método pode ser aplicado em cada uma das regides e a FDP

de Y é a soma das FDPs obtidas para cada H(X1, X2) da regido.
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Isto é, a FDP conjunta de (Y1, Y2)" serad dada pela expressio

g0, y2) = 3 F [H (v, y), Hat (v, 30)] 11177 (3)
i=1

em que J; é o i-ésimo jacobiano, expresso em funcao de y; e yo e n é o

nimero de subdivisdes.




Método jacobiano

Isto é, a FDP conjunta de (Y1, Y2)' ser4 dada pela expressdo
b 1
g0, 2) = Y F [HG (1, y2), Hi (v, 0)] 117 (3)
i=1
em que J; é o i-ésimo jacobiano, expresso em funcao de y; e yo e n é o

nimero de subdivisdes.
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