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Estatisticas de ordem

Sejam Xy, Xo, ..., X, VA IID, com distribuicdo D, funcdo densidade de pro-
babilidade (FDP) f e fungdo de distribuicdo acumulada (FDA) F.
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Estatisticas de ordem

Sejam Xy, Xo, ..., X, VA IID, com distribuicdo D, funcdo densidade de pro-
babilidade (FDP) f e fungdo de distribuicdo acumulada (FDA) F. Definam:

X1y = o menor valor entre X1, X,..., Xp;
X(2) = o segundo menor valor entre X1, Xy, ..., Xp;
X(j) = o j-ésimo menor valor entre Xi, Xz, ..., Xp;
X(n) = o maior valor entre X1, Xa, ..., X,.
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Estatisticas de ordem

Os valores ordenados X(;) < X(3) < -+ < X(,) sdo denominados de esta-

tisticas de ordem correspondentes as VA Xi, Xo, ..., X),.
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Estatisticas de ordem

Os valores ordenados X(;) < X(3) < -+ < X(,) sdo denominados de esta-

tisticas de ordem correspondentes as VA Xi, Xo, ..., X),.
Em outras palavras, Xq), X(2),...,X(n) sdo os valores ordenados de
X1, Xo, ..., X

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Estatisticas de ordem 08 de outubro de 2025 5/26



Os valores extremos X1 e X, sdo frenquentemente os mais interessantes.




Os valores extremos X(1) e X(,,) sdo frenquentemente os mais interessantes.
Pois, eles sdo, respectivamente, o minimo e o maximo, isto é, X) =

min {Xl,Xg, 600 ,Xn} © X(,,) = maX {Xl,Xg, 600 ,Xn}.




Estatisticas de ordem

Observacao

Os valores extremos X e X(n) sdo frenquentemente os mais interessantes.
Pois, eles sdo, respectivamente, o minimo e o maximo, isto é, X(l) =

min {Xl,XQ, e ,Xn} € X(n) = max {Xl,XQ, e ,Xn}.
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Exemplo 1. Se Xi,..., X5 sdo VA |ID a uma exponencial com parametro

A, calcule:
(a) P(min{Xy,..., X5} < a);

(b) P (max {Xi,...,Xs} < ).




Exemplo 1. Se Xi,..., X5 sdo VA |ID a uma exponencial com parametro

A, calcule:
(a) P(min{Xy,..., X5} < a);

(b) P (max{Xi,..., Xs} < a).
Lembrando que, se X ~ Exp(A), entdo

Fx(x) =1—exp{—Ax}, Sx(x) =1 — Fx(x) = exp{—Ax}.




Exemplos

Exemplo 1. Se Xi,..., X5 s3o VA IID a uma exponencial com pardmetro

A, calcule:
(a) P(min{Xy,..., X5} < a);

(b) P (max{Xi,...,Xs} < ).

Lembrando que, se X ~ Exp(\), entdo

Fx(x) =1—exp{—=Ax}, Sx(x) =1— Fx(x) =exp{—Ax}. (1)

:.ufjf
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Para o Item (a), nos temos que

P(min{X1,....,Xs} <a)=1—P(min{Xq,..., X5} > a)
:1—]P(X1>a,...,X5>a)

Irg.l_[IP(Xl>a)><---><IP(X5>a)]

D1 [P (X > @) =1 [Sx(a))°

) 1—[exp {—)\a}]5 =1—exp{-bAa}.




Exemplos

Para o Item (a), nés temos que
P(min{X1,...,Xs} <a)=1—P(min{Xq,..., X5} > a)
:l—IP(Xl >a,...,X5g > a)
R [P(Xy > a) x - x P (X5 > a)]
E [P (X > )P =1 [Sx ()

o) 1 —[exp {—)\a}]5 =1—exp{—b5Aa}.

:.ufjf
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Exemplos

Para o Item (a), nés temos que
P(min{X1,...,Xs} <a)=1—P(min{Xq,..., X5} > a)
:l—IP(Xl >a,...,X5g > a)
R [P(Xy > a) x - x P (X5 > a)]
1P (X > )P =1 [Sx(a)°

o) 1 —[exp {—)\a}]5 =1—exp{—b5Aa}.

Observem que, min{Xi,..., Xs} ~ Exp(5)).

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Estatisticas de ordem 08 de outubro de 2025 8/26



Para o Item (b), nos temos que

P (max {Xi,..

-x P (X5 < a)

2P (X; < a)]° = [Fx (a)]°

Wit —exp{-Aal]°.




Exemplos

Para o Item (b), nés temos que

P(max{Xy,...,. X5} <a)=P(Xy1 < a,...,Xs < a)

:'IP(Xlga)x-~~><IP(X5§a)

2 [P (X% < &)l = [Fx(a))°

Wit —exp{-Aal]°.
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A FDP conjunta de X(1), X(2), ., X(n) é dada por

fx(l)’.__7x(n)(X1, L ,Xn) =nl x le(Xl) X oo X an(X,,) ]IR(Xl < <K Xn).




A FDP conjunta de X(1), X(2), ., X(n) é dada por

FX(1),~~aX(n)(X1’ R ,Xn) =nl x fX1(X1) X+ X fX"(Xn)]I]R(Xl << Xn).




E a FDP marginal da j-ésima estatistica de ordem X(;) é dada por

By () = ==y PP L= Fl 7 . @)




Estatisticas de ordem

E a FDP marginal da j-ésima estatistica de ordem X{;) é dada por

By () = ==y POV L= Fl . @)

~ufjf
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Para X(l) = min{Xl,Xz,...,X,,} e X(n) = max{Xl,Xz,...,Xn} a FDP

em (2) pode escrita ser, respectivamente, da seguinte forma:




Estatisticas de ordem

Para X1y = min {X1,Xz,..., Xp} e X, = max{Xq,Xa,...,X,} a FDP

em (2) pode escrita ser, respectivamente, da seguinte forma:
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Estatisticas de ordem

Para X1y = min {X1,Xz,..., Xp} e X, = max{Xq,Xa,...,X,} a FDP

em (2) pode escrita ser, respectivamente, da seguinte forma:

fixwy (x) = 0L = FO)I" ™ F(x), i,y (x) = n[FOOI" F(x).

:.ufjf
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Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada ce parametros A - 0 e 0 - 0,




Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada de pardmetros A > 0e § >0, * ~ L1 7]




Exemplos

Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada de pardmetros A > 0 e § > 0, X ~ ET(\,6),
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Exemplos

Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada de pardmetros A > 0 e § > 0, X ~ ET(A,0), se sua FDP é da

forma

f(x) = Ae Ax70) I(9,00)(X)-
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Exemplos

Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada de pardmetros A > 0 e § > 0, X ~ ET(A,0), se sua FDP é da

forma

f(x) = Ae Ax70) I(9,00)(X)-

Seja X1, X2,..., X, uma amostra aleatéria de X ~ ET(1,0).
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Exemplos

Exemplo 2. Nés dizemos que uma VA possui uma distribuicdo exponencial

truncada de pardmetros A > 0 e § > 0, X ~ ET(A,0), se sua FDP é da

forma
f(x) = Ae Ax70) I(9,00)(X)-

Seja X1, X2,...,X, uma amostra aleatéria de X ~ ET(1,60). Encontre a
FDP de Y = min {X1, Xo, ..., X, .

~ufjf
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Primeiramente, é importante saber que, sc  ~ E 1[0 0] entoo




Primeiramente, é importante saber que, se X ~ ET(A, 0), entdo

Fx(x)=1—exp{-A(x—-0)}, E(X)= % + 60, Var(X) = % (3)




Primeiramente, é importante saber que, se X ~ ET(A, 0), entdo

Fx(x)=1—exp{-A(x—0)}, E(X)= 1+0 Var(X) = i (3)

Note quem, X = Z + 6, em que Z ~ exponencial(\).




Exemplos

Primeiramente, é importante saber que, se X ~ ET(\, ), entdo

Fx(x)=1—exp{—-A(x—0)}, E(X)= % + 6, Var(X) = % (3)

Note quem, X = Z + 6, em que Z ~ exponencial(\).
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Para encontrar a distribuicdo de Y, nds podemos utilizar a técnica da FDA, da

seguinte forma

Gly) =P (Y <y)=P(min{Xs,.... X} <)

=1-Pmin{Xy,.... X} >y) =1 =P (Xi > y,.... % >y)
P> y) % x P (X > y)]

L1y =1-1-PX <)

=11 = PO 21— [exp {~(y — O)})"

=1—exp{—n(y —0)}.




Exemplos

Para encontrar a distribuicdo de Y, nés podemos utilizar a técnica da FDA, da

seguinte forma

Gly) =P (Y <y)=P(min{Xs,.... X} <)
=1-P(min{Xy,.... Xx} >y)=1-P(Xi>y,....Xp > y)
[P (Xg > y) X x P (X, > )]
1Py =1-[1-P (X <y))"
=1-[1- A" 21— [exp{~(y — O)})"

=1—exp{—n(y —0)}.
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Exemplos

Para encontrar a distribuicdo de Y, nés podemos utilizar a técnica da FDA, da

seguinte forma

Gly) =P (Y <y)=P(min{Xs,.... X} <)
=1-P(min{Xy,.... Xx} >y)=1-P(Xi>y,....Xp > y)
[P (Xg > y) X x P (X, > )]
1Py =1-[1-P (X <y))"
=1-[1- A" 21— [exp{~(y — O)})"

=1—exp{—n(y —0)}.

Logo, Y ~ ET(n,6).
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Novamente, sejam Xi, Xo,..., X, VA IID, com distribuicao D, FDP f e

FDA F. / VA

R = Xy — X




Novamente, sejam Xi, Xo,..., X, VA IID, com distribuicao D, FDP f e

FDA F. A VA
R=Xwm =X

é denominada de amplitude das VA observadas.




Amplitude

Novamente, sejam Xi, Xa,..., X, VA IID, com distribuicao D, FDP f e
FDA F. A VA

R=Xm =X

é denominada de amplitude das VA observadas.
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De maneira geral, a distribuicao de R pode ser obtida a partir da definic3o

da FDA, da seguinte forma:

+o0 1
G(a)=P(R<a)=n / [F(x+a) — FOI" L f(x)dx. ()

— 00




Amplitude

De maneira geral, a distribuicdo de R pode ser obtida a partir da definic3o

da FDA, da seguinte forma:

G(a) = P(R < a) = n/ [F(x+a)— FO)" M F(x)dx.  (4)

—0o0
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Amplitude

De maneira geral, a distribuicdo de R pode ser obtida a partir da definic3o
da FDA, da seguinte forma:
+o0 1
G(a) = P(R < a) = n/ [F(x+a)— FO)" M F(x)dx.  (4)

—0o0

A expressdo (4) tem forma explicita para poucos casos.
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A amplitude é bastante utilizada no Controle Estatistico de Qualidade. I




A amplitude é bastante utilizada no Controle Estatistico de Qualidade.




Exemplo 3. Se Xi, Xa,...,X, sdo VA IID uniformes no intervalo (0,1),

encontre a distribuicdo de:




Exemplo 3. Se X1, X,...,X, sdo VA IID uniformes no intervalo (0,1),

encontre a distribuicdo de:

R =X = Xo)-




De (4), para 0 < a < 1, nos temos que:

G(a)=n /0 [F(x + a) — F(x)]"* f(x) dx

1

—a

B 1-a . .
:n/ [F(x +a) — F(x)]"™ dx+n/ [F(x+a) — F(x)]" " dx
0 1

_n/ola[(x+a)—x]”_1 dx+n/lla

=n(l—a)"ta"t +a"

*: Lembrando que, 0 < x+a<l=x<1-a

[1- x]n_1 dx




Amplitude

De (4), para 0 < a < 1, nés temos que:

G(a)=n /0 [F(x +a) — F(x)]""" f(x) dx

1—a 1
= n/ [F(x +a) — F(x)]"* dx + n/ [F(x 4+ a) — F(x)]"* dx
0 1

—a
1

= n/ola[(x+a) — X"t dx+n/H[1 —x]"" dx

=n(l—a)"ta"t +a"

*: Lembrandoque, 0 < x+a<l=x<1-a
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A FDP de R é obtida derivando G(a), ===

8(2) = - G(a) = n(n — 1)a" (1~ 2) o ()
- B(n—11,2) a”_2(1 —a) ]I(Ovl)(a).




A FDP de R é obtida derivando G(a), assim:

§(5) = =-6(a) = n(n — 1)a"*(1 - 3) o)

_ 1 n—2 _
= Bn-12) a" (1 a)]I(O,l)(a).

Logo, R = X(n) — X(1) ~ beta de parametros n — 1 e 2.




Amplitude

A FDP de R é obtida derivando G(a), assim:

§(2) = - G(a) = n(n — 1)a" (1~ 2) o ()
— B(n—11,2) a”_2(1 —a) ]I(Ovl)(a).

Logo, R = X(n) — X(1) ~ beta de parametros n — 1 e 2.
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