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Sejam Xi, Xa,..., X, varidveis aleatérias (VA) independentes e identica-

mente distribuidas (1ID), com funcdo distribuicdo D, valor esperado p e

variancia o2, isto é, X; ~ D(u,02), i =1,2,...,n.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) DistribuicGes amostrais 03 de outubro de 2025 4/28



Média amostral

Sejam Xi, Xa,..., X, varidveis aleatérias (VA) independentes e identica-
mente distribuidas (1ID), com funcdo distribuicdo D, valor esperado p e
varidncia o2, isto é, X; ~ D(u,02), i = 1,2,...,n. Diz-se que tal sequén-

cia de VA constitui uma amostra da distribuicdo D.
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Média amostral

Notem que,
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isto é, o valor esperado de uma média amostral é p, a média da distribui-
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Média amostral

Notem que,

200 -5(57) =2 (5
y

1 n
=D B(X)==-> n=p
i=1 i=1

n -

isto é, o valor esperado de uma média amostral é p, a média da distribui-
c3o. Quando a média da distribuicdo é desconhecida, a média amostral é

frequentemente utilizada para estima-la.
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Adicionalmente,

el

i=1

Ind. 1 ZVar(X 220




Média amostral

Adicionalmente,
- X 1\? .
Var (x) = Var (; n) - <n> Var <;X>
Tnd. 1 ZVar(X 220
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As quantidades,




As quantidades,

Xi— X,

i=1,2,...,n, sdo chamadas de desvios e elas sdo iguais as diferencas entre

os valores individuais dos dados e a média amostral.




Desvios

As quantidades,
Xi— X,

i=1,2,...,n, sdo chamadas de desvios e elas sdo iguais as diferencas entre

os valores individuais dos dados e a média amostral.
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E nés temos ainda a seguinte relacao,

Cov (X,- ~ X, )‘<) = Cov (x,-, >’<) — Cov ()’<, >’<)

= Cov (X,-, % i)@) — Var ()_()
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n < n
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Desvios

E ndés temos ainda a seguinte relac3o,

Cov (X,- ~ X, )‘<) = Cov (x,-, >’<) — Cov ()’<, >’<)

= Cov | X, ,];JZ]_XI — Var ()_()

1 & 2
— =3 Cov (X, X)) — =
n- n
Jj=1
2 2
g ag
=2 % =0 2
el (2)
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Desvios

Embora X e o desvio X; — X sejam ndo correlacionados, eles ndo sio, em

geral, independentes.

Entretanto, no caso especial em que as VA X; s3o VA normais, X é inde-

pendente de toda a sequéncia de desvios X; — X, i =1,2,...,n.
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Sejam X; ~ D(p,0?), i = 1,2,...,n e X, a média amostral, definida em

(1). A VA

Sg_g(xg__)f) (3)

é chamada de varidncia amostral.




Variancia amostral

Sejam X; ~ D(u,02), i = 1,2,...,n e X, a média amostral, definida em
(1). A VA,
_\2
n (X —x)
2 _ ( !
5° = 21 (3)

é chamada de varidncia amostral.
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Nés podemos escrever (3) da seguinte maneira:

(n—l)Szzzn:(X;—u—&—,u—)_()z:.




Variancia amostral

Nés podemos escrever (3) da seguinte maneira:

i=1 i=1
-3 (X,—u)2—2(>_<—u> n (X,—u)+zn:(>_<—u)2
i=1 i=1 i=1
S0 2 (%) (K ) (%)
i=1
S - (X ) (4)
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Calculando a esperanca da equacdo anterior, nos obtemos:

(0= 18 (82) = B 06— 7] 8 (X - )]
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=k (52) = o2,




Variancia amostral

Calculando a esperanca da equacdo anterior, nés obtemos:
n - 2
(0= DE(5?) = SB[ - ] - B[ (X - 1)’]
i=1

= no® — nVar (5() =(n—1)0°

=k (52) = g2,

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) DistribuicGes amostrais 03 de outubro de 2025 14 /28



Variancia amostral

Calculando a esperanca da equacdo anterior, nés obtemos:
(n-1)B(8?) = SB[~ 7] — o (X~ )]
i=1
= no® — nVar (5() =(n—1)0°
=E (52) =02

Logo, o valor esperado da varidncia amostral é a variancia da distribuic3o

D.
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Sejam X1, X2, ..., X, VA 1ID normais com valor esperado p e variancia o2.
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Sejam X1, X2, ..., X, VA 1ID normais com valor esperado p e variancia o2.

Seja também X, a média amostral, definida em (1).
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Sejam X1, X2, ..., X, VA 1ID normais com valor esperado p e variancia o2.

Seja também X, a média amostral, definida em (1). Nés temos que,

X ~ N(u,f). (5)
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Para provar (5), ndés podemos utilizar a funcdo geradora de momentos

(FGM).
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Para provar (5), ndés podemos utilizar a funcdo geradora de momentos

(FGM). Lembrando que a FGM de X; ~ N(u,0?), i = 1,2,...,n, é dada

por:
1 2,2
Mx,(t) = exp q pt + 50 te s
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A FGM de X, Mg(t), © daca por




Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

A FGM de X, Mx(t), é dada por:
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

A FGM de X, Mx(t), é dada por:
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Da mesma forma, sejam X; ~ N(u,02), i = 1,2,...,n e S?, a variancia

amostral, como definida em (3).
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Da mesma forma, sejam X; ~ N(u,02), i = 1,2,...,n e S?, a variancia
amostral, como definida em (3). Para encontrar a distribuicio de S2, pri-

meiramente, nds precisamos reescrevé-lo da seguinte maneira, ver (4):
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Da mesma forma, sejam X; ~ N(u,02), i = 1,2,...,n e S?, a variancia

amostral, como definida em (3). Para encontrar a distribuicio de S2, pri-
meiramente, nds precisamos reescrevé-lo da seguinte maneira, ver (4):

n

(=182 =3 (X —n = n(X=p)
;»012(,1—1)52:Ulzz_nj(x,-—ﬂf—;n(x—uf

_ (o —Ui)s2 _ ; (Xig—u>2 - <§/:f/~‘>2

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) DistribuicGes amostrais 03 de outubro de 2025 19/28



Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Como X; ~ N(ju,02), i = 1,2,...,n, (Xi— )/ ~ N(0,1), [(Xi — ) o] ~
qui-quadrado, com 1 grau de liberdade (visto em Célculo de Probabilidades

1) e S [(Xi — i) /0]? ~ qui-quadrado, com n graus de liberdade.

~ufjf
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Como X; ~ N(ju,02), i = 1,2,...,n, (Xi— )/ ~ N(0,1), [(Xi — ) o] ~
qui-quadrado, com 1 grau de liberdade (visto em Célculo de Probabilidades

1) e S [(Xi — i) /0]? ~ qui-quadrado, com n graus de liberdade.

E, como X ~ N(u,02/n), logo /n(X —p)/o ~ N(0,1) e [\/n(X —p)/a]? ~

qui-quadrado, com 1 grau de liberdade.

:.ufjf
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Portanto,

| o\ 2
(” - 1 ( ) ~ qui-quadrado(n — 1) (X%q) : (6)

i=1




Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Portanto,

-\ 2
= ( ' ) ~ qui-quadrado(n — 1) (X%_l) . (6)
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Portanto,

Observacao: Por (2),
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Portanto,

g

2 n _x\°
w (X’ X) ~ qui-quadrado(n — 1) (X%—l) : (6)

Observacdo: Por (2), X e S? s3o VA independentes.
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Sejam X1, Xa, ..., X, VA IID normais com valor esperado j e variancia o2,

entdo a média amostral X e a varidncia amostral S? s3o independentes.




Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Resultado

Sejam X1, Xa, ..., X, VA IID normais com valor esperado j e variancia ¢

entdo a média amostral X e a variancia amostral S? s3o independentes.
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Distribuicao conjunta da média e da variancia amostral

Resultado

Sejam X1, Xo, ..., X, VA IID normais com valor esperado ;. e variancia o2,

entdo a média amostral X e a varidncia amostral S? s3o independentes. X

é uma VA normal de média 1 e variancia 02/n e S é uma VA qui-quadrado

com n — 1 graus de liberdade.
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Duas populacoes

Sejam duas amostras independentes, tais que Xi1, X12, ..., X1pn, sdo VA IID

normais com valor esperado 1 e varidncia a% e Xo1, X22,...,Xop, sdo VA

11D normais com valor esperado yi, e variancia 3.
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Duas populacoes

Sejam duas amostras independentes, tais que Xi1, X12, ..., X1pn, sdo VA IID
normais com valor esperado 1 e varidncia a% e Xo1, X22,...,Xop, sdo VA

IID normais com valor esperado i, e varidncia o3. Por (6), nés temos que,

n —1)S? ny — 1) S2
Ql = % ~ X%l—l € QZ = (% ~ X%Q—l?
01 03
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Duas populacoes

Sejam duas amostras independentes, tais que Xi1, X12, ..., X1pn, sdo VA IID
normais com valor esperado 1 e varidncia a% e Xo1, X22,...,Xop, sdo VA

IID normais com valor esperado i, e varidncia o3. Por (6), nés temos que,

n —1)S? ny — 1) S2
Ql = % ~ X%l—l € QZ = (% ~ X%Q—l?
01 03

em que 512 e 522 sdo as variancias amostrais das populacGes 1 e 2, respecti-

vamente.
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Duas populacoes

Um resultado muito importante diz que, a razdo entre as razdes das VA @1
e @ por seus respectivos graus de liberdade tem distribuicdo F de Fisher-

Snedecor com n; — 1 e ny — 1 graus de liberdade,
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Duas populacoes

Um resultado muito importante diz que, a razdo entre as razdes das VA @1
e @ por seus respectivos graus de liberdade tem distribuicdo F de Fisher-
Snedecor com n; — 1 e ny — 1 graus de liberdade, isto é,

Q/(m—1) _ S{/of n— 1o —
Q/(m—1) ~ 53je2 ~Flm L 1) ")
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Duas populacoes

Um resultado muito importante diz que, a razdo entre as razdes das VA @1
e @ por seus respectivos graus de liberdade tem distribuicdo F de Fisher-
Snedecor com n; — 1 e ny — 1 graus de liberdade, isto é,

Q/(m—1)  Sf/of
Q/(m—1)  S%/03

~ F(n1 — 1, ny — 1). (7)

A razdo (7) e, consequentemente, a distribuicdo F s3o frequentemente uti-

lizadas na analise de variancia.
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