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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:xgﬁ+5g,€:1,2,...,n, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Ye=x/B+ep, £=1,2,...,n, (1)

. T 4 - - T g4
em que x; = (Xp1,Xp2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep SA0 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg:x[6+54,€:1,2,...,n, (1)

_ T 4 - _ T g4
em que x; = (Xp1,X¢2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep S30 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = X3 +e¢, (2)
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y = X8 +e, 2)

emque Y = (Y1,Ya,...,Y,) T ee = (e1,62,...,6n)", € ~ Nu(0,0%1,),
sendo 0 o vetor nulo de dimensdo n, I, a matriz identidade de ordem n e

X = (x1,x,...,%,)", a matriz de planejamento.

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Predicdo 12 de maio de 2025 5/29



Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

B=(XTX)XTY, (3)

&fﬂvz%(v—xé)T(Y—xB).
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

p=(x"x)"x"y, (3)
1 T ~
A2 _ - o _
v = (vy-x8) (v-x38).
Observacdo: o EMV de 02 também pode ser escrito como funcio do

quadrado médio do residuo (QMRes).

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Predicdo 12 de maio de 2025 6/29



Sob as condicdes de regularidades, nés temos que:

B~ N, {B,a2 (xTx)l}, (@)

2 2\2
&12\1\/ NN{027(0 ) },

n




Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
A -1
B No{pot (x7X) 4)

232
&I%AVNN{O'2,2(O- ) },

n
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Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
A -1
B No{pot (x7X) 4)

232
6'1%/[\/ NN{O'2,2(O ) },

n

, .. oy AD ~
quando o tamanho de amostra é grande, adicionalmente, 3 e &4y sdo

ortogonais.
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Predicao de novas observacoes

Uma importante aplicacdo dos modelos de regressdo é a predicao de uma

nova observacdo Yj(nova) Para um especifico vetor x. Se xj, € o vetor das

covariaveis de interesse, entdo
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Predicao de novas observacoes

Uma importante aplicacdo dos modelos de regressdo é a predicao de uma

nova observacdo Yj(nova) Para um especifico vetor x. Se xj, € o vetor das

covariaveis de interesse, entdo

A

Yh(nova) = X;)rﬁﬂ
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Predicao de novas observacoes

Uma importante aplicacdo dos modelos de regressdo é a predicao de uma

nova observacdo Yj(nova) Para um especifico vetor x. Se xj, € o vetor das

covariaveis de interesse, entdo

A

Yh(nova) = X;IFB\’

é a estimativa pontual para um novo valor da resposta Yj(mova)-
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Predicao de novas observacoes

Considere a obtencdo de uma estimativa intervalar da observacdo futura

Yh(nova)- O intervalo de confianca (IC) para a resposta média em x, ndo é

apropriada para este problema.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Predicdo 12 de maio de 2025 10/29



Predicao de novas observacoes

Considere a obtencdo de uma estimativa intervalar da observacdo futura

Yh(nova)- O intervalo de confianca (IC) para a resposta média em x, ndo é

apropriada para este problema.

Pois ele é intervalo para estimar a média de Y e ndo uma indicacao proba-

bilistica sobre as observacdes futuras dessa distribuicdo.
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Seja a variavel aleatéria (VA):

Y ="Yp— Y
— h_thB~




Seja a variavel aleatéria (VA):

Y=Yy Y

= h_XIT:B-




Nés temos que,

B() = B(Yh — x4 B) = B(Yh) — x, B(B) = x, B — x4 B =0,
Var(1) = Var(Y, — x, B) = Var(Y}) + x, Var(3)x,
=0° +o%x, (XTX)_1 Xp

=02 [1 —|—th (XTX)i1 xh} .




Predicao de novas observacoes

Nés temos que,

B() = B(Yh — x4 B) = B(Yh) — x, B(B) = x, B — x4 B =0,
Var(1) = Var(Y, — x, B) = Var(Y}) + x, Var(3)x,
=0° +o%x, (XTX)_1 Xp

=o? [1 —|—th <XTX)71 xh} .

:.ufjf
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Predicao de novas observacoes

*: a observacdo futura Y} é independente de \A/h. Pois, Y} é “algo” (uma

VA) n3o observado, enquanto \A/h depende de B uma funcdo de valores ja

observados.
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Predicao de novas observacoes

*: a observacdo futura Y} é independente de \A/h. Pois, Y} é “algo” (uma
VA) n3o observado, enquanto \A/h depende de B uma funcdo de valores ja

observados.

Como Y} e Y}, tém distribuicdo normal,

Yy — Vo~ N {0, o2 {1 + x| (xTx)_1 xh] } . (5)
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Por (5), nés temos que,

Y, — Y
\/02 1+ x] (XTX) " x)

~ N(0,1), (6)




Por (5), nés temos que,

Y, — Y
\/02 1+ x] (XTX) " x)

~ N(0,1), (6)




Intervalo de confianca

Como a estatistica em (6) depende de um parametro desconhecido o2,

nds precisamos substitui-lo por um estimativa n3o viesada, no caso, pelo

QMRes, e, assim,
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Intervalo de confianca

Como a estatistica em (6) depende de um parametro desconhecido o2,

nds precisamos substitui-lo por um estimativa n3o viesada, no caso, pelo

QMRes, e, assim, nés temos que
Y, — Y,
\/QMRes 1+ x] (XTX) " x)

~ t(n— p), (7)
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Intervalo de confianca

Como a estatistica em (6) depende de um parametro desconhecido o2,
nds precisamos substitui-lo por um estimativa n3o viesada, no caso, pelo
QMRes, e, assim, nés temos que
Y, — Y,
\/QMRes 1+ x] (XTX) " x)

~ t(n— p), (7)

em que t(n — p) é a distribuicdo t de Student (Gosset “Student”, 1908),

com n — p graus de liberdade.
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Por (7), o intervalo de predicdo (IP) para Yj(sova), com coeficiente de con-

fianca (1 — «) é dado por

IC(Yhtnova)i 1 — @) = Vo Ft(l—a/2;n— p)\/Ql\/lRes {1 + x, (XTX)71 Xp!,




Intervalo de predicdo para [,

Por (7), o intervalo de predicdo (IP) para Yj(nova), com coeficiente de con-

fianca (1 — «) é dado por

IC(Yhmova)i 1 — @) = Yo Ft(l—a/2;n— p)\/QI\/IRes {1 + x, (XTX) " x|,
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Intervalo de predicdo para [,

Por (7), o intervalo de predicdo (IP) para Yj(nova), com coeficiente de con-

fianca (1 — «) é dado por

IC(Yhmova)i 1 — @) = Yo Ft(l—a/2;n— p)\/QI\/IRes {1 + x, (XTX) " x|,

em que t(1 — a/2;n — p) é o quantil 100(1 — «/2)% da distribuicdo t de

Student, com n — p graus de liberdade.
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Consideraces

Em uma anélise de regress3o, a predicdo costuma ser ignorada quando o foco
é inferencial, i.e., em que o importante é a interpretacdo dos coeficientes de

regressao.
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Consideraces

Em uma anélise de regress3o, a predicdo costuma ser ignorada quando o foco
é inferencial, i.e., em que o importante é a interpretacdo dos coeficientes de

regressao.

H& também uma limitacdo do procedimento, uma boa previsdo da variavel
resposta estd condicionada se os novos valores das covariaveis fazem partem

do conjunto j4 observado, ver Secdo 3.9 de Montgomery et al. (2021).
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Consideraces

Se o foco principal for a predicdo, procedimentos adicionais precisam ser
utilizados. O primeiro deles é a particdo do banco de dados em amostras
de treino e validacdao. E a obtencdo das estimativas dos pardmetros sera

feita na amostra de treino.
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Consideraces

A particdo do banco de dados e as técnicas subsequentes e alternativas,
costumam ser categorizadas como aprendizado supervisionado, fazendo

parte da area do Aprendizado Estatistico e ainda do Aprendizado de Maqui-

nas.
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Aplicacao

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste, nés temos o seguinte modelo estimado,
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Aplicacao

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste, nés temos o seguinte modelo estimado,

Y, =10 4 2xp,
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Aplicacao

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste, nés temos o seguinte modelo estimado,
¥ =10+ 2xp,

em que Yy: horas trabalhadas, xp: tamanho do lote, £ =1,2,...,10.
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Noés temos também que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
b1 10 | 2,503 | 3,995
Bo 2| 0,047 | 42,583

Regido critica, para a = 5%: |t.| > 2,306, com QMRes = 7,5.




Exemplo

Nés temos também que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
b1 10 | 2,503 | 3,995
Bo 2| 0,047 | 42,583

Regido critica, para a = 5%: |t.| > 2,306, com QMRes = 7,5.
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Figura 1: GD, reta ajustada e IP para os dados Westwood Company.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Predicdo 12 de maio de 2025 23/29



Aplicacao

Aplicacdo 2. Um conjunto de dados de 1920, disponivel em Ezekiel (1930),
que relaciona a velocidade de um carro (varidvel explicativa) e a distancia

percorrida entre o momento da freagem e a parada total (variavel resposta).
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Aplicacao

Aplicacdo 2. Um conjunto de dados de 1920, disponivel em Ezekiel (1930),
que relaciona a velocidade de um carro (varidvel explicativa) e a distancia
percorrida entre o momento da freagem e a parada total (variavel resposta).

Apés o ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,

)A/g = —17,58 4+ 3,93xy,
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Aplicacao

Aplicacdo 2. Um conjunto de dados de 1920, disponivel em Ezekiel (1930),
que relaciona a velocidade de um carro (varidvel explicativa) e a distancia
percorrida entre o momento da freagem e a parada total (variavel resposta).

Apés o ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,
)A/g = —17,58 4+ 3,93xy,

em que Yy distdncia percorrida (pés), xg: velocidade (milhas por hora),

¢=1,2,...,50.
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Noés temos também que:

Tabela 2: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
51 -17,58 | 6,76 | -2,60
B2 3,93 (0,42 | 9,46

Regido critica, para a = 5%: |tc| > 2,011, com QMRes = 236,53.




Exemplo

Nés temos também que:

Tabela 2: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
51 -17,58 | 6,76 | -2,60
B2 3,93 (0,42 | 9,46

Regido critica, para a = 5%: |t.| > 2,011, com QMRes = 236,53.
[
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Figura 2: GD, reta ajustada e IP para os dados.
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