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Suponham que Y7, Ya,..., Y, tais que

Yy=x) B+ep £=1,2,...,n, (1)

em que x; = (Xp1,Xe2,---,Xp) € conhecido, B = (B1,B2,...,08p)  é
um vetor de paradmetros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,&n SA0 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-
cia 02, também desconhecida, a ser estimada. Nés vamos assumir que (1)

é¢ um modelo com intercepto, xp; = 1.




Modelo de regressao linear

Suponham que Yy, Yo,..., Y, tais que
Yo=x) B+ep £=1,2,...,n, (1)

_ T 4 : _ T 4
em que x; = (Xp1,Xp2,...,%p) € conhecido, 8 = (f1,52,...,0p) &
um vetor de pardmetros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,En SA0 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada. Nés vamos assumir que (1)

é um modelo com intercepto, x;; = 1.
N,
uf)f
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Forma matricial

A Equacdo (1) é o que nés definimos como modelo de regressao linear

(MRL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
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Forma matricial

A Equacdo (1) é o que nés definimos como modelo de regressao linear

(MRL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y= XB+e, (2)

emque Y = (Y1,Ya,...,Y,) T ee = (e1,62,...,6n)", € ~ Nu(0,0°1,),
sendo 0 o vetor nulo de dimensdo n, I, a matriz identidade de ordem n e

X = (x1,x2,...,x,)".
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A anélise de variancia (analysis of variance, anova) é uma forma de nés

vermos o modelo de regressao linear sob um outro tipo de ponto de vista.




Introducao

Motivacao
A aniélise de variancia (analysis of variance, anova) é uma forma de néds

vermos o modelo de regressao linear sob um outro tipo de ponto de vista.
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Soma de quadrados total

O método da anélise de varidncia é baseada na particdo da somas de qua-

drados e dos graus de liberdade associados com a variavel resposta Y.
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Soma de quadrados total

O método da anélise de varidncia é baseada na particdo da somas de qua-

drados e dos graus de liberdade associados com a variavel resposta Y.

Se todas as observacGes Y, sdo idénticas, ndo é necessdrio uma anélise de

regressao.
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Soma de quadrados total

O método da anélise de varidncia é baseada na particdo da somas de qua-

drados e dos graus de liberdade associados com a variavel resposta Y.

Se todas as observacGes Y, sdo idénticas, ndo é necessdrio uma anélise de

regressao. E a variacdo de Yy seria medida em termos dos desvios:

Yo —-Y.

A Figura 1 apresenta esse desvio de forma grafica.
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Variavel resposta

Variavel preditora

Figura 1: Y, - Y.




Soma de quadrados total

A medida da variagdo total dos desvios, a soma de quadrados total (SQT),

¢é dada por
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Soma de quadrados total

A medida da variagdo total dos desvios, a soma de quadrados total (SQT),

¢é dada por

SQT = Zn: (V- 57)2

(=1
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Soma de quadrados total

A medida da variagdo total dos desvios, a soma de quadrados total (SQT),

¢é dada por
n _\2
SQT=>" (v, - V)
=1
Note que, se SQT = 0, todas as observacGes sdo iguais e quanto maior for

SQT, maior é a variabilidade dos dados.
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Soma de quadrados dos residuos

Como nés vimos na aula anterior, em uma anélise de regressdo, a variabili-

dade dos dados é medida em relacao a reta de regressao,
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Soma de quadrados dos residuos

Como nés vimos na aula anterior, em uma anélise de regressdo, a variabili-

dade dos dados é medida em relacdo a reta de regressdo, isto é,
Yy — Y.

A Figura 2 apresenta esse desvio de forma gréafica.
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Variavel resposta

Variavel preditora

Figura 2: Y, — )A/g.




Soma de quadrados dos residuos

A medida para avaliar toda a variacdo na amostra é a soma de quadrado

dos residuos (SQRes), dada por
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Soma de quadrados dos residuos

A medida para avaliar toda a variacdo na amostra é a soma de quadrado

dos residuos (SQRes), dada por

n

SQRes = Z (Yg — \A/g)Z .

(=1
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Soma de quadrados dos residuos

A medida para avaliar toda a variacdo na amostra é a soma de quadrado
dos residuos (SQRes), dada por
n 2
SQRes = Z (Yg — Yg) .
=1
Se SQRes = 0, todas observacdes estdo em cima da reta de regressdo e

quanto maior for SQRes, maior é a variabilidade dos dados em relacdo a

reta de regressao.
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Soma de quadrados da regressao

Também ¢é possivel comparar a distancia entre o valor estimado pela reta

de regressdo e a média,
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Soma de quadrados da regressao

Também ¢é possivel comparar a distancia entre o valor estimado pela reta

de regressao e a média, isto &,
Y, - Y.

A Figura 3 apresenta esse desvio de forma gréfica.
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Variavel preditora

Figura 3: Y- Y.
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Soma de quadrados da regressao

E, consequentemente, medir a distdncia quadrada entre elas, chamada de

soma de quadrados da regressdo (SQReg),
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Soma de quadrados da regressao

E, consequentemente, medir a distdncia quadrada entre elas, chamada de

soma de quadrados da regressdo (SQReg),

n

SQReg =" (¥ - \7)2.

(=1
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Soma de quadrados da regressao

E, consequentemente, medir a distdncia quadrada entre elas, chamada de
soma de quadrados da regressdo (SQReg),
A —\2
SQReg =" (Vi V)
=1

Se SQReg = 0, a reta de regressdo é horizontal.
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Soma de quadrados

Considere o desvio Yy — Y, a medida basica para mensurar a variacdo das
observacdes Yy, a diferenca entre o /-ésimo valor da variavel resposta e a

média amostral pode ser decomposta como a soma de dois termos:
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Soma de quadrados

Considere o desvio Yy — Y, a medida basica para mensurar a variacdo das
observacdes Yy, a diferenca entre o /-ésimo valor da variavel resposta e a

média amostral pode ser decomposta como a soma de dois termos:
Yoo ¥ = (Yo- ) + (Vi 9). (3)

A Figura 4 apresenta esse desvio de forma grafica.
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Variavel resposta
<|

Yi-Y

Magalhdes, TM (ICE-UFJF)

Variavel preditora

Figura 4: Y, — \A/g e \A’g -Yv.
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De (3) e ordenando de forma conveniente, nés temos que

ST =3 (- 9)" =3 [ V)4 (v 9]

/=1
_Z[ Vo= V242V V)Y - Vo) + (Yo~ %07
_Zn +2Z = 0 +Z Yy = Vi)?

n

S Y- VR DY
/=1 (=1

= SQReg + SQRes.




Soma de quadrados

De (3) e ordenando de forma conveniente, nés temos que

ST =3 (- 9) =3 [ V)4 (v )

/=1
—z[n— 24 2Ve = VYYo= V) + (Yo = V)]
_ZYK— Jrzzy,Z Yg+ZYg Y)?
0

=3 (Vo= V)2 + (Ve — V0)?
/=1 /=1

= SQReg + SQRes. -t
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Logo, ndés temos que SQT = SQReg + SQRes, isto é, a variabilidade total

dos dados se divide em duas partes:

@ a variabilidade explicada pelo modelo (SQReg);




Soma de quadrados

Logo, nés temos que SQT = SQReg 4+ SQRes, isto é, a variabilidade total

dos dados se divide em duas partes:
o a variabilidade explicada pelo modelo (SQReg);

Qo
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Soma de quadrados

Logo, nés temos que SQT = SQReg 4+ SQRes, isto é, a variabilidade total

dos dados se divide em duas partes:
o a variabilidade explicada pelo modelo (SQReg);

o a variabilidade que n&o pode ser explicada pela regressdo (SQRes).
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Em notacdo matricial, SQT, SQReg e SQRes s3o dadas, respectivamente, por

SQT=Y"' (I,, . iJ) Y,
SQReg = Y <H B ,17J> Y, (4)

SQRes=Y' (I,—H)Y,




Soma de quadrados

Em notacdo matricial, SQT, SQReg e SQRes s3o dadas, respectivamente, por
T 1
SQT=Y ' (I,—-J)Y,
n
T 1
SQReg =Y (H—--J)Y, (4)

SQRes=Y' (I,—H)Y,
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Soma de quadrados

Em notacio matricial, SQT, SQReg e SQRes s3o dadas, respectivamente, por
SQT=Y" (I,, -~ ’11J) Y,
SQReg =Y <H — ,17J> Y, (4)
SQRes=Y' (I,—H)Y,

em que J é uma matriz, n X n, com todos os seus elementos iguais a 1 Para

_11T

demonstracdes, é conveniente escrever +J = 1,(1,1,)71), em que 1, é um

vetor de comprimento n de 1's.
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Graus de liberdade

Os graus de liberdade (GL) sdo valores associados as somas de quadrados.

Eles s3o o niimero de informacGes independentes, envolvendo as observacdes

Y1, Yo, ..., Yy, que sdo necessdrias para calcular as somas de quadrados.
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Graus de liberdade

Basicamente, é o tamanho da amostra menos o nlimero de restricoes. Para

cada soma de quadrados, nés temos que

Qo
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Graus de liberdade

Basicamente, é o tamanho da amostra menos o nlimero de restricoes. Para

cada soma de quadrados, nés temos que
o SQT tem n—1 GL;

Qo
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Graus de liberdade

Basicamente, é o tamanho da amostra menos o nlimero de restricoes. Para

cada soma de quadrados, nés temos que
o SQT tem n—1 GL;
o SQReg tem p — 1 GL;

Qo
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Graus de liberdade

Basicamente, é o tamanho da amostra menos o nlimero de restricoes. Para

cada soma de quadrados, nés temos que
o SQT tem n—1 GL;
o SQReg tem p — 1 GL;

o SQRes tem n— p GL.
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Quadrado médio

O quadrado médio da regressdo (QMReg) e o quadrado médio do residuo
(QMRes) sdo definidos pela, respectiva, divisdo entre as somas de quadrados

e os graus de liberdades, isto é,
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Quadrado médio

O quadrado médio da regressdo (QMReg) e o quadrado médio do residuo
(QMRes) sdo definidos pela, respectiva, divisdo entre as somas de quadrados

e os graus de liberdades, isto é,

R R
QMReg = 2R ¢ QMRes = 2ARE. (5)
p—1 n—p
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Pode-se mostrar que (Montgomery et al., 2012, p. 581),

E(QMReg) = 0® + f(32, 83, - -, Bp);

E(QMRes) = o2,

em que f(-) é uma fungdo positiva de 32,33, ..., Bp, igual a 0 quando

fo=p3=--=pp=0




Quadrado médio

Pode-se mostrar que (Montgomery et al., 2012, p. 581),

E(QMReg) = 0% + £(32, 3, - -, Bp);

E(QMRes) = o2,

em que f(-) é uma fungdo positiva de 2,3, ..., Bp, igual a 0 quando

Po=pP3=--=pp=0.

~ufjf
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Adicionalmente, quando 8, = 33 = --- = 8, = 0, nos temos que

~ QMReg

F. =
¢ QMRes

F(p_lan_p)'




Adicionalmente, quando 8, = (33 = --- = 3, = 0, nés temos que,

~ QMReg
¢ QMRes

~F(p—1,n—p).




Anova

Tabela 1: Anélise de variancia.

Fonte de Soma de  Graus de Quadrado

variacdo | quadrados liberdade médio

Fe

Regressao SQReg p—1 QMReg
Residuos SQRes n—p QMRes

QMReg
QMRes

Total SQT n—1
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Seja B* = (B2,3,---,Bp) ", o teste de hipéteses usando o enfoque de

analise de varidncia é da seguinte forma:

H: pB*=0,1
A /6* #Opfl




Teste de hipdteses

Seja B* = (B2,B3,.--,58p)", o teste de hipéteses usando o enfoque de

anéalise de variancia é da seguinte forma:

H: B*=0,1
A /6* #Opfl
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Teste de hipdteses

Seja B* = (B2,B3,.--,58p)", o teste de hipéteses usando o enfoque de

anéalise de variancia é da seguinte forma:

H: B*=0,1
A: /6* 7é 0pfl
A estatistica do teste é dada por:

_ QMReg

Fe=——-—2.
" QMRes
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Teste de hipdteses

Sob H, Fc ~ F(p —1,n — p). E assim, nds rejeitaremos H se F. >
F(1—a; p—1,n—p), isto é, a hipétese nula é rejeitada, para um dado nivel
nominal «, se a estatistica do teste for maior que o quantil 100(1 — «)% de

uma F(p—1,n— p).
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Nesse caso, nés assumimos que ha relacdo linear entre a variavel resposta e

pelo menos uma variavel regressora, ao nivel « de significancia.




Teste de hipdteses

Interpretacdo

Nesse caso, nés assumimos que ha relacdo linear entre a variavel resposta e

pelo menos uma variavel regressora, ao nivel a de significancia.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Anélise de variancia 23 de abril de 2025 30/49



1) Introducdo

2) Particdo de somas de quadrados
(@ Coeficiente de determinacio

4) Aplicacao

5) Estudo de simulacao

6) Referéncias bibliograficas




R2 _ SQReg 1 SQRes

T SQT T T SQT (6)

Note que, 0 < RZ < 1.




R2 _ SQReg 1 SQRes

- SQT SQT (6)

Note que, 0 < R2 < 1. E ele tende a aumentar a medida que novas

covariaveis sdo adicionada no modelo (mesmo as ndo significativas).




Coeficiente de determinacao

R2 _ SQReg SQRes

T SQT =1- SQT (6)

Note que, 0 < R?2 < 1. E ele tende a aumentar a medida que novas

covariaveis sdo adicionada no modelo (mesmo as ndo significativas).
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Mede a reducdo da incerteza de se prever a varidvel resposta quando nds
deixamos de prevé-la por sua média amostral e passamos a prever utilizando

o modelo de regressdo considerado.

Interpretacdo 2




Coeficiente de determinacao

Interpretacao 1
Mede a reducdo da incerteza de se prever a variavel resposta quando nés

deixamos de prevé-la por sua média amostral e passamos a prever utilizando

o modelo de regressdo considerado.

Interpretacao 2
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Coeficiente de determinacao

Interpretacao 1

Mede a reducdo da incerteza de se prever a variavel resposta quando nés
deixamos de prevé-la por sua média amostral e passamos a prever utilizando

o modelo de regressdo considerado.

Interpretacao 2

Mede a proporcdo da variabilidade da variavel resposta que é explicada pelo

modelo de regressdo considerado.
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@ R2=0sefp=F3=-=0,=




° R2=Oseﬂ2=ﬂ3=-~-:ﬁp:0.

@ R?> =1se Y, = Y, para todas as observacSes.




° R2=Oseﬂ2=ﬂ3=-~-:ﬁp:0.

o R? =1se Y, =Y, para todas as observaces.

@ R? é o coeficiente de determinacio simples de um modelo de regress3o

de Y, em \A/g.




Observacoes

(+]

R2zoseﬁ2:53:”-:ﬁp:0.
o RP=1se Y, = \A/g para todas as observacdes.

R? é o coeficiente de determinac3o simples de um modelo de regressio

©

de Yy em \A/g.
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Observacoes

(+]

R2:05652:53:”-:ﬁp:0.

o R? =1se Y, = Y, para todas as observacSes.

©

R? é o coeficiente de determinac3o simples de um modelo de regressio
de Y, em Y.

Alto R? n3o indica necessariamente que se pode fazer previsdes com

©

boa acuricia.
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Observacoes

(+]

R2205e62:53:...:6p:0_
o R2=1se Y, = SA/g para todas as observacdes.

R? é o coeficiente de determinac3o simples de um modelo de regressio

©

de Yy em \A/g.

Alto R? n3o indica necessariamente que se pode fazer previsdes com

©

boa acuricia.

Necessariamente aumenta ou mantém-se constante com a inclusdo de

(]

mais uma variavel preditora.
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SQRes/(n—p) n — 1 SQRes

2 _q_ x>/ Pl
A=l sQT/n-1) ~ ' nopsqT "

Penaliza modelos que adicionam covariaveis pouco significativas.




Coeficiente de determinacdo ajustado

> SQRes/(n—p) . n—15QRes
R=1-Sqr/in=1) ' n-psQr’ ()

Penaliza modelos que adicionam covaridveis pouco significativas.
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Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983, p. 36). /pos

0 ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 10 4 2xp,

em que Yy: horas trabalhadas, xy: tamanho do lote, £ =1,2,...,10.




Aplicacao

Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983, p. 36). Apds

0 ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,
¥ =10+ 2xp,

em que Yy: horas trabalhadas, xp: tamanho do lote, £ =1,2,...,10.
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Utilizando as expresses dadas em (4) e (5) e substituindo os resultados na

Tabela 1, a tabela da Anova fica da seguinte forma:

Tabela 2: Andlise de variancia.

Fonte de Soma de  Graus de Quadrado
variacdo | quadrados liberdade médio C
Regressao 13.600 1 13.600
1.813,3
Residuos 60 8 7,5
Total 13.660 9




Anova

Utilizando as expressdes dadas em (4) e (5) e substituindo os resultados na

Tabela 1, a tabela da Anova fica da seguinte forma:

Tabela 2: Anélise de variancia.

Fonte de Soma de  Graus de Quadrado
variacdo | quadrados liberdade médio ‘
Regressdo 13.600 1 13.600
1.813,3
Residuos 60 8 7.5
Total 13.660 9
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Para este conjunto de dados, o tesie de hipoteses usando o enfoque de

analise de variancia é da seguinte forma:
7‘[ . ﬁz =0
A: [ #0

Como F. = 1.1813,3 > 5,3 = F(0,95; 1,8),




Anova

Para este conjunto de dados, o teste de hipdteses usando o enfoque de

analise de variancia é da seguinte forma:
7‘[ . ﬁz =0
A: [ #0

Como F. = 1.1813,3 > 5,3 = F(0,95; 1,8),
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Anova

Para este conjunto de dados, o teste de hipdteses usando o enfoque de

analise de variancia é da seguinte forma:
7‘[ . ﬁz =0
A: [ #0

Como F. =1.1813,3 > 5,3 = F(0,95;1,8), nds rejeitamos H, isto é, a um

nivel de significincia de 5%, o modelo de regress3o é significativo.
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Por (6) e (7), os coeficientes determinacdo, sdo dados por

R? = 0,996 e R? = 0,995.




Por (6) e (7), os coeficientes determinacdo, sdo dados por

R? = 0,996 ¢ R? = 0,995.

A proporcdo da variabilidade da varavel resposta que é explicada pelo o

modelo de regressdo é, aproximadamente, de 99%.




Anova

Por (6) e (7), os coeficientes determinacdo, sdo dados por
R? = 0,996 e R? = 0,995.

A proporcdo da variabilidade da varavel resposta que é explicada pelo o

modelo de regressdo é, aproximadamente, de 99%.
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Suponham o seguinte MNL,

Y =1+ 0xp + &y,

em que xp» é quantidade conhecida e e, ~ N(0,4), £ =1,2,...,n. E nds
vamos assumir que xg2 ~ uniforme no intervalo (0,1). A covariavel x, para
cada n (n = 10,30,...,110) é mantida fixa nas réplicas de Monte Carlo.

As simulacdes foram feitas utilizando o R (R Core Team, 2021).




Estudo de simulacao

Suponham o seguinte MNL,
Yy =14 0xp0 + &y,

em que xp» é quantidade conhecida e e, ~ N(0,4), £ =1,2,...,n. E nds
vamos assumir que xg» ~ uniforme no intervalo (0,1). A covaridvel xy,, para
cada n (n = 10,30,...,110) é mantida fixa nas réplicas de Monte Carlo.

As simulacdes foram feitas utilizando o R (R Core Team, 2021).
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Nés faremos um estudo de Monte Carlo, com 10.000 réplicas, onde avalia-

remos

H ﬁ2:0

A: B2 #0




Nés faremos um estudo de Monte Carlo, com 10.000 réplicas, onde avalia-

remos

H: (=0
A: #0

através do tamanho do teste,




Estudo de simulacao

Nos faremos um estudo de Monte Carlo, com 10.000 réplicas, onde avalia-

remos

HZ 52:0
A: o #0

9

através do tamanho do teste,
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Estudo de simulacao

Nos faremos um estudo de Monte Carlo, com 10.000 réplicas, onde avalia-
remos

H: =0

A: o #0

através do tamanho do teste, i.e.,

9

a = P (Rejeitar H|H é verdade).
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Estudo de simulacao

Assumindo que H é verdade, o tamanho empirico do teste via Anova é
calculado como a proporcdo de vezes que a estatistica do teste (F.) foi

maior que o valor Fy nas 10.000 replicas de Monte Carlo, para a = 10% ,

5% e 1%.
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