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Introducao

Ao definir uma variavel aleatéria (VA) X, nés salientamos que X é uma

funcdo definida a partir do espaco amostral €2 para nimeros reais.
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Ao definir uma VA bidimensional (X, Y)", nés estaremos interessados em

um par de funcdes,
X =X(w),Y =Y(w),

cada uma das quais é definida no espaco amostral de algum experimento

e associa um numero real a todo w € €,
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Introducao

Ao definir uma VA bidimensional (X, Y)", nés estaremos interessados em

um par de funcdes,
X = X(w), Y = Y(),

cada uma das quais é definida no espaco amostral de algum experimento
e associa um numero real a todo w € €2, desse modo fornecendo o vetor

bidimensional [X(w), Y (w)]".
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Nés vamos considerar Z = Hi(X,Y), uma funcdo de X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequencia de etapas:
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Introducao

Nés vamos considerar Z = Hi(X,Y), uma funcdode X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequéncia de etapas:
@ Executar o experimento € e obter o resultado w.
@ Calcular os nimeros X(w) e Y(w).

@
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Introducao

Nés vamos considerar Z = Hi(X,Y), uma funcdode X e Y. Z = Z(w) é

também uma VA. Consideremos a sequéncia de etapas:
@ Executar o experimento € e obter o resultado w.
@ Calcular os nimeros X(w) e Y(w).

@ Calcular o nimero Z = H;[X(w), Y (w)].
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O valor de Z depende evidentemente de w, o resultado original do experi-

mento. Ou seja, Z = Z(w) é uma fungdo que associa um nimero real Z(w)

a todo resultado w € Q.
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Introducao

O valor de Z depende evidentemente de w, o resultado original do experi-
mento. Ou seja, Z = Z(w) é uma fungdo que associa um nimero real Z(w)

a todo resultado w € Q2. Consequentemente, Z é uma VA.
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A questdo que surge é a seguinte: dada a distribuicio de probabilidade

conjunta (X, Y)T, qual é a distribuicdo de probabilidades de Z = Hy(X, Y)?




Introducao

Motivacao
A questdo que surge é a seguinte: dada a distribuicio de probabilidade

conjunta (X, Y)T, qual é a distribuicdo de probabilidades de Z = Hy(X, Y)?
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Caso discreto

Se (X, Y)T for uma VA discreta, encontrar a distribuicio de probabilidades

de Z = H1(X,Y) é uma tarefa relativamente simples.
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Qual ¢ a distribuicdo de probabilidades de Z = min(X, Y), em que (X, Y)"

tem distribuicdo de probabilidade dada por:

Tabela 1: Distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Y.

X

0000 001 003 00 0,07 0,09
11001 002 004 005 006 008
2001 003 005 005 005 0,06
31001 002 004 006 006 0,05




Exemplo

Qual é a distribuicdo de probabilidades de Z = min(X, Y), em que (X, Y)T

tem distribuicdo de probabilidade dada por:

Tabela 1: Distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Y.

X

0 1 2 3 4 5

0000 o001 003 00 0,07 0,09
11001 002 004 005 006 008
21001 003 005 00 005 0,06
31001 002 004 006 006 0,05
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Notem que, o suporte de Z é Z = {0, 1,2, 3}, obtido da seguinte maneira:

z (X,Y)
0] (00 (0,1) (02) (03) (1,0) (20) (30) (40) (50)
1 (1) (12 (13) (1) (1) (41) (5.1)

2| @22 23) (32 42) (52)

30 (33) (43) (53)




Exemplo

Notem que, o suporte de Z é Z = {0, 1,2, 3}, obtido da seguinte maneira:

z (X,Y)

0 (00) (01) (02) (03) (1,0) (20) (3.0) (40) (5.0)
1] (1) (12 @13) (21) G1) (41 (51)

2 (22 (23) (32 (42) (5.2

3| (33) (43) (5.3)

::ufjf
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Exemplo

Com as probabilidades,

P(Z=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0Y=1)+P(X=0,Y =2)
FP(X=0Y=3)+P(X=1Y=0)+P(X=2Y =0)
FP(X=3,Y=0)+P(X=4Y=0)+P(X=5Y =0)

P(Z=1)=P(X=1Y=1)+P(X=1Y=2)+P(X=1,Y =3)
FP(X=2,Y=1)+P(X=3,Y=1)+P(X=4,Y =1)

+P(X=5Y =1);

::ufjf
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P(Z=2)=P(X=2Y=2)+P(X=2Y=3)+P(X=3,Y =2)

FP(X=4,Y=2)+P(X=5,Y =2);

P(Z=3)=P(X=3,Y=3)+P(X=4Y =3)+P(X=5Y =3).




A distribuicdo de probabilidade da VA Z = min(X, Y é dada por:

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidade de Z = min(X, Y).

Z 0 1 2 3

P(Z) | 028 030 025 0,17




Exemplo

A distribuicdo de probabilidade da VA Z = min(X, Y) é dada por:

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidade de Z = min(X, Y).

Z 0 1 2 3

P(Z) | 0,28 030 025 0,17
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Caso continuo

Se (X, Y)T for uma VA bidimensional continua e se Z = Hy(X, Y) for uma
funcdo continua de (X, Y), entdo Z serd uma VA continua (unidimensional)
e o procedimento de achar sua funcdo densidade de probabilidade (FDP) é

um pouco mais complicado.
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Caso continuo

Se (X, Y)T for uma VA bidimensional continua e se Z = Hy(X, Y) for uma
funcdo continua de (X, Y), entdo Z serd uma VA continua (unidimensional)
e o procedimento de achar sua funcdo densidade de probabilidade (FDP) é
um pouco mais complicado. A fim de encontrar a FDP de Z, nés precisa-

remos do Método jacobiano.
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Método jacobiano

A busca pela FDP de Z = Hi(X,Y') é simplificada com a introducdo de
uma segunda VA W = H(X, Y) e obtencdo da FDP conjunta de Z e W,
g(z,w).
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Método jacobiano

A busca pela FDP de Z = Hi(X,Y') é simplificada com a introducdo de
uma segunda VA W = H(X, Y) e obtencdo da FDP conjunta de Z e W,
g(z,w). Com o conhecimento de g(z, w), nés poderemos entdo obter a

FDP marginal de Z, gz(z), pela integracdo de g(z, w) com relacdo a w,

gz(z) = /+oo g(z,w)dw.

—00
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Os problemas restantes s3o:

@ como encontrar a FDP conjunta de Z e W,
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Para resolver o ultimo problema, nés devemos dizer que geralmente se faz

a mais simples escolha possivel para W.
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Método jacobiano

Os problemas restantes s3o:
@ como encontrar a FDP conjunta de Z e W,
@ como escolher a VA apropriada W = Hx(X, Y).

Para resolver o Gltimo problema, nés devemos dizer que geralmente se faz
a mais simples escolha possivel para W. Nesta passagem, W possui apenas
papel intermediario, e nds ndo estamos realmente interessados nela (isso

nem sempre é verdade).
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Suponhamos que (X, Y)" seja uma VA continua bidimensional com FDP

conjunta f. Sejam Z = Hi(X,Y) e W = Hy(X,Y), e admitamos que as

funcGes Hi e H, satisfacam as seguintes condicGes




Método jacobiano

Suponhamos que (X, Y)" seja uma VA continua bidimensional com FDP
conjunta f. Sejam Z = Hy(X,Y) e W = H,(X,Y), e admitamos que as
funcGes Hi e H, satisfacam as seguintes condicGes

Qo
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Método jacobiano

Suponhamos que (X, Y)" seja uma VA continua bidimensional com FDP
conjunta f. Sejam Z = Hy(X,Y) e W = H,(X,Y), e admitamos que as
funcGes Hi e H, satisfacam as seguintes condicGes

o As equacdes z = Hi(x,y) e w = Ha(x,y) podem ser univocamente

resolvidas para x e y, em termos de z e w, isto &, x = H; }(z,w) =

G]_(Z, W) ey = Hgl(zu W) = GZ(Zv W)
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Distribuicao normal multivariada

o As derivadas parciais 9z/0x, Ow/dx, 0z/dy e Ow/Dy existem, sdo

continuas e de tal forma que:
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Distribuicao normal multivariada

o As derivadas parciais 9z/0x, Ow/dx, 0z/dy e Ow/Dy existem, sdo

continuas e de tal forma que:

oz 0z
_O(z,w) | Ox Oy
J(X>y)_ 8(X,y) - 87W 87W 7507 (1)
Oox 0Oy

em todos os pontos (x, y).
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Método jacobiano

Nestas circunstancias, a FDP conjunta de (Z, W), isto é, g(z, w) é dada

pela seguinte expressao

g(Z, W) = f[Gl(z’ W)? G2(Za W)] |J(Xa)/)|_1 ]IJ(Zv W)a (2)

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 17 de dezembro de 2024 22 /43



Método jacobiano

Nestas circunstancias, a FDP conjunta de (Z, W), isto é, g(z, w) é dada

pela seguinte expressio
g(z, W) =f [Gl(z7 W)7 G2(Z? W)] |J(Xay)|_1 ]IJ(Zv W)? (2)

em que x = Gi(z,w), y = Ga(z,w) e J é o suporte de (Z, W)T, isto ¢,

regidgo com g(z,w) > 0.
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Método jacobiano

Nestas circunstancias, a FDP conjunta de (Z, W), isto é, g(z, w) é dada

pela seguinte expressio
g(z, W) =f [Gl(z7 W)a G2(Z? W)] |J(X>y)|_1 ]IJ(Zv W)? (2)

em que x = Gi(z,w), y = Ga(z,w) e J é o suporte de (Z, W)T, isto ¢,
regido com g(z,w) > 0. O determinante em (1) é denominado jacobiano

da transformacdo (x, y) — (z, w).
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Exemplo 1. Se X e Y sdo duas VA independentes com distribuicdes gama

de pardmetros (a, A) e (B, ), respectivamente, calcule o PP conjunta de

U=X+YeV=X/(X+Y)




Exemplos

Exemplo 1. Se X e Y s3o duas VA independentes com distribuicGes gama

de parametros (a, A) e (8, \), respectivamente, calcule a FDP conjunta de

U=X+YeV=X/(X+Y)
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Exemplos

Exemplo 1. Se X e Y s3o duas VA independentes com distribuicGes gama
de parametros (a, A) e (8, \), respectivamente, calcule a FDP conjunta de
U=X+YeV=X/(X+Y). Como sdo VAs independentes, a FDP
conjunta de (X, Y)T é dada pela seguinte expressio

\¥x@—1g=Ax NyB=le=y

f(x,y) = TH(O,-FOO)(X) X W ]I(O,-i-oo)(y)

AaJr,BXaflyﬁfl ef)\(Xer)
= F(@)F(B) L0, 400) (¥) L{0,400) (¥)-
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Exemplos

Antes de aplicar o método jacobiano, é preciso verificar se a transformacao

é bijetora, isto é, se a transformacdo é injetora e sobrejetora.
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Exemplos

Antes de aplicar o método jacobiano, é preciso verificar se a transformacao
é bijetora, isto é, se a transformacdo é injetora e sobrejetora. E injetora se

H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).
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Exemplos

Antes de aplicar o método jacobiano, é preciso verificar se a transformacao
é bijetora, isto é, se a transformacdo é injetora e sobrejetora. E injetora se

H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a,b) =[a+ b,a/(a+ b)] =[c+d,c/(c+ d)] = H(c,d).

(x) a+b=c+d (1).

a Cc a

Cc
() ;= pr (= = e (2)

~ufjf

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 17 de dezembro de 2024 24 /43



Exemplos

Antes de aplicar o método jacobiano, é preciso verificar se a transformacao
é bijetora, isto é, se a transformacdo é injetora e sobrejetora. E injetora se

H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a,b) =[a+ b,a/(a+ b)] =[c+d,c/(c+ d)] = H(c,d).

(x) a+b=c+d (1).

a Cc a

Cc
() ;= pr (= = e (2)

Por (1) e(2),c+b=c+d=b=d.

:.ufjf
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Exemplos

Antes de aplicar o método jacobiano, é preciso verificar se a transformacao
é bijetora, isto é, se a transformacdo é injetora e sobrejetora. E injetora se

H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a,b) =[a+ b,a/(a+ b)] =[c+d,c/(c+ d)] = H(c,d).

(x) a+b=c+d (1).

a Cc a

Cc
() ;= pr (= = e (2)

Por (1) e(2),c+b=c+d=b=d.

Logo, a transformacdo H é injetora. ufjf
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Seréd sobrejetora se, V(c,d) € B, 3(a,b) € A tal que H(a,b) = [a +

b,a/(a+ b)] = (c,d).

a+b=c(3) aib:d

=d=a=cd. (4)

0 lo

Por (3),
Por (3)e (4), cd+b=c= b=c(1-d).

Hlcd, c(1 — d)] = (¢, d).




Exemplos

Sera sobrejetora se, ¥(c,d) € B, 3(a,b) € A tal que H(a,b) = [a+

b,a/(a+ b)] = (c,d).

a+b=c(3) aib:d

Por (3), —=d=a=cd. (4)

0lo

Por (3)e (4), cd+b=c= b=c(1-4d).

Hlcd, c(1 — d)] = (¢, d).

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 17 de dezembro de 2024 25 /43



Exemplos

Serd sobrejetora se, V(c,d) € B, 3(a,b) € A tal que H(a,b) = [a +

b,a/(a+ b)] = (c,d).

a+b=c(3) aib:d

Por (3), —=d = a=cd. (4)

0lo

Por (3)e (4), cd+b=c= b=c(1-4d).

Hlcd, c(1 — d)] = (c, d).

Portanto, a transformac3o é sobrejetora,

como ela também ¢é injetora, H é bijetora.
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Notem que

O<x<4+xel<y<4+00o=0<x+y<+0=0<u<+o0;

0<x=>0<x<x+y:0<L<1:0<v<1.
X+y




X u

(a) Suporte de (X, Y)T. (b) Suporte de (U, V).

Figura 1: Suporte.

uf]f
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Agora, nés temos que, u = Hi(x,y) =x+yev=H(x,y) =x/(x+y),

entao
ou Ou
Ox Oy 1 1 1
J y = = = — .
(x.y) dv  Ov 4 __ X X+y
ox Oy (x+y)?  (x+y)?

Notem que, —1/(x +y) = —1/u.




Exemplos

Agora, nés temos que, u = Hi(x,y) =x+y ev = Ha(x,y) =x/(x+y),

entao

@
Ox
@
Ox

J(Xay) =

@

ay B 1 1 o 1
ov | Y _ X N x+y
dy (x+y)?  (x+y)?

Notem que, —1/(x +y) = —1/u.
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Lembrando que x = Gi(u,v) = uv ey = Gy(u,v) = u(l —v), por (2), nos

temos que

171

g(u.v) = fluv, ot = )] || T () T (¥

N\otB ot B—1lg=Au Va_l(]_ o V)B_l
) Ba,p) o+ Ton()




Exemplos

Lembrando que x = Gi(u,v) = uv ey = Gy(u,v) = u(1l—v), por (2), nés
temos que

-1
g(u,v) = fluv,u(l—v)] ’_i

L(0,400) () L0,1) (V)

Aot jatf—1g—Au Va—l(l - V)B—l
= r(a + /B) B(a,ﬁ) ]I(O,-H)O)(u) I[(O,l)(v)v
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Exemplos

Lembrando que x = Gi(u,v) = uv ey = Gy(u,v) = u(1l—v), por (2), nés
temos que

-1
g(u,v) = fluv,u(l—v)] ’_i

L(0,400) () L0,1) (V)

Aot jatf—1g—Au Va—l(l - V)B—l
= r(a + /B) B(a,ﬁ) ]I(O,-H)O)(u) I[(O,l)(v)v

isto é, U ~ gama(a+ (,A) e V ~ beta(a, ).

:.ufjf
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Exemplos

Lembrando que x = Gi(u,v) = uv ey = Gy(u,v) = u(1l—v), por (2), nés
temos que

-1
g(u,v) = fluv,u(l—v)] ’_i

L(0,400) () L0,1) (V)

Aot jatf—1g—Au Va—l(l - V)B—l
= r(a + /B) B(a,ﬁ) ]I(O,-H)O)(u) I[(O,l)(v)v

isto é, U ~ gama(a + 3,\) e V ~ beta(a, ). Adicionalmente, U e V sdo

independentes.

:.ufjf
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Exemplos

Exemplo 2. Sejam U e V duas varidveis aleatérias independentes com

distribuicdo qui-quadrado(m) e qui-quadrado(n), respectivamente. Seja

_U/m
X=
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Exemplos

Exemplo 2. Sejam U e V duas varidveis aleatérias independentes com

distribuicdo qui-quadrado(m) e qui-quadrado(n), respectivamente. Seja

_U/m
X = Vin'

Qual é a distribuicdo de X7
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Exemplos

Exemplo 2. Sejam U e V duas varidveis aleatérias independentes com

distribuicdo qui-quadrado(m) e qui-quadrado(n), respectivamente. Seja

_U/m
- V/n'

Qual é a distribuicdo de X7 Dica: seja Y = V.
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Como no exemplo anterior, nds precisamos verificar se a transformacdo é

bijetora. E injetora se H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).




Como no exemplo anterior, nds precisamos verificar se a transformacdo é

bijetora. E injetora se H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = [(c/m)/(d/n), d] = H(c, d).
a/m _c/m

a/m _c/m B
midi/n' or (1), d/nidi/nﬁaic'

b=d.(1)




Exemplos

Como no exemplo anterior, nds precisamos verificar se a transformacio é

bijetora. E injetora se H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = [(c/m)/(d/n), d] = H(c, d).
a/m _c/m

a/m c¢c/m
m:d—/n. or (1), d/n—d—/n:>a:c.

b=d.(1)

::ufjf
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Exemplos

Como no exemplo anterior, nds precisamos verificar se a transformacio é

bijetora. E injetora se H(a, b) = H(c,d) = (a, b) = (c, d).

H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = [(c/m)/(d/n), d] = H(c, d).
aj/m _ c/m or(l)a/—mzc/—m@a:c
b/n  d/n’ "d/n d/n '

b=d.(1)

Logo, a transformac3o g é injetora.

::ufjf

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Método jacobiano 17 de dezembro de 2024 31/43



Sera sobrejetora se, V(c,d) € B, 3(a, b) € A 12l que
H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = (c, d).




Sera sobrejetora se, V(c,d) € B, 3(a, b) € A tal que
H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = (c, d).

a/m_

bjn c; d. (3)
Por (3), ‘zi//rg =c=>a= %cd. (4)

H[(m/n)cd, d] = (¢, d).




Exemplos

Seré sobrejetora se, ¥(c,d) € B, 3(a, b) € A tal que
H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = (c, d).

a/m B
b= b=d0)
Por (3), ‘z,//r::c:a:,:cd (4)

H[(m/n)cd, d] = (¢, d).
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Exemplos

Seré sobrejetora se, ¥(c,d) € B, 3(a, b) € A tal que

H(a, b) = [(a/m)/(b/n), b] = (c, d).

a/m B
b= b=d0)
Por (3), ‘z,//r::c:a:,:cd (4)

H[(m/n)cd, d] = (¢, d).

Portanto, a transformacao é sobrejetora,

como ela também ¢é injetora, H é bijetora.
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Agora, nés temos que, x = Hy(u,v) = (u/m)/(v/n) e y = Ha(u,v) = v,

155
du
Jy
du




Agora, nés temos que, x = Hi(u,v) = (u/m)/(v/n) ey = Hy(u,v) = v,

entdo
% % n
J(u, v) = du v — | mv mv2 | — L
9y Oy 0o 1 mv
ou Ov

Note que, n/(mv) = n/(my).




Exemplos

Agora, nés temos que, x = Hi(u,v) = (u/m)/(v/n) e y = Ha(u,v) = v,

entao
o 0|y
J(u,v) = Ou v | _ |y " m2 -
dy 9y 0o 1 mv
ou Ov

Note que, n/(mv) = n/(my).
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Lembrando que a FDP conjunta de (U, V)" é dada por

o—(m+n)/2

) = 2 (n2)

um/2—1V"/2_1 exp {—(U + V)/2} I]R_%_(”a V)'




Lembrando também que u = Gi(x,y) = (m/n)xy e v = Ga(x,y) =y, por

(2), nés temos que a FDP conjunta de (X, Y)" pode ser expressa como

1
T0,+00) (%) T(0,100) (V)

g(x,y) = Fl(m/n)xy. ] \my

N 2~ (mtn)/2 (m>m/2xm/2—1y(m+n)/2—1
F(m/2)[(n/2) \'n

1 m
X exp {—2 (1 + nX> y} ]IRi(x,y).




Exemplos

Lembrando também que u = Gi(x,y) = (m/n)xy e v = Gy(x,y) =y, por

(2), nés temos que a FDP conjunta de (X, Y)" pode ser expressa como

1
T0,+00) (X) T(0,100) (V)

g(x,y) = fl(m/n)xy. ] \my

_ 2~ (mtn)/2 (m>m/2xm/2—1y(m+n)/2—1
F(m/2)[(n/2) \'n

1 m
X exp {—2 (1 + nx> Y}]Inﬁ(xa}’)'
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Exemplos

Assim, a marginal de X sera

gx(x) =/ g(x,y)dy
0
gama[mn 1 (142x)]
2~ (m+n)/2 my\ m/2 i 1 m
_ m m/2—1 (m+n)/2—1 o+ m
= T(m/2)r(n/2) (n> x /0 Y exp{ 2 <1+ nx) y} ol

o mm mmz (=)
= (n) T i

1 m\ m/2 my2—1 m —(m+n)/2
B(m/2,n/2) (n) x ( + nx) i, (X))
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Exemplos

Assim, a marginal de X sera

gx(x) = /Oo g(x,y)dy

gama[z32 3 (1+5x)]

2~ (mtn)/2 m\ ™/2 * 1 m
__¢ " (m m/2-1 (m-+n)/2—1 10 7) }d
F(m/2)F(n/2) (n> X /0 Y exp{ 2< tRX)Yp

_ o—(m+n)/2 (m>m/2 mf2-1 r (mT“)
F(m/2)r(n/2) n [% (1 + %X)](ern)/Z
1 m\ m/2 my2—1 m —(m+n)/2
=— [ — 1+ — I
B(m/2,n/2) (n) x ( + nx) i, (X))

isto é, X ~ F(m, n). (UFA!)

36/43
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Método jacobiano

Quando a funcdo Z = Hi(X, Y) ndo for biunivoca (bijetora), o método do

jacobiano, descrito em (2), ndo pode ser usado de imediato.
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Primeiramente, o suporte em X e/ou de Y precisa ser subdividido em regides

onde Hi(X, Y) seja biunivoca.

Apbs isso, o método pode ser aplicado em cada uma das regides e a FDP

de Z é a soma das FDPs obtidas para cada H;(X, Y) da regido.




Método jacobiano

Primeiramente, o suporte em X e/ou de Y precisa ser subdividido em regides

onde Hi(X,Y) seja biunivoca.

Apds isso, o método pode ser aplicado em cada uma das regides e a FDP

de Z é a soma das FDPs obtidas para cada H;(X, Y) da regido.
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Método jacobiano

Isto é, a FDP conjunta de (Z, W) T sera dada pela expressio

g(27 W) = Z f[Gli(Zv W)v G2,'(Z, W)] \Ji(XaY)|_1 ]IJi(Z? W), (3)
i=1
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Método jacobiano

Isto é, a FDP conjunta de (Z, W) T sera dada pela expressio
n
g(z,w) =" f[Gii(z,w), Gz, w)] [Ji(x, )| ' Tz(zw),  (3)
i=1
em que x = Gi;(z,w), y = Gyi(z,w), J; é o i-ésimo suporte de (Z, W)T

e n é o nimero de subdivisdes.

~ufjf
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