
Distribuições multivariadas

Tiago M. Magalhães

Departamento de Estatística - ICE-UFJF

Juiz de Fora, 12 de dezembro de 2024

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 1 / 42



Roteiro

1 Distribuição multinomial

2 Distribuição normal multivariada

3 Distribuição Wishart

4 Distribuição Dirichlet

5 Referências bibliográficas

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 2 / 42



Roteiro

1 Distribuição multinomial

2 Distribuição normal multivariada

3 Distribuição Wishart

4 Distribuição Dirichlet

5 Referências bibliográficas

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 3 / 42



Experimento multinomial

Um experimento multinomial tem 3 características:

1 uma realização com n repetições independentes;

2 cada repetição admite k resultados: A1,A2, . . . ,Ak , mutuamente exclusivos;

3 a probabilidade, pi = P(Ai ), de ocorrência de cada possível resultado Ai ,

i = 1, 2, . . . , k, não se altera em cada repetição. Note que
∑k

i=1 pi = 1.
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Distribuição multinomial

Seja a variável aleatória discreta (VAD) multidimensional

X = (X1,X2, . . . ,Xk)>,

em que Xi : é o número de vezes que Ai ocorre

nas n repetições de um

experimento multinomial, com probabilidade de Ai ocorrer igual a pi , i =

1, 2, . . . , k.
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Distribuição multinomial

Observação
Os Xi não são VAD independentes,

pois
∑k

i=1 Xi = n. Em consequência,

logo que os valores quaisquer (k−1) dessas VAD sejam conhecidos, o valor

da k-ésima ficará determinado.
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Distribuição multinomial

Então, a VAD X tem distribuição multinomial, com parâmetros n e p =

(p1, p2, . . . , pk)>,

de forma alternativa,

X ∼ multinomial(n,p) ou X ∼ multinom(n,p).
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Distribuição multinomial

A função de probabilidades de uma variável aleatória discreta multidimen-

sional X ∼ multinomial(n,p) é dada por:

p(x1, x2, . . . , xk) = n!
x1!x2! . . . xk !px1

1 px2
2 . . . pxk

k I{n}(x1 + x2 + · · ·+ xk),

em que pi ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , k.
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Distribuição multinomial

A esperança e variância de uma VAD multidimensional X multinomial são

dadas, respectivamente, por E(X) = [E(X1),E(X2), . . . ,E(Xk)]> e

Var(X) =



Var(X1) Cov(X1,X2) · · · Cov(X1,Xk)

Cov(X2,X1) Var(X2) · · · Cov(X2,Xk)
...

... . . . ...

Cov(Xk ,X1) Cov(Xk ,X2) · · · Var(Xk)


,
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Distribuição multinomial

em que

E(Xi ) = npi ,

Var(Xi ) = npi (1− pi ),

Cov(Xi ,Xj) = −npipj , para i 6= j ,

com i , j = 1, 2, . . . , k. De maneira geral, isto é, na forma matricial, nós po-

demos escrever E(X) = np e Var(X) = n
[
diag(p)− pp>

]
, sendo diag(p)

uma matriz diagonal, com a diagonal principal igual a p.
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Distribuição multinomial

Seja t = (t1, t2, . . . , tk)> ∈ Rk , a função geradoras de momentos de X é

dada por

M(t) = E(et>X) = E
(
et1X1+t2X2+···+tkXk

)
=
( k∑

i=1
pieti

)n

.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 11 / 42



Distribuição multinomial

Seja t = (t1, t2, . . . , tk)> ∈ Rk , a função geradoras de momentos de X é

dada por

M(t) = E(et>X) = E
(
et1X1+t2X2+···+tkXk

)
=
( k∑

i=1
pieti

)n

.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 11 / 42



Distribuição multinomial

Seja t = (t1, t2, . . . , tk)> ∈ Rk , a função geradoras de momentos de X é

dada por

M(t) = E(et>X) = E
(
et1X1+t2X2+···+tkXk

)
=
( k∑

i=1
pieti

)n

.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 11 / 42



Distribuição multinomial

Exemplos:

Em um lançamento de um dado 10 vezes,

o interesse é contar o número

de ocorrências de cada uma das 6 faces;

Em um banco de dados com 1.500 clientes, o interesse é contar quantos

destes teriam um pedido de empréstimo aprovado na totalidade, 50%

do valor pedido e recusado;

Equilíbrio de Hardy-Weinberg (Hardy, 1908; Weinberg, 1908).
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Distribuição normal bivariada

Seja (X1,X2)> uma variável aleatória contínua (VAC) bidimensional, to-
mando todos os valores no plano euclidiano. Nós diremos que (X1,X2)>

tem distribuição normal bidimensional se sua função densidade de probabi-
lidade (FDP) conjunta for dada pela seguinte expressão

f (x1, x2) = 1
2πσ1σ2

√
1− ρ2

(1)

× exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(x1 − µ1

σ1

)2
− 2ρ (x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
+
(x2 − µ2

σ2

)2
]}

× IR(x1) IR(x2),

em que µ1 ∈ R, µ2 ∈ R, σ2
1 ∈ R+, σ2

2 ∈ R+ e ρ ∈ (−1, 1).
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tem distribuição normal bidimensional se sua função densidade de probabi-
lidade (FDP) conjunta for dada pela seguinte expressão

f (x1, x2) = 1
2πσ1σ2

√
1− ρ2

(1)

× exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(x1 − µ1

σ1

)2
− 2ρ (x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
+
(x2 − µ2

σ2

)2
]}

× IR(x1) IR(x2),

em que µ1 ∈ R, µ2 ∈ R, σ2
1 ∈ R+, σ2

2 ∈ R+ e ρ ∈ (−1, 1).
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Distribuição normal bivariada

Propriedades.

O parâmetro ρ será o coeficiente de correlação entre X1 e X2;

As distribuições marginais são, respectivamente,

X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2);

As distribuições condicionais são, respectivamente,

X1|X2 = x2 ∼ N
[
µ1 + ρ

σ1
σ2

(x2 − µ2), σ2
1(1− ρ2)

]
,

X2|X1 = x1 ∼ N
[
µ2 + ρ

σ2
σ1

(x1 − µ1), σ2
2(1− ρ2)

]
.
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Distribuição normal bivariada

Observações.

É possível ter-se uma FDP conjunta que não seja normal bidimen-

sional,

e no entanto, as FDP marginais de X1 e X2 serem normais

unidimensionais;

Se ρ = 0, a FDP conjunta de (X1,X2)> poderá ser fatorada e, con-

sequentemente, X1 e X2 serão independentes. Assim, nós verificamos

que no caso de uma distribuição normal bidimensional, correlação zero

e independência são equivalentes.
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Distribuição normal multivariada

Seja X = (X1,X2, . . . ,Xk)> um vetor aleatório contínuo. Nós diremos

que X tem distribuição normal multidimensional (multivariada) se sua FDP

conjunta for dada pela seguinte expressão

f (x) = 1√
(2π)k |Σ|

exp
{
−1
2(x − µ)>Σ−1(x − µ)

}
IRk (x), (2)
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Distribuição normal multivariada

em que µ = (µ1, µ2, . . . , µk)> ∈ Rk é o vetor de médias, Σ ∈ Rk×k é

a matriz de covariâncias (uma matriz positiva semi-definida), de dimensão

k × k

e |Σ| é o determinante de Σ. De forma alternativa, nós denotamos

X ∼ Nk(µ,Σ). (3)
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Distribuição normal multivariada

Seja t = (t1, t2, . . . , tk)> ∈ Rk , a função geradoras de momentos de X é

dada por

M(t) = E(et>X) = exp
{

µ>t + 1
2t>Σt

}
.
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Distribuição normal multivariada

Observação

A quantidade
√

(x − µ)>Σ−1(x − µ) é conhecida como a distância de

Mahalanobis (Mahalanobis, 1936).
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Distribuição normal multivariada

A normal bivariada, dada em (1), pode ser escrita na forma apresentada em

(2), basta nós definirmos

µ =

 µ1

µ2

 , Σ =

 σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

 .
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Distribuição normal multivariada

Exemplos:

1 µ1 = 0, µ2 = 0, σ2
1 = 1, σ2

2 = 1 e ρ = 0;

2 µ1 = 1, µ2 = 1, σ2
1 = 1, σ2

2 = 1 e ρ = 0;

3 µ1 = 0, µ2 = 0, σ2
1 = 2, σ2

2 = 2 e ρ = 0;

4 µ1 = 0, µ2 = 0, σ2
1 = 2, σ2

2 = 2 e ρ = 0,45.
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(b) Exemplo 2.

Figura 1: Gráfico de contornos de normais bidimensionais.
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Figura 2: Gráfico de contornos de normais bidimensionais.
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Distribuição normal multivariada

Sejam Z = (Z1,Z2, . . . ,Zn)>, tal que Zi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, . . . , n,

µ = (µ1, µ2, . . . , µm)> ∈ Rm e uma matriz A, de dimensão m × n. A

condição para X = (X1,X2, . . . ,Xm)> ter distribuição normal multivariada

é a seguinte:

X ∼ Nm(µ,Σ)⇔ AZ + µ, (4)

em que Σ = AA>. A equação (4) expressa em sistema lineares pode ser

encontrada em Ross (2010, p. 432).
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Distribuição normal multivariada

Sejam X um vetor com distribuição normal multivariada, como dada em

(3), e a = (a1, a2, . . . , ak)> ∈ Rk um vetor de constantes. Agora, seja uma

VA definida da seguinte forma:

Y = a>X = a1X1 + a2X2 + · · ·+ akXk .

Então, Y tem distribuição normal unidimensional com média µY = a>µ e

σ2
Y = a>Σa, i.e., combinação linear de distribuições normais tem distribui-

ção normal.
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Y = a>X = a1X1 + a2X2 + · · ·+ akXk .

Então, Y tem distribuição normal unidimensional com média µY = a>µ e

σ2
Y = a>Σa, i.e., combinação linear de distribuições normais tem distribui-

ção normal.
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Distribuição Wishart

Sejam X1,X2, . . . ,Xn vetores aleatórios independentes, p × 1, tal que

Xi ∼ Np(0,Σ),

i = 1, 2, . . . , n. Seja também,

X = (X1,X2, . . . ,Xn) ,

uma matriz aleatória, de dimensão p × n.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 28 / 42



Distribuição Wishart

Sejam X1,X2, . . . ,Xn vetores aleatórios independentes, p × 1, tal que

Xi ∼ Np(0,Σ),

i = 1, 2, . . . , n. Seja também,

X = (X1,X2, . . . ,Xn) ,

uma matriz aleatória, de dimensão p × n.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 28 / 42



Distribuição Wishart

Sejam X1,X2, . . . ,Xn vetores aleatórios independentes, p × 1, tal que

Xi ∼ Np(0,Σ),

i = 1, 2, . . . , n. Seja também,

X = (X1,X2, . . . ,Xn) ,

uma matriz aleatória, de dimensão p × n.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Distribuições multivariadas 12 de dezembro de 2024 28 / 42



Distribuição Wishart

A matriz aleatória, de dimensão p × p, construída da seguinte forma,

M = XX> =
n∑

i=1
XiX>i ,

é denominada de distribuição Wishart, com n graus de liberdade e matriz

de covariâncias Σ. Notação: M ∼ Wp(n,Σ).
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Distribuição Wishart

Se M ∼ Wp(n,Σ), sua FDP conjunta é dada pela seguinte expressão

f (M) = 1
2np/2Γp

(n
2
)
|Σ|n/2 |M|

(n−p−1)/2 exp
{
−1
2tr

[
Σ−1M

]}
I
R

p×p
+

(M),

em que tr [·] é o operador traço e Γp (·) é a função gama multivariada.
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Distribuição Wishart

Observações:

1 se Σ = Ip,

a distribuição de M é denominada de Wishart padrão;

2 a Wishart é a extensão multivariada da distribuição qui-quadrado;

3 se M ∼ W1(n, σ2), então M/σ2 ∼ χ2
n.
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Distribuição Dirichlet

Nós podemos assumir que o vetor aleatório X = (X1,X2, . . . ,XD)> segue

uma distribuição Dirichlet (Olkin e Rubin, 1964) com vetor de parâmetros

λ = (λ1, λ2, . . . , λD)>, λj > 0, j = 1, 2, . . . ,D, com D ≥ 2,

se sua FDP

conjunta pode ser escrita como

f (x,λ) =
Γ
(∑D

j=1 λj
)

∏D
j=1 Γ (λj)

D∏
j=1

xλj−1
j I(0,1)(x1 + x2 + · · ·+ xD), (5)

em que Γ(·) é a função gama, isto é, Γ(λ) =
∫∞

0 vλ−1e−v dv .
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Distribuição Dirichlet

A distribuição Dirichlet é a generalização da distribuição beta. Além disso,

se X ∼ Dirichlet(λ),

nós temos que

E(Xj) = λj∑D
j=1 λj

, j = 1, 2, . . . ,D.

Outras propriedades podem ser encontradas em Pereira e Stern (2008).
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Distribuição Dirichlet

Exemplos:

1 λ1 = 1,5, λ2 = 1,5 e λ3 = 1,5;

2 λ1 = 2, λ2 = 2 e λ3 = 2;

3 λ1 = 2, λ2 = 4 e λ3 = 8;

4 λ1 = 8, λ2 = 4 e λ3 = 2.
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(a) Exemplo 1.
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(b) Exemplo 2.

Figura 3: Gráfico de contornos de Dirichlets tridimensionais.
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Figura 4: Gráfico de contornos de Dirichlets tridimensionais.
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Distribuição Dirichlet

Uma vantagem de assumir uma distribuição Dirichlet é que ela pode ser

simulada a partir de uma distribuição gama, como demostrado por Devroye

(1986).

O algoritmo de simulação é o seguinte:

1 Fixa-se λ = (λ1, . . . , λD)>;

2 Simulam-se D valores de yj ∼ gama(λj , 1), com j = 1, . . . ,D;

3 Calculam-se xj = yj∑D
j=1 yj

, com j = 1, . . . ,D.
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