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Motivacao

Nés j& observamos que a fim de calcular IE(Z) ou Var(Z), em que Z =
H(X,Y), ndo necessitamos achar a distribuicdo de probabilidades de Z,
pois poderemos trabalhar diretamente com a distribuicdo de probabilidades

de (X, Y)7.

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) ExpressGes aproximadas e desigualdades 08 de outubro de 2024 4/37



Motivacao

Se a funcdo H for bem complicada, o célculo das esperancas e variancias

pode conduzir a integracdes (ou somatdrios) que s3o bastante dificeis. Por

isso, aproximacdes sdo muito Uteis.
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A série de Taylor (1715) crm torno o ponto « — 4




A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a « uma scrie de funcoes

expressa da seguinte forma




A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a é uma série de funcdes

expressa da seguinte forma

o £(n)(5
i)=Y Ty )
n=0 :




Série de Taylor

A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a é uma série de fun¢des

expressa da seguinte forma

o £(n)(4
f(x)zzf (a)

n=0

(x = a)", (1)

n!
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Série de Taylor

A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a é uma série de fun¢des

expressa da seguinte forma

< f£(n) (4
f(x):zif (2)

n=0

(x = a)", (1)

n!

em que f é uma funcao conhecida,
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Série de Taylor

A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a é uma série de fun¢des

expressa da seguinte forma

< f£(n) (4
f(x):zif (2)

n=0

(x = a)", (1)

n!

em que f é uma funcdo conhecida, derivavel
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Série de Taylor

A série de Taylor (1715) em torno do ponto x = a é uma série de fun¢des

expressa da seguinte forma

< f£(n) (4
f(x):zif (2)

n=0

(x = a)", (1)

n!

em que f é uma funcdo conhecida, derivavel e f(" é a n-ésima derivada de

f.
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Em (1), quando a = 0, l




Em (1), quando a = 0, a série também é conhecida como série de Maclaurin.




Em (1), quando a = 0, a série também é conhecida como série de Maclaurin.




Notem que, = <crie de Taylor (1715)




Notem que, a série de Taylor (1715) pode ser recscrita da seguinte forma




Notem que, a série de Taylor (1715) pode ser reescrita da seguinte forma

F(x) = Pa(x) + Rn(x), (2)




Notem que, a série de Taylor (1715) pode ser reescrita da seguinte forma

f(x) = Pn(x) + Rn(x), (2)

em que




Notem que, a série de Taylor (1715) pode ser reescrita da seguinte forma

f(x) = Pn(x) + Rn(x), (2)




Série de Taylor

Notem que, a série de Taylor (1715) pode ser reescrita da seguinte forma

f(x) = Pn(x) + Rn(x), (2)
em que
nofi(a . >  fl)(g
Pn(x) = i )(X—a)’ e Ry(x) = Z U )(X—a)’
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P,(x) é denominado de polindmio de Taylor de grau n = /(<) ¢ o resto da

Série de Taylor.




P,(x) é denominado de polinémio de Taylor de grau n e R,(x) é o resto da

Série de Taylor. Taylor também mostrou que




Série de Taylor

P,(x) é denominado de polinémio de Taylor de grau n e R,(x) é o resto da

Série de Taylor. Taylor também mostrou que
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Série de Taylor

P,(x) é denominado de polinémio de Taylor de grau n e R,(x) é o resto da

Série de Taylor. Taylor também mostrou que

f(n—&-l)(T)

Ra(x) = W(X —a)’,
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Série de Taylor

P,(x) é denominado de polinémio de Taylor de grau n e R,(x) é o resto da

Série de Taylor. Taylor também mostrou que

f(n—&-l)(T)

Ra(x) = W(X —a)’,

para algum valor de a < 7 < x.
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Seja X uma varidvel aleatéria com E(X) = p e Var(X) = o2
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Seja X uma varidvel aleatéria com E(X) = p e Var(X) = 0. Suponham

que Y = H(X).
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Seja X uma varidvel aleatéria com E(X) = p e Var(X) = 0. Suponham

que Y = H(X). Entdo,

)02 e Var(Y) =~ [H(l)(u)}2 0. (3)

~ufjf
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Demonstracdo 1. [/sando (1)




Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 1. Usando (1),
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 1. Usando (1), até o segundo termo
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 1. Usando (1), até o segundo termo e em torno de X = p,
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 1. Usando (1), até o segundo termo e em torno de X = p,

nés temos que
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 1. Usando (1), até o segundo termo e em torno de X = p,

nés temos que

Y:Hwyzfﬁfﬂﬁ

n=0

o (X = n)"
HO ()

o X = n)?

= (X =)’ +
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Simplificando as expressGes anteriores, nos temos que




Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressGes anteriores, nds temos que
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressGes anteriores, nds temos que
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressGes anteriores, nds temos que

Aplicando a esperanca,
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressGes anteriores, nds temos que

Y = H(u) + HO(u)(X = p) + (X = 1)+ Ru.

H® (1)
2

Aplicando a esperanca, nés temos que

B(Y) = B {H()} + B {HO ()X — )|

+]E{H(2;(M)(X—u)2} +E{R}.
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Agora,

B(Y) = HO) -+ HOGEX — )+ T (X 2} 1 B (R

= H(p) + H(Z;(’”‘)(# +E{R}.

::ufjf
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Agora,

B(Y) = HO) -+ HOGEX — )+ T (X 2} 1 B (R

= H(p) + H(Z(“)& +E{R}.

Ignorando o termo E{R; },

::ufjf
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Agora,

B(Y) = HO) -+ HOGEX — )+ T (X 2} 1 B (R

= H(p) + H(Z(“)& +E{R}.

Ignorando o termo IE {R1}, n6s temos que,

:.ufjf
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Agora,

B(Y) = HO) -+ HOGEX — )+ T (X 2} 1 B (R

= H(p) + H(Z(“)& +E{R}.

Ignorando o termo IE {R1}, n6s temos que,
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Demonstracdo 2. /ando (1)




Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracéo 2. Usando (1),
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 2. Usando (1), até o primeiro termo
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 2. Usando (1), até o primeiro termo e em torno de X = p,
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 2. Usando (1), até o primeiro termo e em torno de X = p,

nds temos que
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Demonstracdo 2. Usando (1), até o primeiro termo e em torno de X = p,

nds temos que

o p(n)
v=Hx) =Y T Wy
n=0 :
(0) (1)
> pH(n)
+ Z H nl(:u) (X )n

n=2

R>
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Simplificando as expressdes anteriores, nos temos que




Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressdes anteriores, nés temos que
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressdes anteriores, nés temos que

Y = H(u) + HO(u)(X = ) + R

= Y ~ H(p) + HO () (X — p).
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressdes anteriores, nés temos que

Y = H(u) + HO(u)(X = ) + R

= Y ~ H(p) + HO () (X — p).

Aplicando a variancia,
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Expressoes aproximadas da média e da varidncia

Simplificando as expressdes anteriores, nés temos que

Y = H(u) + HO(u)(X = ) + R

= Y ~ H(p) + HO () (X — p).
Aplicando a variancia, nés temos que

Var(Y) ~ Var {H(,u) + HO () (X — ,u)}

~ [HO ()] Var(x — ) = [HO@)] 0.

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Expresses aproximadas e desigualdades 08 de outubro de 2024 17 /37



1) Motivacao

2) Série de Taylor
3) Expressoes aproximadas da média e da varidncia
(@ Desigualdades

5) Referéncias bibliograficas




Se X é uma variavel aleatéria que assume somente valores ndo negativos,

entdo para qualquer A > 0,

IP(XzA)glEE\X).




Desigualdade de Markov

Se X é uma variavel aleatéria que assume somente valores n3o negativos,

entdo para qualquer A > 0,

x> < BX
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Prova. oo 0 O,




Prova. Para A > 0, =¢/a




Prova. Para \ > 0, seja

se X > \;

caso contrario.




Prova. Para \ > 0, seja

Notem que,

se X > );

caso contréario.




Prova. Para \ > 0, seja

1,
| =

0,

Notem que, (/) — [0~ 1)

se X > );

caso contréario.




Desigualdade de Markov

Prova. Para A > 0, seja

1, se X >

0, caso contrério.

Notem que, E(/) = P(X > \).
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Notem também que,

>




Notem também que,

I<

>

Tomando as esperancas da desigualdade acima,




Notem também que,

I<

>

Tomando as esperancas da desigualdade acima,
X E(X)
EN<E(—)=——
(=< (3)="%

:>]P(X2)\)§E()\X).




Desigualdade de Markov

Notem também que,

I <

> X

Tomando as esperancas da desigualdade acima,

E(1) <E<X) _EX)

=P (X >)\) ]E()\X)

IN
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Seja X uma variavel aleatéria com média p < oo (finita) e varidncia o
Ent3o, para todo A > 0,

2
P(IX—pl > < 5.

2



Desigualdade de Chebyshev

Seja X uma varidvel aleatéria com média p < oo (finita) e variancia o2

Ent3o, para todo A > 0,

0.2

P(X—pl >3 < 55
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Prova. Desde que (X — p)? é uma variavel aleatéria n3o negativa,




Prova. Desde que (X — p)? é uma varidvel aleatéria n3o negativa, no-

podemos aplicar a desigualdade de Markov




Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

E[(X — n)’]
22

P[(X - p)? >N <
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

B (-7 7] < B ]

Observem que,
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

B (-7 7] < B ]

Observem que, (X — u)? > \?
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

B (-7 7] < B ]

Observem que, (X — u)? > A2 se e somente se |X — pu| > A,
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

B (-7 7] < B ]

Observem que, (X — u)? > A2 se e somente se |X — u| > )\, dessa forma,
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés

podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter

B (-7 7] < B ]

Observem que, (X — u)? > A2 se e somente se |X — u| > )\, dessa forma,

a equacdo acima é equivalente a
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Desigualdade de Chebyshev

Prova. Desde que (X — u)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, nés
podemos aplicar a desigualdade de Markov para obter
E[(X - 1)?]
2 2
IP[(X—,u) ZA}gT.

Observem que, (X — u)? > A2 se e somente se |X — u| > )\, dessa forma,

a equacdo acima é equivalente a

RV 52
P(X 23 < X7
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Desigualdades

A importancia das desigualdades de Markov e Chebyshev é que elas nos
permitem encontrar limites para as probabilidades quando somente a mé-
dia ou ambas, a média e variancia, da distribuicao de probabilidades sao

conhecidas.
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Desigualdades

Claro, se a distribuicdo é conhecida, entdo a probabilidade desejada pode
ser calculada de forma exata e nds n3o precisariamos recorrer a esses limites

(essas desigualdades).
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Seja X uma variavel aleatéria qualquer. Para todo © > ()

e [

P(IX| 2 A) < —7— YA>0.




Desigualdade de Markov generalizada

Seja X uma variavel aleatéria qualquer. Para todo t > 0,

e [

P(X| 2 3) £ —5

YA > 0.
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Para quaisquer variavel aleatéria X e constante a € R,

P (X > a) < e ™ Mx(t), Vt > 0;

P (X < a) <e ™ Mx(t), Vt <0;




Limitantes de Chernoff

Para quaisquer varidvel aleatéria X e constante a € R,

P (X > a) < e ™ Mx(t), Vt > 0;

P (X < a) < e ™ Mx(t), vVt <O0;
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Limitantes de Chernoff

Para quaisquer varidvel aleatéria X e constante a € R,

P (X > a) < e ™ Mx(t), Vt > 0;

P (X < a) < e ™ Mx(t), vVt <O0;

em que Mx(t) é a funcdo geradora de momentos de X, avaliada no ponto

t.
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Limitantes de Chernoff

Para quaisquer varidvel aleatéria X e constante a € R,

P (X > a) < e ™ Mx(t), Vt > 0;

P (X < a) < e ™ Mx(t), vVt <O0;

em que Mx(t) é a funcdo geradora de momentos de X, avaliada no ponto

t. Uma vez que os limitantes de Chernoff valem para t € R,
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Limitantes de Chernoff

Para quaisquer varidvel aleatéria X e constante a € R,

P (X > a) < e ™ Mx(t), Vt > 0;
P (X < a) < e ™ Mx(t), vVt <O0;
em que Mx(t) é a funcdo geradora de momentos de X, avaliada no ponto

t. Uma vez que os limitantes de Chernoff valem para t € R, nés obtemos

o melhor limitante para IP (X > a) escolhendo t que minimiza e~ " Mx(t).
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Uma funcdo real e duas vezes diferencidvel f(a) é dita ser convexa se

f®)(a) > 0, para todo a.




Uma funcdo real e duas vezes diferencidvel f(a) é dita ser convexa se
f®)(a) > 0, para todo a. Além disso, suas derivadas s3o monotonica-

mente ndo decrescentes.




Funcao convexa

Definicao
Uma funcdo real e duas vezes diferencidvel f(a) é dita ser convexa se

f(2)(a) > 0, para todo a. Além disso, suas derivadas sao monotonica-

mente n3ao decrescentes.
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Funcao convexa

Definicao
Uma funcdo real e duas vezes diferencidvel f(a) é dita ser convexa se

f(2)(a) > 0, para todo a. Além disso, suas derivadas sao monotonica-

mente n3ao decrescentes.

Observacéo. De forma similar, f(a) é dita ser concava se f(?)(a) < 0.
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Seja f : R — R uma funcdo convexa. “c o variavel aleatoria 0 ¢ integravel,




Seja f : R — R uma func3o convexa. Se a varidvel aleatéria X é integravel,

entao

E[f (X)] = £ (E[X]).




Seja f : R — R uma func3o convexa. Se a varidvel aleatéria X é integravel,

entao
E[f (X)] = f(E[X]).

Observacdo: A Desigualdade de Jensen é valida se f é convexa em um
intervalo (a, b) tal que P (a < X < b) = 1, em que se admite a possibilidade

de a = —oc0 ou b = +o0.




Desigualdade de Jensen

Seja f : R — R uma func3o convexa. Se a varidvel aleatéria X é integravel,

entao
E[f (X)] = f (E[X]).

Observacdo: A Desigualdade de Jensen é vilida se f é convexa em um

intervalo (a, b) tal que P (a < X < b) = 1, em que se admite a possibilidade

de a = —o0 ou b = +o0.
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Demonstragdo. ' 'conco (7))




Demonstracdo. Usando (2), 2i¢ o segundo termo




Demonstracdo. Usando (2), até o segundo termo « cm tormo de X 1




Demonstracdo. Usando (2), até o segundo termo e em torno de X = p,

nds temos que




Demonstracdo. Usando (2), até o segundo termo e em torno de X = p,

nés temos que




Desigualdade de Jensen

Demonstracdo. Usando (2), até o segundo termo e em torno de X = p,

nés temos que

> £(n)
()=31 n.(M)(X —p)"
n=0 ’
(0) (1) > f(n)
- o=+ e e 37 E oy
Ra(x)

~ufjf
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Simplificando as expressdes anteriores « tilizando o resultado para fo(x0)




Simplificando as expressdes anteriores e utilizando o resultado para R»(x),

nds temos que




Desigualdade de Jensen

Simplificando as expressdes anteriores e utilizando o resultado para Rx(x),

nds temos que
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Desigualdade de Jensen

Simplificando as expressGes anteriores e utilizando o resultado para Rx(x),

nds temos que
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Desigualdade de Jensen

Simplificando as expressGes anteriores e utilizando o resultado para Rx(x),

nds temos que

em que X <7 < p.
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Desigualdade de Jensen

Simplificando as expressGes anteriores e utilizando o resultado para Rx(x),

nds temos que

F(X) = F(u) + FO ()X = ) + —— (X = )%,

em que X <7 < u. Como f é uma funcdo convexa,
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Desigualdade de Jensen

Simplificando as expressGes anteriores e utilizando o resultado para Rx(x),

nds temos que

@)(;
d 2( )(X—u)z,

F(X) = £(u) + FO () (X = ) +
em que X <7 < u. Como f é uma funcdo convexa, nds temos que

F(X) > F(p) + FO(R)(X = ).
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Aplicando a esperanca, nos temos que

E[f (X)] > E{f(u)} + BE{ D)X - p)}.




Aplicando a esperanca, nds temos que

E[f (X)) > E{f(1)} + B{fO(u)(X - p)}.

Agora,




Aplicando a esperanca, nds temos que
E[f (X)) > E{f(1)} + B{fO(u)(X - p)}.
Agora,

E[f (X)] 2 f(u) + FORE{X - n}

= E[f (X)] = f(p).




Desigualdade de Jensen

Aplicando a esperanca, nds temos que
E[f (X)] > E{f(u)} + BE{ ()X - p)}.
Agora,

E[f (X)] 2 f(u) + FORE{X - n}

= E[f (X)] = f(p).
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Lembrando que E(X) = p, nos concluimos o demonstracio




Lembrando que IE(X) = p, nds concluimos a demonstrac3o.

Essa demonstracdo foi adaptada de Ross (2019, p. 427),




Desigualdade de Jensen

Lembrando que IE(X) = u, nés concluimos a demonstracdo.

Essa demonstracdo foi adaptada de Ross (2019, p. 427),
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Desigualdade de Jensen

Lembrando que IE(X) = u, nés concluimos a demonstracdo.

Essa demonstracdo foi adaptada de Ross (2019, p. 427), para uma forma

alternativa,
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Desigualdade de Jensen

Lembrando que IE(X) = u, nés concluimos a demonstracdo.

Essa demonstracdo foi adaptada de Ross (2019, p. 427), para uma forma

alternativa, ver Magalhdes (2015, p. 224).
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Sejam X e Y varidveis aleatérias com esperancas finitas. =ntio

E(IXY]) < \/E(X2)E(Y?).




Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam X e Y varidveis aleatérias com esperancas finitas. Ent3o

E(IXY]) < \/E(X2)E(Y?).
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1) Motivacao

2) Série de Taylor
3) Expressoes aproximadas da média e da varidncia
4) Desigualdades
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