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Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria (VA) bidimensional e g é uma fungio

destas duas variaveis.




Se (X, Y)T é uma VA discreta bidimensional, com funcdo de probabilidade

conjunta p(xj, yj), cnto

Ele(X. )] =33 g(.y)p(x.).

j=1i=1




Esperanca

Se (X, Y)" é uma VA discreta bidimensional, com funcdo de probabilidade

conjunta p(xj, y;), entdo

Ele(X. )] =33 g00.y)p(x.).

j=1i=1
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Se (X,Y)" é uma VA continua bidimensional, com funcio densidade de

probabilidade (FDP) conjunta f(x,y), cnt:o

Bl V1= [ [ gl )b




Esperanca

Se (X,Y)" é uma VA continua bidimensional, com funcdo densidade de

probabilidade (FDP) conjunta f(x,y), entdo

Bl V1= [ [ gl ).
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A covariancia entre X e Y, denotada por Cov(X, Y),




A covariancia entre X e Y, denotada por Cov(X, Y), ¢ cefinida por

Cov(X, Y) = E{[X — B(X)][Y — E(Y)]}.




A covariancia entre X e Y, denotada por Cov(X, Y), é definida por

Cov(X, Y) = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]}.

Alternativamente,




A covariancia entre X e Y, denotada por Cov(X, Y), é definida por

Cov(X. Y) = E{[X ~ E(X)][Y ~ E(Y)]}.
Alternativamente, 2 covariancia entre X e V' pode ser escrita como

Cov(X, Y) = B(XY) — B(X)E(Y).




Covariancia

A covariancia entre X e Y, denotada por Cov(X, Y), é definida por
Cov(X, ¥) = E{[X — EX)][Y — E(Y)]}.
Alternativamente, a covariancia entre X e Y pode ser escrita como

Cov(X, Y) = B(XY) — E(X)E(Y).
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Sejam a, b, ¢, d constantes, do definicio de covariancia, nos temos as se-

guintes propriedades:




Sejam a, b, ¢, d constantes, da definicio de covaridncia, ndés temos as se-

guintes propriedades:

@ Cov(X,Y) = Cov(Y,X);




Sejam a, b, ¢, d constantes, da definicio de covaridncia, ndés temos as se-

guintes propriedades:
o Cov(X,Y) = Cov(Y,X);

@ Cov(X, X) = Var(X);




Covariancia

Sejam a, b, ¢, d constantes, da definicdo de covaridncia, nés temos as se-

guintes propriedades:
o Cov(X,Y) = Cov(Y,X);
o Cov(X, X) = Var(X);

Qo
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Covariancia

Sejam a, b, ¢, d constantes, da definicdo de covaridncia, nés temos as se-

guintes propriedades:
o Cov(X,Y) = Cov(Y,X);
o Cov(X, X) = Var(X);
o Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X, Y);

Qo
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Covariancia

Sejam a, b, ¢, d constantes, da definicdo de covaridncia, nés temos as se-

guintes propriedades:
o Cov(X,Y) = Cov(Y,X);
o Cov(X, X) = Var(X);
o Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X, Y);

o Cov (Lfy Xi, Sy V) = X0y S5 Cov(Xi, Y)):
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Da definic3o e das propriedades da covariancia, nés temos alguns resultados.

O primeiro é que, se X e Y sdo independentes,




Covariancia

Da definicdo e das propriedades da covaridncia, nés temos alguns resultados.

O primeiro é que, se X e Y sdo independentes,
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Covariancia

Da definicdo e das propriedades da covaridncia, nés temos alguns resultados.

O primeiro é que, se X e Y sdo independentes, entao

E(XY) = E(X) x E(Y),
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Covariancia

Da definicdo e das propriedades da covaridncia, nés temos alguns resultados.

O primeiro é que, se X e Y sdo independentes, entao
E(XY) = E(X) x E(Y),

isto é, se X e Y sdo independentes, Cov(X,Y) = 0.
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Covariancia

Da definicdo e das propriedades da covaridncia, nés temos alguns resultados.

O primeiro é que, se X e Y sdo independentes, entao
E(XY) = E(X) x E(Y),

isto é, se X e Y sdo independentes, Cov(X, Y) = 0.

Observacdo: Cov(X, Y) =0 ndo implica que X e Y s3o independentes.
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No segundo, sejam X1, Xp, ..., X, uma sequéncia de VAs, cntio

Var (ZX) - Zn:Var(X,-) +2) ) Cov(X;, X)) (1)
i=1 i=1

i#j




No segundo, sejam X, X3, ..., X, uma sequéncia de VAs, entdo

Var <i X,-) = iVar (Xi) + 2ZZCOV(X,',)<J'). (1)
i=1 i=1

i#j

Para o caso bidimensional (X, Y)T,




Covariancia

No segundo, sejam Xi, Xo,..., X, uma sequéncia de VAs, entao
Var (Z X,-) =) Var(X;) +2> > Cov(X;, X)). (1)
i=1 i=1 ij

Para o caso bidimensional (X, Y)T,
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Covariancia

No segundo, sejam Xi, Xo,..., X, uma sequéncia de VAs, entao
Var (Z X,-) =) Var(X;) +2> > Cov(X;, X)). (1)
i=1 i=1 ij

Para o caso bidimensional (X, Y)T, nés temos que (1) resulta em

Var (X + Y) = Var (X) + Var (Y) + 2Cov(X, Y).
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Agora, se X1,X5,...,X, é uma sequéncia de VAs independentes duas a

duas, (1) resulta em

Var (2,1: X,-) - Xn:Var (Xi) -
i=1

i=1




Covariancia

Agora, se X1, X,...,X, € uma sequéncia de VAs independentes duas a

duas, (1) resulta em

Var (Zx) ZVar

=1
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Seja (X, Y)T uma VA bidimensional. cs definiremos oo o cosficiente de

correlacdo, entre X e Y, da seguinte forma:




Seja (X, Y)T uma VA bidimensional. Nés definiremos p,,, o coeficiente de

correlacdo, entre X e Y, da seguinte forma:

~ Cov(X,Y)
Py = VVar(X)Var(Y)




Correlacao

Seja (X, Y)T uma VA bidimensional. Nés definiremos p,y, o coeficiente de

correlacdo, entre X e Y, da seguinte forma:

Cov(X, Y)

Py = Vv Var(X)Var(Y)
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® p,, € uma quantidade adimensional;




o pyy é uma quantidade adimensional;

9—1§pxy§1?




o pyy é uma quantidade adimensional;

0—1SnyS1;

@ se X e Y sdo independentes, entdo p,, = 0;




© pxy € uma quantidade adimensional;

o —-1< Pxy < 1;
o se X e Y sdo independentes, entdo py, = 0;

o Se piy =1, entdo Y = aX + b, em que a e b sdo constantes;




Correlacao

©

Pxy € uma quantidade adimensional;

O—lﬁpxyﬁl?

©

se X e Y sdo independentes, entdo p,, = 0;

©

Se p)z(y =1, entdo Y = aX + b, em que a e b sdo constantes;
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Correlacao

©

Pxy € uma quantidade adimensional;

O—lﬁpxyﬁl?

©

se X e Y sdo independentes, entdo p,, = 0;

©

Se p)z(y =1, entdo Y = aX + b, em que a e b sdo constantes;

o Se Y:aX—l—bep)%y:l. Sea>0py=1 a<0, py=—-1L
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Se py, for o coeficiente de correlacdo entre X e Y,




Se py, for o coeficiente de correlagdo entre X e Y, « <« V' 20 [ ¢

W =cY +d,




Se py, for o coeficiente de correlagdo entre X e Y, ese V = aX + b e

W = cY + d, nas quais a, b,c,d, a # 0 e ¢ # 0 s3o constantes,




Correlacao

Resultado
Se py, for o coeficiente de correlacdo entre X e Y, ese V = aX + b e

W = cY +d, nas quais a, b, c,d, a # 0 e ¢ # 0 sdo constantes,
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Correlacao

Resultado
Se py, for o coeficiente de correlacdo entre X e Y, ese V = aX + b e

W = cY +d, nas quais a, b, c,d, a # 0 e ¢ # 0 sdo constantes, entdo

ac

Pvw = 7 Pxy-

|ac|
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Seja (X, Y)" uma VA bidimensional, com FDP conjunta dada por:

f(x,y) =2 ]I(o,l)(X) ]I(x,l)(y)

= 2X0,1)(¥) Lo,y (x)-

Encontre py, .




Seja (X, Y)T uma VA bidimensional, com FDP conjunta dada por:

f(x,y)=2 ]I(o,l)(X) ]I(x,l)(}’)

= 210,1)(¥) (0,5 (%)-

Encontre p,, .




As marginais de X e Y s3o dadas, respectivamente, por

() = [ 24y =201 ) Ton(x),

y
fy(y) = /0 2dx =2y Tgq)(y)-




As marginais de X e Y s3o dadas, respectivamente, por

1

f(x) = [ 2dy =201 = X) Ty ()
y

fr(y) = [ 20 =2y L)

Observacdo: X ~ beta(1,2) e Y ~ beta(2,1).




Exemplo

As marginais de X e Y s3o dadas, respectivamente, por
1
() = [ 2dy =21~ ) L)),
y
fy(y) = /0 2dx =2y Tgq)(y)-

Observacdo: X ~ beta(1,2) e Y ~ beta(2,1).
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Agora, nés podemos calcular

]E(X):/le2(1—x)d % ]E(X2):/01x22(1—x)dx:
2
= E(

1 1 1
E(Y)Z/O y2ydy—3 EY2)=/O y22ydy=§,

E(XY) / / xy2dxdy*%

9




Exemplo

Agora, nés podemos calcular

B0 = [ 2 -0 se= 1 B0 = [ et
2
2, K

1 1 1
E(Y)Z/O y2ydy—3 EY2)=/O y22ydy=§,

E(XY) / / xy2dxdy*%

:.ufjf
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Exemplo

Agora, nés podemos calcular

B0 = [ 2 -0 se= 1 B0 = [ et
2
2, K

1 1 1
E(Y)Z/ y2ydy =, E Y2)=/ y*2ydy ==,

0 3’ Jo 2
E(XY) //xy2dxdyi

Lembrando que, Var(X) = E(X?) — E2(X) = 1/18 e Var(Y) = E(Y?) —

E2(Y) =1/18.

:.ufjf

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Esperancas e covariancias 17 de setembro de 2024 17 /41



Nés temos que

_ B(XY) — B(X)B(Y) _

Py = Var(X)Var(Y)

1 1 2 1

3 3%35 _3% _ 1
0 —

/1 1 S 2

Exﬁ 18




Nés temos que

1
3

[o)]

1

ey = E(XY)-EX)E(Y) -3x3
v T, 1 L

Var(X)Var(Y) /E I
Observacdo: as esperancas e variancias de X e Y poderiam ter sido cal-

culadas a partir das definicoes da distribuicdo beta.




Exemplo

Nés temos que

b ~BOXY)-EXE(Y) _§-3x5 5 _1
ad Var(X)Var(Y) /% « % % 2

Observacdo: as esperancas e variancias de X e Y poderiam ter sido cal-

culadas a partir das definicdes da distribuicdo beta.
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Tal como nés definimos o valor esperado de uma variavel aleatéria X, nos

também podemos definir o valor esperado condicionado de uma VA.




Valor esperado condicionado

Tal como nés definimos o valor esperado de uma variavel aleatéria X, nés

também podemos definir o valor esperado condicionado de uma VA.
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Se (X,Y)T for uma VA discreta bidimensional, nos definiremos o valor

esperado condicionado de X, para um dado Y = y;,




Valor esperado condicionado

Se (X,Y)T" for uma VA discreta bidimensional, nés definiremos o valor

esperado condicionado de X, para um dado Y = y;,
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Valor esperado condicionado

Se (X,Y)T" for uma VA discreta bidimensional, nés definiremos o valor
esperado condicionado de X, para um dado Y = y;, como
“+o0o

E(X]Y =) =>_ xipxy(xily))-
i=1
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Se (X,Y)" for uma VA continua bidimensional, ncs definiremos o valor

esperado condicionado de X, para um dado Y =y,




Valor esperado condicionado

Se (X,Y)T for uma VA continua bidimensional, nés definiremos o valor

esperado condicionado de X, para um dado Y =y,
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Valor esperado condicionado

Se (X,Y)T for uma VA continua bidimensional, nés definiremos o valor
esperado condicionado de X, para um dado Y =y, como
+oo

(XY =y) = [ xfaylxly) dx.

—0o0
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De maneira geral, se (X, Y)T for uma VA bidimensional e g é uma funcso

de X, nés temos que

E[g(X)|Y =y]= v e(x) ley(X,"yj), caso discreto,

E[g(X)|Y =y] = [T g(x) fx|v(x|y)dx, caso continuo.




Valor esperado condicionado

De maneira geral, se (X, Y)" for uma VA bidimensional e g é uma funcdo

de X, nés temos que

E[g(X)|Y =y]= P e(x) pX|y(x,-]yj), caso discreto,
E[g(X)|Y =y] = [T g(x) fx|v(x|y)dx, caso continuo.
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Em geral, E(X|Y = y) é uma fungdo de y = por isso, & uma VA




Em geral, E(X|Y = y) é uma funcgdo de y e, por isso, é uma VA. Fcirita-

mente falando, E(X|Y = y) é o valor da VA E(X|Y).




Em geral, E(X|Y = y) é uma fungdo de y e, por isso, é uma VA. Estrita-

mente falando, E(X|Y = y) é o valor da VA E(X|Y).




Valor esperado condicionado

Um propriedade extremamente importante do valor esperado condicional é

dada por

E(X) = E[E(X]Y)]. (2)
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Valor esperado condicionado

Um propriedade extremamente importante do valor esperado condicional é

dada por
E(X) = E[E(X|Y)]. (2)

Semelhantemente, E(Y) = E[E(Y|X)].
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O resultado em (2) também continua vélido para situagdes como

o Elg(X)] = E{E[g(X)[Y]};




Valor esperado condicionado

O resultado em (2) também continua valido para situagdes como

o Elg(X)] = E{E[g(X)[Y]};

Qo
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Valor esperado condicionado

O resultado em (2) também continua valido para situagdes como

o Elg(X)] = E{E[g(X)[Y]};

o E(XY) = E[E(XY|Y)].
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Valor esperado condicionado

Um outra propriedade extremamente importante do valor esperado condici-

onal é dada por

Var(X) = E[Var(X]|Y)] + Var [E(X]Y)].
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Suponham que remessas, contendo um nimero variavel de pecas, chegue

cada dia.




Suponham que remessas, contendo um nimero varidvel de pecas, chegue

cada dia. Se N for o nimero de pecas da remessa,




Suponham que remessas, contendo um nimero varidvel de pecas, chegue

cada dia. Se N for o n(imero de pecas da remessa, = distribuicio de proba-

bilidade da variavel aleatéria N,




Exemplo

Suponham que remessas, contendo um nimero variavel de pecas, chegue
cada dia. Se N for o n(imero de pecas da remessa, a distribuicdo de proba-

bilidade da variavel aleatéria N,
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Exemplo

Suponham que remessas, contendo um nimero variavel de pecas, chegue
cada dia. Se N for o n(imero de pecas da remessa, a distribuicdo de proba-

bilidade da variavel aleatéria N, serd dada assim:

N 10 11 12 13 14 15

P(N) | 0,05 0,10 0,10 0,20 0,35 0,20
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Exemplo

Suponham que remessas, contendo um nimero variavel de pecas, chegue
cada dia. Se N for o n(imero de pecas da remessa, a distribuicdo de proba-

bilidade da variavel aleatéria N, serd dada assim:

N 10 11 12 13 14 15

P(N) | 0,05 0,10 0,10 0,20 0,35 0,20

Com E(N) = 13,3.
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A probabilidade de que qualquer peca em particular seja defeituosa é a

mesma para todas as pecas ¢ igual 2 0,10




A probabilidade de que qualquer peca em particular seja defeituosa é a

mesma para todas as pecas e igual a 0,10. Se X for o nimero de pecas

defeituosas que chegue cada dia, qual serad o valor esperado de X7




Exemplo

A probabilidade de que qualquer peca em particular seja defeituosa é a
mesma para todas as pecas e igual a 0,10. Se X for o nimero de pecas

defeituosas que chegue cada dia, qual serad o valor esperado de X?
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Notem que, para um dado N igual a n, < apresentara distribuicao binomial,




Notem que, para um dado N igual a n, X apresentara distribuicao binomial,

ie,

X|N = n ~ binomial(n, p = 0,10).




Notem que, para um dado N igual a n, X apresentara distribuicao binomial,

i.e,

X|N = n ~ binomial(n, p = 0,10).

Como N é uma VA, nés podemos utilizar o resultado apresentado em (2),




Exemplo

Notem que, para um dado N igual a n, X apresentara distribuicdo binomial,

i.e,
X|N = n ~ binomial(n, p = 0,10).

Como N é uma VA, nés podemos utilizar o resultado apresentado em (2),
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Exemplo

Notem que, para um dado N igual a n, X apresentara distribuicdo binomial,

i.e,
X|N = n ~ binomial(n, p = 0,10).

Como N é uma VA, nés podemos utilizar o resultado apresentado em (2),

i.e.,

E(X) = E[E(X|N)] = E[0,10 x N] = 0,10 x E [N]

— 0,10 x 13,3 = 1,33. _
~ufjf
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Como nos ja salientamos, IE(X|Y = y) é o valor da VA E(X|Y) e é uma

funcdo de y. O grafico dessa funcdo de y é conhecido como a curva de

regressdo (da média) de X em Y.




Regressao da média

Como nos ja salientamos, IE(X|Y = y) é o valor da VA E(X|Y) e é uma
funcdo de y. O gréfico dessa funcdo de y é conhecido como a curva de

regressdo (da média) de X em Y.
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Regressao da média

Como nos ja salientamos, IE(X|Y = y) é o valor da VA E(X|Y) e é uma
funcdo de y. O gréfico dessa funcdo de y é conhecido como a curva de
regressdo (da média) de X em Y. Para cada valor fixado y, E(X|Y =y)

serd o valor esperado da VA (unidimensional) X|Y = y.
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Seja (X, Y)" uma VA bidimensional « <iponfiam que

E(X) = px, E(Y) = py, Var(X) = ok e Var(Y) = 0%.




Seja (X, Y)" uma VA bidimensional e suponham que

E(X) = px, E(Y) = py, Var(X) = 0‘§( e Var(Y) = 0'%/.




Seja p o coeficiente de correlacdo entre X e Y. Sc o repressio de vV oem

for linear,




Seja p o coeficiente de correlacdo entre X e Y. Se a regressdo de Y em X

for linear, nos teremos

g
B(Y|X = x) = py + p—(x — pix)-
ox




Seja p o coeficiente de correlacdo entre X e Y. Se a regressdo de Y em X

for linear, nés teremos

o
E(Y|X = x) = py + p—(x — pix).
ox

Se a regressdo de X em Y for linear,




Teorema

Seja p o coeficiente de correlacdo entre X e Y. Se a regressdo de Y em X

for linear, nés teremos
oy
E(Y|X =x)=py + p;(x — [1x)-

Se a regressdo de X em Y for linear,
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Teorema

Seja p o coeficiente de correlacdo entre X e Y. Se a regressdo de Y em X

for linear, nés teremos
oy
E(Y|X =x) = py + p—(x — px).
ox
Se a regressdo de X em Y for linear, nés teremos

g
BXIY =) = px+p 2 (v = ry).
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@ E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a

outra n3o o seja;




o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a

outra nao o seja;

@ Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0,




Observacoes

o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a

outra n3o o seja;

o Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0,
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Observacoes

o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a
outra n3o o seja;

o Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0, entdo

nés verificamos que IE(X|Y = y) ndo depende de y.
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Observacoes

o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a
outra n3o o seja;

o Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0, entdo
nés verificamos que IE(X|Y = y) ndo depende de y. Se p # 0, o sinal

de p determina o sinal da declividade da reta de regressao;
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Observacoes

o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a
outra n3o o seja;

o Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0, entdo
nés verificamos que IE(X|Y = y) ndo depende de y. Se p # 0, o sinal

de p determina o sinal da declividade da reta de regressao;

o Se ambas as funcdes de regressao forem lineares,
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Observacoes

o E possivel que uma das regressGes da média seja linear, enquanto a
outra n3o o seja;

o Se a regressdo de X em Y, por exemplo, for linear e, se p = 0, entdo
nés verificamos que IE(X|Y = y) ndo depende de y. Se p # 0, o sinal
de p determina o sinal da declividade da reta de regressao;

o Se ambas as funcdes de regressao forem lineares, nds verificamos que as

retas de regressdo se interceptam no “centro” da distribuicdo, (ux, 1y ).
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Principio dos minimos quadrados

Embora as funcdes de regressdo ndo precisem ser lineares, nés poderemos

estar interessados em aproximar a curva de regressdo com uma funcao linear.
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Principio dos minimos quadrados

Embora as funcdes de regressdo ndo precisem ser lineares, nés poderemos
estar interessados em aproximar a curva de regressdo com uma funcao linear.

Isto é usualmente feito recorrendo-se ao principio dos minimos quadrados.
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Principio dos minimos quadrados

No principio dos minimos quadrados, duas constantes a e b s3o escolhidas

de modo que
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Principio dos minimos quadrados

No principio dos minimos quadrados, duas constantes a e b s3o escolhidas

de modo que

E{[B(Y[X) - (aX + b))’}

se torne minima.
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Principio dos minimos quadrados

No principio dos minimos quadrados, duas constantes a e b s3o escolhidas

de modo que
E{[B(Y[X) - (aX + b))’}

se torne minima. A reta y = ax + b é denominada a aproximacdo de

minimos quadrados a curva de regressdo E(Y|X = x).
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Se y = ax + b for a aproximagdo de minimos quadrados a E(Y|X = x) «

se E(Y|X = x) for de fato uma funcdo linear de x,




Se y = ax + b for a aproximagdo de minimos quadrados a E(Y|X = x) e

se E(Y|X = x) for de fato uma func&o linear de x, i=to ¢
E(Y|X =x)=ax+ b,

entioa=a eb=1">.




Teorema

Se y = ax + b for a aproximagdo de minimos quadrados a E(Y|X = x) e

se E(Y|X = x) for de fato uma funcdo linear de x, isto é,
E(Y|X =x)=ax+ b,

entioa=a eb=1">.
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Teorema

Se y = ax + b for a aproximagdo de minimos quadrados a E(Y|X = x) e

se E(Y|X = x) for de fato uma funcdo linear de x, isto é,
E(Y|X =x)=ax+ b,
entioa=aeb=">.

Observacao: de forma analoga, os resultados valem para E(X|Y = y).
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