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Função geradora de probabilidades

A função geradora de probabilidades (FGP) da variável aleatória (VA) dis-

creta X , PX (t), é definida por

PX (t) = E
[
tX
]

=
+∞∑
i=1

txipX (xi),

para t ∈ R.
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Função geradora de momentos

E a função geradora de momentos (FGM) da VA X , MX (t), é definida por

MX (t) = E
[
etX
]

=


∑+∞

i=1 etxipX (xi), caso discreto,∫+∞
−∞ etx fX (x) dx , caso contínuo,

para t ∈ R.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Funções geradoras 24 de setembro de 2024 5 / 28



Função característica

As FGP e FGM são ferramentas muito úteis. Contudo, elas nem sempre

existirão. Dessa forma, é interessante obter uma função que sempre exista.
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Função característica

Uma VA X é complexa, se puder ser escrita como:

X = X a + iXb,

em que i =
√
−1, X a e Xb são VA reais.
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Função característica

A função característica da VA X , ϕX (t), é definida por

ϕX (t) = E
[
eitX

]
= E [cos(tX )] + iE [sen(tX )] ,

para t ∈ R e i =
√
−1.
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Função característica

Seja X uma VA qualquer e ϕX sua função característica, então:

1 ϕX (0) = 1;

2 |ϕX (t)| ≤ 1;

3 Para a e b constantes, ϕaX+b(t) = eitbϕX (at);

4 Se as VA X e Y são independentes então, ϕX+Y (t) = ϕX (t)×ϕY (t);

5 ϕX (t) é uniformemente contínua;

6 ϕX (t) também gera momentos.
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Funções geradoras

Seja X uma VA, a partir das funções geradoras, nós podemos observar as

seguintes relações

MX (t) = PX (et), se X é uma VA discreta;

ϕX (t) = MX (it).
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Função geradora de cumulantes

A função geradora de cumulantes (FGC) da VA X , KX (t), é definida por

KX (t) = logMX (t),

para t ∈ R. A FGC também pode ser definida como

KX (t) = logϕX (t),

para t ∈ R.
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Função geradora multidimensional de momentos

A FGM conjunta da VA bidimensional (X ,Y )>, M(t1, t2), é definida para

todos os valores reais t1 e t2 por

M(t1, t2) = E
[
et1X+t2Y

]
(1)

=


∑+∞

i=1
∑+∞

j=1 et1xi +t2yjp(xi , yj), caso discreto,∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ et1x+t2y f (x , y)dxdy , caso contínuo.

A FGM conjunta é única e determina a distribuição conjunta de (X ,Y )>.
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Função geradora de momentos

De (1), nós temos que

∂r+sM(t1, t2)
∂tr

1∂ts
2

∣∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= E (X rY s) .

Por exemplo, r = s = 1,

∂2M(t1, t2)
∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= E (XY ) .
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Função geradora de momentos

Se r = 1 e s = 0,

∂M(t1, t2)
∂t1

∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= E (X ) .

Se r = 0 e s = 1,

∂M(t1, t2)
∂t2

∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= E (Y ) .
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Função geradora de momentos

De (1), nós podemos obter as FGM marginais da seguinte forma

MX (t) = E
[
etX
]

= M(t, 0),

MY (t) = E
[
etY

]
= M(0, t).
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Função geradora de momentos

Se X e Y são VAs independentes, então a FGM em (1) pode ser escrita da

seguinte forma

M(t1, t2) = MX (t1)×MY (t2).
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Função geradora de momentos

De maneira geral, a FGM conjunta da VA multidimensional (X1,X2, . . . ,Xn)>,

M(t1, t2, . . . , tn), é definida por

M(t1, t2, . . . , tn) = E
[
et1X1+t2X2+···+tnXn

]
.
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Função geradora de momentos

Exemplo. Sejam X ∼ N(µ1, σ
2
1) e Y ∼ N(µ2, σ

2
2) VAs independentes.

1 Qual é a FGM de X e Y , respectivamente? (Não é necessário provar).

2 Qual é a FGM conjunta da VA bidimensional (X ,Y )>?

3 A partir da FGM do item (b), encontre E(X ), E(Y ), E(XY );

4 Calcule Cov(X ,Y ).
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Função geradora de momentos

1. As FGMs de X e Y são dadas, respectivamente, por

MX (t1) = exp
{
µ1t1 + σ2

1t2
1

2

}
, MY (t2) = exp

{
µ2t2 + σ2

2t2
2

2

}
.
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Função geradora de momentos

2. Como X e Y são independentes, a FGM conjunta de X e Y é dada pelo

produto das respectivas FGM marginais, isto é,

MX ,Y (t1, t2) = MX (t1)×MY (t2)

= exp
{
µ1t1 + σ2

1t2
1

2

}
× exp

{
µ2t2 + σ2

2t2
2

2

}

= exp
{

(µ1t1 + µ2t2) + σ2
1t2

1 + σ2
2t2

2
2

}
.
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Função geradora de momentos

3.

E(X ) = ∂

∂t1
MX ,Y (t1, t2)|t1=0,t2=0

=
(
µ1 + 2σ2

1t1
)

exp
{

(µ1t1 + µ2t2) + σ2
1t2

1 + σ2
2t2

2
2

}∣∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= µ1;
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Função geradora de momentos

E(Y ) = ∂

∂t2
MX ,Y (t1, t2)|t1=0,t2=0

=
(
µ2 + 2σ2

2t2
)

exp
{

(µ1t1 + µ2t2) + σ2
1t2

1 + σ2
2t2

2
2

}∣∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= µ2;
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Função geradora de momentos

E(XY ) = ∂2

∂t1∂t2
MX ,Y (t1, t2)|t1=0,t2=0

=
(
µ1 + 2σ2

1t1
) (
µ2 + 2σ2

2t2
)

× exp
{

(µ1t1 + µ2t2) + σ2
1t2

1 + σ2
2t2

2
2

}∣∣∣∣∣
t1=0,t2=0

= µ1µ2.
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Função geradora de momentos

4. A partir da definição de covariância, nós temos que,

Cov(X ,Y ) = E(XY )− E(X )E(Y )

= µ1µ2 − µ1µ2 = 0.
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